Matematickd analyza NOFY151, ZS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 5 — ReSeni

V piikladech 1.—4. provedte vySetfeni pribéhu funkce, tj. urcete:

(i) defini¢ni obor
(ii) obor spojitosti
(iii) limity v krajnich bodech D¢ a v bodech nespojitosti
)
)
)

(iv) specidlni vlastnosti (sudost/lichost, periodicita apod.)

(v

(vi

pruseciky s osami, pfipadné dalsi vyznacné body

prvni derivace, intervaly monotonie, extrémy, obor hodnot, jednostranné derivace,
prip. limity derivaci v problematickych bodech

(vii) druhd derivace, konvexita/konkavita, inflexni body
(viii) asymptoty

(ix) graf

1. (1 bod)

Funkce je definovana a spojita v R, lim f(z) = 400, neni sudé, lich4 ani periodické
(ale je osové symetricka vici piimce x = ——) P, jsou [~1,0],[2,0], P, = [0, —+/2], —
—1,26. f'(z) = —2=— pro = ¢ {—1,2}, stacionarn{ bod je z = 3, f(3) = f/; =

3(x2—z— 2)7
—1,31. f'(=1) = —o0, f'(2) = +oo. Vyjimecné body jsou tedy {—oo, — 1,2, , +oo},
f klesd v (—o0,
vsu

), Toste v (3,+00), tedy v 3 ma funkce globdlni minimum. f”(z) =
2 al—xt7
9 (:):27172)2

1
12/ 2
de kromé bodi —1 a 2. f”(z) > 0 a tedy f je konvexni v (—1,2), f"(z) <0



a tedy f je konkdvni v (—oo, —1), (2, +00). Body —1 a 2 jsou tedy inflexnimi body (méni
se v nich konvexita na konkavitu), a¢ v nich neni druhé derivace definovana. Asymptoty
nejsou.

2. (1 bod)
In®z —2 ;o . .
f(xz) = ———— (bez druhé derivace a konvexity/konkavity)
In“z+1
Funkce je definované a spojita v R, liI_il_l f(z) = 400, lir[r)1+f(x) = —00, neni suda,
T—r+00 T—>
lichd ani periodickd. P, = [6%,0],6% = 3,525. f'(z) = 1 Ina(in® et3lnetd) otaciondrni

x (In? z+1)2
body jsou e~ = 0,37 a 1 (miZeme uZit substituci y = Inz, u kubické funkce 3* + 3y + 4
pak snadno uhddneme kofen —1 a délenim dostneme kvadraticky polynom bez redlnych
kofent). Vyjimeéné body jsou {07, e, 1,+o00}, fle™!) = =3, f(1) = =2, f roste v
(0,e7') a v (1,+00), klesd v (e7*,1). Jedina asymptota je x = 0.

3. (1 bod)
. 1—x
x) = arcsin
/(@) 1+ 2%
Pro stanoveni defini¢niho oboru nejprve prozkoumame funkci 11;29; : snadnymi Gpravami

zjistime, Ze hodnot v intervalu (—1,1) nabyva pro x € (—oo, —2) U (0, +00) a toto je tedy
defini¢ni obor funkce f(z). V kazdém z intervald, které jej tvori, je rovnéz f(z) spo-

jita. liril f(z) = arcsin(—3%) = =%, f(-2) = arcsin(—1) = —%, f(0) = arcsin(1) = Z,
T—>00

2 6
o ’ R / . . 1.2 / o —V3 . / , /
P, =[1,0], neni sud4, licha ani periodicka. f'(z) = Vo ras s ¢ definovana a zaporna v

(—00,—2)U(0,400), f tedy klesa v (—o0, —2) i v (0, +00). f'(—2) = f1.(0) = —o0. (Mi-

mochodem v téchto bodech nemtizeme mluvit o asymptotach, jak nékteri z vas psali, to by

V3 sgn(1+2x) (42?2 +7x+1)
(22422)3 (14+22)2

tam totiz musely byt (jednostranné) limity f(x) nekonecné.) f"(z) =



kvadraticky polynom v ditateli mé kofeny %@, které oba lezi v (—2,0), takze na
znaménko druhé derivace nemd tento polynom vliv (je kladny v celém Dy), stejné tak
jsou kladné vSechny ¢leny ve jmenovateli a znaménko f” se tedy méni pouze ve ¢lenu
sgn(l + 2z): f je konkavni v (—oo, —2) a konvexni v (0,+00). Asymptotou v oo je

™

Y= "%

-4 -2

R : :
\ —1.05-
157
4. (1 bod)

f(fE) _ earctngl_l

Dy =R — {—1,1}, funkce je suda, viude kladnd, f(0) = e~ a tento bod je lokdlnim
Funkce roste v (—oo, —1) a v (—1,0), klesa v (0,1) a v (1, +00). Je konvexni v (—oo, —1)
av (1,+00), konkdvni v (—1,1).
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Bonus: v prikladech 5.-6. spoctéte zadanou limitu pomoci Taylorovych polynomi:

5. (0,5 bodu)
coshx — y/cosx

2

lim
x—0 €T



Pamatujeme si tyto Taylorovy polynomy v nule:
22
coshx =1+ 5 + o(z?)

2

cost =1— 5 + o(x?)

Vl—i—yzl-I—%—i—o(y)

ProtoZe ve jmenovateli je 22, sta¢i ndm vsude T.p. stupné 2, ovéite si ale, ze v T.p. pro
. s’ ’ 2
V1 +y staci stupeti 1. Z nich odvodime dosazenim y = —%-:

2

2
Veost = \/1—%—1—0@2) = 1—$—+0(x2)

4
a proto
g 88 VT (15) (%) bolr?) _[3
z—0 r? z—0 xr2 4
6. (0,5 bodu)

. exp(z + x?) —sinz + 3cosz — 4

lim .

z—0 arctg® x

Pfedevsim si limitu upravime na soucin

. exp(r + %) —sinz + 3cosz — 4 _ z O\’
lim lim
z—0 3 —0 \ arctg
a druha limita je zfejmé rovna jedné — to miizeme zjistit bud elementarné (substituci
x = tgy,y — 0) nebo uréenim T.p. stupné 1 pro arcustangens, coz lze snadno bud

z definice T.p. (arctg(0) = 0,arctg’(0) = 1), pfipadné uréenim T.p. funkce tangens a
dopo¢tem T.p. inverzni funkce — ale to je pro stupen jedna zbytetné pracné (zato muze
byt vihodnéjsi pro T.p. vyssich stupnit, kde je naopak pracnéjsi derivovani).

Pamatujeme si dale tyto Taylorovy polynomy v nule (z vySe uvedeného je zfejmé, ze
potfebujeme stupen 3):

2 3
ey:1+y—|—y—+y—+o(y3)
2 6
23
sinx:x—g—i—o(x:s)
22
cosz =1— — + o(z?)

2



Dosazenim do ¢itatele ziskdvame
exp(z + 2?) —sinz + 3cosz — 4 =

a4 (e 42+ ofa®)) 4 2(@?) +o(a))-

6
z3 z?
— (x — 5 + o(z?)) + 3(1 — 5 1 o(z?) —4 =
4
= ga:3 + o(z?)
a tedy
. exp(z +2?) —sinz +3cosz —4 |4
im |2
20 arctg® x 3

Lukas Krump, 10.1.2025



