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Kapitola 14

Posloupnosti a rady funkci

V predchozich kapitolach jsme uz nékolikrat narazili na problém prohozeni poradi
dvojice limitnich procesi. Obecné neni mozné tuto operaci provadét: napiiklad
lim, oo (limmﬁOO %) # im0 (limnﬁoo %) Na druhou stranu, v nékterych
situacich to mozné je a nékdy se dokonce jednd o velmi ucinny néstroj k feSeni
matematickych problémi (vzpomerite si na prohazovani sumy a derivace v p¥ipadé
mocninnych fad, coZ se Casto vyuziva pii jejich s¢itani). Zde se budeme zabyvat
posloupnostmi funkci, které v jistém smyslu konverguji k néjaké funkci a bude nas
zajimat, jak vlastnosti ¢lenti posloupnosti funkci ovlivituji vlastnosti funkce limitni.
Zakladni otazkou bude pravé prohozeni limitnich procesii. Jako velice vhodny typ
konvergence se ukaze nam jiz dobfe zndma konvergence generovana supremovou

normou na prostorech spojitych funkei.

14.1 Bodova a stejnomérna konvergence

S posloupnostmi funkci jsme se jiz setkali v metrickych prostorech. Jednim ze
studovanych prostorti byl prostor C([a, b]) opatfeny maximovou normou. Odpovi-
dajici konvergenci jsme nazyvali stejnomeérnd konvergence. Tento pojem je vhodné
rozsifit 1 do situaci, kdy pracujeme na obecnéj$i mnozin€, nez je omezeny uzavieny
interval.

Definice 14.1.1 (Stejnomérnd konvergence). Necht {¢,} je posloupnost funkci
z RY do R definovanych na Q@ C RY a ¢: RY — R je definovana na €.

Rekneme, Ze posloupnost {@,, } konverguje stejnomérné na Q k funkci ¢, jestlize
pro kazdé € > 0 existuje ng € N takové, ze

lon(z) —@(z)] < e pro vSechna n > ng a z € Q.
V takovém piipadé piSeme p,, = ¢ na €.

Stejnomérnou konvergenci fady funkci definujeme pomoci stejnomérné konver-
gence jejich ¢astecnych soucti.
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Poznamka 14.1.2. (i) Jestlize m € N, Q; C RY proi € {1,...,m} a ¢, = ¢
na €2; pro kazdé i € {1,...,m}, pak ¢, = ¢ na J;-, Q; (k zadanému ¢ > 0 ma
kazd4 mnozina ; index, od néhoz plati odhad z definice, na (J!"; ; pak stad
vzit maximum z téchto indexi). Specidlné, pokud ¢, = ¢ na (a,b), ¢,(a) = v(a)
a @n(b) = ¢(b), pak ¢, = ¢ na [a, b].

(ii) Pro nekone¢ny pocet mnozin podobné tvrzeni neplati. Sta¢i uvazit posloupnost
¢n(z) = £ na R a mnoziny ; = [—i,4], i € N.

(iii) Pokud Q1 C Qa, pak ¢, = ¢ na Qy implikuje ¢, = ¢ na Q.

Budeme pracovat jesté s jednim typem konvergence posloupnosti funkci. Tato
konvergence nesouvisi s zadnou normou ¢i metrikou, ale uz jsme se s ni setkali pfi
studiu konvergence mocninnych fad.

Definice 14.1.3 (Bodové konvergence). Necht {(,} je posloupnost funkci z RY
do R definovanych na Q C RY a ¢: RY — R je definovana na .

Rekneme, 7e posloupnost {¢, } konverguje bodové na 2 k funkci ¢, jestlize pro
kazdé € > 0 a kazdé x € ) existuje ng € N takové, ze

lon(z) —@(x)] < e pro vSechna n > ng.

V takovém pfipadé piseme ¢,, — ¢ na ().

Bodovou konvergenci fady funkci definujeme pomoci bodové konvergence jejich
¢asteénych souctil.
Poznamka 14.1.4. (i) Zatimco u stejnomérné konvergence ¢islo § zavisi jen na
€, u bodové konvergence pripoustime jesté zavislost na x € Q. Toto je vyjadieno

v zépise pomoci predikatové logiky prohozenim potadi obecného a existenéniho
kvantifikatoru. Tedy ¢, = ¢ na {2, jestlize

Ve >0 3ng € NVn € NU [ng,00) Vo € Q lon(z) —@(z)| < &,
zatimco ¢, — ¢ na (Q, jestlize

Ve >0 Vz € Q Ing € NVn € NU[ng,0) lon(z) —@(z)] < e.

(ii) Snadno vidime, Ze stejnomérnd konvergence implikuje bodovou.

(iii) Bodova konvergence stejnomérnou neimplikuje. Staci uvazit funkce ¢, (z) = £
na R.

(iv) M&-1i © jen koneény pocet prvki, pak obé konvergence splyvaji.

(v) Snadno se nahlédne, ze pokud ¢,, — ¢ na 2, kde o probiha libovolnou (tfeba
i nespocetnou) mnozinu A, pak ¢, — ¢ na {J,c4 Qa-

Priklad 14.1.5. Uvazujme posloupnost funkci ¢, (x) = 2™ na [0, 1]. Snadno na-
hlédneme, ze ¢,, — @, kde

0 proxe€|0,1
ola) = o
1 proz=1.
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f(@)+e () +¢

Obrazek 14.1: Porovnani bodové a stejnomérné konvergence: zatimco stejnomérna
konvergence pozaduje, aby grafy funkci f, leZely v tenkych pésech okolo grafu
funkce f, bodova konvergence pripousti, ze se funkce f,, budou v nékterych bodech
k funkci f pfiblizovat hodné nerovnomérné.

Vzhledem ke vztahu bodové a stejnomérné konvergence je ¢ jedinym kandida-
tem na limitu pfi stejnomérné konvergenci. Nyni jiz snadno nahlédneme, ze {©, }
nekonverguje stejnomérné na [0, 1], nebot

lon — @lloo = [su% lon(z) —@(x)] =1 pro vSechna n € N.
0.1

Mohli jsme také pouzit tiplnost prostoru C([0, 1]) opatfeného supremovou normou,
diky které musi byt stejnomérné limity spojitych funkci opét spojité. K tomu se
jesté vratime pozdéji.

Nasledujici vysledek plyne trivialné z definic. Je to vSak zakladni nastroj ovéfo-
vani stejnomérné konvergence.

Tvrzeni 14.1.6 (O charakterizaci stejnomérné konvergence). Necht {¢,} je po-
sloupnost funkci z RN do R definovangch na Q C RY a p: RN — R je definovand
na ). Pak
on 2P nafd <= ILm (sup |¢n — ¢|) = 0.
n o0 Q

Cviceni 14.1.7. Dokazte podrobné predchozi tvrzeni.

Priklad 14.1.8. (i) Jestlize vezmeme ¢, (z) = z™ na [0,1] a ¢ jako bodovou
limitu predstavenou v predchozim pfikladu, mame

sup |¢n — | = supz”™ =1,
[0,1] [0,1)

¢imz jsme opét vyvrétili stejnomérnou konvergenci na [0, 1].
Pokud bychom vSak pracovali na intervalu [0,1 — §] pro libovolné § € (0, 1),
meéli bychom
sup | — | = sup 2" = (1—-0)" "= 0,
(0,1—6] (0,1-4]

a proto ¢, = ¢ na [0,1 — ¢].
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(ii) Uvazujme posloupnost ¢, (r) = zarctan(nz) na R. Okamzité dostavame
on(x) = Zlx| = o(z) na R. Diky sudosti pfislusnych funkei se staci v dalsim
omezit na interval [0, c0). Hleddme suprema funkci

™
D, (z) := 5% x arctan(nx).
Mame
nw
1+ n222’
Protoze ze vzorce pro D! neni vidét, ve kterych bodech funkce D,, nabyva glo-

bélntho maxima (dokonce ani neni jasné, Ze se maxima viitbec nabyvd), pfistupme
k podrobnéjsimu studiu prubéhu funkce D,,. Mame

D (z) = g — arctan(nx) —

D'(x) = — n ~n(l+ n?x?) — nx(2n’z) _ —2n <0
" 1+ n2z? (1 +n2z2)? (1 4+ n2z2)?
& 71' n
11520 (5 — arctan(nx) — m) =0

Odtud Dj, je kladnd na [0, 00), proto je D,, rostouci na [0, 00) a dostdvame

sup o, —¢| = sup D,, = lim D, (z) = lim (Ix — xarctan(nm))
R 0,00 r—00 2

) T—r00
T _ n
T arctan(nz) LH T T
T—00 1 T—00 — =
x x
nz? 1

z—oo 1 4+ nx n

Ziejmé tedy lim,, o SUpg |¢©n — ¢| = 0, a proto ¢, = ¢ na R.

Pripomenme si vysledek z teorie metrickych prostori, podle néhoz stejnomérna
limita funkci z C([a,b]) je opét spojitd funkce. Pokud bychom chtéli podobny
vysledek tieba pro otevieny interval (a,b), sta¢i ndm pro kazdy bod zy € (a,b)
najit interval [z — J, ¢ + d], kde pouZijeme stejnomérnou konvergenci. Pro tento
typ problémi se tedy hodi nésledujici zeslabeni pojmu stejnomérna konvergence.

Definice 14.1.9 (Lokalné stejnomérnd konvergence). Necht {¢,} je posloupnost
funkei z RY do R definovanych na Q € RY a ¢: RY — R je definovana na .

Rekneme, Ze posloupnost {p,} konverguje lokdlné stejnomérné na 2 k funkci
p, jestlize pro kazdé xg € 2 existuje § > 0 takové, Ze

loc

V takovém pfipadé€ piseme ¢, = ¢ na ().

Poznamka 14.1.10. (i) Lokalné stejnomérnd konvergence je slabsi vlastnost nez
stejnomérnd konvergence a silnéjsi nez bodova konvergence.
(ii) Diky Borelové pokryvaci vété (Véta 11.8.3) lokdlné stejnomérna konvergence
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implikuje stejnomérnou konvergenci na kazdé kompaktni podmnoziné mnoziny 2.
Kazdou kompaktni mnozinu totiz mizeme pokryt nespocetné mnoha otevienymi
okoli bodli z dané mnoziny (pouZijeme prévé ta, na kterych dand posloupnost
konverguje stejnomérné) a z toho pokryti lze vybrat konefné podpokryti dané
kompaktni mnoziny. Diky konecnosti podpokryti pak plyne stejnomérna konver-
gence na dané kompaktni mnoziné, detaily jsou ponechany ¢tenari jako uzitecéné
cvieni. Odtud pro 2 kompaktni splyvaji pojmy stejnomérna konvergence a lo-
kalné stejnomérnd konvergence.

(iii) Povsimnéte si, Ze stejnomérna konvergence na (xg — d,xg + ¢) implikuje stej-
nomérnou konvergenci na [zg — %,o:o + g] Lokalné stejnomérnd konvergence je
tedy skutecné vhodny typ konvergence pro zachovani spojitosti pfi limitnim pie-
chodu (bodova konvergence je pro tento tcel pfilis slabd, jak ndm ukdzal piiklad
s funkcemi z™ na [0, 1]).

Piiklad 14.1.11. Vyse jsme ukézali, Ze posloupnost funkei {#"} konverguje stej-
nomérné na mnozinich tvaru [0, 1—4], kde 6 € (0, 1), ale nekonverguje stejnomérné
na [0, 1]. Snadno se d4 také nahlédnout, Ze nekonverguje stejnomérné na [0, 1). Sku-
tecné, pokud by zde stejnomérné konvergovala, pak by diky bodové konvergenci
v bodé 1 stejnomérné konvergovala také na [0,1] (bodovéd a stejnomérnd konver-
gence na jednobodové mnoziné splyvaji, navic stejnomérnad konvergence na dvou
mnozindch implikuje stejnomérnou konvergenci na jejich sjednoceni).

Z ptredchozich vysledki je vidét, ze funkce x™ konverguji lokalné stejnomérné
na [0,1). Na [0, 1] lokdlné stejnomérnou konvergenci nemame, nebot pro zy = 1
nelze splnit podminku z definice.

Analogicky jako konvergence posloupnosti ¢isel, i stejnomérné konvergence po-
sloupnosti funkci se da charakterizovat vhodnym tvarem B—C podminky, kterou
brzy ocenime zejména v diukazech kritérii pro stejnomérnou konvergenci fad ¢i
u dikazt, Ze fady stejnomérné nekonverguji, kde je negace této podminky casto
jedinym néstrojem, ktery mame k dispozici.

Véta 14.1.12 (B-C podminka pro stejnomérnou konvergenci). Necht {v,} je
posloupnost funkci z RN do R definovangjch na Q C RY. Pak posloupnost {p,}
konverguje stejnomérné na ) prdvé tehdy, kdyz je splnéna Bolzano—Cauchyova
podminka

Ve > 03ng € NVn € NN [ng,00) Vp € NVz € Q lon () — Pnip(x)] <e.

Dikaz. ,=“ Tato implikace okamzité plyne z trojihelnikové nerovnosti, nebot
pokud ¢,, = ¢ na (Q, pak

lontp(®) = ()] < |@nip(@) —@(z)] + [0(2) — @n()]

a to dava nasi B-C podminku.

»<=* Z nasi B-C podminky pro stejnomérnou konvergenci mame pro kazdé x € Q
zaruceno splnéni B-C podminky ¢&iselné posloupnosti {¢,,(z)}. Tyto posloupnosti
proto musi konvergovat k redlnym &isliim, kterd ozna¢me @(z). Funkee ¢: z —
»(x) je proto bodovou limitou posloupnosti {¢y,}.
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Zbyva ukazat, ze ziskand bodova konvergence je dokonce stejnomérna. Zafi-
xujme € > 0 a vezméme jemu odpovidajici ng € N z B-C podminky. Pak pro
libovolné n > ng a = € {2 mame diky bodové konvergenci a B-C podmince

[onlw) = ()] = Tim [pn(z) = onsp(a)| < =
O

Poznamka 14.1.13. V piipadé stejnomérné konvergence fady fo:l oy, S€ uve-
dena B—C podminka tyka ¢asteénych soucti zkoumané fady a lze ji proto prepsat
do tvaru

n+p
Ve > 03no € NVn € NN [ng, 00) Vp € NVz € Q ’ 3 cpk(x)‘<s.
k=n-+1

Poznamka 14.1.14. Je pfirozenou otézkou, zda pro stejnomérnou konvergenci
plati podobné aritmetika, jako je aritmetika limit pro posloupnosti. Diky troja-
helnikové nerovnosti je snadné nahlédnout, ze

@n:;QDv'(/)n:;w g Spniz/)n:;@iw

a také
on 2, €R == ap, = ap.

Na druhou stranu neplati tfeba zachovani stejnomérné konvergence pii soucinu,
coz vidime z prikladu

Pn ) Y= 0; ¢n($) = ¢(:E) = na R.

1
n

Nez pristoupime ke studiu dalSich vlastnosti stejnomérné konvergence, dovy-
bavime se jesté nékolika nastroji pro urcovani stejnomérné konvergence fad funkeci
(vySe uvedené nastroje, zejména Tvrzeni o charakterizaci konvergence, tedy Tvr-
zeni 14.1.6, by v pfipadé prace s fadou funkci pozadovalo studium chovéani ¢astec-
nych souctd, jejichz pfedpis v mnoha pfipadech neumime ziskat).

14.2 Kritéria stejnomérné konvergence rad funkci

Véta 14.2.1 (Nutna podminka stejnomérné konvergence). Necht {yr} je posloup-
nost funkct z RN do R definovangch na Q C RY. Jestlize 2211 YL stejnomeérné
konverguje na ), pak i = 0 na €.

Diikaz. Pokud existuje ¢ tak, Ze plati Y ,_, ¢x =: $n, =% ¢, pak také mame s,_; =
i a odeCtenim dostavame pozadovany vysledek. O

Pro ovéfeni (absolutni) stejnomérné konvergence fad se nejéastéji pouzivé na-
sledujici kritérium.
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Véta 14.2.2 (Weierstrassovo kritérium). Necht {p} je posloupnost funkei z RN
do R a {wy} je posloupnost funkci z RN do R definovangch na Q C RYN. Necht
fada Y po | wi konverguje stejnomérné na 0 a necht

lor(@)] < we(z) pro vSechna x € Q a k € N,

pak > o, Pk @Y peq k| konverguji stejnomérné na Q@ a na Q plati

o0 o0 o0
‘Zsﬁ?k‘ < Z|<P/c\ < Zwk
k=1 k=1 k=1

Diikaz. Protoze Y -, wy konverguje stejnomérné na €, splituje B-C podminku
pro stejnomérnou konvergenci (Véta 14.2.1). Ta implikuje B-C podminku pro
stejnomérnou konvergenci fady > .-, |¢x| diky odhadu |¢x(z)| < wy(z), nebot
pro vSechna n,p € N a z € () mame

n+p n+p n—+p
|3 @< > @l Y we).
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
Analogicky také plyne odhad pro soucty rad. O

Poznamka 14.2.3. Pfedchozi véta se ¢asto, ale ne vyluéné, pouziva pro pfipad,
7e wj nezavisi na x, mame tedy odhad pomoci ¢iselné fady a staci ovérit jeji
konvergenci.

Priklad 14.2.4. UvaZzujme fadu 220:1 % Nutna podminka stejnomérné konver-
gence je splnéna na [0,1] (dokonce na [—1,1]). Rada vak nemiize konvergovat
stejnomérné na intervalu [0, 1], protoZze nekonverguje v bodé 1. Pokud uvéazime
interval [0,1 — ], kde § € (0,1), pak méme

o (1-)k

sup — =
(0,1-s k k

Protoze Y00, U290 < o, Weierstrassovo kritérium (Véta 14.2.2) ndm dava stej-
nomérnou konvergenci nasi fady na [0, 1 — d]. Z dosavadnich vysledki také vidime,
ze mame lokalné stejnomérnou konvergenci na [0, 1).

Nase fada nekonverguje stejnomérné na [0,1), nebot zde porusuje B-C pod-
minku; splituje totiz jeji negaci

Je > 0Vng € Nan € NU [ng,00) Ip € NIz € Q lon(z0) — Pntp(zo)] > €.
(14.2.1)
Abychom toto ukézali, staci si nejprve uvédomit, ze pro kazdé n € N existuje
p € N takové, ze S77P L > 9 Nyni, kdyZ uz méme &sla n a p zafixovana,

k=n+1 %
n+p 1
0 2 2

zvolme xg € (0, 1) tak blizké ¢islu 1, Ze plati x . Pak nutné

n+p

Z %xlg > 1.

k=n-+1
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Odtud vidime, Ze pro € = 1 neni mozné splnit B-C podminku.
Jinou moznosti je ukazat sporem, ze konvergence nemiize byt stejnomérna.
Predpokladejme tedy na okamzik, ze fada
k
k=1
konverguje stejnomérné na [0,1). Je tedy splnéna B—C podminka, coZ znamena,
ze

n+p k
Ve > 03ng € N¥n € NU [ng,00) Vp € NVz € [0,1) Z %<€.
k=n-+1
Pokud provedeme limitu pro x — 1_, dostavame, ze
n+p
1
Ve > 03ng € NVn € NU [ng,0) Vp € N Z - <e.
k=n+1

To je ovSem B-C podminka pro konvergenci ¢iselné fady Y -, %, ktera nemuze
byt splnéna, protoze fada diverguje. Dospéli jsme ke sporu, proto fada 2211 %

nemtize konvergovat stejnomérné na [0, 1).

Poznamka 14.2.5. Posledni postup lze s ispéchem pouzit zejména u mocninnych
fad (obecnéji u fad se spojitymi ¢leny) k vyvraceni stejnomérné konvergence na
intervalu priléhajicim k bodu, kde fada diverguje. Necht fada Y ;- , apz® nekon-
verguje v bodé x; > 0. Pokud by tato fada stejnomérné konvergovala na intervalu
[0, 1), pak by zde spliiovala B-C podminku. Ke kazdému ¢ > 0 bychom pak méli
ng € N takové, ze

n-+p
Z akxk’ <e pro vSechna x € [0,z1), n > ng ap € N.
k=n-+1

Odtud diky spojitosti funkci = — ¥ dostavame

n+p
E akx’f‘ <e pro vSechna n > ng a p € N.
k=n-+1

To implikuje konvergenci fady 2210 apzh a mame spor.
Stejnym zpisobem se da postupovat na libovolném paprsku vychazejicim ze
stfedu konvergenc¢ni kruznice mocninné rady.

Poznédmka 14.2.6. Weierstrassovo kritérium (Véta 14.2.2) je pii aplikacich po-
mérné rychlé, ale neni prilis silné. Uvazime-li napifklad fadu Y ;- % X (k,k+1) (PTi-
pomenime, ze X(xk+1) znaci charakteristickou funkci intervalu (k,k + 1), tedy
funkei, kterd ma hodnotu 1 na uvedeném intervalu a vSude jinde je nulova), snadno
se overi jeji stejnomérna konvergence na R, ale pii pokusu o aplikaci Weierstras-
sova kritéria nelze uzit lepsi volbu nez aj, = %, ¢imz dostavame harmonickou radu,
ktera diverguje.
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Weierstrassovo kritérium se da také pouzit k zesileni nasich vysledki o konver-
genci mocninnych fad.

Dusledek 14.2.7. Necht mocninnd rada y_po, ax(z — 20)* md polomér konver-
gence R € (0,00]. Pak konverguje lokdlné stejnomérné na

Bpg(zp) :={z € C: |z — z| < R}.

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze zg = 0. Zvolme z; € Bgr(0).
K nému zvolme jesté o € (|21, R). Nyni méme Y ;- |ax|o* < oo (kazdé mocninnd
fada konverguje absolutné uvnitt svého konvergen¢niho kruhu) a navic

lapz®| = |ax]|2¥| < |ax]o® pro vechna k € Ny a 2 € B,(0).
Weierstrassovo kritérium (Véta 14.2.2) dava stejnomérnou konvergenci na B,(0),
coz je mnozina obsahujici néjaké okoli bodu z;. Protoze z; € Bg(0) bylo libovolné,
jsme hotovi. O

Piiklad 14.2.8. (i) Rada > .-, %}? mé polomér konvergence R = oo, a proto
podle predchoziho vysledku konverguje lokalné stejnomérné na C. Diky Borelové
pokryvaci vété (Véta 11.8.3) konverguje stejnomérné na libovolném kompaktu (a
na libovolné omezené mnoziné, protoze ta lezi v néjaké uzaviené kouli). Nemize
vSak konvergovat stejnomérné na C, nebot sup¢ \%’” = oo pro vSechna k € N, coz
vylucuje splnéni nutné podminky stejnomérné konvergence rady.

(it) Uvazujme fadu )7 ) 7327z na R. Tato fada konverguje bodové vsude na R.
Skute¢né, pro x = 0 je to zfejmé a pro x # 0 mame odhad |1-H::72x2| < ozl =
k%lx\' Pomoci Weierstrassova kritéria (Véta 14.2.2) snadno dokazeme stejnomérnou
konvergenci na mnoziné (—oo, —0] U [d,00) pro libovolné § > 0, nebot na této
mnoziné mame

’ x ‘<‘x’ ‘1‘<11 i":n<
= |5 -5 a - < 0.
1+ k2221 — | k222 2x1 = 6 )

Na druhou stranu, na libovolném okoli po¢atku neni splnéna B—C podminka stej-
nomérné konvergence. Skuteéné, zvolme libovolné ny € N a polozme =z =
Pak

2’!7,[] :

2ng - 2ng 1 2ng 1
2ng 2no
= o > ____ano
Z 22 Z 2__1 = Z 2__1
k=no+1 1+ k22 k=no+1 L+k (2n0)2 k=ng+1 1+ (2710) (2n0)2
o dng 4~
k=no+1

Nyni si odvodime kritéria stejnomérné konvergence souvisejici s kritérii neab-
solutni konvergence fad.
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Vé&ta 14.2.9 (Leibnizovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci). Necht {ay} je
posloupnost funkci z RN do R definovangjch na Q C RN sphiugicich 0 < ajy1(z) <
ay(z) pro vsechna k € N a vSechna x € Q. Pak

o0
Z(fl)kak konverguje stejnomérné na € = ar, = 0 na Q.
k=1

Diikaz. ,=“ Tato implikace plyne z nutné podminky pro stejnomérnou konver-
genci fad funkeci.

»<="“ Podle Leibnizova kritéria fada konverguje bodové na ). Zbyva dokazat stej-
nomeérnou konvergenci pomoci vhodného odhadu veli¢iny

— x)| =su 3 ~DFag(2)|.
sup |5(x) — Si(a)] = sup| D- (~1)ax()

k=n+1

Rozliujeme dva pripady. Necht je n + 1 liché, pak mame

o0

Z (—D*ar(@) = —ans1(2) + (ant2(2) = anys(2)) + - > —app1(2).
k=n-+1

Zaroven mame

o

Y (DFar(@) = (=ans1 (@) + anp2(2)) + (—ansa(@) + anya(@)) +--- <0,
k=n-+1

Pro n + 1 sudé analogicky dostaneme 0 < > 7 (=1)*ax(z) < any1(2).
Proto vysledek plyne z predpokladu a; = 0 na €. O

Definice 14.2.10 (Stejnéd stejnomérnd omezenost). Necht {by} je posloupnost
komplexnich funkci definovanych na Q@ C RY. Rekneme, ze tato posloupnost je
stejné stejnomérné omezend na §Q, jestlize existuje K € [0, 0o) splitujici |by(z)| < K
pro vSechna k € N a vSechna x € .

Neékdy se téz v této situaci iiké, ze posloupnost {bx(x)} je stejnomérné omezend
vneNavze

Véta 14.2.11 (Abelovo a Dirichletovo kritérium pro stejnomérnou konvergenci).
Necht {ay} je posloupnost redlnyjch funkei definovangch na Q C RY splriujicich

0 < agyi(x) < ag(x)

pro vSechna k € N a vSechna x € Q. Necht {b;} je posloupnost komplexnich funkci
definovangych na €.

(Dirichlet) Jestlize a, = 0 na Q a posloupnost éastecnych soucti posloupnosti {by }
je stejné stejnomérné omezend, pak > -, arby konverguje stejnomérné na Q.
(Abel) Jestlize {ai} je stejné stejnomérné omezend na Q a Y, by konverguje
stejnomérné na Q, pak Y o, apby konverguje stejnomérné na Q.
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Dikaz. Nejprve predpokladejme Dirichletovy podminky a ukazme, Ze zkoumané
fada spliiuje B-C podminku pro stejnomérnou konvergenci. Zvolme £ > 0. Ve
znéni nerovnosti z B-C podminky si ¢leny posloupnosti {bx} vyjadiime pomoci
¢astecnych souctt této posloupnosti, které budeme znacit B,,, a mame

n—+p

§ apby = an+1bn+1 + an+2bn+2 + -+ an+p71bn+p71 + an+pbn+p
k=n-+1

= an+1(Bn+1 - Bn) + an+2(Bn+2 - Bn+1)

+eet an+p—1(Bn+p—1 - Bn+p—2) + an+p(Bn+p - Bn+p—1)
= —Bpani1+ Buyi1(ani1 — any2) + Brga(anie — any3)

4+ Buip—1(an+p—1 = ntp) + AnypBryp.

Odtud s vyuzitim monotonie {ay}, stejné stejnomérné omezenosti {B, } a vlast-
nosti a, = 0, dostavame pro n dostatecné velké nésledujici odhad

n+p

| abi| < 1= Bugnial + 1Busal(@nis = ans2) + [ Busol(ansz = anis)
k=n-+1

+ -+ [Bugp—1l(@nsp—1 = nsp) + |anip By
< Ce+ C(ant1 — ant2) + Clany2 — anys)
+ -+ Clantp—1 — antp) + Ce
= Ce+ Clan41 — ntp) + Ce < Ce + Capyq + Ce < 3Ce.
Oveéifili jsme B-C podminku pro limitu éasteénych souétit fady > - ; arby a jsme
v prvnim ptipadé hotovi.
Nyni pfedpokladejme Abelovy podminky. Ozna¢me B := >~ by. Diky tomu,
7e B, = B na Q, v¥se odvozeny zapis vjrazu ZZIZH arby, dava

n+p

‘ Z akbk‘ - ‘_Bnan—i-l + Bn+l(an+1 - an+2) + Bn+2(an+2 - an+3)
k=n+1

+ -+ Buip-1(ansp-1 = Gntp) + GnypBnip
= ‘_(Bn — B)ant1 + (Bny1 — B)(@nt1 — any2)

et (Bn+p—1 - B)(an+p—l - an+p) + (Bn+p - B)an+p

n+p—1
< |Bn — Blany1 + Z |Bi — Bl(ak — ak+1) + [Buip — Blansp
k=n-+1
n+p—1
<éapyr + Z 5(an+k - an-l—k+1) + €antp
k=n-+1

= €ant1 + €(Ant1 — Antp) + EQnyp = 2€ap41 < 2CE.

Opét jsme ovérili B-C podminku a jsme hotovi. O
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Nyni jsme jiz pfipraveni dokdzat Abelovu vétu (Véta 9.3.8), kterou jsme pou-
zivali ke s¢itani fad.

Véta 14.2.12 (Abelova véta). Necht {ax} C C a odpovidajici mocninnd tada
f(z) =372 axz® md polomeér konvergence R € (0,00). Je-li ¢ € [0,27) takové,
e pro z = Re'? konverguje fada Y o axz®, pak mocninnd tada f(z) konverguje
stejnomérné na mnoziné {te’?: t € [0, R]} a funkcet — f(te'?) je spojitd na [0, R).

Diikaz. Polozme oy, = ()" a By = ax(Re')*. Pak funkéni rada

S )
> ar(te’?)" =3
k=0 k=0

konverguje stejnomérné na [0, R] podle Abelova kritéria. Navic stejnomérnd limita
spojitych funkeci (¢asteénych souéttt mocninné fady) je spojita. O

Priklad 14.2.13. V pfedchozich kapitoldch jsme zjistili, Ze na (—1,1) plati

arctanz = i (71)}6 2kt
P 2k +1 '

Podle Leibnizova kritéria pro stejnomérnou konvergenci (tedy Véty 14.2.9; apliku-
jeme jej zv1ast na intervalech [—1,0] a [0, 1] kvilli zméné znaménka ¢initele z2++1,
v prvnim pfipadé navic vytykdme znaménko minus pfed sumu) dostévame, ze
funkéni fada na pravé strané konverguje stejnomérné na [—1,1]. Diky tomu je
soudet spojity, a proto rovnost plati dokonce na intervalu [—1,1]. Jako vedlejsi
produkt jsme secetli fadu

i b tan 1 i
= arctanl = —.
= 2k+1 4

Priklad 14.2.14. Vysetifeme, kde konverguji stejnomérné funkéni fady

>, coskx > sinkz
> - a Y — (14.2.2)
k=1 k=1

Stali se omezit na podintervaly intervalu [0, 27). Pfedné méme

n H n H
) 1— el(nJrl)x . 1— efl(nJrl)x
§ elka: _ i a § e ikz _ i
1—e® 1 —e-im
k=0 k=0
, .. it —it ity —it o, .
Diky tomu ze vztahd sint = *—— a cost = % snadno obdrzime, Ze po-

sloupnosti funkeci {coskx} a {sinkz} maji stejné stejnomérné omezené Castecné
souty na [4,27 — §] pro libovolné § € (0, 7). Z Dirichletova kritéria pro stejno-
mérnou konvergenci proto dostdvame, Ze na intervalech typu [d, 2m — §] obé Fady
konverguji stejnomérné.
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Ukazme, ze zadna z naSich fad nekonverguje stejnomérné na (0, 27) (zkoumat
stejnomérnou konvergenci na intervalu [0, 27) neni potfeba: prvni z fad nekonver-
guje v nule, druhé v nule konverguje, a proto pfipadna stejnomérné konvergence
na (0,27) je ekvivalentni stejnomérné konvergenci na [0, 27)). Zafixujme libovolné
nyg € N, polozme p=ng az = ﬁ. Pak mame

no-+ 2 k 2 2

oz:p cos kx 2"0: cos(—4n0) N f COS(TZS) 1 1
= —_— — = — COS —
k k= 20 279

k=no+1 k=no+1 k=no+1

a
+ . 2 : k 2 :

nozp sinkz f 5111(—4n0) - i Sln(rﬁf’o) 1.1
— \dno 2 —0" = —¢in .
k k- 20 2oy

k=no+1 k=no+1 k=no+1

Odtud vidime, ze v obou pfipadech je porusena B—C podminka. Poznamenejme
jesté, Ze bodovou konvergenci prvni fady mame na intervalu (0,27) a druhd fada
bodové konverguje na celém intervalu [0, 27).

Poznadmka 14.2.15. P¥i vyvraceni stejnomérné konvergence na intervalu (0, 27)
jsme u prvni fady z (14.2.4) také mohli pouzit postup z Poznamky 14.2.5. Pokud
by totiz funkéni fada > - COZ’” konvergovala stejnomérné na (0, 27), podle B-C
podminky bychom méli, ze pro kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pro vSechna
n>ng,neN peNauze(0,2m)

n-+p
’ Z cosk:v’ e
k

k=n-+1

Potom diky spojitosti funkce cos(kz) v bodé x = 0 dostavame, Ze

A cos( e 1
> =Y s
k=n+1 k=n+1

coz davé spor, nebof fada Y.~ + diverguje.

14.3 Zaména limit, derivace a integral posloup-
nosti a fady funkci

Véta 14.3.1 (Moore-Osgoodova véta). Necht {pn} je posloupnost funkci z R
do R definovanych na (a,b) CR a ¢: R — R. Necht v, =2 ¢ na (a,b) a pro kazdé
n € N ezistuje vlastni lim,_,_ v, (x). Pak ezxistuje vlastni lim,_,_ o(z) a plati

li = lim i .

A o) = ln iy o)
Dikaz. Oznafme ¢, := lim,_,;,_ ¢, (x). Nejprve ukazme, Ze posloupnost {c, } kon-
verguje ovéfenim B-C podminky. Zvolme € > 0. Pak diky stejnomérné konvergenci
posloupnosti {p,, } existuje ng € N tak, ze pro libovolnd n > ng a p € N plati

lon () — Ontp(x)] <€ pro vSechna z € (a,b).
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Pro zafixovana n,p nyni mtzeme zvolit « € (a, b) tak blizko k bodu b, Ze mame

len — Cn+p| <len = pn(@)| + lon(z) — ‘Pn+p($)| + “Pn-&-p(x) - C7l+p| < 3e.

Existuje proto vlastni ¢ := lim,,_, o ¢y
Zbyva ukézat, ze ¢ = lim,_,_ (). Zvolme £ > 0. Zafixujme n € N tak velké,

ze
len — ¢l <e a lon — | <€ na (a,b).

Koneéng, diky tomu, ze ¢, = lim,_,_ @,(x), existuje § > 0 tak malé, ze plati
|en, — on(z)| < € na (b—6,b). Proto pro vSechna x € (b — 4,b) mame

o(x) = ¢ < (@) = pn(@)] + [Pn(2) = cn| + len — ¢] < 3e.

Poznamka 14.3.2. (i) Zavér Moore-Osgoodovy véty (Véty 14.3.1) tika

i li n = i li n().
Jim lim pp(r) = lim lim en(2)

(ii) Analogickd véta plati pro stejnomérné konvergentni fady funkci.

(iii) N4S vysledek z teorie metrickych prostort tvrdici, Ze stejnomérna limita spo-
jitych funkei je spojitd, je vliastné dtisledkem Moore-Osgoodovy véty (to neni nijak
prekvapivé, diikazy jsou si hodné podobné).

(iv) Pokud by od ur¢itého indexu platilo ¢, = oo, drobnou modifikaci ditkazu by
slo ziskat lim,_,;_ ¢(2) = co (podobné pro limitu —oo).

(v) Snadno se d& dokédzat i verze Moore-Osgoodovy véty pro funkce vice promén-
nych, kterd pracuje s predpokladem stejnomérné konvergence na néjakém prsten-
covém okoli bodu, v némz pocitame limitu funk¢énich hodnot.

Poznamka 14.3.3. Moore—Osgoodova véta (Véta 14.3.1) se da také pouzivat jako
nastroj k vyvraceni stejnomérné konvergence. Uvazme napiiklad funkce ¢, (z) =
2™ na [0,1), kde maji bodovou limitu ¢ = 0. Pak tyto funkce zde nemohou kon-
vergovat stejnomérné, nebot by platilo

1= lim lim 2" = lim lim 2" =0,
n—oor—1_ r—1_ n—oo

coz by néas privedlo ke sporu.

Piiklad 14.3.4. (i) Z prvniho semestru vime, Ze

- 1
ka = na (—1,1).

1—2
k=0

Podle Weierstrassovy véty (Véta 14.2.2) snadno ovéfime, Ze fada nalevo konver-
guje stejnomérné na [—1 + 4,1 — §] pro libovolné § € (0,1). Rada nekonverguje
stejnomérné na [—1,1 — §] protoze v bodé x = —1 nespliiuje nutnou podminku
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konvergence ¢iselné fady. Nekonverguje stejnomérné ani na (—1,1 — §], protoze
pak by podle Moore-Osgoodovy véty (Véta 14.3.1) platilo

o0

1 1
2 (V==

k=0

Nage fada nekonverguje stejnomérné také na [—1+ 4§, 1), protoze pro kazdé n € N
je

lir? F=n41 (hlavné je tato limita kone¢nd)
r—1_ =0
a Moore-Osgoodova véta by v tom pripadé davala, ze lim, 1 _ ﬁ je také konec¢né

¢islo, coz neni pravda.

Poznamka 14.3.5. VSimnéme si v pfedchozim piikladu, Ze césarovsky soucet
(C.1) Xpio(-1)F = 3.

Vratme se jesté na chvili k otdzce zachovani spojitosti pfi limitnim prechodu.
Jiz vime, ze bodova konvergence zachovani spojitosti nezarucuje (pfipomeiime
si posloupnost {z"} na [0,1]), stejnomérnd ¢ lokalné stejnomérnd konvergence
spojitost zachovava. Zadna ze dvou posledné jmenovanjch konvergenci viak pro
zachovani spojitosti neni nutna, jak ukazuje priklad

() = nwe™™* na [0,1],

dava

kde bodovou limitou je spojita funkce ¢ = 0, ale volba z,, := %

_ -1

on(zn) =€,
coz vyvraci stejnomérnou konvergenci na kazdém okoli po¢atku. Na druhou stranu,
v pfipadé monotonnich posloupnosti funkci je vztah mezi stejnomérnou konver-
genci a zachovanim spojitosti podstatné silnéjsi.

Véta 14.3.6 (Dini). Necht {p,} C C([a,b]), ¢ € C([a,b]), on — ¢ na [a,b] a
“nt1 < on na la,b] pro viechna n € N. Pak v, = ¢ na [a,b].

Diikaz. Bez jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze ¢ = 0. Pokud by neplatilo
©n = 0 na [a,b], existovalo by € > 0 takové, Ze pro nekoneéné mnoho indext
bychom méli Supj, 5 ¥n = 2¢. Po prechodu k podposloupnosti mtizeme predpo-
kladat, Ze to plati pro vSechny indexy, neboli existuje posloupnost {z,} C [a, ]
splitujici ¢, (z,) > € pro v8echna n € N. Diky Weierstrassové vété (Véta 14.2.2)
mizeme dalsim pfechodem k podposloupnosti zafidit, ze

Ty, — Zo € [a, b].

Nyni diky tomu, ze ¢n(zo) — 0, lze zvolit m € N spliujici ¢,,(z0) < §. Déle
existuje p > m takové, ze diky vlastnosti x,, — x¢ a spojitosti funkce @,, mame
lom (2p) — @m(x0)| < §. Proto pfedpoklad ¢,41 < ¢, na [a,b] dava

2¢e
e< Sﬁp(xp) < SDm(xp) < om(wo) + “pm(xp) — pm(z0)| < 3

a mame Spor. O
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Poznamka 14.3.7. Diniho véta (Véta 14.3.6) neplati na otevieném intervalu, jak
ukazuje ndm jiz dobfe zndméa posloupnost {2"} uvazovand na (0,1). Stejné tak
byla diilezita omezenost uvazovaného intervalu, jak nam ukazuje posloupnost { <}
uvazovana na R.

Poznamka 14.3.8. Pii aplikaci Diniho véty (Véta 14.3.6) na fady je pozadovand
monotonie ¢astecnych souctl, kterd je ekvivalentni nezapornosti ¢lent rady.

K nejdtilezitéjsim aplikacim stejnomérné konvergence patii zameéna limity a
integralu. Vysledek si vyslovime pro posloupnost funkci. Pro fady samoziejmé

plati analogicky vysledek.

Véta 14.3.9 (O zaméné stejnomérné limity a Riemannova integralu). Necht po-
sloupnost {¢n} C C([a,b]) a v, = ¢ na [a,b]. Pak

(R) /ab () /abcpdx.

Dikaz. Diky spojitosti vSech funkei (pro ¢ to plyne z vlastnosti stejnomérné kon-
vergentnich posloupnosti) Riemannovy integraly existuji a pro n dostatecné velké
mame

](R)/absondx—m)/abwdxﬂ s<R>/:|son—go|dxs<R>/abedx=(b—a>s,

z ¢ehoz plyne pozadovany vysledek. O
Poznadmka 14.3.10. (i) V uvedené situaci Riemanntiv a Newtontv integral sply-
vaji, vysledek tedy bylo mozné vyslovit i pro Newtonilv integral.

(ii) Vysledek neni mozné prevést na pripad neomezeného intervalu (s Newtonovym
integralem), jak ukazuje posloupnost ¢, = %, ktera splnuje ¢, = 0 na R, ale

(N)/Oocpndm:oo zatimco (N)/OOOdfrzo.
0 0

(iii) Podobny vysledek neplati pro bodovou konvergenci. Sta¢i poloZit pro n > 2

n’x pro x € [0, 1]
on(z) = nfnz(xf%) pro x € [%,%]
0 pro x € [2,1].

Pak ¢, — 0 na [0, 1], ale

1 1
(R) / ondar =1, zatimco (R) / 0dz = 0.
0 0
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Priklad 14.3.11. (i) Mame

I
| —
—
g
+
—_
S~—
.
o =
I
—
=
+ |~
—_
=
|
| =
|
1)
|
—_
I
N
_8
O

Prohozeni sumy a integralu nam umoznila stejnomérna konvergence, ktera plyne
z Diniho véty (Véta 14.3.6) nebo Weierstrassova kritéria (Véta 14.2.2).
(ii) Plati

00 00 k

1 T _1 1 k—1 0 1 k-1 1 o 1
[ = (5 )e =X [ =X = S

k=1

Prohozeni sumy a integralu se zdtvodni jako vySe, jen v pripadé aplikace Diniho

véty je nutné pracovat s funkci ewx_l spojité dodefinovanou v po¢atku hodnotou 1.

Poznamka 14.3.12. Prvni ¢ast predchoziho piikladu mé jen pramalou hodnotu,
nebot jsme pouzili zdlouhavy postup, tfebaZe integrand méa dobie zndmou pri-
mitivni funkci. Druhé ¢ast je podstatné zajimavejsi, nebot nase techniky hled4ni
primitivni funkce z prvni ¢asti skript neumoznuji takovou ulohu fesit. Vysledek je
v8ak neuspokojivy tim, ze fadu neumime secist. Zde je ale vhodné poznamenat, ze
jsme prece jen néjaky pokrok udélali. Ziskana fada se da celkem pohodIné pouzit
k numerickym aproximacim skuteéné hodnoty integralu (zkuste si rozmyslet, kolik

¢lent je potieba secist k dosaZzeni presnosti tfeba Tloo)'

Predchozi priklad se dal také fesit pomoci technik z teorie mocninnych rad.
Techniky v této kapitole jsou vSak univerzalngjsi, nebot v matematice nachdzeji
uplatnéni i dalsi typy funkénich fad.

Priklad 14.3.13. Zkusme nase metody pouzit na vypocet (Newtonova) integralu

= /OO x dgc:‘/ooﬁi1 das:/oo(i i(—l)ke_k’”) dx
o €*+1 o €*l4e* 0 et~
:/ (Z(—l)k“xe_’”)dx.
0

k=1

K prohozeni sumy a integralu potfebujeme stejnomérnou konvergenci na omeze-
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ném intervalu, proto chvili pracujme s integraly (v dalsim je m € R)

I, := /Om (i(—l)’”‘lxe_m) dxr = io:(—l)k*'1 /m ze * dx

S e e
S e - )
D

P1i integraci jsme pouzili metodu per partes a prohozeni sumy a integralu ndm
umoznila stejnomérnd konvergence plynouci z Leibnizova kritéria (Véta 14.2.9),
pii jehoz aplikaci jsme vyuzili (ovéfte pomoci hledani globalnich extrému)

1
0<ze k<~ 5e o kR na [0, 00).

Nyni diky definici Newtonova integralu dostavame

1 m m
_ 1 _ _1\k+1 : _\k+L [ —km Y —km
I_w}ﬂnoolm_z( 2 k2+7r}g>nooz( 1) ( K k2 ° )
k=1 k=1
> 1 > 1 > 1 1 > 1 1 =1
k:+1 2 — _ _ I — _

P1i prechodu z prvniho na druhy fadek jsme vyuzili toho, ze

oo

Z k+1m —km (0 me—m)
b) b)

k=1

nebot posloupnost k — 7 e~*m je klesajici a kladna (to se vyuzije pii zkoumani
lichych a sudych castecnych souctl jako v dikazu Leibnizova kritéria), podobné
pro fadu }_ 7, (= 1)t e—km Dodejmejeété 7e Y 4. 77 = =, coZ zjistime tFeba
v kapitole o Fourlerovych fadéch; proto [ = 5.

Poznadmka 14.3.14. Z piikladd vidime, Ze prohozeni sumy (nebo limity) a in-
tegralu miize byt uziteény nastroj pro vypocet integralu (pokud se ndm podaii
vzniklou Fadu secist). P¥ipomeiime, Ze k tomuto prohozeni nesta¢i bodova konver-
gence. Zesileni bodové konvergence na konvergenci stejnomérnou vsSak neni zda-
leka jedind moznost. V teorii Lebesgueova integralu se dozvime nékolik dalSich
piistupi k zesileni bodové konvergence, abychom sumu a integral mohli prohazo-
vat. Dodejme ale, ze dikazy prislusnych tvrzeni se opiraji o teorii Lebesgueova
integralu.
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V dalsim se budeme zabyvat otazkou, jak souvisi stejnomérna konvergence
posloupnosti funkci se stejnomérnou konvergenci odpovidajicich derivaci a stejno-
meérnou konvergenci odpovidajicich primitivnich funkci. Pfipomenme, ze u moc-
ninnych fad, které jsou specidlnim pfipadem nami uvazovanych posloupnosti ¢i
fad funkci, je pfechod k primitivni funkci ¢i libovolné derivaci povolenou operaci
(zachovava se polomér konvergence a vZdy mame lokdlné stejnomérnou konver-
genci na konvergenénim kruhu). Véta o zdméné stejnomérné limity a Riemannova
integralu (Véta 14.3.9) okamzité déva, ze pro {¢,} C C([a,b]) dostdvame stejno-
meérnou konvergenci funkci

o, () ::/ on dz

definovanych na [a,b] pro kazdé n € N. Na neomezeném intervalu takto zfejmé
ziskdme jen lokalné stejnomérnou konvergenci. Libovolné primitivni funkce (pfipo-
mefime, Ze jsou uréeny jednozna¢né az na aditivni konstantu) brat nemtizeme, jak
ukazuje volba ¢, = 0 a ®,, = n. Otazka zachovani stejnomérné konvergence pri de-
rivovani mé jasné negativni odpovéd, nebot funkce s malymi funkénimi hodnotami
mohou mit velké hodnoty derivace. Staci si tfeba povsimnout, Ze

1
—sin(nz) =2 0 naR,
n

ale
(% sin(nx))l = cos(nz)

nekonverguje stejnomérné na zadném nedegenerovaném intervalu (obor hodnot
kazdé periody je [—1,1]). V nagich vysledcich budeme vzdy ziskdvat stejnomérnou
konvergenci nederivovanych funkci ze stejnomérné konvergence funkci derivova-
nych.

Véta 14.3.15 (O vztahu stejnomérné konvergence a derivace). Necht {p,} je
posloupnost funkci z omezeného intervalu (a,b) C R do R. Necht kaZdd funkce
©n md na (a,b) vlastni derivaci, {¢),} konverguje stejnomérné na (a,b) a ezistuje
xo € (a,b) takové, Ze {on(xo)} konverguje. Pak existuje funkce o takovd, Ze o, =
® na (a,b), ¢ md vlastni derivaci na (a,b) a ¢, = ¢'.

Dikaz. Nejprve dokazme, Ze posloupnost {¢,, } splituje B-C podminku pro stejno-
mérnou konvergenci. Necht n, p € N. Pak diky Lagrangeové vété o prirtstku funkce
(Véta 6.3.3) aplikované na funkci ¢4, — ¢, méme pro libovolné z € (a,b) \ {zo}

|§0n+p(m) - QDn(J?)I < “pn+p<x0) - 9071('%'0”
+ [(ntp(2) = on(@)) = (Pnip(z0) — ¢n(z0))|
< Jentp(20) — (o)l + ¢h1,(8) — @ (E)I(b — a).
Nyni jiz jen sta¢i prvni ¢len Gplné napravo odhadnout pomoci B-C podminky

odpovidajici konvergenci ¢éiselné posloupnosti {p,(x0)} a druhy ¢len pomoci B—
C podminky odpovidajici stejnomérné konvergenci posloupnosti funkei {¢] } na
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(a,b). Vysledny odhad nezévisi na volbé x, mame tedy splnénu B-C podminku
pro stejnomérnou konvergenci {¢,} na (a,b). Limitu oznac¢me ¢.

Ukazme jesté, ze pro libovolné z € (a,b) plati ¢}, (x) — ¢'(x) (to k dokonceni
dtkazu staci, nebot jiz vime, ze {¢], } konverguje stejnomérné a odpovidajici stej-
nomérné limita je pak také bodovou limitou). Definujme

@n(x + h) — @n(x)

Y (h) == A

pro h € (0,b — ).

Pak aplikaci Lagrangeovy véty o prirtistku funkce na funkci ¢y, — ¢, dostdvame

[Vntp(h) = n(h)| = (Pntp(r +h) = pnlr + }?)) — (Pntp(T) — @n(®))

= 004 (E) — 0, ()]

Odtud vidime, Ze stejnomérnd konvergence posloupnosti {¢] } implikuje stejno-

mérnou konvergenci posloupnosti {¢,} na (0,b — z) (povSimnéme si, Ze bodovou

p(z+h)—p(z) )
h

limitou je funkce . Moore-Osgoodova véta (Véta 14.3.1) nyni déva

ple+h) —p(z) pn(z+h) = on(z)

/ . _n .
P+ (.Z‘) o hli}’&r h hli>18+ nh—>H;o
Ap, i vn(h) = Jim Lz vn(R)
. on(z +h) — on(x)
=t S = i eai (@)
Pro derivaci zleva bychom postupovali analogicky. O

N4&s posledni vysledek se da preformulovat pro primitivni funkce a také pro
fady.

Dusledek 14.3.16 (O stejnomérné limité primitivnich funkci). Necht {p,} je
posloupnost funkci z omezeného intervalu (a,b) C R do R. Necht kaZdd funkce
©n md na (a,b) primitivnd funkci @, {pn} konverguje stejnomérné na (a,b) k
Jisté funkci ¢ a existuje xo € (a,b) takové, Ze {®,(xo)} konverguje. Pak ¢ md
primitivnd funkci na (a,b), oznaéme ji ®, a plati pro ni &, = ® na (a,b).

Dusledek 14.3.17 (O stejnomérné limité fady primitivnich funkei). Necht {y}
je posloupnost funkci z omezeného intervalu (a,b) C R do R. Necht kazdd funkce
¢ md na (a,b) primitiont funkci @, > ro; @ konverguje stejnomérné na (a,b) k
jisté funkci ¢ a existuje xo € (a,b) takové, Ze > po | Pr(xo) konverguje. Pak ¢ md
primitivni funkci na (a,b), oznaéme ji ®, a plati pro ni > p- | P, =% ® na (a,b).

Dausledek 14.3.18 (O derivaci stejnomérné konvergentni fady). Necht {¢r} je
posloupnost funkci z omezeného intervalu (a,b) C R do R. Necht kaZdd funkce oy,
md na (a,b) viastni derivaci, Y, | ¢} konverguje stejnomérné na (a,b) a ezistuje
zo € (a,b) takové, Ze > ;- pi(xo) konverguje. Pak existuje funkce ¢ takovd, Ze
Y oreq ok = @ na (a,b), ¢ md vlastni derivaci na (a,b) a Y oo, @) = ¢



14.3. ZAMENA LIMIT, DERIVACE A INTEGRAL 21

Pripomenme, Ze stejnomérnd konvergence byla zakladnim kamenem dikazu
Picard-Lindelsfovy existenéni véty (Véta 10.3.5), tj. vty o existenci a jednoznad-
nosti feseni pro systémy obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. Nase nové
vysledky, kupiikladu Disledek o derivaci stejnomérné konvergentni fady (Disle-
dek 14.3.18), maji aplikace dokonce p¥imo pfi feSeni diferencidlnich rovnic (tedy
nejen v dikazech).

Priklad 14.3.19. Zabyvejme se FeSenim (parcialni diferencialni) rovnice vedeni
tepla v jedné prostorové dimenzi (standardné se interpretuje jako vedeni tepla
homogennim dratem)
ou  0%u
il prot € (0,T) az € (0,m),

kde T' > 0 a hledand funkce u je dvakrét spojité diferencovatelna podle  na (0, 7),
jedenkrat podle t na (0,7T), u € C([0,T] x [0,7]) a splituje okrajové podminky

u(t,0) =u(t,m) =0 pro vsechna t € (0,7)
a pocatecni podminku
u(0,2) = up(x) pro vSechna x € [0, ],
kde ug € C([0, 7]) je zadana funkce a plati pro ni u(0) = ug(7) = 0 (kompatibilita

pocateénich a okrajovych podminek). V druhé ¢asti ptikladu budeme uvazovat
nékolik konkrétnich voleb funkce uyg.

t
T**
ou _ d%u
ot = 0x2
u=>0 u=20
u = ug(x) - z

Obrézek 14.2: Tlustrace k zadani rovnice vedeni tepla.

Rovnici budeme fesit Fourierovou metodou rozdéleni proménnych, ktera spoci-
va v tom, Ze nejprve nalezneme velmi specidlni netrivialni feSeni ve tvaru

ut,z) = T(H)X (),

kde X € C?((0,7)) N C([0,7]) a T € C*((0,T)) N C([0,T]), a pak s vyuzitim
linearity rovnice prostor feSeni rozsifime. Rovnice ziskdva tvar (¢asovou derivaci
zna¢ime teckou)

X(2)T(t) = X" (z)T(t).
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V bodech, kde T'(t) # 0 a X (z) # 0, proto plati

T(t) _ X"(x)

Tt  X(x)'

Obé strany posledni rovnice musi tedy byt konstantni. Odpovidajici konstantu
oznacme )\, ¢imz dostavame

X"x)=AX(x)=0 a  T(t)—\T(t) =0.
Prvni rovnice mé feSeni

Ciz + Co proA=0
X(z) = CreV T 4 CpeVAe pro A > 0
Ci cos(y/|A|z) + Casin(y/|A|z) pro A < 0.

Pokud se jiz nyni pokusime splnit okrajové podminky u(t,0) = u(t, 7) = 0, dosté-
vame podminku (hleddme netrividlni feSeni, tudiZz nulovost nezafizuje funkce T')
X(0) = X(mw) = 0. Tu se ndm povede splnit jen ve t¥etim pfipadé a jesté jen v
situaci, kdy C; = 0 a A = —n?, kde n € N. V tomto piipadé pak druhou dife-
rencidlni rovnici fesi funkce T(t) = ¢~™t. Celkové mame pro kazdé n € N feseni
(cn €R)

—n2t

Un (t,2) := cpe sin(nx),

které spliiuje uy, (0, ) = ¢, sin(nx). Snadno se ovéri, Ze i v bodech, kde sin(nz) = 0,
je splnéna ptvodni rovnice.

Ziejmé libovolna koneéna linedrni kombinace ziskanych funkci je opét feSenim
dané rovnice. Navic u(0,z) = 25:1 ¢ sin(nz). Nés bude zajimat, zda je FeSenim
nasi ulohy i

o0
u(t,x) := Z et sin(nzx).
n=1
Prvni otazkou je, zda umime funkci ug pfifadit posloupnost koeficientt {c,} C R,
aby platilo

uo(z) = u(z,0) = Z ¢ sin(nx).
=1

Jedna se o netrivialni otazku, kterou se budeme zabyvat v teorii Fourierovijch rad
(dozvime se v ni, které funkce je mozné rozkladat do tvaru L +3>° | (a,, cos(nz)+
b, sm(ms)) , jakym zptusobem se uvedené fady scitaji a Jakym zpusobem konverguji
k ptivodni funkci).

Pro jednoduchost v dalsim naptiklad predpokladejme, Zze mame

1
— sin(nx)
« npP

HM8

pro néjaké p € (0,00). Pokud polozime ¢,, = n—lp pro vSechna n € N, mame splné-
nou pocéatecni i okrajovou podminku. Zbyva ukazat, ze u € C([0,T] x [0, 7]), je
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dvakrat spojité diferencovatelnd podle proménné x a jedenkrat podle proménné ¢
na (0,7) x (0,7) a plati

ou_ o
ot Ox2

Pokud jde o spojitost na mnoziné [0, T x [0, 7], diky Weierstrassovu kritériu (Véta

na (0,7) x (0,m).

14.2.2) fada Y7, nl—pe’”% sin(nz) zde pro vSechna p > 1 konverguje stejnomérné.
Proto spojitost jednotlivych ¢lent fady zarucuje spojitost funkce u.

Pristupme k ovéreni splnéni diferencialni rovnice. K tomu nam staci, aby pla-
tila Fetézova rovnost (v ndsledujicim vypoctu potfebujeme ovéfit druhou a pred-

posledni rovnost, ostatni rovnosti jsou jasné)

ou  d ;& > — 1d .
(5 ) = 5

n= n=1
oo o0
1 2, 1 2, d2
=— E —n2e " sin(nr) = E —e "' — sin(nzx)
npbP npbP 2
n=1 n=1
2 1 . 0%u
= —e " tin(ne) = —
2 2
do np ox

Pti ovéfeni druhé rovnosti pouzijeme Dtisledek o derivaci stejnomérné konvergentni
fady (Dtisledek 14.3.18). Potfebujeme ukédzat, ze pro kazdé zafixované = € (0,7)

fada
o0

1

E —e sin(nx)
npbP

n=1

konverguje alesporti pro jedno t € (0,7) a Ze

— 1 2

E e " 'sin(nzx)
—2

n=1 nr

konverguje stejnomérné na (0, T'). Diky Weierstrassovu kritériu (Véta 14.2.2) druha
podminka plati pro libovolné p > 3, kdy i splnéni prvni podminky plyne z Weier-
strassova kritéria.

Mnohem vyhodnéjsi je vSak pouzivat Disledek o derivaci stejnomérné konver-
gentni fady (Disledek 14.3.18) jen na malgch okolich bodt, v nichz prévé deri-
vujeme. Pak nam stac¢i lokalné stejnomérna konvergence druhé rady. Vzdy totiz
mizeme kolem zadaného bodu zkonstruovat tak malé okoli, Ze jsou na ném hod-
noty proménné ¢ kladné a odrazené od nuly. Diky tomu Weierstrassovo kritérium
ve spolupraci s Cinitelem et zajisti stejnomérnou konvergenci na nasem okoli
dokonce pro vSechna p € R. Bodova konvergence prvni fady je opét snadno ovéri-
telna.

Predposledni rovnost se ziska analogicky, ale ve dvou krocich. Nejprve ukazeme
lokalné stejnomérnou konvergenci rady

1 e, d? S

—e "' —sin(nx) = — E e sin(nx)
np daz? np—2

n=1 n=1
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(coZ uz jsme vlastné udélali vyse) a bodovou konvergenci fady

o0 1 o0

2
E —e " t—sm (nx)
n

n=1 n=1

cos(nx)

Tim ziskdme lokalné stejnomérnou konvergenci druhé z uvedenych fad a rovnost

1 e d? d =1 _2d |
Z —© Epss sin(nz) = P ngl ¢ 1 sin(nz).

n=1

Nyni uz jen staci ovérit bodovou konvergenci fady

o
1 n2t
Z — tsin(nx),
=P

coz spolu s lokalné stejnomérnou konvergenci rady E Lgntd

1 75 @ 17 sin(nz), kte-
rou jsme jiz ovéiili vyse, zarucuje, Ze > oo, Le™" 75sm( x) konverguje lokalné

n=1 npP
stejnomérné a plati

1 2 d? d=1 ,2d -
; —° 2 sin(nz) = e Z vl e sin(nx) w2 Z ¢ Lsin(n).

Tim byl Gspésné zavrsen diikaz platnosti pomocné fetézové rovnosti a jsme hotovi.
Navic je snadno vidét, ze vysSe ziskané vysledky o lokdlné stejnomérné konvergenci
funkénich fad odpovidajicich parcidlnim derivacim funkce u je mozné analogicky
ziskat pro parcidlni derivace libovolné vysokého fadu, a proto u € C*((0,7T) x

(0,7)).

14.4 Aplikace stejnomérné konvergence rad funk-
ci: konstrukce spojité funkce, ktera nema de-
rivaci v zadném bodé

V predchozich ¢astech textu jsme se nékolikrat zminovali o tom, Ze spojitost funkce
jedné redlné proménné je pomérné vzacnd vlastnost, nebof i kdyz méa funkce ve
zkoumaném bodé limitu, této limité se rovna jen jediné z nespocetné mnoha moz-
nych funkénich hodnot. Podobné pro existenci derivace, kde se opét jedna o velice
specialni chovani, které i v pfipadé€ spojité funkce byva spise vyjimkou. Pro nasi
predstavu, takové chovani nemé v pocatku tieba spojita funkce

~ Jasin(L) proz #0
f(x)_{o prox =0
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nebot {210 — gin(1y nabgva v libovolném okoli pocatku kazdé hodnoty inter-
valu [—1, 1] nekone¢nékrat. Tento typ konstrukei ndm poskytuje predstavu o tom,
Ze pro spojitou funkci je nejpravdépodobnéjsi, Ze v daném bodé derivaci nebude
mit. V matematické analyze jsou znamé jesté podstatné siln€jsi vysledky tvrdici,
7e typicka spojita funkce nemé derivaci vibec v zddném bodé. Takovyto vysle-
dek nebudeme dokazovat, nicméné zkonstruujme si alespon jednu funkci s pravé
uvedenou vlastnosti.

Definujme funkece f;,: R — R jako 10~2*-periodické funkce spliiujici

fo(a) 10% 2 pro z € [0, $1072¥]
xTr) =
¥ 1107F — 105 (z — 1102%)  pro z € [L1072%,1072k).

1072]@

Obrazek 14.3: Konstrukce spojité funkce, kterd nema nikde derivaci.

PoloZzme

f@) =3 fulz) naR.
k=1

Za pomoci Weierstrassova kritéria (Véta 14.2.2) snadno nahlédneme, ze se jedna
o stejnomérnou limitu spojitych funkci, tedy o spojitou funkci. Ukazme jesté, ze
tato funkce ma vlastnost, Ze pro kazdd © € R, § > 0 a K > 0 existuji body
21, x9 € Us(x) splitujici

flx) = f(x2)

Jo=fe) o, S@=S) (14.4.1)
Tr— T Xr — X9

coz m4 za nasledek, ze nemize existovat f’(z). Necht z, §, K jsou dany. Zkonstruu-
jeme bod x1 pozadovanych vlastnosti (konstrukce bodu x5 je podobnd). Zafixujme
n € N tak velké, aby

1
10727 < § a 510"—1 > K.

Z konstrukce vidime, Ze existuje bod « € [x — 107", x) spliujici f,(a) = 0 a bod
B € (z,z +107%"] splijici f,(8) = 1107". Z konstrukce déle plyne, Ze

fm(a) = fm(B) =0 pro vsechna m > n.
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Navic kazda funkce f; je lipschitzovska s konstantou 10*. Diky tomu dostédvame

n

FB) = f(@) = (fs(8) = fr(@) = fa(B) = fula) + z_: (fe(B) = fr(e))
k=1

k=1
1 n—1
> 107" = ) 10%(B - ).
k=1

Odtud diky 8 — a < 2-1072" dostavame

FB) = fla) , 5107" ka

1
_ 9. n—1_ ~—1on—1
8-« - 2 10—2n 2-10 210 '

,;;\)—l

Pokud je nyni bod (z, f(z)) pod spojnici bodi (a, f(«)) a (8, f(8)), mame
18 = @) 1B~ J(0) 1

b8—x - b —« -2
a poklddame z; = 5. V opacném pfipadé mame
F@) = $(0) 1B = fe) _ 1 s
T -« - 08—« -2

a poklddame z1 = . Tim jsme zavrsili dukaz formule (14.4.1) a jsme hotovi.
Shriime si vlastnosti ndmi zkonstruované funkce. Na jedné strané je f spojita
jakozto stejnomérnd limita spojitych funkci. Na strané druhé nase funkce nejenze
v zaddném bodé z € R nema derivaci, ale dokonce vykazuje jesté patologictéjsi
vlastnost
fly) — f(=) fly) — f(=)

liminf ————~ = —0 a lim sup ————= = oo.
y— y—x y— y—x



Kapitola 15

Lebesguetiv integral

15.1 Uvod

Doposud jsme pracovali jen s Riemannovym a Newtonovym integralem. Nyni si
navic predstavime integral Lebesguetv, jehoz zavedeni je velice zdlouhavé, ale
ziskame tim integral, ktery ma fadu vyhod:

tfida integrovatelnych funkci bude podstatné Sirsi

definice integralu je nezavisld na dimenzi (vSe se bude odvijet od definice
objemu mnoziny v RY)

budeme mit podstatné vice nastroji pro zaménu limitnich procesi a in-
tegralu, zaroven budou mit odpovidajici véty slabsi predpoklady, nez byla
stejnomérna konvergence

ziskdme vicerozmérnou vétu o substituci (zaloZenou na vété o reguldrnim
zobrazeni)

ziskdme nastroj pro prepis vicerozmérného integralu na postupnou aplikaci
integrali jednorozmérnych

normované linedrni prostory vybudované ze standardnich integralnich no-
rem pracujicich s Lebesgueovym integralem jsou tplné (zésadni skute¢nost
tfeba pro moderni teorii parcidlnich diferencialnich rovnic, ale i v nékterych
fyzikalnich aplikacich jako je napfiklad kvantovéa fyzika).

Samotné konstrukce Lebesgueova integralu ¢astecné pripominé konstrukei in-
tegralu Riemannova, je tu ale jeden zasadni rozdil. Se zakladni myslenkou této
konstrukce se nyni sezndmime na jednoduchém piikladu. Uvazujme nezdpornou
po ¢astech konstantni funkci

f(‘r> = Zakxfk (‘T)v
k=1

27
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kde m € N, ay,...,a, € [0,00) a Iy, ..., I, C R jsou po dvou disjunktni omezené
intervaly. Znadi-li vol(I;) objem (délku) k-tého intervalu a ;- I C [o, 8] C R,
pak pro Riemanntv integral plati

5 m
(R)/ fdz =" agvol(Iy).
o k=1

Pokud jsou hodnoty a4, ..., a,, po dvou riizné, prava strana se da také zapsat jako

m

> ap vol(£~ (ax)).
k=1

U pravé zminéného typu funkci se novy zapis jevi stejné vyhodny jako zapis prvni.
Pokud vSak uvazime t¥eba Dirichletovu funkci (D(x) = xg(«)) na intervalu (0, 1),
Riemanniiv integral neexistuje, ale veli¢iné

0-vol(D™1(0) N (0,1)) + 1-vol(D~'(1) N (0,1))

je pfirozené propuj¢it nulovou hodnotu, nebot raciondlni ¢éisla jsou mezi redlnymi
velice vzacné (maji mensi mohutnost).

Préveé ptirazeni objemu zadané mnoziné pro nas bude pti budovani Lebesgueova
integralu prvoradou otdzkou. Aby teorie integralu fungovala rozumnym zpusobem,
budeme kuptikladu potiebovat, aby se posunutim mnoziny nezménil jeji objem a
aby pro disjunktni mnoziny A, B C RY platilo

vol(A U B) = vol(A) + vol(B)

(tato vlastnost bude mit za nasledek aditivitu integrélu viiéi integraénimu oboru).
Obtiznost pfifazeni objemu dané mnoziné ndm demonstruje Banach—Tarského pa-
radox, podle néhoz je mozné jednotkovou kouli v R3 rozlozit na koneény pocet
disjunktnich podmnozin, jejichz vhodnou rotaci, posunutim a opétovnym sjedno-
cenim ziskame jednotkové koule dvé. Pfesnéji fe¢eno, mohou ndm chybét néjaké
malé mnoziny, z pohledu nize predstavené teorie jsou vSak zanedbatelné. Tento
jev ndm znemozni pfifazeni objemu nékterym mnozindm, budeme pracovat jen
s takzvanymi méritelngmi mnoZinams.

15.2 -algebra a mira

Systém mnozin, jimZ pfifadime objem, musi na jedné strané vylucovat podobné
jevy, jako je Banach—Tarského paradox, na druhé strané musi mit jistou struk-
turu, kterda nam pozdéji umozni zavést prirozené operace pro Lebesguetv integral
(kupfikladu je pfirozené pozadovat, aby v pfipadé, ze mnozindm A, B byl pfifazen
objem, byl objem pfifazen i mnoziné A U B).

Definice 15.2.1 (o-algebra). Necht X je mnozina a M je systém jejich podmno-
zin. Rekneme, ze M je o-algebra na mnoziné X, jestlize splituje

(i) X eM

(ii) jestlize A € M, pak X \ A e M

(iii) jestlize {A;}32; C M, pak [J;2, A; € M.
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Poznamka 15.2.2. Druhd vlastnost se slovné interpretuje jako uzavienost o-
algebry vic¢i doplnku a tfeti jako uzavienost viici spocetnému sjednoceni.

Vlastnosti o-algebry z jeji definice implikuji nékolik dalsich vlastnosti.

Tvrzeni 15.2.3 (O vlastnostech o-algebry). Necht M je o-algebra na mnoZiné X .
Pak

(i) p e M

(ii) jestlize A,B € M, pak A\ B € M

(iii) jestliZe m € N a Ay,..., Ay € M, pak U;nzl AjeM

(iv) jestlize {A;}52, C M, pak ﬂ‘;’;l AjeM

(v) jestlizem € N a Ay,..., Ay € M, pak (], Aj € M.

Diikaz. Prvni ¢4st plyne snadno z definice z bodi (i) a (ii), # = X \ X. Druh4 ¢ast

plyne z identity
A\B=X\((X\A)uUB).

Pro treti ¢ast staci zavést pomocny systém
{A1,As, .. A, Ay Ay T

Ctvrta se ziska z De Morganovych vzorct, nebot

o0

N4 =x\Jx\4).
Jj=1 Jj=1

Pata ¢ast plyne ze ¢tvrté za pomoci systému z dukazu tireti ¢asti. O

Piiklad 15.2.4. (i) Systém {0, X} je o-algebra.
(ii) Systém exp X (mnozina vSech podmnozin X) je o-algebra.
(iii) Necht X je mnozina. Definujme

M ={A C X: A je nejvyse spoletna nebo X \ A je nejvyse spocetna}.

Pak M je o-algebra. Skutecné, prvni dvé vlastnosti pozadované definici jsou
zfejmé. Necht dale A; C M pro j € N. Pokud jsou A, nejvyse spocetné pro
vsechna j € N, je také Ujil Aj je nejvyse spocetnd, a proto patii do M. Pokud
naopak existuje jo takové, ze X \ A;, je nejvySe spoletna, pak

X\ [J4; cx\4

j=1

je nejvyse spocetné, a proto patii do M.

Povsimnéme si, Zze v této situaci patii jednobodové mnoziny do M. Pokud
bychom pripustili v definici o-algebry i nespocetna sjednoceni, mohli bychom vy-
tvofit libovolnou mnozinu, kterd uz nemusi byt v .M (tfeba pro X = R a jeho
podmnozinu (0, 00)).

(iv) Pokud X = R a polozime

M ={G C X: G je oteviend},
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pak M neni o-algebra, nebot (0,00) € M, ale R\ (0,00) = (—00,0] ¢ M.
(v) Pokud X =R a polozime

M ={A C X: A oteviend nebo A je uzavieni},

pak M neni o-algebra, nebot [0,1 — %} € M pro kazdé j € N, ale

g[o,lﬂ[o,mz/w

Véta 15.2.5 (O nejmensi o-algebte). Je-li X mnoZina a N systém podmmnoZin
X, pak na X existuje jednoznacné dand nejmensi o-algebra obsahugici N.

Diikaz. Systém o-algeber obsahujicich N je neprazdny, nebot tuto vlastnost ma
napiiklad exp X. Nechf M je prinik o-algeber s uvedenou vlastnosti. Pak ziejmé
N C M a snadno se z definice ovéfi, Ze M je o-algebra (X € M, nebot X lezi ve
v8ech proniknutych o-algebréch, atd.). O

Cviceni 15.2.6. Necht X je mnozina vSech dnt v tydnu, tedy
X = {pondéli, atery, . ..,nedéle}.

(i) Vytvoite nejmensi o-algebru na X obsahujici mnoziny {sobota} a {nedéle}.
(ii) Vytvofte nejmensi o-algebru na X obsahujici mnozinu {sobota, nedéle}.

Definice 15.2.7 (Borelovské mnoziny, mnoziny typu F, a Gs). Necht (X, o) je
metricky prostor. Nejmensi o-algebra obsahujici systém otevienych podmnozin
v (X, 0) (existence a jednoznac¢nost plynou z pfedchozi véty) se nazyva Borelova
o-algebra, znaci se B a v ni obsazené mnoziny se nazyvaji borelovské mnoZiny.

O mnoziné fikame, Ze je typu F,, jestlize se d& zapsat jako nejvySe spocetné
sjednoceni uzavienych mnozin. O mnoziné fikame, Ze je typu Gs, jestlize se da
zapsat jako nejvysSe spocetny prinik otevienych mnozin.

Poznamka 15.2.8. (i) VSechny oteviené mnoziny jsou ziejmé borelovské. Diky
druhé vlastnosti z definice o-algebry jsou vSechny uzaviené mnoziny také bore-
lovské. Diky tfeti vlastnosti z definice o-algebry jsou vSechny mnoziny typu F,
borelovské. Mnoziny typu Gs jsou borelovské diky ¢tvrté ¢asti Tvrzeni o vliastnos-
tech o-algebry (Tvrzeni 15.2.3).

(ii) Z De Morganovych vzorci snadno obdrzime

A je typu F, — X\ A je typu Gs.
(iii) Kazd4 uzaviend mnozina je zfejmé typu F,. Kazda oteviend mnozina G C X

je také typu F,, nebot mlizeme psat

GZUFj, kde Fj:={z € X: inf o(x,y) >277}
j=1

n
yeX\G e
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(mnoziny napravo jsou uzaviené, nebof zobrazeni x — inf,c v\ o(z,y) je spojité).
(iv) Analogicky do systému G5 mnozin padnou jak oteviené, tak uzaviené mnoziny.
(v) V ptipadé R se standardni metrikou mnozina [0, 1) neni ani uzaviena, ani ote-
viena, ale je jak typu F, tak typu Gs. Systémy Gs-mnozin a F,-mnozin obsahuji
tedy vice nez jen oteviené a uzaviené mnoziny.

(vi) V odborné literatufe se da najit, Ze je-li metricky prostor dostatecné bohaty
(tfeba R nebo RY), pak systémy Gs-mnoZin a F,-mnozin nesplyvaji a navic do bo-
relovskych mnozin padnou i jiné mnoziny nez Gs-mnoziny a F,-mnoziny. Pozdéji
si ukazeme, ze tfeba v R existuji navic mnoziny, které nejsou borelovské.

Roli objemu z nasich tivodnich poznédmek nyni pfevezme obecnéjsi pojem.

Definice 15.2.9 (Mira). Necht X je mnozina a M je o-algebra na X. Zobrazeni
p: M — [0, 00] se nazyva mira, jestlize je o-aditivni na M (jsou-li {A4;}%2, C M
po dvou disjunktni, pak (52, 4;) = 3772, u(A;)). Trojice (X, M, u) se pak
nazyva méfitelny prostor (nebo prostor s mirou). Budeme vzdy predpokladat, ze
existuje A € M tak, ze u(A) < co.

Poznamka 15.2.10. (i) Mnozina [J;Z, A; uvedend v definici patii do M.

(ii) Vady plati u(@) = 0, nebot u(A) = p(AU U2, 0) = wu(A) + 3252, u(@),
kde p(A) < oo. Kdybychom existenci takové mnozZiny nepfedpokladali, nevyloudili
bychom pfipad, Ze u(A) = oo pro viechny A € M.

(iii) o-aditivita se tykd i koneénych systémi mnozin diky systémtm typu

{A13A23A37'"3A7L7®7®7®a"'}'

(iv) Mira mé tedy tii vlastnosti: je nezapornd, o-aditivni a jeji definiéni obor je
presné M. Pozor, obor hodnot obsahuje co.
Piiklad 15.2.11. (i) Je-li X libovolnd mnoZina a M := exp X, pak definici miry
spliiuje

pocet prvkit A pro A konecnou

n(A) = { -

o0 jinak.
Této mife se k& aritmetickd (nebo séitact) mira.
(ii) Je-li X libovolnd mnozina, M := exp X a z € X libovolny pevné zvoleny
prvek, pak definujeme Diracovu miru

H(A) = 6,(4) 1= {1 pokud 2 € A

0 jinak.
Definice 15.2.12 (Dtilezité typy mér). Necht (X, M, 11) je méfitelny prostor. Mira
u se nazyva konecnd, jestlize u(X) < co. Mira p se nazyvéa o-konecnd, jestlize X
lze napsat jako spocetné sjednoceni mnozin z M, které maji kone¢nou miru. Mira
u se nazyva pravdépodobnostni, jestlize u(X) = 1.

Definice 15.2.13 (Uplna mira). Nechf (X, M, i) je méFitelny prostor. Mira p se
nazyva uplnd, jestlize pro kazdou mnozinu A € M spliujici p(A) = 0 plati

BcCA - B e M.
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Poznamka 15.2.14. (i) Uplnost miry tedy nesouvisi jen s piedpisem pro zobra-
zeni u, ale vyzaduje také dostatecné bohatstvi systému M.

(ii) Pokud mnozina B splituje podminku z definice iplné miry, pak mame A\ B €
M a o-aditivita pak implikuje

0<u(B)=mA) - A\ B)=-pu(A\B)<0 = pu(B)=0.

Priklad 15.2.15. (i) Aritmetickd mira na X je koneéna pravé tehdy, kdyz X je
kone¢na. Tato mira je pravdépodobnostni praveé tehdy, kdyz X je jednoprvkova.
Tato mira je o-koneénd pravé tehdy, kdyz X je nejvyse spocetné. Aritmeticka mira
je vzdy tplna.

(ii) Diracova mira je pravdépodobnostni (tudiz koneénd i o-konecnd). Ziejmé je
také uplna.

Véta 15.2.16 (Zakladni vlastnosti miry). Necht (X, M, ) je mérFitelny prostor.
Pak

(i) u(0) =0
(ii) p je koneéné aditivni (pokud jsou Aq,..., A, € M po dvou disjunktni, pak

p(Uj—y Aj) =201 m(4y))
(iii) u je monotonni (pokud A,B € M a A C B, pak u(A) < u(B))
(iv) p je o-subaditivni (pokud {A;}32; C M, pak | J;Z, Aj € M a (U2, 4;) <

Do 1(4;))
(v) pokud {A;}2, CMa Ay CAyC...,pak U2, A€ Ma

M(G Aj) = lim pu(4;)

j —00
j=1 ’

(vi) pokud {A;}52, C M, p(A1) <o a Ay DAy D ..., pak (2, Aj € M a

u(ﬁ Aj) = Hm u(A;).
j=1

Diikaz. Casti (i) a (ii) jsme si uz vysvétlili vyse. Cast (iii) plyne z odhadu
u(B) = p(AU (B\ A)) = p(A) + u(B\ A) > u(A).
P1i dikazu ¢tvrté ¢asti postupné polozme
By :=A;, By:=A3\ A, Bs:=A3\(41UA,),
Tim jsme pfesli k systému po dvou disjunktnich mnozin a diku bodu (iii) dosté-

M(G Aj) = M(G Bj) = iM(Bj) < iu(&)

Jj=1 J=1
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P1i diikazu patého tvrzeni vytvofime systém po dvou disjunktnich mnozin volbou
By :=A; aBj:=A;\ Aj_1 pro kazdé j > 2 a dostavame

M(DAJ) =M(G Bj) = iu(Bj) ZnILII;Ciu(Bj) :nllrﬂo“(Q Bj)

Jj= Jj=1 Jj=
= lim p(4,)
n— oo
Pfi diékazu tvrzeni (vi) vytvofime pomocny systém predpisem B; := A; \ A;.
Pak plati By C By C ..., mnoziny (2, 4; a J;2, B; jsou disjunktni a jejich

sjednocenim je A;. Diky patému tvrzeni dostavame
p(N45) = p(a\ U B) = man) = u(U B;) = (A1) = lim u(By)
j=1 j=1 j=1

=p(Ar) = lim p(Ar\ An) = lim p(Ar) = p(Ar\ An) = lim pu(An),

n—oo
nebot mnoziny 4,, a 4; \ A, jsou disjunktni a jejich sjednocenim je A;. O

Poznamka 15.2.17. V Sesté ¢ésti predchozi véty neni mozné vypustit pfedpoklad
(A1) < oo, jak ukazuje priklad aritmetické miry a systému mnozin

Aj={5,j+1,5+2,...} pro j € N
kde pro vSechna j € N mame pu(A4;) = oo, ale ,u(ﬂ;il Aj) = p(0) =o0.

V dalsim se budeme zabyvat otazkou zaplnéni miry. Tomu odpovida nasledujici
konstrukce. Definujme

N :={A C X: A je podmnozinou né&jaké mnoziny z M, kterd mé nulovou miru}

a
M:={MUN:MeMaN eN}.

Novou miru nyni definujme predpisem
(M UN):=pu(M)  provsechna M € M a N € N.

Véta 15.2.18 (O ztplnéni miry). Necht (X, M, p) je mérFitelng prostor a M,
jsou jako vyse. Pak M je o-algebra obsahujici M a [ je uplnd mira na Mv, ktera
je na M dobie definovand (kazdé mnoziné z M je jednoznacné piitazeno cislo
2 [0,00]) a na M se shoduje s p.

Diikaz. Nejprve se zabyvejme vlastnostmi M. Ziejmé M C Mv, a proto také X €
M. Necht dale A € M. Pak existuji M € M, N € N a B € M takové, zZe

A=MUN, NCB a w(B) = 0.

Pak mame

X\A=(X\(MUB))U(B\N).
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Podle vlastnosti o-algebry méme X'\ (M UB) € M a podle definice N dostavame

B\N € N. Celkové X\ A € M. Necht déle {A, 132, C M. Pak existuji { M, 132, C
M, {N;}32, CN a{B;}, C M takové, ze

Aj=M;UN;, N;CB; a u(B;)=0 pro vSechna j € N.
Nésledné
oo (oo}
Diky definici o-algebry mame U;il M; € M. Navic plati [J;2, N; € N, nebot

UNnclUs - M(UBg)SZM(BJ):
j=1 j=1 j=1 j=1

||
H Cg

Celkové jsme dosud ukazali, ze M je o-algebra obsahujici M. .

Nyni se zabyvejme vlastnostmi ji. Pfedné kazdé mnoziné A € M je pfifazena
alespoii jedna hodnota (A) € [0, 00]. Necht existuje A € M, kterému jsou pfifa-
zeny hodnoty alesponi dvé. To znamen4, Ze existuji My, My € M, Ni,Ny € N a
Bi, Bs € M takové, ze

A:MlUN“ Ni CBi a M(Bz) =0 pI‘Oi:LQ a ,U(Ml) </,L(M2)
Pak ale diky tomu, ze My C A C M; U By, dostavame

p(My) < p(Mz) < p(My U By) = p(My U (By \ My)) = p(My) + p(By \ M)
< w(My) + p(B1) = p(My),
coZ déava spor. Proto je zobrazeni i dobfe definovdno a navic plati, Ze se na M
shoduje s p. Ovéime, Ze p ma vlastnosti miry. Nezdpornost je zfejmd, defini¢ni
obor /i jsme pravé vysetfili a je jim celé M. Nyni dokdzeme o-aditivitu. Necht
{A;}32, C M je systém po dvou disjunktnich mnozin. Pak existuji {M;}32, C M,
{N;}52, CN a {B;}32, C M takové, ze
Aj:MjUNj, Nj CB]‘ a ,LL(BJ):O pro VéechnajGN.

Nyni médme (J;2, N; € NV, nebot

G Nj C G Bj a (
j=1 j=1

Proto ({M;}52, jsou po dvou disjunktni)

C8

B) <2 um)

.
Il
_

o0 oo oo

ﬁ(QAj) = ﬁ(jf_lej UJQ Nj) = M(H Mj) = ZM(MJ‘) =) il(4;).
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Zbyva uplnost. Necht A € X je takové, ze existuje B € M splitujici A C B a
f(B) = 0. Pak podle definice M lze psat B = M UN, kde M € M a N € N.
Navic

i(B) = u(M).

Odtud pu(M) =0, a proto M N A € N. Navic, protoze N € N, plati NN A € N.
Koneé¢né diky A € B = M U N méme

A=AN(MUN)=(MNAUNNA) eN

(snadno se ovéri, ze sjednoceni dvou prvkd mnoziny N je opét z N). Protoze
A e N, mizeme psat A =0U A, a proto (pouzivame () € M)

fi(A) = p(0) =0,
coz jsme chtéli ukéazat. O

V dalsim budeme vSechny uvazované ¢i konstruované miry povazovat za zupl-
néné (coz nebudeme pfipominat). Pak mé dobry smysl nasledujici definice.

Definice 15.2.19 (Vlastnost platici skoro v§ude). Necht (X, M, u) je méfitelny
prostor a M € M. Nechf P je vyrokova funkce definovana na M. Rekneme, Ze
P plati skoro vsude na M (nebo plati pro skoro viechna x € M), jestlize existuje
N € M takova, ze u(N) =0 a vyrok P(z) plati pro kazdé x € M \ N. V ptipadg,
ze M = X, strucné rikdme, ze vyrok plati skoro vsude. Terminy ,skoro vsude* a
»Skoro vsechna“ se obvykle zkracuji na ,s.v.“.

15.3 Konstrukce Lebesgueovy miry na RV

Nyni si zavedeme Lebesgueovu miru Ay. Ta bude mit fadu vlastnosti, které pova-
zujeme za prirozené u miry, jez ma reprezentovat nasi predstavu o objemu mnoziny.
Mimo jiné bude platit, Ze je-li A tvaru I} xIsx- - -x Iy, kde prokazdéi € {1,...,N}
jsou I; omezené intervaly tvaru (a;, b;) nebo [a;, b;) nebo (a;, b;] nebo [a;, b;], pak

N

/\N(A) = H(bl — ai).

Konstrukci provedeme ve dvou krocich. Nejprve zavedeme na celém exp RV takzva-
nou Lebesgueovu vnéjsi miru odvozenou od nasi predstavy o objemu, nicméné ne-
bude se jednat o skuteénou miru (neni ani kone¢né aditivn{). Pfechodem k vhodné
o-algebte (oproti expRY se vzdame mnoha ,o8klivych® mnozin) pak ve druhém
kroku ziskdme miru skutec¢nou.

Nami dosud pouzivany symbol pro objem vol budeme v dalsim pouzivat jen
pro omezené intervaly a bude znamenat Hﬁil(bi — a;), mé-li uvazovany interval
tvar uvedeny vyse.
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Definice 15.3.1 (Lebesgueova vngjsi mira). Nechf A C RY. Polozme

An(4) = inf{z vol I;: {I;}52, je spocetné pokryti A

j=1

tvorené omezenymi otevienymi intervaly}.

Zobrazeni A — A3 (A) se nazyva Lebesgueova vnéjsi mira.

Poznamka 15.3.2. V definici nezalezi na tom, zda uvazujeme spocetné ¢&i nej-
vyse spocetnad pokryti. Pokud totiz pfipustime i kone¢na pokryti, hodnotu infima
to neovlivni, nebot kazdy otevieny interval miiZeme rozdélit na dvojici otevienych
intervali, které se prekryvaji libovolné méalo, a tento proces mtizeme iterovat. Z po-
dobnych diivodii neni podstatné, zda prazdnou mnozinu povazujeme za (omezeny
otevieny) interval, ¢i nikoliv.

Priklad 15.3.3. Zafixujme ¢ > 0. Nechf {g;}32; jsou vSechna raciondlni cisla

sefazend do posloupnosti. Definujme oteviené intervaly I; := (¢; — 57, ¢; + 57)-
Pak
oo o0 o0 €
QclUL a A@<D volI = 25; = 2.
j=1 j=1 j=1

Proto Aj(Q) = 0.

Nyni si uvedeme zakladni vlastnosti Lebesgueovy vnéjsi miry. Pfipomenme
jests, Zze pokud A, B C RY, pak se definuje A+ B := {a +b:a € Ab € B}
(v pfipadé, ze B je jednobodovd, je A + B jen posunutd mnozina A).

Véta 15.3.4 (O vlastnostech Lebesgueovy vnéjsi miry). Lebesgueova vnéjsi mira
md nasledujici vlastnosti:

(i) je monotonni (jestlize A C B, pak A\ (A) < Ay (B))

(ii) je o-subaditivni (jestlize {A;}52, C RY, pak )\}‘V(Ujil Aj) < Zj‘;l Ayv(45))
(iii) je translacné invariantni (jestlize v € RN a A C RN, pak ANy (A+x) = Ay (4))
(iv) pfi a-ndsobném roztazeni (pro o € (0,00)) se Lebesgueova vnéjsi mira mnoZi-
ny zméng na o -ndsobek pivodni hodnoty

(v) Ny (I) = vol I pro kaZdy omezeny interval v R .

Diikaz. Prvni vlastnost je ziejmé, nebot kazdé pokryti mnoZiny B je zarovei po-
krytim mnoziny A.

Druhé vlastnost se ziska tak, ze k jednotlivym mnozindm A; vezmeme (diky
definici infima) pokryti {I;}32, tak, aby

00
X:VOII]‘JC < /\7\7(‘4]) + 2%
k=1

Protoze nejvyse spocetné sjednoceni nejvyse spocetnych systémi mnozin je nejvyse
v i 7 Ve . 7 oo v/ 7 ’ v o0
spocetny systém mnozin, je systém {I; ;. } %=1 Pripustné pokryti mnoZiny U i1 Aj.
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Pfepisme ziskané pokryti jako {J,}>2 . Pak pro kazdé no € N musi platit

Zvou < szou % <Z)\N

j=1k=1

z ¢ehoz plyne dokazovany odhad.
T¥eti vlastnost je zfejma, nebot pro kazdou soufadnici mame

Dokazme ¢tvrtou vlastnost. Tvofi-li systém {I; } °, pokryti zadané mnoziny
jako v definici A};, a-ndsobné roztazené intervaly {I } © . pokryvaji a-nasobné
roztazenou uvazovanou mnozinu a zaroveil nové intervaly maji objem roven o’ -
nasobku objemu intervalti piivodnich. Diky tomu je Lebesgueova vnéjsi mira roz-
tazené mnoZiny rovna nejvyse aN-nasobku ptivodni hodnoty. Obraceny odhad
dostaneme za pomoci inverzniho zobrazeni k naSemu roztazeni.

Konecné se vénujme diukazu paté vlastnosti. Pfedné uvazujme pripad omeze-
ného uzavieného intervalu I = [aq,b1] X - -+ X [an, by]. Pak pro kazdé e > 0 mame
IC (a1 —¢ebi+e)x---x(any —e,by +¢). Odtud

N

N
Hb —a; +2) = H(bi_ai)

i=1

a stejny odhad zfejmé plati i v pfipadé omezenych intervali, které nejsou uzaviené.

Ukazme obréaceny odhad pro omezeny uzavieny interval I. Necht {I;}22; je
pokryti intervalu I omezenymi otevienymi intervaly. Miizeme pouzit Borelovu po-
kryvaci vétu (Véta 11.7.3) k pfechodu ke kone¢nému podpokryti. Piesnéji, existuje
jo € N takové, ze I C Ui‘;l I;. Protoze navic zfejmé mame

Jo LS
Zvollj < ZVOII]
j=1 j=1

staci dokazat, ze vol I < ZJ L volI;. Predpokladejme, Ze vSechny vyse zvolené
intervaly {I; }]0 ; maji nenulovy objem (jinak zménime pofadi a zmensime jo).
Necht v dalsim d > 0 oznacuje minimalni délku hrany napfi¢ intervaly {I; }jzl.
Zvolme £ > O libovolné malé a necht {I -}j-"_1 je systém intervald ziskanych ze
systému {I ? , tak, Ze u vSech intervalii zachovame jejich stfed ale délku hrany

zvétSime na (1 + e)-nasobek piivodni hodnoty (proto volI; = (1 + )V vol I,
jednotlivé intervaly jsme nafoukli). Rozdélme nyni interval I na m® stejné velkych
zmenSenych kopii ptivodniho intervalu (po dvou disjunktni vnitiky, prekryvaji se
jen stény) kde m € N je tak velké, ze nejdeléi hrana vzniklych intervalt je nejvyse
rovna <. Diky tomu, Ze systém {I ° . pokryva I, kazdy interval ma neprazdny
prunik alespon s jednou mnozinou I Nasledné diky predchozi konstrukci tento
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interval padne cely do 1:] Diky monotonii veli¢iny vol proto dostavame

Jo Jo
voll <Y “voll; = (142 ) volI;.
j=1 j=1

Protoze ¢ bylo libovolné, mame vol I < Zzozl vol I;.
V pripadé intervalu, ktery neni uzavieny, vyuzijeme vysledku pro uzavieny
interval, monotonie Lebesgueovy vnéjsi miry a skutec¢nosti, ze I D [a1 + 0, b1 —d] X
- X [an + 0,by — d] pro kazdé 6 > 0. O

Pozdéji nepiimo ukazeme, Ze A} neni o-aditivni. Dokonce obecné neplati ani
aditivita pro dvojici disjunktnich mnozin. Tento problém vyfesime tim, Zze pivodni
defini¢éni obor exp R nahradime mensi o-algebrou.

Definice 15.3.5 (Lebesgueovsky méfitelnd mnozina a Lebesgueova mira). Necht
A C RV. Rekneme, Ze A je lebesqueovsky méritelnd, jestlize pro kazdou mnoZinu
T C RY plati

AN(T) = A (TNA)+ Xy(T\ A).

Mnozinu vSech lebesgueovsky méritelnych mnozin znac¢ime M7, a zzeni Lebesgu-
eovy vné&jsl miry z exp RY na M’ budeme nazyvat Lebesgueovou mirou a znadit
il AN

Poznamka 15.3.6. (i) Podminka z pfedchozi definice se nazyva Carathéodoryho
kritérium meéritelnosti.

(ii) Diky o-subaditivité Lebesgueovy vnéjsi miry vzdy plati

A (T) < Nx(T N A) + A (T A).

Diky tomu je rovnost z definice automaticky splnéna v p¥ipadé A5 (T") = co. Pro
lebesgueovskou méfitelnost tedy stac¢i ovérovat podminku

Ny (T) = AN (TN A) + XNy (T\A)  kdykoliv X% (T) < oco.

Nyni je tfeba dokazat, ze Lebesgueova mira skutecéné spliuje definici miry
(véetné toho, Ze systém lebegueovsky méfitelnych mnozin tvoii o-algebru).
Véta 15.3.7 (O korektnosti definice Lebesgueovy miry). Systém MY je o-algebra
a zobrazeni Ay je mira na My, .

Diikaz. Dukaz provedeme v nékolika krocich.

Krok 1: lebesgueovska méfitelnost RY a doplitku méFitelné mnoziny.
Snadno se ovéii, ze Ay (0) = 0. Diky tomu RY € M, nebot pro kazdou testovaci
mnozinu 7' C RY méme

AN(T) = AN(T) + An(0) = A (T NRY) + AR (T \RY).

Déle pokud A € M3, pak plati i RV \ A € M%, nebot pro libovolnou T C R¥
plati

AN(T) = AN (T 0A) + XN (T\A) = A (T\ (RY\ A)) + Ay (T 0 (RY\ 4)).
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Krok 2: lebesgueovska méfitelnost priniku dvou méfitelnych mnozin (pomocny
vysledek).
Necht Ay, Ay € M%,. Vyuzijeme nasledujici t¥i rovnosti (v prvni rovnosti testujeme
lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu A; pomoci T, ve druhé testujeme As pomoci
TN A ave tfeti testujeme A; pomoci T\ (A1 N Ay))

AN(T) = Ay
AN(TNAD) =Ny
AN(T\ (A1 N Ag)) = Ay

TNA)+ AT\ A)
(TNA)NA) + AN (TN A1)\ Ag)

(T\ (A1 N A2)) N A1) + AN ((T'\ (A1 N A2)) \ Ad)
(TN AL\ Az) + AN(T \ Aq).

o~ o~ o~ o~

Odtud (prvni ¢len pravé strany prvni rovnosti upravime pomoci druhé rovnosti a
druhy ¢len pomoci tieti rovnosti)

A (T) = Ap(T N A + AR (T Ar)
=AV(TNAD)NA) + X (TN AN\ Ag) + AN(T\ (A1 N Ap))
= AN((T N A\ Ag)
=Av((TN (A1 NA))+ Ay (T\ (A1 N Ag)).

Tim je lebesgueovskd méfitelnost A; N Ay dokézana.

Krok 3: lebesgueovska meéritelnost kone¢nych prinikd a koneénych sjednoceni
méfitelnych mnozin (pomocny vysledek).
Diky predchozimu kroku indukci dokazeme lebesgueovskou méritelnost kone¢ného
pruniku. Dale pomoci De Morganovych vzorci a lebesgueovské méritelnosti do-
pliku lebesgueovsky meéritelné mnoziny odtud dostaneme také lebesgueovskou
méfitelnost kone¢ného sjednoceni lebesgueovsky méfitelnych mnozin.

Krok 4: koneénd aditivita Lebesgueovy miry (pomocny vysledek).
Pristupme nyni k dikazu aditivity Lebesgueovy miry. Diikaz provedeme nejprve
pro dvojici disjunktnich mnozin A;, Ay € MJj,. Rozlisime dva pfipady. Pokud
Ay (A1 U Az) = oo, pak o-subaditivita Lebesgueovy vnéjsi miry dava, ze plati
alespont jeden z vyroki Ay (A1) = 0o a Ay (Asz) = co. Diky tomu plati i dokazovand
identita.

Necht naopak plati A3 (A; U A2) < oco. Otestujme méfitelnou mnozinu A
pomoci Ay U A;. Pak mame diky disjunktnosti A; a Ao

AN(A1 U As) = AN (A1 U As) N AL + AN ((A1 U As) \ Ay) = Ay (A1) + Ay (Ag).
Dale pokracujeme indukci pfes pocet mnozin.

Krok 5: métitelnost spocetného sjednoceni métitelnych mnozin.
Necht {A4;}32, C Mjy. Bez Gjmy na obecnosti miizeme piedpokladat, ze tyto
mnoziny jsou po dvou disjunktni, jinak prejdeme k systému

A=Ay, Ay=A UAy\ Ay, As=A UAyUA;s\ (AU Ay),

Nyni pro libovolnou 7' C R¥ a pro kazdé n € N mame (testujeme lebesgueov-
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skou méfitelnost mnoziny A,, mnozinou 7N U;L:l Aj)

Ny (TmUA ) =n (TmUA N4n) + Xy (TmUA \4,)

Jj=1

:A*N(TﬂAn)Jr)\}‘V(Tmn lAj).

1

J

Odtud indukci pro kazdé n € N plati
A*N(Tﬂ U Aj) =3 A (TN 4y).
j=1 j=1

Protoze |J;_, A; je lebesgueovsky méfitelna podle ¢tvrtého kroku, predchozi vy-
sledek a monotonie Lebesgueovy vnéjsi miry nam davaji

n

AWT) = (T L_J )e(riUa)
| 4))
4,)

Protoze posledni vysledek plati pro vSechna n € N, hmltnlm pfechodem a dvojim
vyuzitim o-subaditivity Lebesgueovy vnéjsi miry dostavame

—Z/\* +/\*(

>ZANT0A +/\*(

Jj=1

H C8 || C:

o0

Z (TN Ay) +/\N<T\UA)

7j=1 j=1

AQ(DTmAj) +A7V(T\GAj)

=y (70 O 45) + Xx (T G 4;) 2 W (T).
j=1 j=1

V posledni rovnosti se tudiz vSechny ¢leny rovnaji a mame lebesgueovskou méri-
o0
telnost |J,—, 4;.
Krok 6: o-aditivita Lebesgueovy miry.
Necht {A;}%2, C M} jsou po dvou disjunktni. Pak diky konecné aditivité Lebe-
sgueovy miry a monotonii Lebesgueovy vnéjsi miry mame

ix;v(Aj) nan;OiA}(AJ = lim /\N(UA ) <>\N<UA)

]—

\%

Obracena nerovnost plati vzdy diky o-subaditivité Lebesgueovy vnéjsi miry. [
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Véta 15.3.8 (O lebesgueovské méfitelnosti otevienych mnozin). KaZdd oteviend
mnozina v RN je lebesqueovsky méritelnd.

Diikaz. Protoze lebesgueovsky méritelné mnoziny tvori o-algebru a podle Véty o
charakterizaci otevfenych mnozin pomoci otevienych intervalda (Véta 11.7.9) se da
kazda oteviend mnozina zapsat jako spocetné sjednoceni omezenych otevienych in-
tervali, stac¢i ukazat lebesgueovskou méritelnost omezeného otevieného intervalu.
Necht tedy I ¢ RY je omezeny otevieny interval, T C RY je testovaci mnozina
spliiujici My, (T) < co a e > 0.

Pak existuje systém otevienych intervalii {/;}32, takovy, ze

TC UIj a Zvolljg)\}‘V(T)+5.
j=1 j=1

Ze systému {I; }]0‘;1 nyni zkonstruujeme pomocné systémy otevienych intervala
N

{Jj}2, a {Qf};’if w1~ Zafixujme na chvili j € N. Pfedné I N I; je bud prazdna

mnozina nebo otevieny interval. Snadno tedy zkonstruujeme otevieny interval J;

spliujici

11
IﬂIj C Jj a VOl(Jj) < VOl(IﬂIj) + 5276

Déle uzavér mnoziny I; \ I se da ziejmé popsat jako sjednoceni nejvyse 3V uza-

vienych intervala {H Jk}zil s po dvou disjunktnimi vnitiky (pokud je interval

méné nez 3", systém doplnime prazdnymi mnozinami). Mnoziny {H Jk}?@il nahra-

dime o trochu vét$imi otevienymi intervaly Q}, cee Q;’N, aby platilo (vyuzivdme
N

vol(I;) = vol(I N I;) + 22=1 Vol(HJ’»“) a predchozi odhad)

3N 3N
1
Ii\IC U Qf a vol(J;) + Zvol(Qf) < vol(I;) + T
k=1 k=1
g H\H Q@2
3 —hl |
i Jj|||Q3
I I I

Obréazek 15.1: Nahrazeni intervalu I; sjednocenim intervalti, které néasledné
zvétSime.
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Pak

e} oo 3N
rnicl)J, T\1c|JUJ@

j=1 j=1k=1

a diky nasi konstrukci mame
oo oo 3N
A (T AT+ X (TN D) <D vol(T) + D) vol(QF)

j=1 j=1 k=1

<) vol(l;) + & < A(T) + 2.
j=1

Protoze € > 0 bylo libovolné, ziskali jsme klicovou nerovnost pro lebesgueovskou
meéfitelnost. O

Véta 15.3.9 (O uplnosti Lebesgueovy miry). Lebesqueova mira na RN je tipind.
Dokonce kaZdd mnoZina spliiugici Ay (A) = 0 je lebesgueovsky méfitelnd.

Diikaz. Dokazme rovnou druhou vlastnost (je ziejmé silnéjsi nez tplnost). Necht
T C RY je libovolna testovaci mnozina splitujici A3 (T) < co a A C RY splituje
Ay (4) = 0. Pak diky monotonii Lebesgueovy vnéjsi miry mame

AN(T) S AN(T A+ ANT N A) S AN(A) £ AN(T\ A) = AN (T\ A) < AN (T)
a jsme hotovi. O

Priklad 15.3.10. (i) Jednobodovou mnozinu lze pokryt libovolné malym interva-
lem. Proto mé nulovou Lebesgueovu vnéjsi miru. Nasledné je tato mnozina lebes-
gueovsky méritelna a ma nulovou Lebesgueovu miru. Diky o-aditivité Lebesgueovy
miry dostavame, ze kazda spocetnd mnozina je lebesgueovsky méritelna a ma nu-
lovou Lebesgueovu miru. Specidlné mnozina racionalnich ¢isel v R ma nulovou
Lebesgueovu miru.

(ii) Necht 7y € R a J C RV~! je omezeny interval. Snadno dostaneme, Ze mnozina
{zo} x J je lebesgueovsky méfitelnd a mé nulovou Lebesgueovu miru.

Disledek 15.3.11 (O lebesgueovské méiitelnosti intervaltt v RY). Libovolny in-
terval I C RY je lebesgueovsky mévitelny. Je-li navic omezeny, plati \n(I) = vol I.

Diikaz. Pro otevieny omezeny interval plyne vysledek z Véty o lebesgueovské méri-
telnosti otevienych mnozin (Véta 15.3.8) a ¢tvrté ¢asti Véty o vlastnostech Lebe-
sgueovy vnéjsi miry (Véta 15.3.4). Podle druhé ¢asti pfedchoziho piikladu navic
vime, ze kazdy omezeny interval, ktery neni otevieny, je mozné zapsat jako sjedno-
ceni otevieného intervalu a kone¢ného poc¢tu mnozin nulové Lebesgueovy miry. Ne-
omezeny interval se da popsat jako spocetné sjednoceni intervali omezenych. [

V tuto chvili mdme pomérné velky pocet nastroji k diikazu lebesgueovské
méfitelnosti studované mnoziny. Demonstrujme si je alespon na R.
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Piiklad 15.3.12. (i) Mnozina (0,1]U[2,3) je lebesgueovsky méfitelnd, nebot jde
o sjednoceni dvou intervalii, ale d4 se zapsat i jako (0, 3) \ (1, 2).

(ii) Mnozina Q je lebesgueovsky méfitelna, nebot je spocetnym sjednocenim uza-
vienych (jednobodovych) mnozin. Uz jsme také ukdzali, Ze kazda nejvyse spoetnd
mnozina mé nulovou Lebesgueovu miru.

(iii) Mnozina R\ N je lebesgueovsky méfitelna, nebot je spocetnym sjednocenim
otevienych intervali, pifipadné doplnkem spocetné mnoziny do R.

Véta 15.3.13 (O invariantnosti Lebesgueovy miry vici posunuti). Lebesgueova
mira na RN je invariantni vici posunut.

Diikaz. Jiz vime, ze Lebesgueova vnéjsi mira je translacné invariantni. Zbyva uka-
zat, ze posunutim lebesgueovsky méritelné mnoziny ziskdme opét lebesgueovsky
méfitelnou mnozinu. To je vSak jen snadné cviceni na Carathéodoryho kritérium
méfitelnosti (Definice 15.3.5; posuneme zkoumanou mnoZinu spoleéné s libovol-
nou testovaci mnozinou, pfi¢emz pfed posunutim bylo Carathéodoryho kritérium
splnéno). O

Véta 15.3.14 (O Lebesgueové mife roztazené mnoziny). Necht o € (0,00). Pfi a-
ndsobném roztazeni lebesgueovsky meritelne mnoziny ziskdme lebesqueovsky méri-
telnou mnoginu, jejiz Lebesgueova mira je rovna o -ndsobku pivodni hodnoty.

Diikaz. Analogické tvrzeni jiz zndme pro Lebesgueovu vnéjsi miru. Zbyva ukazat,
7e roztazeni zachovava lebesgueovskou meéritelnost. To je vsak jen snadné cviceni
na Carathéodoryho kritérium méfitelnosti (Definice 15.3.5; roztdhneme zkouma-
nou mnozinu spole¢né s libovolnou testovaci mnozinou, pfi¢emz pired roztazenim
bylo Carathéodoryho kritérium splnéno). O

Ukazme si, Ze existuji i neméfitelné mnoziny. V konstrukci vyuzijeme aziom
vybéru (pro kazdy neprazdny systém neprazdnych mnozin existuje zobrazeni, které
z kazdé mnoziny tohoto systému vybere pravé jeden prvek).

Priklad 15.3.15 (Konstrukce lebesgueovsky neméfitelné mnoziny na R od Giuse-
ppe Vitaliho z roku 1905). MnoZzinu R rozloZzme na nespodetné mnoho podmnozin
{Vataca tak, 7e x,y € R patii do téZe mnoziny V, pravé tehdy, kdyz = — y €
Q (kazd4 mnozina V,, je vlastné jen posunuté Q, navic téchto mnozin musi byt
nespocetné mnoho, nebot jejich sjednocenim vznikne nespocetnd mnozina R).

Za pouziti axiomu vybéru nyni definujme mnozinu E C (0, 1) tak, ze pro kazdé
a € A vybereme pravé jeden prvek z V,, N (0, 1) a umistime jej do E. Ukézeme, Ze
mnozina F neni lebesgueovsky mértitelna.

Za tim ucelem necht {g,}°2 ; jsou vSechna racionélni ¢isla z intervalu (—1,1)
sefazena do posloupnosti. Pro kazdé n € N definujme

E, =q,+ F.
Ziejmé pro kazdé n € N plati E, C (—1,2). Dale mnoZiny E, jsou po dvou

disjunktni (pokud z € E, N E,,, pak existuji e, e, € E a ¢n,qm € QN (=1,1)
spliujici ¢, + €, = Gm + em, tedy ¢n — gm = em — €. Odtud e, — e, € Q a to
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implikuje e, = €, a ¢ = ¢y, neboli m = n). Navic plati | Jo—, E, D (0,1) (pro
v8echna z € (0, 1) existuje a € A takové, ze x € V,. Déle pro toto « existuje e, €
(0, 1), které bylo vybréno pii konstrukei E. Pak plati |z —en| <1 axz —e, € Q).
Mame proto

o0
0,1) c [ J EnC (-1,2).
n=1
Pokud by E byla lebesgueovsky métitelné, diky monotonii, o-aditivité a translacni
invarianci Lebesgueovy miry by platilo

1=X((0,1) < )\1(6 B,) = f: M (E,) = i M(E) < Ai((-1,2) = 3.

n=1
Odtud vidime, Ze nemuZe platit ani A;(E) = 0, ani A;(E) > 0 a mame spor.

Priklad 15.3.16 (Cantorovo diskontinuum). Z pfedchozich konstrukei je jasné,
ze kazda spocetna mnozina méa nulovou Lebesgueovu miru. Zde si ukazeme, ze i
nékteré nespocetné mnoziny maji nulovou Lebesgueovu miru. Postupné definujme
kompaktni mnoziny
. — 0 1 2 — 0 1 2 1 2 7 8
Ko:=10,1], Ky:=[0,5]U[5,1], K3:=[0,5]U[5,35]U[5, glUI5,1],

(vzdy vynechdme prostfedni tfetinu kazdého intervalu tvoficiho pfedchozi mnozi-
nu). Definujme Cantorovo diskontinuum pfedpisem

C = ﬁ Kj.
j=0

Pak C je neprazdny kompakt podle Cantorovy véty o praniku kompakti (Véta
11.6.11). Déale C je nespocetna mnozina; vSechny body, které tvofily hranici né-
kterého z intervalti béhem konstrukce, v C ztstanou a tyto body se daji popsat
nekonecénou posloupnosti nul a jednicek. To plyne z toho, Ze pokud bychom zapsali
redlnd ¢isla z intervalu [0, 1] v trojkové soustavé, budou body Cantorova diskon-
tinua pravé takové body, Ze se v jejich zapise nevyskytuje cifra 1. Koneéné C je
lebesgueovsky méritelnd mnozina, protoze je uzaviena, a pro kazdé n € N plati
M(C) < M (Ky) = 2”% 0.

Priklad 15.3.17 (Cantorovo diskontinuum kladné miry). Pokud bychom v pfed-
chozi konstrukei nevynechavali v jednotlivych krocich prostfedni tfetinu, ale napti-
klad ﬁ—nésobek délky modifikovaného intervalu v k-tém kroku, pak by platilo

(diky Sesté vlastnosti z Véty o zdkladnich vlastnostech miry, tedy Véty 15.2.16)
MO) =1 =) —g)(1—5)..

Napravo je nenulové ¢islo diky tomu, ze Y o, ﬁ < oo a Vété o charakterizaci
konvergence souéinu (Véta 9.7.3), kterou pouzijeme na nekone¢ny soucin

i 1
P:H(1+k2—1>’
k=2
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pri¢emz P = )\11C)' Dostali jsme tentokrat mnozinu, kterd mé kladnou Lebesgue-

ovu miru a nemé zadné vnitini body.

—~

Lebesgueova vnéjsi mira byla zkonstruovana aproximaci zkoumané mnoziny
pomoci spocetnych sjednoceni otevienych intervali. Podobné aproximacni vlast-
nosti automaticky dostavaji i dalsi typy mnozin.

Véta 15.3.18 (O vnéjsi a vnitini regularité Lebesgueovy vnéjsi miry). Necht
A CRYN. Pak
Ay (A) =inf{A\n(G): A C G,G je oteviend}.

Pokud navic A je lebesqueovsky méritelnd, pak
An(A) =sup{A\n(K): K C A, K je kompakini}.

Dikaz. Dokazme prvni rovnost. Z monotonie Lebesgueovy vnéjsi miry okamzité
plyne nerovnost ,,<“. Naopak, sjednocenim kazdého pokryti {Ij};?‘;l z definice
Lebesgueovy vnéjsi miry dostavame otevienou mnozinu U;il I;, pro kterou plati

o

/\N(U Ij) < i)\N(Ij) - ivol(lj).

Jj=1

Diky tomu snadno nahlédneme, Ze plati nerovnost ,>“.
Dokazme druhou rovnost. Diky monotonii Lebesgueovy vnéjsi miry vzdy plati
nerovnost 7 >”. Pri ditkazu zbyvajici nerovnosti budeme rozlisovat nékolik pripadi.
Nejprve necht A je omezend. Zvolme ¢ > 0. Zafixujme kompaktni mnozinu
F D A. Podle prvni ¢asti véty existuje oteviend mnozina G O F \ A splitujici
AN(G) < AN(F\ A)+e¢. Polozme K := F'\ G, pak K je kompaktni, K C A a diky
lebesgueovské métitelnosti A, K a G mame

AN(K) = AN(F\G) = An(F) = AN(G) = AN(FNA) + An(F\ A) — An(G)
= /\N(A) + )\N(F\A) — )\N(G) > )\N(A) —E&.

Pokud A neni omezena, definujme posloupnost lebesgueovsky méritelnych mnozin
(kazd4 je prinik dvou lebesgueovsky méfitelnych)

Ay = An{z e RY: |z| < n}.

Pak A = [J°7, A,. Diky paté vlastnosti z Véty o zdkladnich vlastnostech miry

n=1

(Véta 15.2.16) proto mame
)\N(A) = lim )\N(An)

Je-li nyni Ay (A) < oo, zafixujme n € N tak velké, aby Ay (A,) > An(A) —e. Podle
predchozi konstrukce existuje kompakt K, splnujici

K,CcA,CA a AN(EKn) > An(An) —e > An(A) — 2e.

Pokud Ay (A) = oo, podobné ziskdme kompaktni podmnozinu mnoziny A libovolné
velké miry. O
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Pfedchozi véta nam umoznuje zesilit Vitaliho konstrukei a ziskat dalsi lebes-
gueovsky neméritelné mnoziny. Budeme vSak potfebovat jesté jedno pozorovani
z teorie metrickych prostori.

Tvrzeni 15.3.19 (O vzdalenosti uzaviené a kompaktni mnoziny). Necht (X, o)
je metricky prostor, F C X je uzaviend mnozina, K C X je kompakini mnoZina
a FNK =0. Pak
dist(F, K) := inf 0.

ist(F, K) = _inf o(xy)>
Diikaz. Pokud by platilo dist(F, K) = 0, nasli bychom posloupnosti {z,} C F
a {yn} C K takové, ze o(z,,yn) — 0. Diky kompaktnosti K pak pfechodem k
podposloupnosti umime zajistit, ze y, — y € K. Odtud

n—oo

0 < o(zn,y) < 0(@n, Yn) + 0(Yny) = 0.
Proto z,, — y, coz diky uzavienosti F' implikuje y € F'N K a méame spor. O

Priklad 15.3.20 (Zesileni Vitaliho konstrukce). Ukazme si, Ze dokonce kazdd
lebesgueovsky méfitelnd mnozina H C R spliiujici A;(H) > 0 obsahuje lebesgue-
ovsky neméfitelnou podmnozinu.

Nejprve si dokazme pomocné tvrzeni, Ze pro kazdou lebesgueovsky méritelnou
mnozinu A C R kladné Lebesgueovy miry existuje § > 0 takové, Ze mmnozZina
{y — z: y,z € A} obsahuje otevienou kouli Bs(0).

S ohledem na vnitini regularitu Lebesgueovy miry mutzeme ptredpokladat, ze
mnozina A je kompaktni. Diky vnéjsi regularité Lebesgueovy miry zvolme otevie-
nou mnozinu G tak, ze A C G a A\1(G) < 2X\1(A). Protoze A je kompaktni a R\ G
uzaviena, mame

§:=dist(4,R\ G) > 0.

Déle ukazme, Ze pokud x € R splituje |z| < J, pak pro posunutou mnozinu A +
plati A+ C G. Pokud by tomu tak nebylo, existovalo by y € A spliujicl y+xz ¢ G
a pak bychom meéli

5 = dist(A, R\ G) < ly— (y+2)| = || < 3,

co% je spor. Protoze tedy mame A C Ga A+ C G, plati AU(A+2) C G. Pokud
bychom navic méli AN(A+xz) = 0, dostali bychom diky nasi volbé A1 (G) < 2X;(A)

coZ je spor. Néasledné pro kazdé = € Bs(0) mame A N (A + x) # 0, neboli
{y—z:y,z € A} D Bs(0).

Pristupme nyni k samotné konstrukci podmnoziny, ktera je lebesgueovsky neméri-
telnd. Necht E je Vitaliho mnozina. Pro kazdé r € R oznaéme E, := E + r.
Ukazme, ze existuje r € Q takové, ze E, N H neni lebesgueovsky méfitelna. Pro
spor pfedpokladejme, Ze vSechny takové mnoziny méfitelné jsou. Na jednu stranu
pak mame, ze A (E, N H) = 0, nebot mnozina {y — z: y,z € E, N H} obsahuje
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jen iraciondlni ¢isla a nulu, a proto nemtiize obsahovat Zadnou otevienou kouli se
stfedem v pocatku (pouzili jsme pomocné tvrzeni na mnozinu A := E, N H). Na
druhou stranu z konstrukce Vitaliho mnoziny mame |J, .5 E, = R. Proto také
reQ

plati

H=|]J(E.NH).

reQ
Odtud
0< \(H) = /\1(U (E, mH)) <3 M(ENH) =0
reQ reQ

a mame Spor.

Skutec¢nost, ze mnozina vykazuje spravny typ vnitini ¢i vnéjsi regularity vaci
Lebesgueové vnéjsi mife je dokonce ekvivalentni jeji lebesgueovské métitelnosti.

Véta 15.3.21 (Charakterizace lebesgueovské méfitelnosti mnoziny). Necht A C
RY. Pak ndsledugici vijroky jsou ekvivalentni.

(i) A je lebesgueovsky méfitelnd

(i) pro kazdy omezeny otevieny interval I C RN plati

AN =2AyINA) + M (T\ A)
(iii) pro kazdé e > 0 existuje oteviend mnozina G C RY splriujici A C G a
AN(G\A) <e

(iv) ezistuje mnozina D C RN typu G5 spliujici A C D a Nyy(D\ A) =0
(v) ezistuji mnoziny D C RN typu G5 a H typu F, sphiujici HC AC D a

Ay (D\ H) = 0.

Diikaz. Implikace ,(i)=-(ii)“ je trividlni. Dokazme implikaci ,,(ii)= (iii)“. Pro kaz-
dé k € N definujme interval Ij, := (—k, k). Podle ptedchozi véty (Véta 15.3.18)
existuji oteviené mnoziny Gy, Hy takové, ze

Ik-ﬁACGk, Ik\ACHIm

£ 3

AN(GR) SANIENA) + o a Av(HE) S AT\ A) + o7

Bez ijmy na obecnosti miZzeme ptredpokladat, ze Gy, Hy C Ij (jinak pfejdeme
k mnoZindm Gy N I a Hy N I;). Protoze oteviené mnoziny jsou lebesgueovsky
méfitelné, mame diky nasi konstrukei a vlastnosti (ii)

/\N(Ik) + )\N(Gk n Hk) = /\N(Gk @] Hk) + )\N(Gk N Hk) = )\N(Gk) + /\N(Hk)

* * £ <
SANI N A) + AR (T \ A) + o7 = An (k) + o7
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Odtud Ay (G NHy) < 55 Polozme nyni G := U;’il G;. Pak G je oteviend, A C G
a diky tomu, ze Gy C Ij pro kazdé k € N mame

G\ )_A*(DG\A)ZA;*V(DGmI\A))

L@

AL (G\A)_AN(

j=1
<>‘N(U(GjnHj ) < Z)\*N GjﬁHj) <e
j=1 j=1

Implikace ,,(iii)=(iv)“ plyne z volby D := ﬂ;‘;l Gj, kde G; je oteviena mnozina
odpovidajici piesnosti € = % v (iii).

Dokazme implikaci ,,(iv)=(v)“. Pfedné D vezmeme jako ve (iv). Déle apli-
kujme (iv) na mnozinu R \ A. Dostaneme mnozinu B = ;=1 Bj, kde {B;} jsou
oteviené mnoziny, B; D RN\ A pro kazdé j € N a

)\’;\[(ﬂ B; \ (RY \A)) IR0,
j=1
Nyni definujme uzaviené mnoziny H; := R \ B; a pak polozime H := Uje, H

Mnozina H je typu F, a H C A. Navic

A\H:A\DHj:A\D(RN\Bj)

Jj=1 Jj=1

8

oo o0

:A\(RN\ﬂBj) =An(B; =B\ (®"\ A).
j j=1 j=1

Proto
AVANH)=0

a celkové
ANDN\H) S AN(D\A)+AN(A\H) =0.

Dokazme implikaci ,,(v)=-(1)“. Podle (v) mtuzeme psat A = D\ (D \ A), kde
Ay (D\ A) = 0. Prvni mnozina napravo je lebesgueovsky méritelna diky lebesgue-
ovské méfitelnosti otevienych mnozin a skutecnosti, ze lebesgueovsky méfitelné
mnoziny tvoii o-algebru. Druhd mnozina je lebesgueovsky métitelnd diky Vété o
uplnosti Lebesgueovy miry (Véta 15.3.9). O

15.3.1 Lebesgue—Stieltjesova mira

V jednodimenzionalnim pfipadé Lebesgueovu miru zobeciiuje Lebesgue—Stieltjeso-
va mira, kterou si zde predstavime. Pti jejim zavadéni rovnou zminime jeji hlavni
vlastnosti. Pfesné formulace téchto vlastnosti a jejich dikazy zajemce nalezne pod
konstrukci.
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V dalsim necht je funkce F': R — R neklesajici a zprava spojitd na celém R.
Pro kazdy interval typu (a,b], kde —oco < a < b < 00, definujme

lr((a,b]) := F(b) — F(a)

(pokud a = b, mame Ilp((a,a]) = Ip(@) = 0). Nasledné definujeme Lebesgue—
Stieltjesovu vnéjsi miru p}.: expR — [0, 0o] predpisem

- inf{i(F(bj) — Fla;)): AC _D(aj,bj]}.

j=1
Nyni pouzijeme Carathéodoryho kritérium méfitelnosti (Definice 15.3.5)
pp(T)=pp(TNA) + up(T\ A pro vSechny testovaci mnoziny T'C R

k ziskani o-algebry méritelnych mnozin, kterd obsahuje borelovské mnoziny. Re-
strikci p% na méfitelné mnoziny znacime pp.

Priklad 15.3.22. (i) Pokud vychdzime z funkce F(x) = z, ziskdme Lebesgueovu
miru (pr((a,b]) =b—a).
(ii) Jestlize

Fla) = 0 prox<0
1 prox >0,

dostaneme
1 pokud 0 € (a,b]
0 jinak.

Méme tedy Diracovu miru

1 pokud0€ A
pr(A) = {

0 pokud 0 ¢ A.
V tomto pfipadé méfitelné mnoziny (celé exp R) tvori podstatné bohatsi systém,
nez jsou jen mnoziny borelovskeé.
(iii) Je-li F' Cantorova funkce (dabelské schodisté), dostavame miru, kterd Can-
torové diskontinuu dava hodnotu 1, jeho doplnék mé nulovou miru. D4 se také
ukazat, ze pro kazdou spocetnou mnozinu A C R plati ur(A) = 0 (protoZe zadna
jednobodova mnozina nemé nenulovou miru).

Tvrzeni 15.3.23 (O vlastnostech Lebesgue—Stieltjesovy vnéjsi miry). Lebesgue—
Stieltjesova vnéjsi mira ma ndsledujict vlastnosti:

(i) je monotonni (jestlize A C B, pak uh(A) < p5(B))

(i) je o-subaditivni (jestlize {A;}52, C RN, pak (U A7) <3772 1w (45))

(i) - (4) = inf {272, F(by) = Flaj): A € U2y (a,b) }
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(iv) pokud —o0 < a < b < oo, pak plati

wi((a,B]) = F(b) — F(a)
i ((a,50)) = lim F(x) ~ F(a)
pp((=o0, b)) = F(b) — lim F(z)
wp(R) = lim F(z)— lim F(x).

T—r00 T—r—00

Diikaz. Prvni vlastnost je ziejmé, nebot kazdé pokryti mnoZiny B je zaroveil po-
krytim mnoziny A.

Druhé vlastnost se ziskd tak, Ze k jednotlivym mnozindm A; vezmeme (diky
definici infima) pokryti {(a;x, b; x]}32, tak, aby

o0

(F(bjk) — Flajr)) < Np(A)) + 2%
k=1

Protoze nejvyse spocetné sjednoceni nejvyse spocetnych systémi mnozin je nejvyse
spocetny systém mnozin, je systém {(a;,b;x]}55—; piipustné pokryti mnoziny
U;’;l A;. PfepiSme ziskané pokryti jako {(c,, d,]}52 ;. Pak pro kazdé ny € N musi
platit

Y (F(d) = Fea)) < 30D (F(bjg) = Flajn) < ) Ap(4)) +,
n=1 j=1k=1 j=1

z ¢ehoz plyne dokazovany odhad.
Dokazme tfeti vlastnost. Pro zadanou A C R ozna¢me

e}

V(A) = inf{Z(F(bj) ~ Flay): Ac |J(ay, bj)}.

Jj=1 Jj=1

Ziejmé plati pj.(A) < v(A), protoze nalevo uvazujeme 8irsi tfidu pokryti (ne-
bot A C UUj2,(aj,b;) implikuje A C 72, (a;,bs]). Na druhou stranu, plati-li
A C U2, (ay,by], pak méme A C U2, (a;,b; + ;) pro libovolnd {d;} C (0, 00).
S ohledem na spojitost zprava funkce F' lze pro libovolné pevné zvolené £ > 0
dosahnout toho, ze F'(b; + d;) < F'(b;) 4+ 5 pro kazdé j € N, a proto

(o) o0

D (F(b; +6;) — Flay)) <e+ > (F(b;) — Flay)),

. =

Jj=1

coz dava obracenou nerovnost p}.(A) > v(A).

Dokazme ¢tvrtou vlastnost. Zac¢neme prvni rovnosti. Diky tomu, Ze jednim
z uvazovanych pokryti intervalu (a, b] je pokryti tvofené jedingm intervalem (a, b],
mame

e ((a,0]) < lr((a,0]) = F(b) - F(a).
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Obracend nerovnost plati zfejmé pro a = b. Nechf je tedy v dalsim a < b. S
ohledem na vysledek (iii), uvazme pokryti (a,b] pomoci intervalt {(a;,b;)}. Pro
libovolné € > 0 pak umime najit = € (a,b) tak, ze F(z) < F(a)+¢. Diky Borelové
pokryvaci vété (Véta 11.7.3) déle existuje n € N tak, ze J]_, (aj, ;) D [z, b]. Proto
(druhou z néasledujicich nerovnosti pfenechavame ¢tenaii na rozmyslenou)

o0

(F(bj) = Flag)) 2 Y _(F(bj) = Flay)) = F(b) = F(z) = F(b) - F(a) — ¢,

Jj=1 Jj=1

z ¢ehoz plyne dokazovand nerovnost a celkové dostdvame prvni rovnost v (iv).
Dokazme druhou rovnost. Zvolme ng € N, ng > a a uvazme pokryti

(a,mo] U (ng,mo + 1] U (ng +1,n0 + 2] U....

Pro toto pokryti mame

[e%) n—nmo+1

(F'(bj) = F(a;)) = lim Z (F'(b;) — F(ay))

= nh—>ngo ((F(no) — F(a)) + (F(no + 1) — F(ﬂo)) + -+ (F(n) — F(n — 1)))
= nh_}rrgo F(n) — F(a).

Proto u}((a,00)) < limy_o F(z) — F(a). Obracenou nerovnost ndm déva mono-
tonie u} spolu s vyse dokdzanym vysledkem

pr((a,n]) = F(n) — F(a).
Zbylé rovnosti dokazeme podobné. O

Tvrzeni 15.3.24 (O korektnosti definice Lebesgue-Stieltjesovy miry). Systém
meritelnych mnozin vici Lebesgue—Stieltjesové mite je o-algebra a zobrazeni pup je
na ném mira.

Dikaz. MuZeme pouzit ditkaz Véty o korektnosti definice Lebesgueovy miry (Véta
15.3.7), kde provedeme jen miniméalni modifikaci znaceni. O

Véta 15.3.25 (O métitelnosti otevienych mnozin v Lebesgue—Stieltjesové mife).
Kazdad oteviend mnozina v R je méritelnd v Lebesque—Stieltjesové mire.

Diikaz. Protoze métitelné mnoziny tvori o-algebru a podle Véty o charakterizaci
otevienych mnozin pomoci otevienych intervalii (Véta 11.7.9) se d4 kazd4 oteviend
mnozina zapsat jako spocetné sjednoceni omezenych otevienych intervali, staci
ukézat métitelnost neprazdného omezeného otevieného intervalu. Navic

oo

(a,b) = U (a,b— %]

Jj=no



52 KAPITOLA 15. LEBESGUEUV INTEGRAL

Sta¢i nam tedy uvazovat polouzaviené intervaly téhoZ typu jako na pravé strané
predchozi identity. Necht tedy mame dan interval (a,b] C R, kde —co < a < b <
00, T' C R je testovaci mnozina spliiujici pu5(T) < oo a e > 0.

Pak podle tieti ¢dsti Tvrzeni o vlastnostech Lebesgue-Stieltjesovy miry (Tvr-
zeni 15.3.23) existuje systém otevienych intervalii {(a;,b;)}32; takovy, ze

(aj,b;) &  pp(T)+e>> F(b;) - F(a;).
j=1

Ze systému {(a;,b;)}52; nyni zkonstruujeme pomocné systémy otevienych inter-
vali {(c;,d;)}52, a {(pj,7;)}72,- Zatixujme na chvili j € N. Rozlisujeme nékolik
pripadt.

Pokud (a,b] N (a;,b;) = 0, polozime (p;,7;) := (a;,b;) a (¢;,d;) nedefinujeme.

Pokud (aj,b;) C (a,b], polozime (c;,d;) := (a;,b;) a (pj,r;) nedefinujeme.

Pokud a; < a a b; € (a,b], polozime (cj,d]) (a b;) a (p;,r;) == (aj,a+9;),
kde 6; > 0 je tak male ze F(a+0;) < F(a)+ 57 (jde to diky spojitosti F' zprava).

Pokud a; € (a,b) a bj > b, polozime (c;,d;) := (a;,b+§;) a (p;,7;) = (b,b;),
kde ¢; > 0 je tak malé, zeF(b+5) F(b) + 5.

Zbyva uz jen piipad a; < a a b; > b, kdy polozime (¢;,d;) = (a,b + J;)
a do druhého systému pfiddme hned dvojici intervalt (p},rjl) = (aj,a +90;) a
(p?,r?) := (b,b;). Zde volime 0; > 0 tak malé, aby F(a + ;) < F'(a) + 557 a
F(b+9;) < F(b) + 55t-

Celkové pak po preindexovani (v nékterych krocich jsme do pomocnych sys-
tému nepfidali interval Zadny, jindy hned dva) mame

TC

lat

I
=

J

N (a,b] C _U(Cj’dj)v T\ (a8 € |J (). a5)

pr(T' 0 (a, b)) + pp (T \ (a,b]) < Z(F(dj) —F(cy) + Z(F(ﬁ) F(p;))
Se+ Z(F(bj) — F(ay))
< up(T) + 2,

coz jsme chtéli ukazat. O

15.4 Meéritelné funkce

V predchozim oddile jsme vybudovali pojem miry. Ten ma dostateéné rozumné
vlastnosti, aby bylo mozné zavést integral z charakteristické funkce jakékoliv méri-
telné mnoziny A C X pfedpisem

/ xadu = p(A).
X
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Nové zavedeny integral bude diky vlastnostem miry napiiklad spliovat

/X(XA+XB)d,u:/XXAd,u+/XxB(ac)du

pro kazdou dvojici disjunktnich méfitelnych mnozin. Nyni jiz ma také dobry smysl i
nas ptvodni zamér definovat Lebesguetv integral pomoci analogie riemannovskych
souctl, neboli pro funkci f: X — R zadanou piredpisem f = 2?21 a;xa,;, kde
{a;} C R a {A;} jsou po dvou disjunktni méfitelné mnoziny, definovat

/ fdp:=Y"au(Ay).
X =

Narazime vsak jesté na problém, Ze vétsina funkci, které budeme chtit integrovat,
se neda popsat jako kone¢né linedrni kombinace charakteristickych funkci méfitel-
nych mnozin. Proto si nyni vybudujeme teorii popisujici t¥idu funkci, které v jistém
(pro budovéni integralu velice vhodném) smyslu mutZeme aproximovat funkcemi
vyse uvedeného typu.

Teorii budeme pfevazné budovat pro obecny méfitelny prostor (X, M, pu) a
funkce z X do R* (coz se ukazuje jako velmi praktické, nebot kupiikladu bodové
limity posloupnosti funkci maji takovyto obor hodnot). Tomuto typu funkei se ¥ika
numerické funkce.

Uvedeme vSak i nékterd specidlni tvrzeni pro reélné funkce (obor hodnot je
podmnozinou R).

Definice 15.4.1 (Méfitelna funkce). Necht (X, M, ) je méfitelny prostor, Q@ C X
je M-méfitelnd (neboli Q € M) a f: Q — R* je definovand skoro vSude na €.
Rekneme, ze f je M-méFitelnd na §Q, jestlize pro kazdé o € R plati

{zx € Q: f(z) > a} e M.

V piipadé métitelnych funkci viiéi borelovsk§m mnozindm na R hovofime o bo-
relovskych funkcich. V ptipadé méfitelnych funkci vici lebesgueovsky méritelnym
mnozindm na R¥ (tedy ziplnéné o-algebte borelovskych mnozin) hovoiime o lebes-
gueovsky méritelnych funkcich.

Poznamka 15.4.2. (i) Nejcastéji byva 2 = X, z kontextu také byva jasné s jakou
o-algebrou pracujeme. Pak se termin ,, M-méritelna funkce na Q2 obvykle zkracuje
na ,méritelna funkce“.
(ii) V pfipadé komplexni funkce definujeme méfitelnost pomoci méfitelnosti jed-
notlivych slozek a nepfipoustime, Ze by slozky mohly nabyvat nevlastnich hodnot.
(iii) Neni-li funkce méfitelnd, struéné ¥ikame, ze je neméfitelnd.

Podivejme se nejprve, jak se méfitelnost zachovava pii pfechodu k jinému de-

fini¢nimu oboru.

Tvrzeni 15.4.3. Necht (X, M, 1) je méritelny prostor a f: X — R*.
(i) Je-li f méfitelnd na meéritelné mnoziné Q C X, pak je f méritelnd také na
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kazdé jeji méritelné podmnozine.
(ii) Je-li f méFitelnd na mevitelngch mnoZindch {Q;}32,, pak je f meritelnd také
na | J;2, Q.

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne z identity platné pro kazdou A C Q a a € R
{zredA: flz)>a={zeQ: f(z) >a}nA

a z toho, ze méritelné mnoziny tvori o-algebru. Podobné druha ¢ast tvrzeni plyne
z rovnosti

{xe L_Jle: f(z) >a} = L_Jl{erj: f(z) > al.

O

Pokud pracujeme s méfitelnou funkei na Q # X, pak se d4 métitelnost mnoziny
X\  vyuzit k tomu, %e po dodefinovani nulou na X \  je nova funkce méfitelnd
na X (skute¢né, po dodefinovani se podoba mnozin {f > a} nezménila pro a > 0
a pro a < 0 je nova mnozina sjednocenim ptvodni méritelné mnoziny a méri-
telné mnoziny X \ Q). Domluvme se, ze v dal§im budeme méfitelné funkce vzdy
dodefinovavat nulou, coZ ndm zjednodusi formulace vét a definic, kde jiz nebude
vystupovat mnozina §2.

Prfiklad 15.4.4. (i) Charakteristickd funkce méfitelné mnoziny A je méfiteln4,
nebot
X proa<0
{xeQ:xalz)>a}=¢A proacl01)
0 proa>1.

(ii) V ptipadé (R, B, A1) a funkce f(z) = 2 mame
{z eR: f(z) > a} = (a,0) pro vSechna a € R.

Jedna se vzdy o otevienou mnozinu, tim padem je borelovska a f je lebesgueovsky
méfitelnd (stejny vysledek bychom dostali pro libovolnou spojitou funkci na R
diky tomu, Ze vzor oteviené mnoziny (a, 00) je pro spojitou funkci otevieny).
(iii) Existuji i neméfitelné funkce. Staci uvazit charakteristickou funkci neméfitelné
mnoziny.

(iv) Kazdd monotonni funkce na R je legesgueovsky méfitelnd, nebot mnozina
{z e R: f(z) > a} je vidy interval.

(v) Funkce log (dodefinovana nulou) je legesgueovsky méfitelnd, nebot mnozinu
{z € R: logz > a} tvoii pro a > 0 interval a pro a < 0 je to sjednoceni dvou
intervald.

Meéfitelnost se v literatuie definuje rtiznymi ekvivalentnimi zptsoby.

Vé&ta 15.4.5 (Charakterizace méfitelnych funkei pomoci droviiovych mnozin).
Necht (X, M, p) je méfitelny prostor a f: X — R* je definovand vsude na X.
Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.
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(i) f je méritelnd

(if) mnozina {x € X: f(x) > a} je méfitelnd pro viechna o € R
(iii) mnoZina {x € X: f(x) < a} je méFitelnd pro vSechna o € R
(

iv) mnozina {z € X: f(z) < a} je méFitelnd pro vsechna o € R.

2
<

Diikaz. Z¥ejmé (1)< (iv) a (ii)<(iii), nebot libovolnd mnozina A C X je méfitelna
pravé tehdy, kdyz X \ A je méfitelna.
Protoze {z € X: f(z) > o} = N,en{z € X: f(z) > o — 1}, mame (i)=(ii).
Protoze {z € X: f(z) > a} = U,enfz € X: f(2) > a+ L}, mame (ii)=(i).
O

Pokud bude z kontextu zfejmé, na jaké mnoziné pracujeme, budeme napiiklad
misto {z € X: f(z) > a} psat struéné {f > a}.

Obzvlast elegantni charakterizace pomoci vzort otevienych mnozin plati pro
redlné funkce (obor hodnot musi byt podmnozinou R, nikoliv R*, protoZe druhy
prostor jsme si nezavedli jako metricky prostor a nemame na ném definované
oteviené mnoziny).

Véta 15.4.6 (Charakterizace méfitelnych funkei pomoci vzorit). Neché (X, M, )
je méritelny prostor a f: X — R je definovand vsude na X. Pak ndsledujici pod-
minky jsou ekvivalentni.

(i) f je méFitelnd

(i) vzor kaZdé oteviené mnoZiny je méritelnd mnoZina

(iii) vzor kaZdé uzaviené mnoziny je méritelnd mnoZina

(iv) vzor kaZdé borelovské mnoZiny je méfitelnd mnoZina.

Dikaz. Z¥ejmé (ii)=-(i), nebot {f > a} je vzor otevfené mnoziny. Na druhou
stranu, je-li A C R oteviend, pak se d zapsat jako spocetné sjednoceni omezenych
otevienych intervald, neboli A = Uj’;l (aj,b;) (pokud by intervald byl jen koneény
pocet, jeden z nich nekone¢nékrat zopakujeme). Pak

fHA) = f_l(U(aj’bjD = J ey 00)) = JUF > a3 n{f < b;}).
j=1 j=1

j=1

Pro méfitelnou funkei jsou mnoziny {f > a;} a {f < b;} méfitelné, a proto je i
mnozina na levé strané pfedchoziho vypoctu méfitelnd. Celkové mame (i)<(ii).
Podobné jako vyse dale snadno méame (iii)=-(i), (iv)=-(i) a navic trividlné plati
(iv)=-(iii). Sta¢i ndm tedy uz jen dokazat (ii)=-(iv).
Necht tedy plati (ii). Definujme

A= {A CR: f71(A) je méfitelné}.
Pak A obsahuje vSechny oteviené podmnoziny R diky (ii). Ddle R € A, nebot

f Y R) = X € M. Navic pokud A € A, plati také R\ A € A, protoze f~1(R\ A4) =
X\ f7'(A) a M je o-algebra. Pokud {A;}52, C A, pak také plati U;il Aj e A,

nebot - -
f_l(U Aj) =J 'y,
j=1 j=1



56 KAPITOLA 15. LEBESGUEUV INTEGRAL

Celkové jsme zjistili, ze A je o-algebra obsahujici vSechny oteviené podmnoziny
R. Obsahuje tedy vSechny borelovské mnoZiny a mame (iv). O

Dalsi metody urcovani méritelnosti funkci jsou zalozené na porovnavani funk-
¢nich hodnot.

Definice 15.4.7 (Ekvivalentni funkce). Necht (X, M, u) je méfitelny prostor a
funkce f,g: X — R* jsou definované viude na X. Rekneme, Ze f a g jsou ekviva-
lentni, jestlize f = g skoro vSude na X.

Véta 15.4.8 (O méfitelnosti ekvivalentnich funkei). Necht (X, M, 1) je méritelny
prostor a funkce f,g: X — R* jsou ekvivalentni a definované vsude na ). Pak jsou
bud obé tyto funkce méritelné, nebo jsou obé neméritelné.

Diikaz. Staci ukdzat, ze kdyZ je méfitelnd jedna z funkci (bez Gjmy na obecnosti
necht je méfitelnd f) pak je méfitelnd druhd. Oznac¢me si mnozinu nulové miry,
kterd ndm muze ptisobit problémy

N = {z € Q: f(x) # g(a)}.

Pak pro libovolné o € R mame

fg9>a} ={f>a}u{g>a}n N\ (({f > a}\{g>ahNN).

Na pravé strané se vyskytuje mnozina vznikld pomoci operaci zachovavajicich
o-algebru z jedné méfitelné mnoziny a dvou mnozin s nulovou mirou (ty jsou
méfitelné diky zaplnéni miry). O

Priiklad 15.4.9. Dirichletova funkce je ekvivalentni funkci, kterd je identicky
nulové (spojitd a lebesgueovsky méfitelnd), proto je Dirichletova funkce lebesgue-
ovsky méfitelna.

Véta 15.4.10 (O méfitelnosti bodové limity méFitelnych funkei). Necht (X, M, u)
je méritelny prostor a { f}52 1 jsou méritelné funkce na X. Pak funkce inf,en fn,
SUp,en fn, iminf, o fn, limsup,,_, . fn jsou méritelné na X. Specidlné pokud
skoro vsude na X existuje bodovd limita posloupnosti {f,}, pak je méritelnd.

Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze muzeme predpokladat, ze funkce f, jsou defi-
novany vsude na X. Jinak je dodefinujeme nulou, a protoze spocetné sjednoceni
mnozin nulové miry mé nulovou miru, zména se celkové tykala jen mnoziny nulové
miry.

Déle vyuzijeme rovnosti (ovéfte si sami jejich platnost)

{iffezaf=Nhza)  fswf>ap=Ulh>a)

neN neN

liminf f,, = sup(ir>1£ fk) a limsup f,, = 7ilrellf\l(sup fk)

n—00 neN \k> n—00 k>n
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Prvni dvé rovnosti spolu s definici méfitelnosti funkce a skuteCnosti, Ze mnozi-
nové operace pouzité na pravych stranéch téchto rovnosti zachovavaji méfitelnost
mnoziny (v pFipadé prvni rovnosti se vyuzije jesté druhé ¢dst Véty o charakteri-
zaci méfitelnosti funkei pomoci troviiovych mnozin, tedy Véta 15.4.5) davaji, ze
funkce inf,cn f a sup,, ¢y frn jsou méfitelné. Tyto vysledky spolu se tieti a ctvrtou
rovnosti davaji métitelnost funkei liminf,, o fn a limsup,, . fn- O

V dalsim si odvodime aritmetiku méfitelnych funkci. Na jednu stranu je témér
ziejmé, Ze kdyZ f je méfitelnd a s € R, pak sf je méfitelnd (pro s = 0 je to jasné,
pro s > 0 si sta¢l uvédomit, ze {f > a} = {sf > sa}, atd.). Na druhou stranu,
s vyjimkou velice jednoduchych pfipadi, kdy je tfeba jedna z funkci konstantni,
nen{ na prvni pohled jasné, pro¢ by mélo byt mozné popsat mnozinu {f + g > a}
pomoci méfitelnych mnozin typu {f > 8} a {g > ~}. Prdvé pfi feSeni tohoto
problému se nam ve vhodny okamzik bude hodit Véta o charakterizaci méritelnosti
pomoci vzoru (Véta 15.4.6).

Véta 15.4.11 (O méfitelnosti slozené funkce). Necht (X, M, u) je méritelny
prostor, f,g: X — R jsou méritelné funkce na X a F € C(R?). Pak funkce
x = F(f(x),g(x)) je méritelnd na X. Specidlné, funkce f £g a fg jsou méritelné
na X.

Dikaz. Oznaéme ¢: x — F(f(x),g(x)) a zvolme A C R otevienou. Protoze F je
spojitd na R?, je F~1(A) oteviend v R2. Proto ji mfizeme napsat jako sjednoceni
spocetné mnoha omezenych otevienych intervald, neboli

Fi(4) = D(Ij x Jj),
j=1
kde {I;} a {J;} jsou oteviené intervaly v R. Odtud
e (A) ={z € X: (f(x),9(x)) € FT(A)}

U{x €X: f(x) e, g(x) € J;}

J

I
(@

(I Ng™ ().

<.
Il
-

Mnozina Gplné napravo je méritelna diky méfitelnosti f a g. Tim je dikaz do-
koncen. L

Véta 15.4.12 (O lebesgueovské méfitelnosti spojité funkce). Necht @ C RN je
lebesqueovsky méritelnd a f: RN — R je spojitd na Q vzhledem k Q. Pak f je
lebesgueovsky méritelnd na Q2. Dokonce, je-li f spojitd pouze na Q\ P, kde Ay (P) =
0, pak f je lebesgueovsky meritelnd na €.

Diikaz. Zafixujme o € R. Prokazdéy € {x € Q: f(x) > a} diky spojitosti existuje
0y > 0 takové, ze
Us,(y) NQ C {x € Q: f(z) > a}.
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Proto plati

{z e Q: f(z) > a} = U Us, (y) NQ) =Qn U Us, ().
ye{zeQ: f(z)>a} ye{zeQ: f(z)>a}

Napravo jsme dostali priinik lebesgueovsky métitelné mnoziny s otevienou mnozi-
nou, coz je lebesgueovsky méfitelnd mnozina.
Za predpokladt druhé ¢asti véty mame

{z€Q: fx)>a}={z€eQ\P: f(z)>a}U{zeQnP: f(z) > a}.

Prvni mnozina napravo je lebesgueovsky métitelnd podle prvni ¢asti véty a druhé
mnozina napravo mé nulovou Lebesgueovu miru. O

Priklad 15.4.13. (i) Je-li f lebesgueovsky méFitelnd, jsou rovnéz lebesgueovsky
méfitelné funkce f* = max{f,0}, f~ = max{—f,0}a|f|=f"+f".

(ii) Funkce sign je lebesgueovsky métitelnd, nebot je spojitd na R\ {0}.

(iii) Funkce z +— @ je lebesgueovsky meéfitelné, nebot je to soudin Dirichletovy
funkce, ktera je ekvivalentni s identicky nulovou funkci, a funkce = +— %, ktera
je spojitd na R\ {0}. Uvédomme si také, ze nevadi, Ze funkce neni definovana v

x = 0, protoze jeden bod je mnozina s nulovou Lebesgueovou mirou.

15.5 Jednoduché funkce, aproximace méritelnych
funkci jednoduchymi funkcemi a spojitymi
funkcemi

Vyse jsme si uvedli, Ze jsme jiz pfipraveni definovat integral pro po ¢astech kon-
stantni méritelné funkce. Ve skutecnosti dokazeme pracovat s Sirsi tfidou funkci,
ktera se nam pro budovéani teorie ukaze jako klicova.

Definice 15.5.1 (Jednoduch4 funkce). Necht X je mnoZina a s: X — R*. Rek-
neme, ze s je jednoduchd funkce, jestlize s(X) je koneénd mnozina.

Poznamka 15.5.2. Jednoduchou funkci je tedy mozné zapsat jako

n
s = E QXA
Jj=1

kde {a;}?_; CR* a A;, j =1,...,n jsou podmnoziny X. Pfedchozi reprezentace
je jednozna¢nd, pokud jsou {c;} rizné hodnoty a {A;} po dvou disjunktni. V ta-
kovém pripadé je jednoducha funkce méritelna pravé tehdy, kdyz vsechny mnoziny
A; jsou méfitelné.

Priklad 15.5.3. (i) Kazda po ¢astech konstantni funkce s popsana pomoci ko-
necného poctu intervalt je jednoduché.

(ii) Dirichletova funkce je jednoduché a lebesgueovsky méfitelna.

(iii) Numerickd funkce definovand jako f = co na R je jednoduch4 a lebesgueovsky
méfitelna.
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Meéfitelnost funkce s jednoduchymi funkcemi tizce souvisi. Pfipomenime, Ze uz
vime, Ze bodova limita jednoduchych méritelnych funkci je méritelna. Plati i obra-
ceny vysledek.

Véta 15.5.4 (O aproximaci méfitelnych funkei jednoduchymi funkcemi). Necht
(X, M, ) je méFitelny prostor a f: X — [0,00] je méfitelnd funkce. Pak existuje
posloupnost {s,} jednoduchych méfitelngch funkci na X takovd, Ze 0 < s, <
Sn+1 < f, sp <00 na X pro vsechnan € N a s, — f na X.

Dikaz. Pro kazdé n € Na k € {1,...,n2"} definujme mnozinu

Fn,k:{xexzk_l k}

5 Sf($)<27

Nyni polozime

() k-l prox € Foy, kde k € {1,...,n2"}
Spl ) = na™
n promEX\Ukian,k-

Tim jsme dostali jednoduchou funkci s oborem hodnot {0, 2%, 2%, B 2%, n}

splitujici [s,(z) — f(z)| < 5= kdykoliv f(z) < n. Odtud s, — f na X. Navic

jestlize pro néjaké n € Na k € {1,...,n2"} plati % < f(z) < 2L7 pak mame

2512;11 ) < f (z) < 522 a mohou nastat jen dvé moznosti

20k — 1) 20k —1)+1 2k—1) k-1

i Sf@) <= = snle) = g = 5 = sle)
a

20k — 1) +1 2%k 2k — 1)+ 1 1

BT < f(z) < Sl = Snt1(z) = ol = sp(x) + TSR
Proto s, (z) < spt1(x). O

Poznamka 15.5.5. (i) Pokud je f navic omezend, mame s, = f na X.

(ii) Pokud f méni znaménko, lze pfedchozi konstrukci aplikovat na f* a f~. Do-
staneme bodové konvergentni posloupnost jednoduchych funkci, nicméné obecné
uz konvergence neni monotonni.

Lebesgueovsky méritelné funkce se daji navic aproximovat spojitymi funkcemi.
Musime ovSem c¢ast definicniho oboru odebrat.

Véta 15.5.6 (O aproximaci lebesgueovsky méfitelnych funkei spojitymi funk-
cemi). Necht f: RN — R je lebesqueovsky méritelnd funkce a € > 0. Pak existugi
meévitelnd mnoZina A C RN a posloupnost {f,} spojitijch funkci na RN takové, Ze
MAn(A) <eafn— fnaRV\ A

Dikaz. Nejprve si struéné uvedeme myslenku diikkazu. Prvnim krokem je apro-
ximace pomoci jednoduchych funkei tvaru s, = > /' anxX A, - Pokracujeme
prechodem k jednoduchym funkcim tvaru ¢, = 3" ankXF, ., kde Fy 1, C Ap
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jsou uzaviené mnoziny, pro néz je An(An k \ Fn k) velice mala (sjednocenim téchto
mnozin nakonec vznikne pravé malickd mnoZina A ze znéni véty). Vyhoda pfe-
chodu k mnozindm F;, ), spociva v tom, Ze mezi témito mnozinami vznikl prostor,
ktery ndm umozni konstantni ¢asti funkce spojité dodefinovat. Nékteré ze zmi-
nénych krokt vyzaduji kompaktnost pouzitych mnozin, proto nejprve uvedeme
podrobny dtkaz pro pfipad aproximace na omezené mnoziné. Modifikaci dikazu
pro obecny ptipad provedeme na konci.

N NV

Obrazek 15.2: Nahrazeni jednoduché funkce funkci spojitou: nejprve lehce zmen-
Sime jednotlivé uroviiové mnoziny, pak funkci spojité dodefinujeme na dopliitku
jejich sjednoceni.

Krok 1: aproximace na omezené mnoziné.
Zde se budeme zabyvat aproximaci na oteviené jednotkové kouli B;(0). Podle
predchozi poznadmky Véta o aproximaci métitelnych funkei jednoduchymi funkcemi
(Véta 15.5.4) davé posloupnost jednoduchych funkei s, = " ankxa, ., kde
{ank} jsou redlnd &isla a {A, ;} jsou lebesgueovsky méfitelné mnoziny. Podle
Véty o vngjsi a vnitini regularité Lebesgueovy vnéjsi miry (Véta 15.3.18) existuji
kompaktni mnoziny {F, 1} tak, ze F, , C A, N B1(0) a

9
)\N((An’k ﬂ Bl(o)) \ Fn,k) < W

Podle Tvrzeni o vzdalenosti uzaviené a kompaktni mnoziny (Tvrzeni 15.3.19) pak
existuje d, € (0,1) takové, ze

dist(Fhy iy s Froky) > 20, kdykoliv k1, ko € {1,...,mp} a k1 # ko.

Definujme nyni funkci

Mn

fn = Z "/}n,ka
k=1

kde

() = Jana (L= S pokud 0 < dist({a}, Fup) < 00
M0 pokud dist({z}, Fy, 1) > dy.
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Pak {f,} jsou spojité funkce, pro kazdé n € N plati

fn=$n na U Eok
k=1
a
(U € Bu0): ful) # su(@)}) < dn (U U (Ans 0 B10)\ Fu)
n=1 n=1k=1
< Z ank+1 - Z 2n€+1 < g
n=1k=1 n=1

Krok 2: aproximace na neomezené mnozineé.
Protoze RY = |J;2, Bi(0), pokusme se provést aproximaci na B; pro vSechna
[ € N. Jak se to déla na B;(0), jsme si predvedli v minulém kroku. V ném ziskané
kompaktni mnoziny ozna¢me Fi . @ spojité aproximujici funkce ozna¢me f;}. Po-
kud pracujeme na Bs(0), postupujeme obdobné. Jen tentokréat se pokusime o vétsi
pfesnost pfi aproximaci trovilovych mnozin pomoci mnozin kompaktnich. Jako
vyse lze nalézt kompaktni mnoziny {ng} tak, ze Fg’k C An N B(0) a

~ €

AN ((An e O Ba(O)\ Fiix) < S

Abychom si nezkazili aproximaci ziskanou na By (0), poloZme jesté Frfk = ﬁsk U
F, .- Pak totiz stédle mame

g
F? CAnknNBy(0) a  An((AnkNB2(0)\ F2y) < o

ale navic jsme jesté dostali F,}k C Fik. S témito mnozinami nyni pracujeme jako
vyse pii konstrukei funkei {f2}.

Pokracujeme indukci. Dostaneme Fék C Fg)k - FS’k C -+ C Ay, déle
Fj)k‘ C An,k N Bl(O) a

3

AN ((Ane N B1(0)) \ F’rll,k) < Gy

Nyni se jiz snadno ovéfi, Ze diagonalni posloupnost { f} ma pozadované vlastnosti.
O

Poznamka 15.5.7. Vhodnou modifikaci ditkazu pfedchozi véty 1ze dokonce uka-
zat, Zze mnozina A, na které posloupnost spojitych funkci nekonverguje k dané
funkci, méa nulovou miru.

Pripomenme, Ze spojité funkce jsou lebesgueovsky méfitelné. Na druhou stranu,
lebesgueovky méritelné funkce vykazuji jistou slabsi verzi spojitosti. Pfed uvede-
nim odpovidajiciho vysledku jesté potiebujeme provést pripravu, ktera je zajimava
sama o sobe.
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Véta 15.5.8 (Jegorovova véta). Necht (X, M, pu) je méritelnyg prostor a plati
w(X) < oo. Necht {f,} je posloupnost méiitelngch funkei z X do R*, které jsou
skoro viude konecné a konverquji skoro viude na X. Necht ¢ > 0. Pak existuje
méritelnd mnozina E C X takovd, Ze u(E) < € a {fn} konverguji stejnomérné
na X \ E.

Diikaz. Diky pfedpokladiim véty mtzeme najit A C X takovou, ze pu(A) = 0,
{fn} jsou kone¢né na X \ A a konverguji vSude na X \ A k funkci f. Pro vSechna
k,n € N definujme mnoziny

oo

Buw = | J{e e X\ 4: |f;(2) - (@) > ).

j=n

Pak {E,, 1} jsou méfitelné mnoziny a plati pro né E,, D Ey4+1 . Dale diky bodové
konvergenci pro kazdé k € N mame

) B =0
n=1

Z poslednich dvou informaci a u(E; i) < oo (vyuzivame pu(X) < co) dostavdme

lim p(E, k) =0.

n—oo

Ke kazdému k € N proto lze najit n(k) € N takové, Ze pu(Eyk),) < 5r- Polozme

o0
B:=|JE.wx a E=AUB.
k=1

Pak u(E) < € a pro kazdé z € X \ E a kazdé k € N plati
1
Ifi(z) — f(z)] < Z pro kazdé j > n(k).

O

Véta 15.5.9 (Luzinova véta). Necht f: RN — R je lebesgueovky mévitelnd a
e > 0. Pak ezistuje oteviend mnozina G C RY takovd, e A\n(G) < € a f je
spojitd na RN \ G vzhledem kRN \ G.

Diikaz. Podle Véty o aproximaci lebesgueovsky méftitelnych funkei spojitymi funk-
cemi (Véta 15.5.6) existuji A C R a posloupnost spojitych funkei {f,} takové,
ze fn — fna RN\ AaAy(A) < 5. Aplikujme nyni Jegorovovu vétu (Véta 15.5.8)
na koulich B;(0), abychom pro vSechna | € N dostali mnozinu A; C B;(0) splitujici

€

mh=r na BZ(O)\(AUAJ) a /\N(Al) < DS

Restrikce bodové limity funkei f,, na doplnék mnoziny A U J;2, 4; je zde proto
spojita a navic plati An (AU, A1) <e. O
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15.6 Dodatek: o vztahu spojitych a méritelnych
funkci, dalsi vlastnosti borelovskych funkci

V nasledujicim textu uvedeme nékolik priklada a vysledki z teorie redlnych funkei
(diikazy jsou soucasti specializovanych pfednasek na oboru matematika), o kterych
si myslime, ze umozni ¢tenafi lepsi pochopeni pravé probrané latky.

Pfedné Luzinova véta (Véta 15.5.9) se da zesilit tak, ze dokonce existuje funkce
g € C(RY) splitujici ¢ = f na RY \ G. To plyne z nésledujictho vysledku o
rozsifovani spojitych funkei.
Véta 15.6.1 (Tietzeho véta). Necht (X, o) je metricky prostor, F C X je uzaviend
mnozina a f € C(F). Pak ezistuje g € C(X) takovd, e g = f na F.

Povsimnéte si, Ze zesileni Luzinovy véty (Véta 15.5.9), o kterém pravé hovofime,
je dokonce silngjsi nez Véta o aproximaci lebesgueovsky méfitelnych funkei spo-
jitymi funkcemi (Véta 15.5.4). Tento vysledek obecné neni mozné zesilit tak, aby
vyjimecna mnozina G méla nulovou Lebesgueovu miru.

Priklad 15.6.2. Funkce f := sign je lebesgueovsky méfitend na R. Pokud g €
C(R) se mé od f lisit jen na velmi malé mnozing, jisté nabyva hodnot —1 a 1. Diky
Darbouxové vété pak musi existovat xo € R takové, ze f(xg) = % Ze spojitosti
f v xo déle existuje 6 > 0 takové, ze f(x) € (0,1) na Us(zo) a zde nemuze platit

f=g
Ve Vété o aproximaci lebesgueovsky métitelnych funkei spojitymi funkcemi
(Véta 15.3.13) neni mozné pripustit A = @, nebot kuptikladu k Dirichletové funkci
neni mozné bodové dokonvergovat spojitymi funkcemi. To uvidime z néasledujici
teorie.
Pfedné uvedme nékolik dalSich pozndmek k borelovskym mnozindm. Ty je
mozné popsat jako sjednoceni masledujicich t¥id mnozin
G, Gs, Gso, Gsos,
F s F, o> Fys s F, odos

Pouziva se také znaceni

Go, G1, Ga, G,
by, Fi, Fa, F3,

Zde GGy predstavuje systém otevienych mnozin, Fj systém uzavienych mnozin,

a — (N2, 450 A € Ug;é G} pro a liché
UL A A5 € U520 G} pro a sudé

Fo— {UjZ145: 4; € UZ;& Fs}  pro a liché
NG Ay Ay € USZg Fs} pro a sudé.

Pravé popsané systémy mnozin maji nasledujici vlastnosti.
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Véta 15.6.3 (O vlastnostech borelovskych mnozin). Necht (X, o) je metricky
prostor. Pak pro kaZdé o € Ny plati

(i) Ae F, & X\ AeG,

(i) A€ GuUF, = A€ Gar1NFyuia

(iii) definice F a G, dd totéz, piipustime-li jen monotonni priniky a sjednoceni
(iv) tridy Fy a G, jsou uzaviené na konecné priniky a konecnd sjednocent, G,
pro a sudé€ a F,, pro « lich€ jsou uzaviené na spocetnd sjednocent, G, pro « liché
a F,, pro a sudé€ jsou uzaviené na spocetné pruniky.

Posledni ¢ast pfedchozi véty nas motivuje k zavedeni jesté jednoho znaceni. Pro
a € Ny definujeme A, jako a-tou aditivni t¥idu mnozin (uzavfenou na spocetna
sjednoceni; Ag = Gy, A; = Fy, atd.) a M, jako a-tou multiplikativni t¥idu mnozin
(uzavienou na spocetné pruniky; My = Fy, M7 = G1, atd.).

Nyni mtzeme zavést jemné&jsi pfistup k borelovskym funkcim.

Definice 15.6.4 (Borelovské tfidy). Necht (X, ) je metricky prostor, a € Ny
a f: X = R je definovana na X. Rekneme, ze f je borelovskd tiidy o a piseme
f € B, (nebo podrobnéji f € B, (X)), jestlize {f > ¢} je t¥idy A, pro vSechna
ceR.

Poznamka 15.6.5. (i) By je tiida spojitych funkei.

(ii) Podminka z definice je ekvivalentni tomu, ze {f < ¢} je t¥idy M, pro vSechna
ceR.

(iii) Ekvivalentni je také podminka, Ze vzor oteviené mnoziny je t¥idy Ag,.

(iv) D4 se nahlédnout, Ze pro A C X plati

XA €EBy, <= Ac€A,NM,.

(V) Zfejmé plati BiyCcBiCByC....

(vi) Je-li prostor X dostateéné bohaty, ani | J,. , B, nepokryje vechny borelovské
funkce (k tomu by bylo potfeba uvazovat i nékterd nekoneéna «, na to bychom
ale potfebovali hlubsi ivod do teorie mnozin).

Vé&ta 15.6.6 (O vlastnostech borelovskych tiid). Necht (X, o) je metricky prostor,
a€Ny, €Ny, f,g: X >Rah:R—=R.

(i) Jestlize f € By a A € Ay, pak f71(A) € Ants.

(ii) Jestlize f € B, a A € M, pak f~'(A) € Myyp.

(iii) Jestlize f € By a h € Bg, pak ho f € Byyg.

(iv) Jestlize f,g € Ba, pak f + g, fg,max{f, g}, min{f, g} € B,. Pokud navic
g#0naX, pak%EBa.

Véta 15.6.7 (O borelovskych tfidach a limitnim pfechodu). Necht (X, o) je me-
tricky prostor, « € Ny a f,: X — R je tridy B, pro kazdé n € N.

(i) Jestlize f, — f na X, pak f € Bot1.

(i) Jestlize f, = f na X, pak f € B,.

Pomoci limitniho pfechodu je dokonce mozné borelovské t¥idy charakterizovat.
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Véta 15.6.8 (Lebesgue-Hausdorffova véta). Necht (X, o) je metricky prostor a
a € N. Pak

Bo={f:3{fa} €Bacr fa— fnaX}.
Pro funkce z R do R navic plati nasledujici charakterizace B;-funkci.

Véta 15.6.9 (O charakterizaci By-funkci na R). Necht f: R — R. Pak ndsledugici
podminky jsou ekvivalentni.

(1) f € B,

(ii) je-li § # F uzaviend mnoZina, pak f|r je spojitd alespori v jednom bodé

(iil) je-li 0 # F uzaviend mnoZina a a < b, pak 0bé mnoZiny

{zeF: f(x)<a} a {zeF: f(x)>b}
nemohou byt zdrovern husté v F.

Priklad 15.6.10. Snadno se pomoci predchozi véty ovéri, ze Dirichletova funkce
neni t¥idy Bj. Je vSak tfidy By. Skutecné, sefadime-li vSechna racionalni ¢isla do
posloupnosti {g;}52,, pak

fo=xur ey 7 D

a pro kazdé n € N je snadné zkonstruovat posloupnost spojitych po ¢astech afinnich
funkci konvergujicich bodové k f,,.

15.7 Integral z nezaporné funkce

Pfi budovani Lebesgueova integralu budeme pouzivat konvenci
0-(£o0)=0

ve smyslu, ze integral z nulové funkce pfes mnozinu nekoneéné miry bude vzdy
nulovy a integral z jakékoliv numerické funkce pfes mnozinu nulové miry bude
také nulovy. Stale budeme predpokladat, ze vSechny funkce jsou definovany na
celém prostoru X.

Definice 15.7.1 (Integral z nezéporné funkce). Necht (X, M, u) je méfitelny
prostor, Q C X je méfitelnd a s = Z;‘L=1 a;X A, je nezdpornd méfitelnd jednoducha
funkce. Pak definujeme

/ sdp = Zaj,u(Aj neQ).

Q =

Pro f: X — [0, oo] métitelnou definujeme

/ fdu:= sup{/ sdp: s je méfitelnd jednoducha funkce splitujici 0 < s < f}
Q Q

Cislo fQ fdu se nazyva abstraktni Lebesgueuv integrdl z funkce f podle miry p
pfes mnozinu €.
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Je pfirozené se ptat, zda nejednoznacnost zipisu jednoduché funkce nemuize
zplusobit nejednoznacnost ¢isla fQ sdu a zda prechod k supremu ve druhé c¢asti
definice nemuze pro jednoduchou funkci zménit hodnotu integralu, kterou ji dala
Cast prvni. Na obé otézky je odpovéd negativni (tedy definice integrélu je korektni),
coz plyne z nasledujicitho lemmatu.

Lemma 15.7.2 (O monotonii integralu pro jednoduché funkce). Necht (X, M, p)
je méritelny prostor, m,n € N, Ay,..., A, C X jsou po dvou disjunktni méri-
telné mnoziny, B1,...,B, C X jsou po dvou disjunktni meritelné mnoZiny a
a1yee s @my iy by €10,00). Jestlize 3300 ajxa; < 300 bixs;, pak

Z‘Iﬂ“ )< Zbﬂ‘

Diikaz. Pro snazsi znaceni dodefinujme Ay := X \ U2, 4;, By := X \Uj_, B
ap :=0 a by := 0. Pak mame (" A; = X = U?:o Bj, a proto miizeme psat

m m n

Zaiu( Zalu ZZQWA N B;) ZZaz,uA N B;)

=0 =0 j=0 7=0 =0

= Z bjn(AiN Bj) =Y bju(Bj) =Y bju(B;)
=0 i=1

Zakladni vlastnosti integralu nam davé nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 15.7.3 (O zakladnich vlastnostech integrélu). Necht (X, M, p) je méri-
telny prostor, Q, A C X jsou méfitelné mnoziny a f,g: X — [0, 00] jsou méfitelné
funkce.

(i) Integral fQ f du je nezdporny.

(ii) Integrdl fQ fdu nezavisi na chovani funkce f mimo mnozZinu Q0 a na mnoZi-
ndch nulové miry. Specidlné [, fdp = [y fxadu.

(iil) Jestlize A C Q, pak [, fdu < [, fdp.

(iv) Jestlize f < g na Q, pak fodu < ngdu.

(v) Jestlize ¢ € (0,00), pak [, cfdu=c [, fdp.

(vi) Jestlize [, fdp < oo, pak p({x € Q: f(x) = co}) = 0.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne z toho, Ze v definici integralu uvazujeme jen nezaporné
méfitelné jednoduché funkce. Pii dikazu druhé vlastnosti si stac¢i uvédomit, Ze

je-li s nezdpornd méftitelnd jednoducha funkce, pak s := sxq je také nezdporna
méfitelnd jednoduchd funkce a plati

/gd,uz/sdu.
Q Q

Diky tomu sta¢i v infimu z definice fQ fdp uvazovat jen nezaporna méritelné
jednoduché funkce, které jsou nulové vné Q. Proto [, fdp nezavisi na chovani
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funkce f vné Q2. Podobnou tvahou se postardame o mnoZiny nulové miry a o tfeti
tvrzeni.

Ctvrté tvrzeni plyne z toho, Ze je-li s nezdporna méfitelna jednoducha funkce
spliujici s < g na 2, pak také s < f na Q.

P1i dikazu patého tvrzeni si povS§imnéme, Ze je-li s nezadpornd métitelna jed-
noduchd funkce spliiujici s < f na Q. Pak c¢s je nezapornd méfitelnd jednoduché
funkce spliiujici ¢s < c¢f na Q a odtud

/chdugc/ﬂfd,u.

Obracenou nerovnost dostaneme analogickym zpiisobem diky identité f = %(c 1).
Pii dikazu Sestého tvrzeni si sta¢i uvédomit, ze pro vSechna n € N plati

NX{f=o0} < f na {2,
coz implikuje
[ #aus natta € @: f@) = o)
O

Poznamka 15.7.4. Z monotonie integralu okamzité plyne Cebysevova nerovnost

e € @: 7@ = ) < ¢ [ 1f1du

platné pro kazda ¢ > 0, méfitelnou mnozinu Q a méfitelnou funkci f (pak je |f|
méfitelnd a nezdpornd). Tato nerovnost se ¢asto pouzivé v teorii pravdépodobnosti
a statistiky.

Poznamka 15.7.5. Z posledni ¢asti pfedchozi véty plyne, ze fQ fdup = oo, kdyko-
liv f je nezdporna méfitelnd numericka funkee spliujici u({f = co}) > 0. Specidlné
plati

w(2) >0 = /oodu:oo.
Q

Dokazovani dalsich vlastnosti integralu ndm usnadni nésledujici vysledek o
prohazovani limity a integralu.

Véta 15.7.6 (Lebesgueova véta o monotonni konvergenci). Necht (X, M, u) je
méritelny prostor, { fn} je posloupnost méfitelngch nezaporngch numerickjch funk-
ct definovanych na X a plati f,, < fn+1 na X pro vsechna n € N. Bodovou limitu
této posloupnosti oznacme f. Pak

/fd,u: hm/fndu.
X n—oo X

Diikaz. Piedné diky monotonii posloupnosti {f,} je numericka funkce f defino-
vana vSude na X. Dale se diky Vété o méfitelnosti bodové limity méfitelnych funkei



68 KAPITOLA 15. LEBESGUEUV INTEGRAL

(Véta 15.4.10) jednd o méFitelnou funkci. Diky monotonii Lebesgueova integralu
mame

/ fndp < / fry1du pro kazdé n € N.
X X

Limita lim,_, [ « fn dp proto existuje a diky odhadu f,, < f navic plati

n—oo

lim fndus/ fdg.
X X

Zbyvé dokdzat obracenou nerovnost. K tomu ndm stad¢i zafixovat 6 € (0,1), dale
zafixovat libovolnou méfitelnou jednoduchou funkci s spliujici

0<s<f na X

a ukazat, ze

0/ sdp < lim fndp.
X n—oo X

Funkci s si vyjaddfeme ve tvaru s = Z;n:l ajxa;, kde {A;}7, jsou méfitelné
po dvou disjunktni mnoziny. Pro kazdé 5 € {1,...,m} a n € N nyni definujme
mnozinu

Ajn={xe€A;: folz) >0s(x)}.

Pro kazdé j pak diky monotonii posloupnosti {f,} mdme A;1 C A;2 C Aj3 C ...
a navic plati A; = |J7—; 4;,, (skutecns, pokud pro z € A; plati f(z) = 0, pak
ziejmé = € |J,—; Aj,, jinak pouzijeme f, — f). Odtud diky Vété o zékladnich
vlastnostech miry (Véta 15.2.16) dostavame p(A;,) — p(A;). Proto monotonie
integralu dava

lim frndz > lim / Oajxa,, = lim Oa;u(A;n) = Ba;u(A;)
n—oo | n—00 X; J 7 n%m; J J ; J J

:0/ sdz.
X

Poznamka 15.7.7. (i) Pfedchozi v&té& se obdas ¥ika Leviho véta.

(ii) Ve vété staci pfedpoklddat, ze monotonie je splnéna pro s.v. x € X, protoZe
dle Tvrzeni o zékladnich vlastnostech integralu (Tvrzeni 15.7.3), bod (ii), nezévisi
integral na chovani funkce na mnoziné nulové miry.

(iii) Vé&ta se ¢asto pouziva na Fady funkci. Potom pozadujeme, aby ¢asteéné soucty
byly nezaporné a neklesajici, coz je splnéno, mé-li fada nezaporné cleny.

(iv) Bez pfedpokladu o monotonii véta obecné neplati. Nejen, Ze pak nemusi exis-
tovat bodova limita, ale i v pfipadé jeji existence nemusi nastat rovnost z konce
véty. Staci uvazit posloupnost funkef {fn} := {nx(o,1)} a pak méme f,, — 0:= f,

/fnd)\lzl a /fd/\1=O
R R

O
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Priklad 15.7.8. Necht f,, = 2" na R. Pak podle piedchozi véty plati

lim fndh = / lim f, d\; :/ ocodA] = oo.
1 n— oo 1

n—oo 1

Nasledujici vysledek nam fika, ze v pripadé posloupnosti nezapornych méritel-
nych funkci muZe pfi limitnim pfechodu hodnota integrald jen klesnout.

Lemma 15.7.9 (Fatouovo). Necht (X, M, u) je méitelny prostor a {fn} je po-
sloupnost meritelnych nezdpornych numerickych funkci definovanych na X. Pak

/ liminf f,, dp < lim inf/ fndp.
X > JXx

n—roo n—r
Diikaz. Definujme pomocné méritelné funkce

gn = inf f; pro kazdé n € N.
jzn

Pak plati g, < f,, a proto

n—oo

liminf/ gn dp Sliminf/ fn dp.

Na druhou stranu {g,} je neklesajici posloupnost spliiujici g, — liminf,, o fn, a
proto Lebesgueova véta o monotonni konvergenci (Véta 15.7.6) dava

n— oo

liminf [ ¢g,dpu = lim / gndu:/ liminf f,, du.
O

Véta 15.7.10 (O aditivité integralu). Necht (X, M, u) je méfitelny prostor a f, g
jsou mériteln€ nezaporné numerické funkce definované na X. Pak

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu~

Dikaz. Podle Véty o méfitelnosti slozené funkce (Véta 15.4.12) je funkce f + ¢
meétitend. Nasledné vSechny tii integraly existuji. Dokazovanou rovnost ukazeme
nejprve pro dvojici jednoduchych funkei. Jednoduché funkce f a g si popiseme jako

m m
F=Yaixp, a g=> bixp,
= =1

kde D; jsou po dvou disjunktni méfitelné mnoziny (pouzili jsme stejny postup jako
v ditkazu Lemmatu o monotonii integralu pro jednoduché funkce, tedy Lemmatu
15.7.2) a pak uz je dokazovand rovnost zfejma.

V obecném piipadé aproximujeme funkce f a g pomoci Véty o aproximaci
méfitelnych funkei jednoduchymi funkcemi (Véta 15.5.4) a dostaneme monotonni
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posloupnosti nezadpornych méfitelnych jednoduchych funkei {s,} a {t,} spliujici
sp, — f at, — g na X. Néasledné pouZijeme Lebesgueovu vétu o monotonni
konvergenci (Véta 15.7.6) spolu s tim, Ze tvrzeni jiz mdme dokdzino pro s, + tn,
a dostavame

/(f+g)du<—/(sn+tn)du=/ Snd,u""_/ tndu—>/ fdu+/ gdu.
X X X X X X
O

Poznamka 15.7.11. Minuld véta ndm nedava jen aditivitu integralu vudi inte-
grandu, ale také aditivitu viéi integraénimu oboru, nebof mizeme psat (v dalsim
je f métitelnd funkce a A, B jsou méFitelné mnoziny)

fdu:/XfXAquu:/Xf(XA+><B)dﬂ:/XfXAdu+/Xfdeu

:/Afdqu/deu.

Lebesguetv integral ndm umoznuje konstruovat dalsi miry.

AUB

Véta 15.7.12 (O mife s hustotou). Necht (X, M, u) je méfitelny prostor a f je
meéritelnd nezdpornd numerickd funkce definovand na X. Pro kaZdou méritelnou
mnozinu A C X definujme

v(A) ::/Afdu.

Pak v je mira na M a pro kaZdou nezdipornou meritelnou funkci g definovanou

na X plati
/ gdv = / gf dp.
X X

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ovéfenim o-aditivity, Zze v je mira. Necht {4;}72, je
systém méftitelnych po dvou disjunktnich mnozin. Pak podle Lebesgueovy véty o
monotonni konvergenci (Véta 15.7.6) mame

V(HAJ') /U;"’ Ajfdu/ij;xA,. dﬂ;/XfXAj dﬂ:;V(Aj)~

=1
Zbyva dokazat posledni rovnost z véty. Podle definice miry p mame pro libovolnou
méfitelnou mnozinu A

v(4) = [ fau= [ xatan

Dokazovana rovnost proto plati pro charakteristické funkce. Néasledné diky Véteé o
konstanty (Sestd ¢ast Tvrzeni o zdkladnich vlastnostech integralu, tedy Tvrzeni
15.7.3), dostavame rovnost i pro g nezdpornou méfitelnou jednoduchou. V obecném
piipadé vezmeme monotonni posloupnost nezapornych méritelnych jednoduchych
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funkei {s,} takovych, Ze s, — g na X. Pak mdme s, f — gf, snf < Spy1f pro
vSechna n € N a dvakrat aplikovana Lebesgueova véta o monotonni konvergenci
(Véta 15.7.6) ndm déva

/gdu(—/snduz/snfdu%/gfdu.
X X X X

Poznamka 15.7.13. (i) Funkce f z pfedeslé véty se nazyva hustota miry v vzhle-
dem k mite p.

(ii) Pro kazdou miru ziskanou uvedenou konstrukei zfejmé plati, ze v(A) = 0 pro
kazdou mnozinu spliujici p©(A) = 0. Odtud také vidime, Ze uvedenou konstrukei
neni mozné tieba ziskat Diracovu miru pomoci Lebesgueovy miry.

O

15.8 Integral z funkce ménici znaménko

Z duvodu jednoduchosti znaceni budeme v dalsim pracovat s funkcemi definova-
nymi na celém prostoru X.

Definice 15.8.1 (Integral z obecné funkce). Necht (X, M, u) je méfitelny prostor
a f je méFitelnd numerické funkce. Pak definujeme (pfipometime f* := max{f,0},

f* = max{—f,0})
/deu:/Xf*du—/Xf—du,

mé-li prava strana smysl v R* (tedy je-li alespoii jeden z integralt napravo ko-
neény).

Prostor viech funkei na X, pro které m4 [ « f dp smysl, znacime £ (j2). Pokud
je navic integral koneény, fkame, ze funkce f je p-integrovatelnd (v pfipadé Lebes-
gueovy miry pouZividme termin lebesqueovsky integrovatelnd) a piseme f € L1(u).

Poznamka 15.8.2. Obcas budeme také pouzivat znadeni £*(X,u) a L1(X, u),
bude-li potfeba upfesnit prostor X.

V ptipadech, kdy nebude tplné jasné, podle které proménné se integruje, bu-
deme pouzivat podrobné znaceni [ f(z)du(z).

V jednodimenzionalnim pfipadé budeme pro dvojici realnych cisel a < b pou-
zivat znaceni f:fd/\l = f(a,b) fdX.

Priklad 15.8.3. (i) Funkce sign nemé Lebesguetiv integral pfes R opatfené Le-
besgueovou mirou, nebot

/sign+ d\ = 0 a / sign™ dA\; = oo.
R R

sin x
T

ii) Analogicky funkce nemé Lebesgueiiv integral ptes (0, 00) (podle Piikladu

)
7.6.13).
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Poznamka 15.8.4. Druhé ¢ast pfedchoziho prikladu je ponékud neuspokojiva.
Celou dobu se snazime vybudovat integral, ktery bude schopen pracovat s vétsi
tfidou funkci, nez s jakou pracuji Riemanniv a Newtondv integral, a nyni se
nam snadno podafilo nalézt funkci, kterd je newtonovsky integrovatelnd (pomoci
Dirichletova kritéria), ale neni integrovatelnd lebesgueovsky. Konkrétné jsme se
vzdali funkci, pro néz Newtonuv integral nekonverguje absolutné. Vylouceni téchto
funkci ndm ale pozdéji umozni ziskat fadu nastroji pro prohazovani poradi inte-
gralu a limitnich procest.

Poznamka 15.8.5. (i) Prostor £!(u) je vektorovy prostor. Prostor L£*(u) uz
vektorovym prostorem neni, vzpomeiite si na

sign = sign™ —sign™ .

(i) Jestlize f € LY(X1,u) a f € LY( X2, ), pak f € L1(X; U Xo, u). Toto neplati
pro L£*(u) (opét pouZijte signum).

Poznamka 15.8.6. Pokud f = g skoro vSude, mame f¥ = g+ skoro vSude a
f~ = g~ skoro vSude, a proto se obé funkce z hlediska integralu chovaji zcela
stejné.

Poznamka 15.8.7. V piipadé komplexnich funkci se zavadi integral tak, ze pozad-
jeme, aby Re f,Im f € £!(11) a pak definujeme

/deu:/XRefdu—i—i/XImfdu.

Véta 15.8.8 (O zdkladnich vlastnostech £1(u)). Necht (X, M, pu) je mévitelny
prostor.
(i) Jestlize f,g € LY (1) a o, B € R, pak af + Bg € L1 (1) a

dp = d du.
/X(af+ﬁg) 1 a/Xf M+B/Xg 1
(i) Je-li f méritelnd, pak

felin) <= [fHfelln <= |fleLi(n).
(iii) Jestlize f € L (1), pak

‘/deu’S/le\dw

(iv) Jestlize f € L1 (u), pak je konecnd skoro vsude.
(v) Jestlize f,g € L' (n), pak max{f, g}, min{f, g} € L' ().
(vi) Je-li g € L (1) a méritelnd funkce f spliuge |f| < g na X, pak f € L (p).

Drikaz. Dokazme prvni ¢4st. Piedné pokud f € £1(u) a a € R, pak snadno ziskdme
(jistou opatrnost vyzaduje piipad o < 0), Ze af € L (p) a

/Xafdu:oz/deu.
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Dale méame

f+9t=(f+9) =f+g9=f"—f"+9" -9

Odtud méme ve vSech bodech, kde jsou f a g koneéné (ve skoro vSech bodech),

f+9)" "+ +9g =U+9) +fT+g"

a Véta o aditivité€ integralu (Véta 15.7.10) nam pak dava

/X(f+g)+du+/xf*du+/xg*du:/X(f+g)*du+/xf+du+/xg+du.

Dale podle predpokladu f,g € £'(p) mame [, f~dp < oo a [, g~ dp < oo,
Protoze 0 < (f +¢9)~ < f~ + g, mame navic i [(f + g)~ du < oo. Diky
tomu miizeme v predeslé rovnosti zminéné tii integraly pfevést na druhou stranu
a dostavame

/X(f+g)+du—/x(f+g)’du:/Xﬁdu—/xf’duﬂL/Xg*du—/Xg’du,

coz jsme chtéli ukazat.

Dokazme druhou ¢ast. V prvni ekvivalenci plyne implikace ,<=“ z toho, ze
f = f* — f~. Pokud naopak f € L(u) podle definice integralu plati alespoii
jeden z vyrokt f* € L1(u) a f~ € L(u). Pokud by vSak platil pravé jeden
z téchto vyroki, dostali bychom spor s linearitou integralu. Druha ekvivalence
plyne z toho, %e na jednu stranu mame |f| = f* + f~ a na druhou stranu plati
0< fr<[fla0< f~ <|fl.

Tteti tvrzeni plyne z vypoctu

[ rad =] [ rran= [ ral < ][ rra ][
=/Xf+du+/Xf‘du=/X|f\du-

Ctvrtou ¢ast dostaneme aplikaci Tvrzeni o zakladnich vlastnostech integralu
(Tvrzeni 15.7.3) na f™ a f~.

Patou cast dostaneme ze vztaht

ftg+lf—g . Jtg9—1f—g
max{f,g} = % a min{f,g} = %
Posledni ¢ast plyne z odhadt 0 < fT <ga0< f~ <g. O

Poznamka 15.8.9. Analogicky vysledek jako v bodé (i) v pfedeslé vété plati i
pro piipad, kdy f, g € L*(u). Jen je tfeba piedpokladat, ze o [, fdu+ 3 [y gdu
ma smysl v R*.

Priklad 15.8.10. Omezend méfitelnd funkce na mnoziné koneéné miry je inte-
grovatelna.
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Véta 15.8.11 (O vztahu nulovosti integralu a nulovosti funkce). Necht (X, M, u)
je méritelny prostor a f € L1 (u).

(i) Je-li f nezdpornd a [ fdu =0, pak f =0 skoro vsude.

(ii) Jestlize fQ fdu =0 pro kazdou meritelnou mnoZinu Q) C X, pak f =0 skoro
vsude.

Diikaz. V prvnim piipadé definujme pro kazdé n € N mnozinu

Ay ={zeX: f(z)> L}

0=/deu2/Anfdu2/Anidu=u(sn)-

p({f >0}) = u(@ An) =0.

Pak

Odtud

Ve druhém piipadé nejprve polozme € := {f* > 0}. Pak diky pifedpokladu mame

/Xf+du=/ﬂf+du:o

a podle prvni éasti véty dostavame, ze fT = 0 skoro véude. Analogicky dostaneme,
ze f~ = 0 skoro vsude. 0

Dusledek 15.8.12. Nechf (X, M, 1) je mévitelny prostor a f,g € L1 (u). Jestlize

/Qfdué/ﬂgdu

pro kazdou méritelnou mnozinu 2 C X, pak f < g skoro vsude.

Diikaz. Staci aplikovat druhou ¢ast predchozi véty na funkci (f — g)™. O

Lebesguetiv integral navic vykazuje nésledujici typ spojitosti.

Véta 15.8.13 (O absolutni spojitosti Lebesgueova integrélu). Necht (X, M, ) je
méritelny prostor a f € LY (). Pak pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze

WE) <5 — /\f|du<5.
E
Diikaz. Vime, ze |f| € L' (p). Zafixujme jednoduchou funkci s splitujici 0 < s < |f|

a
£
/Sdu>/ i,
X X

Polozme M := maxx s. Pak pro kazdou mnozinu E C X spliujici u(E) < 5%

mame
[ian= [an-9jaus [ sans [ 4r1-9an+ [ sau

M

| ™
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Poznamka 15.8.14. V teorii realnych funkci se pouziva pojem absolutné spojité
funkce na intervalu I. Tato vlastnost je definovana podminkou, Ze pro kazdé ¢ > 0
existuje § > 0 takové, Ze pro kazdou kone¢nou posloupnost po dvou disjunktnich
intervalt (aj,b;) C I plati

Z(bj—aj) <9 - Z|f(b])—f(aj)| <E.
J J
Neni tézké si rozmyslet, Ze tento pojem je silnéjsi nez stejnomérné spojitost a slabsi

nez lipschitzovskost.

Vénujme se jesté prohazovani limity a integralu. Nejprve si lehce zesilime Le-
besgueovu vétu o monotonni konvergenci (Véta 15.7.6).

Véta 15.8.15 (Lebesgueova véta o monotonni konvergenci (zesilend verze)). Ne-
cht (X, M, i) je méritelny prostor, {fn} je posloupnost méritelngch numerickyjch
funkct definovanych na X, plati f,, < fni1 skoro vsude na X pro vsechnan € N a
fX f1dp > —o0. Bodovou limitu této posloupnosti oznacme f (je definovand skoro

véude). Pak
/ fdp = lim / fn dp.
X n—oo X

Dikaz. Nejprve funkce {f,} pfedefinujeme na mnoziné nulové miry tak, aby f, <
fnt1 a fn — f platilo vSude. Dukaz pak ziskdme aplikaci Lebesgueovy véty o
monotonni konvergenci (Véta 15.7.6) na posloupnost {f, + f{ }. O

Poznamka 15.8.16. (i) Podminku [, fidy > —oo neni mozné vynechat, jak
ukazuje priklad

1 1
/ ——dM\ = —© zatimco / lim ——dX\; = 0.
R R

n n—oo n

(ii) Pfechodem od f k —f miZeme dokézat, Ze pokud f, > fnt1 sv. v X a

[y frdxr < oo, pak B
/ fdp= lim / fndp.
X n— oo X

Véta 15.8.17 (Lebesgueova véta o majorizované konvergenci). Necht (X, M, )
je méritelny prostor, {f,} je posloupnost mévitelngch numerickych funkci defino-
vanych na X, plati f, — f skoro vsude na X a ewistuje g € L'(n) takovd, Ze
|frn| < g skoro vSude na X pro vsechna n € N. Pak

/fd,u: 1im/fndu.
X n—roo X

Diikaz. Nejprve funkee {f,,} pfedefinujeme na mnoZziné nulové miry tak, aby vSech-
ny predpoklady platily vSude na X.
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Definujme pomocné funkce g, := 2g — | f,, — f|. Snadno dostaneme, Ze g, > 0 a
gn — 2g. Mizeme proto aplikovat Fatouovo lemma (Lemma 15.7.9) a dostavame

/ 2gdu:/ lim gndugliminf/ gn dp

= liminf [ (29 — |fn—f|)du:/ 2gdu—limsup/ | fr — f| dp.

n—oo

Dostali jsme lim,_, [ v |fn = fldu = 0 a z toho okamzité plyne dokazovany
vysledek (pomoci tteti ¢dsti Véty o zakladnich vlastnostech L£!(u), tedy Véty
15.8.8). O

Poznamka 15.8.18. Funkci g z pfedchozi véty se fiké integrovatelnd majoranta
(pro funkce {f,}).

Poznamka 15.8.19. V piipadé potieby aplikovat Lebesgueovu vétu o majorizo-
vané konvergenci (Véta 15.8.17) na fady se obvykle pouZivd majorizovani ¢dstec-
nych souétit pomoci g € £(p), neboli

n
’ij‘ <g pro viechna n € N,
nebo piisnéjsi podminka
oo
|f;| <g; skorovsude a Zgj € L' ()

n

Priklad 15.8.20. Spocitejme limy, o0 [3°
Pak f, — f na (0,00), kde

dA1(x). Oznaéme f,, := =

1+x2" 142

0 proz e (0,1)U(1,00)
f(l‘) = {1 _

5 prox =1
Polozme

9@ =9 pro z € (1,00).

x2

{1 pro z € (0,1]

Snadno se ovéii, ze g € L1((0,00), A1). Funkce g je integrovatelnou majorantou pro
funkce fo, f3,... (neplati f; < g, navic integrovatelnd majoranta spliiujici takovou
nerovnost ani existovat nemtze, nebot f; ¢ £1((0,00)). Lebesgueovu vétu o majo-
rizované konvergenci pak mitizeme aplikovat tfeba na modifikovanou posloupnost
{fl,f27f3,. .}, kde f1 =0 a dostavame

lim [ ———d\(2) = / lim A (z / F(z)d (@
0

n—oo Jg 1+ xr2n n—oo | + xzn
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15.9 Vztah k Riemannovu a Newtonovu integralu

Nyni se budeme zabyvat vztahem Lebesgueova integralu k integraliim, které jsme
zavedli diive. Integrovat zde budeme vzdy jen vzhledem k jednorozmérné Lebe-
sgueové mire A\;. Cenny bude zejména vztah k Newtonovu integralu, ktery nam
umozni pocitat Lebesgueovy integraly pomoci primitivni funkce. Pravé tyto vy-
sledky pro nas budou odrazovym miustkem pro pozdéjsi aplikace pokrocilejsich
metod pocitani Lebesgueova integralu.

Véta 15.9.1 (O vztahu Riemannova a Lebesgueova integralu). Necht [a,b] C R
a [ je riemannovsky integrovatelnd na [a,b]. Pak je i lebesgeovsky integrovatelnd
a oba integrdly se rovnagi.

Dikaz. Necht {D,,} je posloupnost postupné se zjemnujicich déleni, jejichz norma
jde k nule. Z teorie Riemannova integralu vime, ze pro odpovidajici dolni a horni
soucty plati

b
S DY) < s(f.Dy) < - < <R>/ fdr<...S(f.Dy) < S(f.Dy)

b
s(f, Dpn) — (R)/ fdx < S(f,Dy).

V dalsim bude {g,} monotonni posloupnost po ¢astech konstantnich funkci od-
povidajici sou¢tim {s(f,D,)} zkonstruovana tak, Ze na vnitfku intervalu mezi
sousednimi délicimi body 7,27, ; definujeme g, jako inf[xg_w?“] f a v délicich
bodech pouZijeme stejnou hodnotu, jakou v nich mé funkce f. Analogicky bude
{hn} monotonni posloupnost po ¢astech konstantnich funkci odpovidajici souc¢tiim
{5(7, Do)}

Mame tedy

b b
S(faDn) :/ gnd)\l a S(faDn) :/ Ry dAq.
a a
Diky monotonii posloupnosti {g,} a {h,} miZzeme definovat g = lim, - g, a
h = lim, o gn- Pak mame g < f < h a diky Lebesgueové vété o majorizované

konvergenci (Véta 15.8.17) s integrovatelnou majorantou konstantné rovnou ¢islu
SUp[, ) | f| dostavame

b b b b
/gndA1—>/ gd/\1 a /hnd/\1—>/ hd)\l

b
0< [ (h=g)dh = lim S(7,D,) - lim s(f,Dy)

Proto

n—oQ

(R)/abfdx—(R)/abfdx:O.
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Nésledné g = h skoro vsude (podle Véty o vztahu nulovosti integralu a nulovosti
funkce, tedy Véty 15.8.11). Celkové g = f = h skoro v8ude na [a, b] a méme

b b b b
/ fd)q:/ gdA; = lim / gndA; = lim s(f,Dn):(R)/ fdzx.
a a n—oo a n—oo a
O

Poznamka 15.9.2. Plati dokonce nasledujici zesileni Véty o riemannovské inte-
grovatelnosti funkce spojité az na kone¢né bodu (Véta 7.3.6). To ¥ik4, Ze je-li funkce
f omezena na omezeném intervalu v R, potom je na tomto intervalu riemannovsky
integrovatelna praveé tehdy kdyz je na tomto intervalu spojita s.v. Dikaz lze nalézt
napiiklad v [Ap MA].

vvvvvv

bot prvni jmenovany integral je absolutné konvergentni, zatimco druhy nikoliv
(vzpometite si na funkci z +— S22)

Véta 15.9.3 (O vztahu Newtonova a Lebesgueova integralu). Necht (a,b) C R,
f€C((a,b)), feL (M) aF znaci primitivni funkci k f na (a,b). Pak

b
/ fdM\ = F(b—) — F(a+).

Diikaz. Protoze funkce f* a f~ jsou spojité na (a,b), maji zde primitivni funkce.
Oznacme je F; a F,. Muzeme predpokladat, ze F' = F; — F5, jinak pfi¢teme
odpovidajici konstantu k Fb.

Zafixujme ¢ € (a,b) a zvolme posloupnost {b,} tak, aby ¢ < b <by <---<b
a b, — b. Pak diky predchozi vété, monotonii F; a Lebesgueové vété o monotonni
konvergenci (Véta 15.7.6) mame

b

b bn n
/ f+d)\1(* erd)\l:(R) f+dI:F1(bn)7F1(C)*)Fl(bf)fFl(C).

c

Podobnou operaci provedeme na intervalu (a, ¢) a dostdvame

/chr d\1 = Fi(c) — Fi(a+),

coz po secteni s pfedchozim vysledkem dava

/b f+ dAl = Fl(bf) — F1(04+)

Analogicky pracujeme s f~ a dostaneme

/b f_ d\; = Fg(b—) — Fg(a—l—).
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Dale vime, Ze f € L£*(\1). Proto je alespoii jeden z integralii f; frdia f: fmd\
koneény, tedy alespoii jeden z vyrazt Fy (b—)— Fi(a+) a Fa(b—) — Fa(a+) obsahuje
dvojici kone¢nych ¢isel, a proto lze psat

b
[ £ = (B10-) = Filat) = (Fa6-) — Falat)) = F(b-) ~ Fla).

Priklad 15.9.4. Spocitejme integral

1 .z

—1

/e —dr.
0 I

Integrand je nezaporna spojita funkce, mame proto splnény vSechny predpoklady
predchozi véty. Protoze

e’—1
. 2
lim —%— =1,
.'L'—>0+ 5

podle Srovnavaciho kriteria pro existenci Newtonova integralu nekonverguje inte-
gral (Véta 7.6.5) (N) f; ¢ 21 dz, a proto dostavame

2

Ler 1
/0 =~ d\1 = F(1-) — F(04) = co.

15.10 Integraly zavislé na parametru

V dalsim se budeme zabyvat studiem chovani funkei typu

piars [ fla.a)duto)

X

Parametr o budeme brat ze zadaného intervalu v R. Ziskané vysledky, zejména
formule pro ¢'(a), budou zdrojem novych metod pro vypocet integrali.

Véta 15.10.1 (O spojitosti integralu zavislého na parametru). Necht (X, M, u)
je méfitelny prostor, A C R a ag € A je vnitini bod mnoZiny A. Necht funkce
f: X x A— R spliuje

(i) z — f(z,a) je méritelnd pro viechna o € A

(ii) pro skoro viechna x € X je funkce a — f(x, ) spojitd v bodé oy

(iii) ezistuje g € L' (u) takovd, Ze

|f(z,0)| < g(x) pro skoro viechna v € X a vsechna o € A.

Pak funkce x — f(x, ) lezi v LY(n) pro vechna o € A a funkce

aHAﬂ%@M@

je spojitd v .



80 KAPITOLA 15. LEBESGUEUV INTEGRAL

Diikaz. Zvolme posloupnost {a,} € A\ {ao} spliujici o, — . Pak je funkce
f(z, ap) bodovou limitou funkei @ — f(z, ay,). Podle Lebesgueovy véty o majori-
zované konvergenci (Véta 15.8.17) plati

[ 1@ an@) = [ ra00 duto).

Vzhledem k podminkdm kladenym na posloupnost {a;,} miizeme pouzit Heineho
vétu (Véta 5.4.1) a dostdvame dokazované tvrzeni. O

Drobné modifikace pravé uvedeného dikazu ndam dava nasledujici verzi pred-
chozi véty.

Véta 15.10.2 (O limité integralu zévislého na parametru). Necht (X, M, u) je
méritelny prostor, A C R a ag € A je vnitrni bod mnoZiny A. Nechf funkce
f: X x (A\ {a}) = R spliiuje

(i) z — f(z,a) je méritelnd pro vSechna o € A\ {ap}

(i) pro skoro vsechna x € X existuji vlastni limity F(x) := limg_q, f(z, @)

(iii) ezistuje g € L' (u) takovd, Ze

|[f(z,a)| < g(x) pro skoro viechna € X a vdechna o € A\ {ap}.

Pak funkce x — f(x, ) lexi v LY (1) pro vsechna o € A\ {ao}, F € L' (),
existuje limita limg_,q, [y f(2, a)du(z) a plati pro ni

lim f(ac a)dp(x / F(x)du(x

a— Qo

Diikaz. Zvolme posloupnost {ay,} C A\ {ao} spliujici aw, — ap. Pak je funkce
F bodovou limitou funkei z — f(x, o). Je tudiz méfitelna a podle Lebesgueovy
véty o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17) plati

/Xf(w,ozn)du(x)%/XFx d

Vzhledem k podminkdm kladenym na posloupnost {«,} miZeme pouzit Heineho
vétu (Véta 5.4.1) a dostdvame tvrzeni o limitnim pfechodu. Déle diky pfedpokladu
|f (2, 0m)| < g(x) mame

/ (o) dp) < / o() du(z) € R
X X

a totéZz musi platit pro limitni funkci. Diky tomu nam vSechny dokazované vlast-
nosti déva Véta o zakladnich vlastnostech £'(n) (Véta 15.8.8). O

Véta 15.10.3 (O derivaci integralu podle parametru). Necht (X, M, p) je mévi-
telny prostor a A C R je otevreny interval. Necht funkce f: X x A — R splriuje
(i) z = f(z,a) je méfitelnd pro viechna o € A
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(ii) pro skoro vsechna x € X a viechna o € A existugi (vlastm) (x @)
(iii) ezistuje g € L1 (u) takovd, Ze

of

a—(:ﬁ,a)’ < g(x) pro skoro vSechna © € X a vSechna o € A
a

(iv) emistuje g € A takové, Ze funkce x — f(x, ) lezi v L1 (p).
Pak funkce x = f(x,a) lezi v LY(p) pro vsechna a € A, funkce ¢: o
fX z,a) dp(z) md na A vlastni derivaci a plati pro ni

_f
- /X oLz, 0) dp(a).

Diikaz. Diky piedpokladiim a Lagrangeové vété o piirtstku funkce (Véta 6.3.3)
pro skoro kazdé x € X a kazdé a € A existuje 0, o, € (0,1) takové, Ze plati

Flaa)] = |£.00) + (2,00 + 02 (0~ ag))a — )

Oa
of
< 1£(@,00)] + | = aol| 5 (2,00 + b (@ — o))
<|f (@, a0) + |a — aolg(x).

Odtud snadno dostavame, ze x — f(x, ) lezi v £!(u) pro viechna a € A.
Pii dikazu tvrzeni o ¢'(«) zafixujme ag € A. S ohledem na Heineho vétu
(Véta 5.4.1) stac¢i pro libovolnou posloupnost {a,} C A\ {ap} spliujici o, — ag

dokazat, ze
/ f(.fL', O[n) : f(.’I}, Oéo) dlu(m) nj;)o / gl(m7 OZ()) d,LL(Q?)
X Qn xod

Qo

To vSak plyne z Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17),
nebot méme

f(xvan) - f(.%',ao) N ﬂ
0

(z,ap) pro skoro vS8echna z € X
a, — o !

a podle Lagrangeovy véty o pfiristku funkce plati odhad

flz,an) — f(z,ap) ‘_‘
o, — Qo Oa

x ap + em,n(an - 0[0)) < g(.’f)
O

Poznamka 15.10.4. V obou vysledcich pro integraly zavislé na parametru bylo
také mozné brat vice parametrii. Pokud nés zajimaji jednostranné limity, jed-
nostranné spojitost ¢i jednostranné derivace, postaci, kdyz mnozina A obsahuje
néjaké odpovidajici jednostranné okoli bodu «y.
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Priklad 15.10.5. Pro a > 0,8 > 0 spoditejme fooo %dh(m). Nejprve si
povsimnéme, ze

—ax _ _—fBx
9< a:c — _g o
Oa
je funkce, pro kterou umime najit primitivni funkci. Toho nyni vyuzijeme. Zafi-
xujme > 0 a d € (0,8) (vyuziti bude jasné pii hleddni integrovatelné majo-

ranty g) a polozme

e—aT _ e—,Bm
f(x,oz):# prozx € X :=RaacA:=(jo0).
Pouzijeme nyni Vétu o derivaci integralu podle parametru (Véta 15.10.3). Pfed-
poklady (i) a (ii) jsou zfejmé splnény. Déle pro pfedpoklad (iv) staéi vzit o := 8
a mame f(z,qp) = 0, coZ je integrovatelnd funkce. Zbyva pro parcidlni derivaci
% = —e najit integrovatelnou majorantu nezavislou na « € (§,00). K tomu
staci polozit

—Qaxr

g(z) == sup |—e 2| =e7%,
a€(d,00)

Véta o derivaci integralu podle parametru (Véta 15.10.3) proto dava

° 1
o' (a) = /0 —e~*dA(z) = -5
Odtud na (4, 00) dostavame (pfipomenime ¢(/3) = 0)

sﬂ(@=0

o(a) = —loga+C logﬁ—loga:logg.

Protoze 6 > 0 bylo libovolné, vysledek plati pro vsechna a > 0,3 > 0.

Minuly ptiklad byl zajimavy tim, Ze nebylo mozné zkonstruovat jedinou inte-
grovatelnou majorantu pro cely interval (0,00). Pro vypocet integrdlu ndm vsak
postacilo vyrobit dostatecné bohaty systém integrovatelnych majorant.

Méame-li pfi pocitani integralu za pomoci Véty o derivaci inegralu podle pa-
rametru o néco méné Stésti, neziskdme predpis pro ¢'(«), ale pouze diferencialni
rovnici, kterou musime jesté vyresit.

Priklad 15.10.6. S vyuzitim informace, Ze [;° e dA\; = @ (tento vysledek
ziskdme v jednom z nésledujicich pfiklada), spocitejme

o(a) = /000 e cos(ax) d\; ().

Tentokrat mame ¢(0) = @, ¢imz jsme zaruéili podminku (iv) z Véty o derivaci
integralu podle parametru (Véta 15.10.3), a
of _ .

—ze™ sin(azx).

Do
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Integrovatelnou majorantou je zde = — ze™® na (0,00). Dostavame (ve druhé
rovnosti vyuzivime Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17)

a ve tfeti per partes pro Riemanntv integral)

00 R
o' (a) = —/ ze sin(az) dA (z) = lim —/ ze sin(ax) dA (z)
0 0

R—o0

R
= R]]_{noo(R)/o (—xe™ ) sin(az) d\ (z)
R
= % ngré(}([e_zz sin(ax)]F - a/o e cos(ax) d/\l(x))
= —5%l(a)

Dostali jsme diferencialni rovnici

?(@) + Se(a) =0, ¢(0) =

B~ 2 . VT _a?
Resenim je p(a) = Ge™ 1.

V aplikacich se casto stava, ze mame spocitat néjaky integral a my sami si
umeéle priddme parametr.

Pfiklad 15.10.7. Spoéditejme integral fl log(1—z )d)\ (x). Polozme

Y log(1 — az?)
() ::/0 ﬁd/\l pro a € [0, 1].

Pak mame ¢(0) = 0 a hledany integral je ¢(1). Pokusme se spocitat derivaci
funkce . Mame
alog(l—axz)

22y/1—22 1

Oa __(1—am2)\/1—x2'
Z predpokladti Véty o derivaci integralu podle parametru (Véta 15.10.3) méme
snadno splnéno vSe az na existenci integrovatelné majoranty. Zde narazime na

. v - 1 ;o w s . .
problém, Ze se nabizi funkce = — Vi ktera vsSak neni integrovatelna.

Omezme se tedy jen na o € [0,1 — 9], kde je 0 € (0,1). Zde mizeme vzit ted uz

integrovatelnou majorantu x +— W Nésledné mame (po pfechodu

k Newtonové integralu provedeme substituci z = cosy a pak jesté ¢t = tany)

™

1 dx . 2 siny dy
_(N)/o (1—aw2)\/1—$2_ (N)/o (1—a0082y)\/1—0052y

l+t2 _ > dt
N/ 1—04c052 N/ —1+t2 (N)/O 1—a+t?

arctan(

¢ (@)

1 t
= (=) = s
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Odtud, z vlastnosti ¢(0) = 0 a z toho, ze § € (0,1) bylo libovolné, dostavame
pla) =mv/1—a—m  pro viechna o € [0, 1).

Hodnotu ¢(1) se pokusime zjistit pomoci levostranné verze Véty o limité integralu
zévislého na parametru (Véta 15.10.2). V tomto piipadé volime majorantu =
_log(l—mz)

o2VI—a?’
Priklad 15.10.8. Ukazme si, ze [ := fooo e~ d\; = @ Definujme si dvé po-
mocné funkce

ta je pouzitelnd pro « € [0,1], a proto dostavame (1) = —.

g(s) == / e dA; (z) pro s >0
0

1 g—z(1+t2)
f(z) = /0 PN dA;(t) pro z > 0.

Dokazovany vysledek ziskame aplikaci Newtonovy formule na funkci f na intervalu
(0,00). Za tim tcelem potiebujeme vyjadtit lim, o, f(z), lim, o f(z) a vzorec
pro f’ na (0,00). Pfedné mame

lim f(z) = £(0) = .

$—>0+ 4

Druha rovnost je zfejma, zatimco prvni rovnost je zarucena Vétou o spojitosti in-
tegralu podle parametru (Véta 15.10.1), pfi jejiz aplikaci lze jako integrovatelnou
majorantu pouzit tfeba konstantni jednicku. Kombinaci Heineho véty (Véta 5.4.1)
a Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17) (to je vlastné prin-
cip dtikazu Véty o spojitosti integralu zavislého na parametru, tedy Véty 15.10.1)
se stejnou integrovatelnou majorantou jako vyse dostavame

lim f(z) :/0 0dX(¢) =0.

Tr—r00

Derivaci spo¢teme pomoci Véty o derivaci integralu zavislého na parametru (Véta
15.10.3). Piedpoklady se ovéfi snadno a ve vypoctu pouzijeme ptrechod k Newto-
novu integralu a substituci u = /xt
1 —z(142 1 1
0 e z(1+t%) 2 2
/ _ _ —x(1+t7) _ —x —xt
x) = —7d)\t——N/e’”( dt = —e N/e dt
= | g =) [ w [
o [ e = o)
=—— e " du=———=g(x).
Ve 0
Nyni jiz staci jen pouzit zminénou Newtonovu formuli spolu se substituci s = /x

%= i f(e) — Jim f@) = (V) / f() dz = —(N) / o) da

T—00 z—04

— V) / 2e=*" g(s) ds = —(N) / 24/ (s)g(s) ds = —(N) / ¢%(s) ds

T 200y 1 2(¢) — 72
= Jim g°(s) = lim g°(s) = =1,

z ¢ehoz jiz plyne dokazovany vysledek.
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15.10.1 [I'-funkce a B-funkce

Nyni si jako aplikaci teorie integralu zavislych na parametru predstavime dvé speci-
alni funkce. Zajimava pro nas bude zejména prvni z nich, funkce I', ktera zobecnuje
pojem faktoridlu. Daji se na ni prevést nékteré integraly a, jak brzy uvidime, sou-
visi s objemem jednotkové koule v RY.

Definice 15.10.9 (I-funkce a B-funkce). Eulerova I'-funkce je definovina pired-
pisem

oo
T(s) = / ¥ e ™ d)\ () pro s > 0.
0

Eulerova B-funkce je definovana predpisem

1
B(p,q) = / a?'(1—2) dM(z)  prop,g > 0.
0

Snadno se ovéri, ze na uvedenych oborech jsou obé funkce dobfe definovany
a jsou zde kladné. Jejich vzajemny vztah je dan vzorcem platnym pro vSechna

p,g>0
L'(p)I'(g)
T(p+q)
Tento vzorec si dokaZzeme v oddile o vicerozmérné substituci.

Zakladni vlastnosti I'-funkce nam déava nasledujici véta opirajici se o vysledky
z nasi teorie pro integraly zavisejici na parametru.

B(p,q) =

Tvrzeni 15.10.10 (Zikladni vlastnosti I-funkce). (i) T'(s + 1) = sI'(s) kdykoliv
>0

(i) T'1)=1al(n) = (n — 1)! pro vSechna n € N

(i) [(3) =vmal(n+31) = ﬁfnn), pro vsechna n € N

(iv) T' € C*((0,00))

(v) T'-funkce je ryze konvezni na (0, 00)
(

(

vi) lim,0, I'(s) = lims_o0 I'(s) = 00
vil) lim,_o, sI'(s) = 1.

Dikaz. Pomoci integrace per partes (na okamzik prechdzime k Newtonovu inte-
gralu) dostavame

I'(s+1)=(WN) /000 z'e P dr = [—z°e 7 + (N) /000 sr¥le " do = sT(s).

Déale mame o
r() = (/\/)/ =T dg = [—e~7]5° = 1.
0

Z poslednich dvou vysledkt dostavdme okamzité rovnost I'(n) = (n — 1)L

v

Y 17 Mz ™ ’ . 00 42
Tieti ¢ast dokdzeme pomoci substituce z = y? a vzorce [;~ e dA\; = %

o0

r(l) = (A) /000 v Fe~" de = (A) /Oooy—le—fzydyzg(/\/)/o o dy = /7.
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Nasledné mame
P+ 3)=(—Hln-1) = = (n-L)n—-3)...10Q)
(2n—-1)2n—-3)...1 — (2n)!

T 4npl

V dalsim budeme pocitat derivace I'-funkce. Pro kazdé k € N mame

akxs—le—w A
=log"(z)z* e,
ok g (z)

Konvergence integralu z derivace fadu (kK — 1) (tedy podminka (iv) ve vété o
derivaci integrélu podle parametru) se ovéfi snadno a integrovatelnou majorantu
pro s € (4, §) zkonstruujeme jako

(2) = |log® (z)|z°~e=® pro x € [0,1]
" | logF(@)xs e pro x € (1,00).

Specialné pro k = 2 mame

I (s) = /0 25 og?(z)e™® dy (z) > 0,

coz dava konvexitu. Vlastnost lims ,o, I'(s) = oo plyne z konvexity a I'(n) =
(n — 1)!l. Dale mame

e’} 1 1
I'(s) = (/\/')/0 ¥ e T dx > (N)/O e ™ dx > e_l(J\/')/O 2 N

Koneéné, pro s > 0 diky bodu (i) méme sI'(s) = I'(s+1), proto pouZitim spojitosti
I'-funkce mame
lim sT'(s) = lim I'(s+1)=T(1) =1.

s—04 s—04

15.11 Fubiniho véta

V dalsim se budeme zabyvat otazkou pfepisu vicerozmérnych integrala do integrala
jednorozmeérnych a prohazovani poradi integrace. Ke druhé otazce jsme se vlastné
jiz dostali ve V&t& o derivaci integralu podle parametru (Véta 15.10.3), nebot pfi
splnéni vSech predpokladu vysledny vzorec dava

/ ) an(a) dute) = [ (£o.a2) ~ fz.0) duta)

=<P(az)—<p(a1)=/m da‘/m /8 (2, 0) da(z) A (a).
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Zde se budeme zabyvat prohozenim i vicedimenzionélnich integrali. Omezime se
pouze na praci s Lebesgueovou mirou, tfebaze v literature se bézné vyskytuje
vysledek pracujici s obecnymi mirami, ktery vSak vyzaduje hlubsi teorii okolo mér
na kartézskych soucinech meéftitelnych prostori.

Definice 15.11.1 (Rezy mnozinami). Necht p,¢ € N a M C RPT9, Pro kazdé
x € RP definujeme mnozinu

M?* :={yeR?: (z,y) € M}

a nazyvame ji (svisly) vez mnoZinou M v bodé x. Analogicky pro kazdé y € RY
definujeme (vodorovny) fez mnoZinou M v bodé y jako

My :={z e RP: (z,y) € M}.

Véta 15.11.2 (Fubiniho véta). Nechf p,q € N, M C RPTY je lebesgueovsky méii-
telnd mnoZina a f € L*(M). Pak pro skoro vSechna x € R? existuje

f(xa y) d)‘q(y),
MH?
pro skoro vsechna y € RY existuje

[, y) dry ()

M,

a plati
/ fdApyq = / flz,y)dAg(y) dAp(z) = / flz,y) dAp(z) dAg(y).
M Re J M= Re J M,

Nez pristoupime k dikazu Fubiniho véty, ktery je pomérné zdlouhavy, ukazme
si nékolik prikladi jeji aplikace.

Piiklad 15.11.3. Spocétéme I := [, aydA; pro M = {(z,y) € R*: 0 < 2 <
1,0 < y < z}. Podle Fubiniho véty (Véta 15.11.2) mame

1 T 1
I:/ / zyd)\l(y)d)\l(ax):/ }osgd)\l(x):l.
o Jo 0o 2 8

Podminka f € L*(M) je pro platnost Fubiniovy véty zdsadni, jak ukazuje
nasledujici ptiklad.

Priklad 15.11.4. Polozme g(z,y) := arctan £. Dostavame funkci, kterd je neko-
neénékrat diferencovatelnd na (0,1)? a plati

@__ Yy @ T 829 B 329 _ y2_1,2 _f( )
dr w2 +y? dy w2ty2 O oxdy  Oydr (2 +y2)2 &Y
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Funkee f je kladna na mnoziné M; := (0,1)2 N {y > z} a zadpornd na mnoziné
M, = (0,1)2N{y < z}. Na téchto mnozinach miZeme jednotlivé pouzit Fubiniovu
vétu a dostédvame

leou2 // y — 7 dha(y) (@)

:/O [ iny?]:zmde):/ol (%_ﬁ)d/\l(x):oo

/sz g = / / G M) )

Nésledné f ¢ L£*((0,1)?), a proto neprekvapi, ze postupna integrace davéa pii
rizném potadi jednorozmérnych integrald rtuzné vysledky

// e M )dh(x)=/01[—#iy2};_odxl(x)

1
1 1 0
:/0 i dA(z) = [farctan:z:h:fz

/01 /01 mcm(x) di(y) = /ol[IEQerylec—o s ()

1
1 1
:/ 5 dAi(y) = [arctany} =T
0 1+y2 o 4

Fubiniho véta nam nabizi dvé moznosti, jak pocitat integraly pfes dvojrozmérné
mnoziny. Nékdy byva jedna z moznosti podstatné vyhodnéjsi.

Priklad 15.11.5. Uvazme mnozinu M := (0,1) X (a,b), kde 0 < a < b, a spojitou
funkci f(x,y) = 2¥ = e¥1°8%, Pak

/fd/\2 //xyd/\l Ydh(y) = /a[;y: /md/\l

b+1
ga+1

Pokud bychom zménili poradi integrace, dostali bychom

1 b 1 xy 1 xb _ xa
= Y =
s, /O/ax A (y) d (@) /O[ng} A\ (z) = /0 g @)

¢imz jsme dostali integral, ktery neumime spocitat metodami prvniho semestru
(nicméné pravé jsme si ukdzali, Ze jej umime spocitat pomoci Fubiniho véty).
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Prohazovéani poradi integrace je nékdy vyhodné u vicendsobnych integrali,
které s Fubiniho vétou pfimo nesouvisi (s vicendsobnymi integraly jsme se setkali
t¥eba pii feseni diferencialni rovnice typu y(™ = f(z)).

Priklad 15.11.6. Necht f € C([0,1]). Zjednodusme fo Jo f(x) dAr(z) dd(y).
Oznalme g(z,y) := f(x) a

M = {(x,y) € R*: y € [0,1],2 € [0,y]}.

Pak mame

/01 /Oy f(@)dXi(z) dh(y) = /MgdAQ = /01 /; F(@) A (y) dA (@)

= / (1 —2z)f(z)d (),

0

¢imz jsme integral zjednodusili. Pfepis do druhého dvojného integralu nam ilu-
struje obrazek. Tento krok nebyva vzdy jednoduchy a vyzaduje jistou zrucnost.

17 I
M M=
Y Y

| | | |
T T T T
Y 1 x 1

Obrazek 15.3: Rezy mnozinou M := {(z,y) € R*: y € [0,1],2 € [0,9]}.

Fubiniho vétu je mozné pouzit i opakované.
Priklad 15.11.7. Spocitejme objem mnoziny
M= {(2,y,2) € R*: 2 € [~1,1],y € [0, min{1,1 + 2], 2 € [0, y]}.

Pak

won= [ [T [Praneanm ane

+/1 / /yldxmz)dxmy)dmm

/° /01+wyd)\1 ) s (i //ycm )ds(a)
-/

(1 x) (1+2)° 1 1.1 2
1 )+ /0*“1() 5] +5-5+5- 3
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P¥iklad 15.11.8. Spocitejme objem jednotkové koule B;(0) v RY. PouZijeme
vyse ziskany vysledek I := [ et d\; = /7, kter§ vhodnou aplikaci Fubiniho
véty vyjadifme pomoci Ay (B1(0)) a I'(§ +1). V dalsim |z| znaéi eukleidovskou
normu prvku z € R¥. Diky Fubiniho vete méame (podrobnosti vysvétlime pod
vypoctem)

N — (/Re—ﬂ d)\l(t)>N = /RN o1zl dAn ()

_)\NH({xy YJERNTL 2 e RV 0 <y < el })
{5 pe 000 < < )
/AN({xERN O<\m|<,/log§})d>\1(y)

/ An (B1(0)) <10g i) s A (y)

0

N

= An(B1(0)(N) /OOO s¥eods = )\N(Bl(O))F<E + 1).

P1i prechodu ze druhého na treti fadek jsme vyuzili toho, ze
“Jaf? 9 1
O<y<e = logy < —|z]* = log — > |z|.
Y
Pii pfechodu ze ¢tvrtého na paty radek jsme pouzili Vétu o Lebesgueové mife

roztazené mnoziny (Véta 15.3.14) a pfi pfechodu na posledni faddek jsme pouzili
substituci y = e~*. Celkové jsme dostali

vz

s

— N = AN(Bl(O))F<g + 1).

Odtud diky vlastnostem I'-funkce dostavame

T 21:?;;” N;; i pro N liché
AN(B1(0)) = N )
(3 + ) oy pro N sudé.

Cviceni 15.11.9. Necht A C (0,1) neni lebesgueovsky méfitelnd mnozina. Po-

moci Fubiniho véty ukazte, ze A x (0,1)"V neni lebesgueovsky méfitelnd mnozina
N+1
vR .

15.11.1 Dodatek: diikaz Fubiniho véty

Dtikaz Fubiniho véty (Véta 15.11.2) vyzaduje dikladnou pfipravu. Potrapi nés
zejména otazka, jaké méa vlastnosti fez M?® prislusejici lebesgueovsky méritelné
mno%iné M € RPT4 a bodu = € RP. Tuto problematiku si trochu pfiblizme. Pokud
je mnozina M oteviend, snadno se nahlédne, ze M?” je oteviend v R? pro kazdé
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x € RP. Analogicky vysledek plati pro uzavienou mnozinu. Nize si ukazeme, Ze
borelovskd mnozina ma borelovské fezy. Nas vSak v souvislosti s Fubiniho vétou
zajima §irsi tiida lebesgueovsky méfitelnych mnozin, pro kterou podobna analogie
neplati. Skute¢né, pokud uvazime M = {0} x A € R?  kde A C R neni lebesgueov-
sky meéritelna, pak fez odpovidajici x = 0 neni lebesgueovsky méfitelnd mnozina,
tfebaze M lebesgueovsky méfitelnd je (je podmnoZinou y-ové osy, coZ je mnozina
s nulovou dvojrozmérnou Lebesgueovou mirou).

Pro ucely dikazu si zavedme dalsi znaceni. Funkci y — f(z,y) se zadanym
x € R? budeme znacit f*. Analogicky pouzivame f,.

Déle bude BY znacit borelovské mnoziny na RY a BYY budou mnoziny lebes-
gueovsky méfitelné (v roli N budou vystupovat p, ¢ a p + q).

Lemma 15.11.10 (O fezech borelovskych mnoZin). Necht p,q € N, E € BPT4,
zr€RP aycRI Pak E” € B! a £, € BP.

Diikaz. Pri dikazu prvni vlastnosti polozme
A:={F € B"*1: E* € B1}.

Ukézeme, ze A je o-algebra obsahujici omezené oteviené intervaly. Nejprve necht
E je interval uvedenych vlastnosti. Pak £ = A x B, kde A C R a B C R? jsou
omezené oteviené intervaly. Nasledné mame bud E* = B € B? a nebo E* = () €
B,

Déle pokud pro néjakou mnozinu E C RPTY plati E € A, znamend to, Ze
E® € B4, Proto

(RPTI\ E)* =R7\ E* € BY

a odtud RPTI\ E € A.

Koneéné, pokud {E,} C A je spoetny systém mnozin, pak (E,)* € BY pro

vSechna n € N. Proto - -
(Uz) = U@Ees

n=1 n=1
coz dava |, E,, € A. Celkové mame A D BPT4, coz jsme chtéli ukazat.
Analogicky dosteme E, € BP. O

Pfipomerime, Ze pojem o-algebry byl definovan tak, Ze cely prostor lezi v uve-
dené o-algebie a dale je o-algebra uzaviena na doplnék a spocetné sjednoceni.
Nékdy je v praxi obtizné ovéfovat uzavienost na obecné spocetna sjednoceni, ale
da se pracovat se spocetnymi sjednocenimi po dvou disjunktnich mnozin. Pak je
vyhodné pouzit jemnéjsi pristup vyuzivajici nasledujici pojem.

Definice 15.11.11 (Dynkiniv systém, o-obal, j-obal). Necht X je mnozina a D

je systém jejich podmnozin. Rekneme, ze D je Dynkintiv systém, jestlize

(i) X €D

(ii) jestlize A € D, pak X \ A € D

(iii) jestlize {A;}32; C D jsou po dvou disjunktni mnoziny, pak [J;Z, 4; € D.
Necht dale S je systém podmnozin X . Definujeme o (S) jako nejmensi o-algebru

obsahujici S a §(S) jako nejmensi Dynkintiv systém obsahujici S.
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Poznamka 15.11.12. (i) Kazd4 o-algebra je Dynkinovym systémem.

(ii) Dynkintv systém vzdy obsahuje prazdnou mnozinu.

(iii) Pokud A,B€Da B C A, pak A\ B=X\ ((X\A)UB) €D.

(iv) Definice o-obalu a §-obalu je korektni. Skute¢né, tyto systémy vzdy existuji,
nebot stadi vzit prinik vSech o-algeber, respektive Dynkinovych systémt, obsahu-
jicich S.

(v) Vzdy plati, ze 6(S) C o(S) (zdivodni se jako (iv)).

(vi) Je-li Dynkintv systém uzavieny vzhledem k priniku dvojice mnozin, pak uz
se jednd o o-algebru, nebot pak pro A,B € D médme A\ B=AN(X\B)eD,a
proto lze psat

AlUAQUAgLJ---:A1U(A2\A1)U(A3\(A1UA2))U...GD.

Priklad 15.11.13. Necht X = {1,2,3,4} a S je systém obsahujici mnoziny {1, 2}
a {1,3}. Pak

0(S) ={0,{1,2},{1,3},{2,4},{3,4},{1,2, 3,4} }.

N4S systém §(S) neni o-algebra, protoze neobsahuje naptiklad mnozinu {1, 2,3} =
{1,2} U {1, 3}.

Hlavni ptfinos prace s Dynkinovymi systémy ndm dava nasledujici lemma, podle
néhoz neni nutné provadét ovéreni uzavienosti vzhledem k priniku dvou mnozin
napii¢ celym Dynkinovym systémem.

Lemma 15.11.14 (O rovnosti obalt). Necht X je mnoZina a S je systém jejich
podmnozin uzavieny vzhledem k priniku dvou mnoZzin. Pak §(S) = o(S).

Diikaz. Vzhledem k poslednim dvéma ¢astem pfedchozi poznamky staci ukézat,
ze §(S) je uzavieny vzhledem k priniku dvojice mnoZin. Zvolme E € 4(S) a
zkonstruujme pomocny systém

Dp:={ACX:ANE <€)}

Ukézeme, ze Dg je Dynkintv systém. Ziejmé X € Dg, nebot X N E = E. Déle
jestlize A € Dg, pak (X \ A)NE = E\ (ENA) € Dg (pouZivime tieti ¢ast
poznamky). Koneéné, pokud {A4,} C Dg jsou po dvou disjunktni, pak mnoziny
A; N E jednak padnou do §(S) podle definice Dg pro vSechna n € N a jednak
jsou po dvou disjunktni, takze tfeti vlastnost z definice Dynkinova systému dava
Uj=1(A; N E) € §(S). Nasledné J;2, A; € D a tim jsme zavisili ditkaz, ze Dg
je Dynkiniv systém.

Nyni ve specidlnim ptfipadé, kdy E € S, podle predpokladu lemmatu mame
S € Dg a odtud Dy D §(S). To znamend, ze E1 N Ey € §(S) kdykoliv E; € S
a Fy € §(S). Odtud dostavame, ze dokonce i v obecném piipadé, kdy E € §(S),
méame S € Dg. Proto i tentokrét plati Dg D §(S), coz jsme chtéli ukazat. O

Lemma 15.11.15 (O métitelnosti pfifazeni miry fezu). Nechtp,q € N, E € BP9,
Pak x +— \(E®) je borelovskd funkce na RP a y — A,(E,) je borelovskd funkce
na RY.
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Dikaz. Zkoumejme borelovskost funkce « — A\;(E7). Pro piehlednost tuto funkci
oznaéme sg. Tato funkce je dobfe definovana pro kazdou mnoZinu E € BPT4 podle
Lemmatu o fezech borelovskych mnozin (Lemma 15.11.10). Zafixujme n € N a
definujme pomocny systém

A, = {FE € Brta: SEA(—n,n)rte je borelovska funkce}.

Vyuzitim toho, ze BP9 je nejmensi o-algebra obsahujici omezené oteviené inter-
valy, ukazme, 7e A, D BPT4. Pfednd necht E je interval uvedenych vlastnosti. Pak
EN(—n,n)P™ = A x B, kde A C R? a B C RY jsou omezené oteviené intervaly.
Nésledné méame

0 proxz € RP\ A

sEﬂ(—nKﬂ)p'M (1') = {/\q(B) pro x € A.

Proto

e B  proa>\(B)
{z € RP: spr(_pnypta >} = AeBP  proac [0,\(B))
RP € BP pro a <0,

z ¢ehoz plyne borelovskost funkce sgp. V dalsim pfenechame podrobné zkouméani
arovnovych mnozin ¢tenafi a budeme postupovat o malinko rychleji.

Pokud E = RPT4, pak SEA(=n.n)rte = (21n)IX (—nn)» je opét borelovska funkce.

Necht E € A, neboli spn(_p nr+e je borelovskd funkce. Ziejmé je pak bore-
lovska také funkce s(_;, )r+e\ g, @ proto RN\ E € A,.

Nyni pfistupme k situaci, kdy E = U;’il E;, kde E; € A, pro kazdé j € N.
V pripadé, ze E; jsou po dvou disjunktni, mame

E;N(—n, n)p+q)

e

Il
-

Spr(-nmpea(@) = Ag((B 0 (=0,m)71)7) = ) (

= /\q(G (£ N (*nvn)””)“’) = i Ag(E; N (=n,n)PTa)?
j=1 j=1
=Y smnnnpe(a).
n=1

Nésledné borelovskost funkci na pravé strané implikuje borelovskost funkce na
strané levé.

Celkové jsme ukézali, Ze A,, je Dynkiniv systém obsahujici omezené oteviené
intervaly. Protoze prunik dvou intervalu takovéhoto typu je opét intervalem téhoz
typu, podle pfedchoziho lemmatu je d-obal roven o-obalu, coz jsou borelovské
mnoziny.

Ted uZ si stadi jen uvédomit, ze pro kazdou borelovskou mnoZinu £ C RPT¢
plati sp = sup,,cn SEn(—n,n)r+a @ vzpomenout si, ze supremum borelovskych funkei
je borelovska funkce. Tim je ditkaz dokoncen. O
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Lemma 15.11.16 (O integraci napii¢ fezy). Nechf p,q € N, E € BPT4. Pak

Aptq(E) = /Rp Ag(E®)dA,(x) = /Rq Ap(Ey) dXg(y).

Diikaz. Predné poznamenejme, ze podle predchoziho lemmatu jsou integrandy le-
besgueovsky méftitelné. Proto maji integraly dobry smysl. Pro kazdé n € N defi-
nujme pomocny systém

A, = {E C RP"9: pro E N (—n,n)P*? plati prvni identita ze znéni lemmatu}.

Ukazme, ze A,, obsahuje vSechny borelovské mnoziny. Protoze dokazovana rovnost
zfejmé plati pro omezené oteviené intervaly a ty jsou uzaviené vaci pruniku, staci
dokézat, ze A, je Dynkintv systém. Snadno nahlédneme, ze RPT4¢ € A. Pokud
A € A, pak médme

Apra(RPFI\ A) 0 (=175 1) = Ay (=1 m)7F) = Ay (=, )70 01 4)

= [ Alleman ) i) = [ (=m0 ) dhyla)
Rp

= [ Mty ) dngla)

Podobné vyfesime pripad spocetného systému po dvou disjunktnich mnozin. Cel-
kové dostavame, ze pro kazdé n € N a kazdou mnozinu E € BPt? plati

Apiq(E N (=n,n)PT9) = Ag(E 0 (=1, ) )X (—nnyr () dAp(2).
RP
Nyni jiz sta¢i pouzit Lebesgueovu vétu o monotonni konvergenci (Véta 15.7.6) a
mame dokazanu prvni identitu. Druha identita se dokaze analogicky. O

Dalsi dvé lemmata ndm umozni pouzivat dosazené vysledky o borelovskych
mnozinach pfi préci s lebesgueovsky méfitelnymi funkcemi.

Lemma 15.11.17 (O aproximaci lebesgueovsky métitelné funkce). Necht g je
lebesgueovsky méritelnd funkce na RN . Pak existuje borelovskd funkce go na RN
takovd, %e g = go skoro viude na RN .

Diikaz. Tvrzeni zfejmé plati pro charakteristické funkce lebesgueovsky méritelnych
mnozin diky tomu, ze ke kazdé lebesgueovsky méritelné mnoziné existuje borelov-
skd mnozina liSici se jen o mnozinu nulové miry. Odtud dostdvame platnost pro
jednoduché lebesgueovsky méfitelné funkce. Obecny vysledek nyni ziskame tak, Ze
k lebesgueovsky méfitelné funkci se da dokonvergovat jednoduchymi lebesgueov-
sky meéfitelnymi funkcemi f,,, ty se daji aproximovat borelovskymi jednoduchymi
funkcemi g,. Diky nasi konstrukci existuje lebesgueovsky meéfitelnd mnozina F
takovd, ze An(E) =0,

fao=g, maRY\E a g,—g naRV\E.

Pokud nyni vezmeme borelovskou mnozinu Ey D E spliujici Ay (Ep) = 0, jsou
funkce g, x g, stéle jednoduché borelovské, ale navic jiz konverguji bodové vsude,
a proto maji borelovskou limitu. O
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Lemma 15.11.18 (O skoro v8ude nulové funkci). Necht f je lebesqueovsky mévi-
telnd funkce na RPY4 a f = 0 skoro vdude. Pak pro skoro vsechna v € RP je funkce
% nulovd skoro vsude na R a pro skoro vsechna y € R? je funkce f, nulovd skoro
vsude na RP.

Dikaz. Oznacme
N = {(z,y) € RPT9: f(z,y) # 0}.

Pak N je lebesgueovsky méritelnd mnozina. Vezméme nyni H D N takovou, ze
Ap+q(H\ N) = 0 a H je typu Gs. Pak podle Lemmatu o integraci napfi¢ fezy
(Lemma 15.11.16) plati

0=Apq(H) = . Ag(H") dAp(z) = . Ap(Hy) dAq(y).
Protoze integrandy jsou nezaporné, musi byt nulové skoro vSude a z toho jiz plynou
dokazované vysledky. O

Diikaz Fubiniho véty (Véty 15.11.2). Véta podle pfedchozich lemmat ziejmé plati
pro charakteristické funkce borelovskych mnozin. Snadno odtud dostavame plat-
nost pro jednoduché borelovské funkce. V dalsim budeme dokazovat jen tvrzeni
z Fubiniho véty obsahujici mnozinu M?® (tvrzeni tykajici se M, se dokazi analo-
gicky).

Necht dale f je nezdpornd borelovské funkce. Podle Véty o aproximaci méfitel-
nych funkei jednoduchymi funkcemi (Véta 15.5.4) existuje monotonni posloupnost
nezapornych jednoduchych funkei {s,} takovd, ze s, — f. Pokud se navic pfi-
drzime konstrukce z dikazu uvedené véty, funkce s, jsou dokonce borelovské. Pro
kazdé n € N podle ivodu naseho dikazu pro skoro vSechna x € RP existuje

| s manw

(neboli funkce y — s,(x,y) je lebesguovsky métitelnd, coz je pro nezdpornou
funkci ekvivalentni existenci integralu) a

[osthn= [ [ seaanmane.

Protoze spocetné sjednoceni mnozin nulové Lebesgueovy miry méa nulovou Lebe-
sgueovu miru, existuje mnozina N € RP takovd, ze A\,(N) = 0 a pro vSechna
x € RP\ N plati

/ sn(z,y) dAg(y) existuje pro vSechna n € N.
]\/ x

Nésledné i limitn{ funkce y — f(z,y) je lebesguovsky mé¥itelnd pro vSechna x €
RP\ N a existuje

f(@,y) dAq(y).

M=
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Pro kazdé x € RP \ N dale diky Lebesgueové vété o monotonni konvergenci (Véta
15.7.6) mame

/ sn(@y) dAg(y) = f(z,y) dAq(y).

MI
Déle si poviimnéme, Ze funkce  — [, . s, (x,y) dAq(y) tvori monotonni posloup-
nost na € RP \ N. Diky tomu Lebesgueova véta o monotonni konvergenci (Véta
15.7.6) spolu s poslednim mezivysledkem dévaji

nli_)rr;o/]R /z (2, y) dAg(y) dAy( /]R nh—>H;o/ Isn(x,y)d)\q(y)d)\p(m)
[ ] fepanmane)
re J M=

Na druhou stranu piimou aplikaci Lebesgueovy véty o monotonni konvergenci
(Véta 15.7.6) ziskavame
/ Sn d)\p-i-q *)\/ fdAp_l'_q.
M M
Celkové jsme dostali
/ fd)\p+q<—/ snd)\p+q=/ / sn(z,y) dAg(y) dA, ()
M M R J M=
%

f(z,y) qu(y) d/\p(gj)~
Rp J M=

Tim jsme zavr§ili dikaz v pfipadé nezdporné borelovské funkce.

V pripadé lebesgueovsky meéritelné funkce f pracujeme tak, Ze nejprve podle
predposledniho lemmatu pouZijeme rozklad na f = fo + (f — fo), kde fo je bo-
relovskd a f — fo = 0 skoro viude na RPT9. Na funkci f — fy aplikujeme Lemma
15.11.18. Dostavame, ze pro skoro vsechna x € R? mame

/ﬂ [ @y) = folwy)) drgly) =0

Diky tomu jednak uvedeny integral existuje a navic plati

/M(f—fo)dkpﬂ:o:/ 0dX,( /R/ () — folz,y)) drg(y) drp(2).

Dale funkci fj rozlozime na kladnou a zapornou ¢ast, na které nasledné aplikujeme
vyse ziskané vysledky. Protoze f € £*(M), zfejmé mame fy € L*(M) a diky tomu
mizeme vysledky (alespoii jedna z nésledujicich rovnosti obsahuje kone¢na éisla)

/ S g = / Fi () drg(y) Ay (2)
M rRe J M=

/ fi Dpig = / fi (@) drg () (@)
M R J M=
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od sebe odecist a dostavame
[ fadha= [ [ e ar) an).
M Rr J M=

Navic je-li kuprikladu konecné €islo [o, [1,. fo (@,y) dAg(y) d),(x), pak méme pro
skoro viechna z € R? kone¢ny integrél [,,. fo (x,y) dAq(y) a pro takové x mé pak
smysl

ff@ oy dg) = [ fo @y dr@) = | folz,y)drg(y).

Ze ziskanych vysledkd pro f — fo a fy jiz snadno ziskdme vSe pozadované pro

f=(—fo)+ fo- O

15.12 Véta o substituci

Dalsim néastrojem, ktery si pfedstavime, je (vicerozmérna) Véta o substituci.

Véta 15.12.1 (Véta o substituci). Necht G C RY je oteviend mnozina a ¢ €
CH(G;RYN) je prosté zobrazeni. Pak pro libovolnou lebesgueovsky mévitelnou funkci

f: RN = R definovanou na ¢(G) plati

/ﬂ@f ) din(y /f ()] dAw (),

mda-li alesport jeden z integralu smysl.

Dtikaz Véty o substituci je velmi obsdhly. Na chvili jej odlozime a budeme se
vénovat prikladtm.

Priklad 15.12.2. Necht —00 < @ < 8 < 0 a ¢ € C!([a,8]) mé& nenulovou
derivaci na [«, ]. Oznaéme [a,b] := (o, B]). Necht f € C([a,b]). V této situ-
aci mizeme pouzivat substituci pro vSechny tfi ndm znamé integraly. V pripadé
Riemannova ¢i Newtonova integralu a rostouci funkce ¢ mame

/abfdy - /;r) fdy = /j Flp(@)¢' (z) da

Pokud je ¢ klesajici, mame

[rom [ s [ = [ st

Pokud pouzijeme nasi novou Vétu o substituci (Véta 15.12.1), pro rostouci ¢ méme

b
/ ) = [ f) () = / (@)l (@) dr ()
a (Oéﬁ)

(a,b)
/ Fo@)¢ (@) o ()
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a pro ¢ klesajici dostavame

b p(a)
d\; = d\; = dA
/a f / | JB) /W) S
- / Fo(@)le! ()] dh (= / Fp(@)e (@) dh (o).
(a7/8)

Povsimnéte si, ze v pripadé klesajici funkce ¢ ma naSe nova substituéni metoda
odlisné znaménko u ¢initele ¢’(x), to se ale kompenzuje tim, Ze neprohazujeme
meze integralu.

Nyni jsme jiz také pripraveni na jednodussi ziskani vysledku

I::/ e da = VT
0

2

Piiklad 15.12.3. Na R? pouzijeme polarni soufadnice definované predpisem = =
rcosa, y = rsina. Toto pfifazeni definuje zobrazeni ¢: R? — R2, jehoZ jacobian
je roven

cosa —rsina
Jp = det . =r.
sina  rcosa

Defini¢ni obor ¢ potfebujeme zvolit tak, aby se jednalo o prosté zobrazeni. Volime
G := (0,00) x (—m,7) (pfipad r = 0 ndm vyloucil pozadavek na prostotu). Pak
plati

0(G) =R?*\ {(z,0) € R*: z < 0}.
Protoze A2({(z,0) € R?: z < 0}) = 0, pii integraci se neprojevi, zda integrujeme

2
pires R? ¢ (G). Prejdéme nyni k vypoctu integralu I = fogc d\1, kde nejprve
pouzijeme Fubiniho vétu (Véta 15.11.2), pak Vétu o substituci (Véta 15.12.1), na
jejiz aplikaci jsme se pravé pripravili, a pak Fubiniho vétu jesté jednou. Dostavame

A% = / e A\ () / e ¥ A\ (y) = / e eV d)y
— 00 R?
/ ey, = / e rdAy = / / re”"" A\ () dA (r)
e(G G 0 -7
/0 2mre" dAi(r) = [—ﬂe*rqo =T.

Odtud I = 4.

Poznamka 15.12.4. Podobné jako jsme pii pouZivani polarnich soufadnic ne-
mohli substituovat na celé mnoziné R?, i p¥i praci s valcovymi & sférickymi sou-
fadnicemi na R? se musime vzdy vzdat jisté mnoziny nulové Lebesgueovy miry.

L(x)T(y)
T'(z+y)

Ctenéii jesté dluzime odvozeni vzorce B(z,y) = pro z,y > 0.
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Priklad 15.12.5. Tentokrat definujme zobrazeni ¢: R? — R? predpisem u = zt,
v = z(1 —t). Polozme G := (0,00) x (0,1). Pak mame

t z
J¢—det(1t Z)——z.

Navic ¢(G) = (0,00) x (0,00), nebot plati z = u+ v a t = 4. Ukazme, Ze
zobrazeni ¢ je prosté. Pokud plati
thl = Zth
zZ1 — thl = 2’1(1 — tl) = 22(1 — tg) = 29 — 22t27
porovnénim prvniho fadku s krajnimi vyrazy na druhém radku okamzité dosté-
vame z1 = z9. Prvni fddek pak dava t; = t2 (pracujeme na G), ¢imz je ovéfili, ze

zobrazeni ¢ je prosté na G. Nyni pouzijeme pravé oduvodnénou aplikaci Véty o
substituci (Véta 15.12.1) spolu s Fubiniho vétou (Véta 15.11.2)

I'(x)'(y) = /000 u”te T d\ (u) /000 v te " d\ (v)

:/ u” Ve T d g (u, v)
°(G)

= [0t = 0y e ol ez
o0 1

:/ /(zt)zfl(z(l—t))yflefzzd)\l(t)d)\l(z)
o Jo

:/ zr+y—1e—ZdA1(z)/ 11 — ¥ A (¢) = T(z + y) B(x, ).
0 0

15.12.1 Dodatek: dikaz Véty o substituci

Nejprve ukazme, ze pokud zobrazeni ¢ je a-lipschitzovské, pak Lebesgueova mira
obrazu libovolné lebesgueovské mnoziny nepiesahne o’V -nasobek Lebesgueovy mi-
ry této mnoziny. Toto tvrzeni je zfejmé v piipadé, kdy nasi mnozinou je koule.
U obecnéjsich mnozin budeme postupovat tak, Ze je popiSeme jako sjednoceni
kouli. Pfi takovém rozkladu je vsak nutné postupovat opatrné. Vzpomenme si na
ynesikovny* postup odstranovani kouli z intervalu (0,1), ktery vede k tomu, Ze
nam zustane Cantorovo diskontinuum kladné miry.

Véta 15.12.6 (Vitaliho véta o pokryti). Nechf A C RN a G D A je oteviend
mnoZina. Pak existuje nejuyse spocetny systém {B;}jcs, J C N, po dvou disjunkt-
nich uzavrenych kouli obsazenych v G takovy, Ze

w (AU B) =o.
JjeJ
Diikaz. Nejprve se zabyvejme piipadem, kdy G je omezena. Muzeme navic pted-

pokladat, ze zddny koneény systém po dvou disjunktnich uzavienych kouli obsa-
zenych v G nepokryva A, jinak bychom byli hotovi.
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Novy systém vybirdme indukci. V kazdém kroku spoc¢teme supremum polo-
mért ze viech pi{pustngch kouli (lezi v G, protinaji A a neprotinaji koule dosud
vybrané) a vybereme pfipustnou kouli, jejiz polomér je vétsi neZ polovina uvede-
ného suprema.

Tento proces se v zadném kroku nezastavi. Skutecné, jednak mnozinu A nikdy
uplné nepokryjeme diky dodate¢nému predpokladu a navic stale existuji pfipustné
koule do dalsiho kroku diky otevienosti dosud nepokryté ¢asti G. Dostaneme tedy
nekoneénou posloupnost po dvou disjunktnich kouli {B;}32,.

Ukazme, Ze Ay (A \ U;’il Bj) = 0. Necht v dal§im r; > 0 zna¢i polomér a z;
znaci stfed koule Ej. Necht dale s; znac¢i supremum poloméra kouli pfipustnych
v j-tém kroku konstrukce (pfipometime 0 < %J < r; < s;). Nejprve si pov§imnéme,
zZe

o . .
A(G) <00 = > A(Bj)<oo = M(B)’=F0 = ;" =0
j=1

Zvolme x € A\ U?; Bj a zafixujme p € N. Diky otevfenosti a neprazdnosti
mnoziny G\ U?:l B existuje koule B takova, ze

p
IEQECG\UEJ'.
j=1

Oznacuje-li r polomér této koule, pak musi platit r < s, (nase koule byla pfipustna
v p-tém kroku) a navic (diky s; — 0) existuje ¢ € N takové, ze r > s,. To znamena,
7ze mezi koulemi B, 1, Bpi2,. .. 7§q,1 existuje alespoil jedna koule protinajici B.
Necht j v dal$im zna¢i minimélni index takové koule. Protoze B byla piipustna
v j-tém kroku, z pfedchozi konstrukce a B; N B # () dostavame r < s; < 2r; a
odtud B C Bs,, (x;). Nasledné plati

A\ UEJ C U§5Tj(l‘j)

Jj=p

a odtud diky Vé&té o Lebesgueové mife roztazené mnoziny (Véta 15.3.14) mame

(U B) <0 (U o () = 30wy () = Y5 () "0
= =p J=p j=p

V obecném pifipadé, kdy G neni omezend, piedchozi postup aplikujeme na
dvojice A1 = AN Bl(O) a Gl =GN Bl(O), A2 = AN (BQ(O) \El(O)) a G2 =
G N (B2(0) \ B1(0)), atd. Ziskané systémy potom sjednotime (nevadi, ze zistaly
nepokryté sféry 9B, (0), n € N, nebot maji nulovou Lebesgueovu miru). O

Poznamka 15.12.7. (i) V dukazu jsme potiebovali pracovat s uzavienymi kou-
lemi kvili tomu, aby nepokryté ¢asti mnoziny G vstupujici do jednotlivych kroki
konstrukce byly oteviené. Na druhou stranu, hranice koule ma nulovou Lebesgu-
eovu miru. Mame-li tedy spocetny systém uzavienych kouli, odstranénim jejich
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hranic ztratime jen mnozinu nulové Lebesgueovy miry. Proto lze Vitaliho vétu o
pokryti (Véta 15.12.6) formulovat i pro oteviené koule.

(i) Vitaliho véta o pokryti byva v literatufe uvadéna v obecnéjsi verzi, kterd pii-
pousti situaci, kdy je zakdzano pfi pokryvani pouzit nékteré koule.

Diisledek 15.12.8 (O pokryti mnoziny koulemi). Necht A C RY je oteviend
mnoZina a € > 0. Pak existuje spocetny systém otevienych kouli {B;} se stiedy
v mnoziné A takovy, Ze

o0

Ac B, o D AN(B) < An(A) +e
j=1

Jj=1

Diikaz. Budeme aplikovat verzi Vitaliho véty o pokryti (Véta 15.12.6) z predchozi
poznamky. Dostavame, Ze existuje systém po dvou disjunktnich kouli obsazenych
v A pokryvajici celou mnoZinu A az na mnoZinu nulové Lebesgueovy miry. Tu
muZeme pokryt (podle definice Lebesgueovy miry) spoéetné mnoha otevienymi
intervaly {I,,} takovymi, ze An(U,_; Im) < €. Nyni existuje spocetny systém
uzavienych krychli {Q} takovy, Ze

Glmc GQk a )\N(GQk)<)\N<G Im>+5<25
m=1 k=1 k=1 1

m=

(ke kazdému zadanému kvadru najdeme [ € N tak velké, Ze pokud RY rozfezeme
na krychlicky o hrané 27!, pak sjednoceni krychli¢ek protinajicich tento kvadr
mé Lebesgueovu miru nejvyse dvojndsobnou oproti nasemu kvadru). Zbyva jiz
jen vzit priméfené malé oteviené koule obsahujici nase krychle. Lebesgueova mira
se tim zvétsi jen o multiplikativni konstantu zévislou pouze na dimenzi. Koule
odpovidajici krychlickdm lezicim mimo A (ty mohou vzniknout, pokud néktery
z pomocnych kvadri zasahuje daleko mimo A) ze systému odstranime. Pokud ma
néktera ze zbylych kouli stfed mimo A, vyuzijeme toho, Ze mnoZinu A protina, a
proto existuje koule s nejvyse dvojnasobnym polomérem takova, Ze uz mé stied
v mnoziné A a nasi kouli obsahuje.

Hledany systém je sjednocenim kouli, které nam dala Vitaliho véta o pokryti,
a kouli, které jsme pravé zkonstruovali. O

Diisledek 15.12.9 (O miie obrazu pii lipschitzovském zobrazeni). Nechtf G C RY
je oteviend mnozina, E C G a ¢: RN — RY je a-lipschitzovské zobrazeni na G.
Pak

A (@(E)) < oAy (B).

Je-li ¢ pouze lokdlné lipschitzovské na G, pak zobrazuje podmnoziny G, které magji
nulovou Lebesgueovu miru, na mnozZiny nulové Lebesgueovy miry.

Diikaz. Dokazme prvni tvrzeni. Stadi uvazovat jen pfipad Ay (E) < oco. Zvolme
e > 0. Podle Véty o vnéjsi a vnitini regularité Lebesgueovy vnéjsi miry (Véta
15.3.18) existuje oteviend mnozina H D E takova, Ze

Av(H) < Ny (B) +é.
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Navic mizeme predpokladat, ze H C G, jinak prejdeme k HNG. Podle piedchoziho
dtsledku existuji koule {B;} = {B,,(z;)} takové, ze {z;} C H,

HcGBj a Z)\N ) < An(H) +e.

Diky a-lipschitzovskosti (tedy konstanta lipschitzovskosti je «) zobrazeni ¢ ko-
nefné dostavame (nékteré z kouli mohou zasahovat mimo G, proto musime byt
opatrni)

N (o ))<>\N( (QBmG)))—AN(UwB mG) Z o(B;NG))
gi Bar, (p(z5))) :ZQNAN(BTJ i oN Ay (B
< aV (AN (E) +2¢). j

Jestlize ¢ je pouze lokalné lipschitzovské na G, pro kazdé j € N polozme
K; = {z € G: dist(z,RY \ G) > %} N B;(0).

Tim jsme ziskali kompaktni mnoziny spliujici K1 C Ko C --- C G a Ujil K; =G.
Pokud nyni E C G spliiuje An(E) = 0, kazda z mnozin F N K; mé tutéz vlastnost
a navic lezi ve vnitiku kompaktu K; i, na némz je zobrazeni ¢ lipschitzovské.
Nésledné diky prvni ¢ésti lemmatu méame Ay (@(E N K;)) =0 a odtud

An(p(E)) = /\N(U o(EN Kj)) = lim Av(p(ENK;)) =0.

— 00
j=1 !

O

Dusledek 15.12.10 (O rotacni invarianci Lebesgueovy miry). Lebesgueova mira
je rotacéné invariantni (pri rotaci se zachovdvd jak lebesgueovskd méritelnost, tak
hodnota Lebesgueovy miry mnoZiny).

Diikaz. Z Dusledku o mife obrazu pfi lipschitzovském zobrazeni (Disledek 15.12.9)
plyne, Ze pfi rotaci se Lebesgueova vnéjsi mira nemtze zvétsit. Tentyz vysledek
aplikovany na inverzi k nasi rotaci dava, ze se Lebesgueova vnéjsi mira nemiize ani
zmensit. Diky tomu se také pii rotaci zachovava rovnost v podmince z Carathéo-
doryho kritéria méfitelnosti (Definice 15.3.5). Odtud jiz snadno plyne zachovani
meéritelnosti. O

Dusledek 15.12.11 (O méfitelnosti obrazu pifi reguldrnim zobrazeni). Necht
G C RY je oteviend mnoZina a ¢ € CH(G;RYN) je prosté reguldrni zobrazeni.
Pak pro libovolnou lebesgueovsky méfitelnou mnoZinu A C G je @(A) lebesgueov-
sky méritelnd mnoZina.
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Diikaz. Protoze A je lebesgueovsky méritelnd, muzeme psat A = A; U Ao, kde
Ay je borelovskd a Ay (A2) = 0. Podle Véty o charakterizaci méfitelnych funkei
pomoci vzort (Véta 15.4.6) je ¢(A1) lebesgueovsky méfitelnd mnozina jakozto
vzor borelovské mnoziny pfi spojitém zobrazeni ¢~!. Dale Ay (¢(A42)) = 0 podle
posledni ¢asti Disledku o mife obrazu pii lipschitzovském zobrazeni (Dusledek
15.12.9), nebot funkce ¢ je lokéalné lipschitzovské. Celkové je mnozina

p(A) = (A1) Up(A2)
lebesgueovsky métitelna. O

Poznamka 15.12.12. (i) Ditkaz byl zaloZen na vlastnosti naseho zobrazeni
AN(E)=0 = An(p(E)) =0.

Této vlastnosti se fikd Luzinova vlastnost (N).

(ii) Pro Luzinovu vlastnost (N) nestaci spojitost, uvazte Cantorovu funkci, ktera
zobrazuje Cantorovo diskontinuum na mnozinu plné Lebesgueovy miry.

(iii) Pokud je ¢: G +— R homeomerfismus (¢ a ¢! jsou spojitd), pak je Luzinova
vlastnost () ekvivalentn{ tomu, Ze ¢ zobrazuje lebesgueovsky métitelné mnoziny
na lebesgueovsky méritelné mnoziny. Skutecné, pokud plati Luzinova vlastnost
(N), mtizeme pouzit konstrukci z predchoziho dikazu. Pokud tato vlastnost ne-
plati, vezmeme E C G spliiujici Ax(E) = 0 a An(e(E)) > 0. Pro jakoukoliv
lebesgueovsky neméfitelnou mnozinu A C p(FE) pak mame A(p~1(A)) = 0. Tedy
¢ 1(A) je lebesgueovsky méfitelna mnozina, kterd nem4 lebesgueovsky méfitelny
obraz.

Dale si dokazme nasledujici zndmy vysledek.

Tvrzeni 15.12.13 (O vztahu determinantu a Lebesgueovy miry rovnobéznosté-

nu). Nechf N €N, N >2avy,...,vy € RN. Pak N-rozmérnd Lebesgueova mira
rovnobézZnosténu urceneho vektory vi,...,vy, tedy mnoZiny
N
M = {Ztivi: t1,...,tny € [0, 1}},
i=1
je rovna absolutni hodnoté determinantu matice, kde jsou vektory vi,..., VN za-

psané€ jako sloupce.

Dikaz. Tvrzeni je ziejmé v pripadé, kdy vy, ..., vy jsou linedrné zavislé, protoze
tehdy je rovnobéznostén podmnozinou nadroviny (ta mé nulovou Lebesgueovu
miru) a determinant je nulovy.

Ve zbytku dikazu se budeme zabyvat pripadem linedrné nezavislych vektora.
Zde je vSe jasné v ptipadé diagonalni matice (pFipomerime, ze Lebesgueova mira
kvadru je rovna souéinu délek jeho hran). Na tento pfipad zbyvajici pfipady pre-
vedeme. Uc¢inime tak ve dvou krocich. Nejprve si ujasnime, ze standardni geomet-
rickd definice objemu rovnobéznosténu (soucin vysky a plochy podstavy) je totozna
s jeho N-rozmérnou Lebesgueovou mirou. Ve druhém kroku si ukazeme, ze kazdy
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rovnobéZnostén se dé koneénym poctem kroku pretransformovat na kvadr, pfi¢emz
jednotlivé transformace neméni ani hodnotu determinantu ani geometricky objem.

Krok 1: rovnost geometrického objemu a Lebesguovy miry rovnobéznosténu.
Budeme postupovat indukci. Necht je nejprve N = 2. Rotaci rovnobézniku miizeme
dosahnout toho, ze podstava je rovnobézna s osou odpovidajici prvni proménné
v R2. Rotaci jsme opravnéni provést diky tomu, ze jednak rotace neméni geo-
metricky objem a jednak se pfi ni zachovava Lebesgueova mira diky Dusledku o
rota¢ni invarianci Lebesgueovy miry (Dusledek 15.12.10).

Nyni provedeme dolni odhad miry rovnobézniku. Necht d > 0 je délka podstavy
a h > 0 je vyska rovnobézniku. Zvolme € > 0. V zavislosti na zkoseni rovnobézniku
lze volit m € N tak velké, ze obdélnik o podstavé (1 — ¢)d a vysce %, ktery ma
stfed dolni podstavy ve stfedu dolni podstavy rovnobézniku, lezi cely v rovno-
bézniku. Diky tomu dokazeme do rovnobézniku umistit m kopii naseho obdélniku
(pfekryvaji se jen hrany, které maji nulovou dvojrozmérnou Lebesgueovu miru;
metoda konstrukce je zndzornéna na obrézku), a proto dostdvéame

Ao (M) > m((1 - s)d%) = (1—¢)dh.

ProtoZze ¢ > 0 bylo libovolné, dostavame Ao(M) > dh. Obraceny odhad ziskdme
podobné za pomoci obdélnikti s podstavou délky (1 + €)d.

/

Obréazek 15.4: Aproximace zevniti v R?: rovnobéznik vyplitujeme obdélniky, pii
jejichz konstrukci vychézime ze zmensené podstavy.

Pro N = 3 postupujeme tak, Ze podstavu, kterd je rovnobéznikem (vztah jeji
dvojrozmérné Lebesgueovy miry a geometrického obsahu jsme jiz odvodili vyse)
nahradime rovnobéZnikem s rozméry rovnymi (1 —e)-nasobku rozméri ptivodnich.
Ten umistime do vnitiku spodni podstavy (tfeba pomoci stejnolehlosti se stfedem
posouvanim mnoziny P X [0, %] Jeji miru umime urcit diky predchozimu induke-
nimu kroku a Fubiniho vété (Véta 15.11.2). Pokracujeme indukci.

Krok 2: postupné transformace rovnobéznosténu.

Nejprve si uvédomme, ze kazdou reguldrni matici umime prevést na matici dia-
gonalni tim, ze k jednotlivym sloupctim pfic¢itdme vhodné nasobky sloupct ostat-
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Obréazek 15.5: Aproximace zevniti v RY: ve vyssi dimenzi je podstavou rovnobéz-
nostén, ktery nahradime o malinko mensim rovnobéznosténem ziskanym pomoci
stejnolehlosti.

zustava zachovan i geometricky objem rovnobéznosténu. Necht ptivodni rovnobéz-
nostén je dan vektory vi,...,vy a modifikovany rovnobéznostén je dan vektory
Vi,...,Vj_1,V; + v, Vii1,..., VN, pro néjaké o € R\ {0} a¢ € {1,...,N}\
{j}. Oznag¢ime-li jako dolni podstavu mnoZinu, kterd je ddna pomoci vektord
Vi,...,Vj_1,Vjt1,...,Vy, pfesnéji mnozinu

Z tlv"'7tj—1atj+la"'7tN€[071}}7
i€{1,....,N}\{sj}

pak dolni podstavu (a tedy i jeji obsah) maji oba rovnobéznostény totoznou. Navic
horni podstava nového rovnobéznosténu je horni podstava rovnobéznosténu pi-
vodniho posunuta o néjaky nasobek vektoru lezicitho v nadroviné dolni podstavy.
Tim padem se nezménila vyska rovnobéznosténu a geometricky objem ziistal za-
chovan. Ten je navic podle prvniho kroku roven Lebesgueové mife. Diky tomu
nase transformace zachovavaji i Lebesgueovu miru rovnobéznosténu a dukaz je
dokoncen. O

V hlavni éasti dikazu Véty o substituci (Véta 15.12.1) budeme naSe zobrazeni
¢ lokalné aproximovat linedrnimi zobrazenimi. Casto budeme pouzivat nasledujici
vysledek.

Lemma 15.12.14 (O transformaci miry pii linedrnim zobrazeni). NechfL: RY —
RY je linedrni zobrazeni reprezentované matici M a E C RY je lebesqueovsky
méritelnd mnozina. Pak Ay (L(E)) = |det M|A\y(E).

Diikaz. Zabyvejme se jen pfipadem |det M| > 0, jinak je vSe zfejmé. Definujme
pro kazdé n € N systém

A, = {E CRY: AN(L(E N (—n,n)N)) = |det M|Ax (E N (—n,n)N)}.

Ukazme, ze A,, obsahuje vSechny borelovské mnoziny. Za¢néme tim, ze uvazime
E c RY jako omezeny otevieny interval. Tvrzeni je zfejmé pro N = 1. Pokud N >
2, vyuzijeme Tvrzeni o vztahu determinantu a Lebesgueovy miry rovnobéznosténu
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(Tvrzeni 15.12.13). Protoze prinik dvojice omezenych otevienych intervald je opét
omezeny otevieny interval, diky Lemmatu o rovnosti obalt (Lemma 15.11.14)
zbyvéa ukdzat zbyva ukazat, ze A, je Dynkiniv systém.

Ziejmé plati RN € A,. Pokud {E,} C A jsou po dvou disjunktni mnoziny,
ziejmé maji tutéz vlastnost i systémy {E, N (—n,n)V} a {L(E,N(-n,n)V)}. Pak
uz je snadno vidét, ze |Jo—, E, € A,. Konetné, pokud E € A,, pro libovolné
n € N mame

Av(L(RY\ E) N (=n,n)™))
= AN (L((=n,n)")) = AN (L(E N (=n,n)"))
= |det M|An((—n,n)) — |det M|An (E N (—n,n)Y)
= |det MMy ((RY \ E) N (=n,n)N).

Odtud pro vsechny borelovské mnoziny plati
AV (L(EN (=n,n)Y)) = |[det M|An (E N (=n,n)Y).

Pomoci Lebesgueovy véty o monotonni konvergenci (Véta 15.10.3) nasledné do-
stavame
A (L(E)) = | det My (B).

Pokud je E C RY lebesgueovsky méfitelna, piepiseme si E = EUE,, kde E; je
borelovska a Ay (E2) = 0. Druhou mnoZinu pak standardné nahradime borelovskou
nadmnozinou nulové Lebesgueovy miry. O

V dalsim budeme pro jednoduchost pouzivat pro eukleidovskou normu prvku
x € RY zkricené znaceni |x|. P¥ipometime jesté znaceni 0 := (0,...,0) € RV,
Véta 15.12.15 (Sardova véta). Necht G C RY je oteviend mnoZina a necht
o € CYHG;RYN). Pak
Av(p({z € Gt Jy(@) = 0}) = 0.

Dikaz. Necht @ je libovolnd uzaviend krychle splitujici @ C G. Délku jeji hrany
oznacme d. Zafixujme € > 0. Déle vektorova funkce

W) —p@)-Veo(z) (y—=)
H(z,y) = o pro. 7y
0 prox =y

je spojitd na Gx G (pouzije se ¢ € C(G;RY) a Lagrangeova véta piirtistku funkce,
tedy Véta 6.3.3), a proto je stejnomérné spojitd na @ x Q. Nasledné je mozné nalézt
k € N tak velké, Ze pokud @ rozfezeme na k% stejné velkych krychlicek (piekryvaji
se jen jejich stény), pro = a y pat¥ici do téze krychlicky plati |H(x,y)| < e. Zaroven
o je nutné lipschitzovské na @, tedy existuje M > 0 spliujici

lp(y1) —@(y2)| < Mlyr —y2|  pro viechna yi,y € Q.

Necht v dals§im S oznac¢uje jednu z malych krychli¢ek, kterd obsahuje bod x
spliiujici Jo,(z) = 0. Poviimnéme si, Ze pak z — V() z zobrazuje RY na nejvyse
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(N —1)-dimenzionalni podprostor RY. Ozna¢me jej V. Pokud navic y € S, pak vyse
uvedeny odhad |H(z,y)| < e zaruduje, Ze vzdélenost ¢(y) od mnoziny V + ¢(z)
(posunuty podprostor) je nejvyse e|ly — z|. Tuto hodnotu lze podle pfedchozich
voleb odhadnout éfslem ev/N 4.

Na druhou stranu méame diky lipschitzovskosti ¢ odhad

loly) — #@)] < Mly — o] < MV,

Celkové jsme zjistili, ze obraz mnoziny S lezi v priniku pasu a koule. Tento prinik
je obsazen ve valci s polomérem podstavy M+v/N % a vyskou 2evV/ N %. Lebesgueovu
miru této mnoziny 1ze odhadnout hodnotou kc—ﬁ Protoze krychlicek je nejvyse kV,
dostavame

An(p({z € Q: Jp(x) = 0})) < Ce.

Navic € > 0 bylo libovolné, proto Ay (p({z € Q: J,(z) =0})) = 0.

Protoze G je mozné pokryt spofetnym systémem uzavienych krychli (staci
brat vSechny krychle, které lezi v G a jejichz rohy maji racionédlni soufadnice),
jsme hotovi. O

Predstavme si dalsi ingredienci naseho diikkazu Véty o substituci.

Véta 15.12.16 (Lebesgueova véta o hustoté). Necht E C RY je lebesqueovsky
meéritelnd mnozZina. Pak skoro kaZdy bod x z mnozZiny E je bodem hustoty této
mnoZiny, neboli splriuje

lim AN(Br(z)) N E)

A OB @)

Lebesgueovu vétu o hustoté zde nebudeme dokazovat. Ziskd se tak, Ze na
funkci y g aplikujeme Vétu o Lebesgueovych bodech, kterou si dokazeme v kapitole
o Lebesgueovych prostorech. Ditkaz Véty o Lebesgueovych bodech (Véta 16.5.13)
a v ném pouzita teorie Vétu o substituci (Véta 15.12.1) nepouziva, nehrozi tedy
diikaz kruhem.

Nyni se opét vratme k aproximacim pomoci linedrnich zobrazeni. Pro takovéa
zobrazeni budeme pouzivat normu

|IL|| = sup{Lz: z € RY, |z] < 1}.

Pokud je L reprezentované matici M, plati |det M| < ||L||", nebot L zobrazuje
jednotkovou krychli na rovnobéZnostén o objemu |det M| a s hranami délky ne-
prekracujici ||L]|.

Lemma 15.12.17 (O vlastnostech linearni aproximace). Nechtf G C RY je ote-
viend mnoZina, ¢ € C1(G;RYN) je prosté requldrni zobrazeni a € > 0. Necht F C G
je lebesgueovsky méritelnd mnozina a L: RN — RYN je prosté linedrni zobrazent
reprezentované matici M, které splriuje

lo(s) — p(t) — L(s — )| <e|s — ¢t pro vSechna s,t € F. (15.12.1)
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Oznacme )

o= —
1 —ef[L=1]

Pak plati nasledugjici tvrzend.

(i) Zobrazeni ¢ o L™! je B-lipschitzovské na L(F).

(ii) Jestlize e|L71|| < 1, pak Lo~ je a-lipschitzovské na @(F).

(iii) Pro skoro vSechna t € F plati ||de(t) — L|| < € a pro vSechna t € F plati
I (0] < BV det M.

(iv) Jestlize e|L~1|| < 1, pak pro viechna t € F plati |J,(t)| > o= N|det M.

(v) Pro kaZdou lebesgueovsky méritelnou mnoZinu E C F plati

a Bi=1+¢e|L7Y.

An(p(E)) < B | det MIAy (E).

(vi) Jestlize e|L7Y|| < 1 a E C F je lebesgueovsky méritelnd, pak

B*NofN/ T, dAy < An(e(E)) < 5NaN/ T, dAy.
E E

Diikaz. Necht t,s € F. Pak

p(s) — ()] < l(s) —p(t) = L(s —t)| + [L(s — t)| < efs —t| + [Ls — Lt|
< e|L7Y|Ls — Lt| + |Ls — Lt| = B|Ls — Lt|.

Odtud snadno dostédvame (i). Navic plati

[Ls — Lt| < [p(s) — @(t) — L(s — t)] + o(s) — 9(t)] < els — t] + lo(s) — (1)
< L [Ls — Lt| + i (s) — ().

Jednoduchou tpravou odtud dostavame
(1 = L7HD[Ls — Lt| < Jo(s) — @(1)],

z ¢ehoz plyne (ii).

DokaZme (iii). Necht ¢ € F' je bodem hustoty mnoziny F. Zafixujme € > 0.
Dale z piedpokladu ¢ € C'(G;RY) plyne, Ze pro s z dostate¢né malého okoli bodu
t plati

0(s) — o(t) — dp(t)(s — )] < Els — t].

Na priniku tohoto okoli s mnozinou F' proto plati

[dp(t)(s —t) = L(s — )| < |p(s) — @(t) — dp(t)(s — )] + [p(s) — () — L(s — 1)
< (E+4¢)ls—t|.

Tvrdime, Ze posledni odhad plati dokonce pro s € RY. Skute¢né, pokud by tomu
tak nebylo, nasli bychom bod tvaru s =t + v € RV, ve kterém by odhad neplatil.
Diky spojitosti obou line4drnich zobrazeni vystupujicich na levé strané by existovalo
okoli bodu s, v jehoz zadném bodé by odhad neplatil. Nasledné diky linearité obou
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zobrazeni by odhad neplatil v odpovidajicim kuZelu s vrcholem v bodé t. Tim
bychom ale dostali spor s tim, zZe t je bodem hustoty mnoziny, kde odhad plati.
Koneéné, protoze £ > 0 bylo libovolné, dostavame

|dp(t)(s —t) —L(s—t)] < els—t pro viechna s € RY

a méame prvni odhad z (iii). Dale podle (i) ma zobrazeni ¢ o L~! absolutni hodnotu
derivace v kazdém jednotkovém sméru shora odhadnutou ¢islem 3. Proto ma jeho
Jacobiho matice vsude normu odhadnutou ¢islem 5. Odtud plyne

1T (0)]| det M| < BV,

Snadno tedy dostavdme druhy odhad. Podobné v dikazu éasti (iv) vyuZijeme
odhad |det M||J,-1(p(t))| < o (ziskany pomoci (ii)) a rovnost |J,-1(@(t))] =
|Jo ()]~ (plyne z globélni verze Véty o inverzi, tedy Véty 12.8.7).

V dtikazu ¢&sti (v) pouzijeme (i), Diisledek o méFitelnosti obrazu p¥i regulér-
nim zobrazeni (Dusledek 15.12.11), Diisledek o mife obrazu pfi lipschitzovském
zobrazeni (Dtisledek 15.12.9), Lemma o transformaci miry pfi linedrnim zobrazeni
(Lemma 15.12.14) a dostavame

An(p(B)) < BYAN(L(E)) = V| det MAn (E).

Pouzijeme-li navic (iv), pfedchozi odhad davé
A (p(B)) < 6% |det MAN(E) < 8 [ 13,] .
E

coz je druha nerovnost v (vi). Zbyvajici nerovnost dostaneme analogickym postu-
pem zaloZenych na (ii) a (iii), kde je prvnim krokem odhad

AN (p(E)) > a VAN (L(E)) = a™ V[ det M| Ay (E)
a nasledné

A (@(B)) > a=N|det MAy (E) > B~Na~N /E T, dAy.

O

Dikaz Véty o substituci (Véta 15.12.1). Nejprve se zabyvejme piipadem f = xp,
kde F' C ¢(G) je lebesgueovsky méfitelnd mnozina. Ozna¢me E := ¢~ (F), coz
je lebesgueovsky méfitelnd mnozina (vzor lebesgueovsky méfitelné mnoziny pfi
spojitém zobrazeni). Nasim cilem je ukédzat, ze plati

A ((B)) = /E T, dAy. (15.12.2)

Pak totiz budeme mit i dokazovanou rovnost, nebot pravé uvedend rovnost zaru-
cuje, ze

[ xrdw =aw(E) = awleE) = [ 13glar
»(G) E

- /G X () [T ()| dAn ().
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Zabyvejme se nyni diikazem pomocné rovnosti (15.12.2). RozloZzme mnozinu E
predpisem

E=FEUEy:={zx € E: Jy(x) #0}U{z € E: Jy(z) = 0}.

Protoze ¢ € C1(G;RY), podle pravidel pro vipodet determinantu je funkce z
J,(x) spojitéd, diky tomu je mnozina G := {x € G: J,(z) # 0} oteviend, a proto
jsou pravé zavedené mnoziny lebesgueovsky méritelné. Navic s vyuzitim Sardovy
véty (Véta 15.12.15) méme

Av(p(E2) =0= [

Od)\Nz/ 17, dAn. (15.12.3)
Es Eo

Prace s mnozinou F; je zalozena na Lemmatu o vlastnostech linearni aproximace
(Lemma 15.12.14). Za¢neme rozkladem oteviené mnoziny G, na niz je ¢ prosté
regularni zobrazeni, na spocetny systém po dvou disjunktnich lebesgueovsky méri-
telnych mnozin, kde plati odhady typu (15.12.1). Nejprve zvolme 7 > 1. Nyni pro
kazdé x € Gy definujme linedrni zobrazeni L, := dy(z) a necht M, je jemu odpo-
vidajici matice. Protoze x € G, mame det M, # 0.

Zvolme ¢, > 0 tak malé, aby ,||L; || <1 — =2~ . Pomoci Lagrangeovy véty
o prirtstku funkce (Véta 6.3.3) 1ze nyni nahlédnout, Ze existuje 0, > 0 takové, ze

lp(s) —@(t) — Li(s — )| < exls — ¢t pro vSechna s,t € Us, (z).

Uvedend okoli pokryvaji mnozinu G;. Pomoci Lindelsfovy pokryvaci véty (Véta
11.7.2) vybereme spocetny podsystém stale pokryvajici G;. Standardnim zpiiso-
bem nyni pfejdeme k systému méfitelnych po dvou disjunktnich mnozin {H;}
(pokud bylo spocetné pokryti tvofeno koulemi ﬁl, }NI2, ﬁg, ..., vezmeme f[l, ﬁg \
f[l, H; \ (ﬁl U ﬁg), ...). Pro jednoduchost znaceni v dal§im piSme, Ze mnoziné
H; odpovida linedrni zobrazeni L; a konstanta ¢;. Dale pracujme se zafixovanym
jeN.

Podle posledni ¢asti Lemmatu o vlastnostech linearni aproximace (Lemma
15.12.14) plati

Pl <N E) <7 [ ild,
HjﬂEl H

j NE;q

neb()ﬁ
[6F 1 bl

1
= T2N,

0<ﬂj

Ziskanou nerovnost vyscitdme pies j € N a dostavame
[ elaay < awGeE) <7 [ gldny.
B B,

Protoze 7 > 1 bylo libovolné, mame An(¢(E1)) = [ [Jp|dAn. Tento vysledek
spolu s (15.12.3) dava (15.12.2), ¢imz jsme dokondili dikaz véty pro piipad, ze f
je charakteristicka funkce lebesgueovsky métitelné mnoziny.



15.13. ZOBECNENI LEBESGUEOVA INTEGRALU 111

Dale diky linearité integralu dostdvame platnost véty pro nezaporné lebesgue-
ovsky méfitelné jednoduché funkce. Pomoci Lebesgueovy véty o monotonni konver-
genci (Véta 15.7.6) prechdzime k nezdpornym lebesgueovsky méfitelnym funkcim.
(Skuteéné, vyuzijeme standardni neklesajici posloupnost nezapornych lebesgueov-
sky méfitelnych jednoduchych funkei {s,} bodové konvergujici k f. Limitni pfe-
chod pod integralem na levé strané je jasny. Na pravé strané si povSimnéme, Ze
{sn o} je neklesajici posloupnost nezapornych jednoduchych funkei bodové kon-
vergujici k f o ¢. Lebesgueovskd méfitelnost zminénych funkci se ovéfi podobné,
jako se ovétila lebesgueovskd méfitelnost mnoziny F na zacatku dikazu.) Odtud
diky rozkladu na kladnou a zapornou ¢ast dostavame obecny pripad. O

15.13 Zobecnéni Lebesgueova integralu

Nekteré aplikace vyzaduji integraci funkci, pro které klasicky Lebesguetv integral
neexistuje. Zde si uvedeme dva pripady takovych zobecnéni. Novy pristup k inte-
gralu s sebou vSak nese tu nevyhodu, ze ztracime nékteré vlastnosti Lebesgueova
integralu. V lepsim pripadé musime obvyklé vysledky dokazovat znovu.

Prvnim ptikladem je integral fooo Sigx dzx, ktery existuje jako Newtoniiv, ale ne-
existuje jako Lebesguetiv. Z hlediska vypoctu hodnoty tohoto integralu nam teorie
Newtonova integralu nepomuze, protoZze neumime najit primitivni funkci. Nize
vSak uvidime, Ze néstroje z teorie Lebesgueova integralu nam spocitat hodnotu
naseho integralu umoznuji.

Definice 15.13.1 (Zobecnény Lebesguetv integrél). Necht f: R — R je defino-
vano na (a,b) C R, pro vSechna o, € (a,b) existuje vlastni ff fd\ a existuje
vlastni
B
J:= lim / fdA.
a,Be(a,b) /o
a—a
B—b
Potom ¢islo J nazyvame zobecnénym Lebesqueovym integrilem a znacime jej

(ZL) J? f da.

Poznamka 15.13.2. Dvojnou limitu v definici chdpeme tak, Ze pro vSechna ¢ > 0
existuji 81,62 > 0 takova, Ze pro viechna o € Z/Igg (a) a B € Uy, (b) plati

’J—/ﬁfdAl‘ <e.

Poznamka 15.13.3. Pokud existuje f; fdA1, pak existuje i (Z£) fab fdx a oba
integraly se rovnaji. To se snadno ovéfi za pomoci Lebesgueovy véty o majorizo-
vané konvergenci (Véta 15.8.17).

Nasledujici véta je formulovana ve tvaru, ve kterém ji co nejjednoduseji miazeme
pouzit pro vypocet integrilu (ZL£) fooo 0L da.
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Véta 15.13.4 (O integralech zavislych na parametru pro zobecnény Lebesguetiv
integral). Necht (a,b) C R, [¢,d] C R, f: R? = R je definovdno na (a,b) x [c,d] a
plati:

(i) pro kazdé S € (a,b) je funkce v — fa’B f(z,v)d\(z) spojitd na [c,d]

(ii) pro kaZdé ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kaZdou dvojici (1,2 € Uy (b)
plati

Pak pro vSechna v € [c,d] existuje (ZL) f: f(z,y)dz a je spojité zavisly na v €
[c,d].

B2
fla )| <

1

pro viechna 7y € [c, d].

Diikaz. Nejprve ukazme existenci zobecnénych Lebesgueovych integrald. Zafixuj-
me 7 € [c, d] a polozme

B
~ [ feman)
Podle druhého predpokladu funkce ® spliiuje B-C podminku pro limitu

Jy = ,Blgil, ., (5).
Ukazme, ze J, = (ZL) ff f(z,v) dz. Poslouzi ndm nerovnost

B
|t

’J f/fxyd/\l ~+) d (z /fxvd)\l ).

Prvni ¢len pravé strany umime udélat libovolné maly pro § z dostate¢né malého
okoli bodu b diky predchozi konstrukci. Pro druhy ¢len zase mame

[ temane - [ senane| < [Cseniane.

a

kde pravou stranu umime udélat libovolné malou diky prvnimu pfedpokladu a
Vété o absolutni spojitosti Lebesgueova integralu (Véta 15.8.13). Celkové jsme
ukazali existenci zobecnénych Lebesgueovych integrald.

Dokazme jesté spojitou zévislost J, na 7. Zafixujme vy € (¢, d) (jednostranna
spojitost v krajnich bodech se dokazuje analogicky). Zvolme € > 0. Necht § > 0
odpovidéa nasemu ¢ jako ve druhém predpokladu véty, zvolme 3 € U (b) a k nému
podle prvniho predpokladu vezméme 7 > 0 takové, Ze

/fxfyd)\l /fl‘%d/\l()
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pro vSechna v € (yo — 7,7 + 7). Celkové pak mame

‘J'y - J’yo| < /aﬁ [z, y)dAi(z) — /aﬁ f(x,70) d/\l(x)‘

vl [ s [ e one)
+ ‘(ZL‘) /ab f(z,y0)da — /j f(x,’yo)d)\l(x)‘ < 3e,

kde odhad prvniho ¢lenu pravé strany jsme si vysvétlili vyse a zbylé dva ¢leny jsou
odhadnuty limitnim pfechodem ve druhém predpokladu. O

Priklad 15.13.5. Spoditejme I := (ZL) fooo % dx. Pfedchozi vétu budeme apli-
kovat na integraly

s pro v € [0, 00).

)= (28) [ e

Budeme postupovat ve dvou krocich. Nejprve si pov§imneme, Ze pro v € (0, 00) se
jednd o klasické Lebesgueovy integraly. Diky tomu na né budeme moci aplikovat

klasickou teorii pro integraly zavislé na parametru a zjistime, ze I(y) = § —

arctan-y. Ve druhém kroku pouzijeme predchozi vétu pro v € [0, 1] a dostaneme

I'=1(0) = lim I(y) = lim (g —arctany) = g

704 704+

Pfistupme k prvnimu kroku. Pouzijeme Vétu o derivaci integralu podle pa-
rametru (Véta 15.10.3). Pii ovéfovani pfedpokladt mize ¢init potiZe snad jen
integrovatelna majoranta pro funkce %e‘“’z% = —e " ginx, coz vyleSime sys-

témem majorant {e~°"}s-0 pouzitelnych pro v € [§, c0). Nasledné mame

e(_'Y+i)r:|Oo 1 —y = i

—y+ilo ~ -

I'(fy):/o —e‘”zsinxdx\l(x)z—lm[ 0 m—ﬂ/—i—i _Im’y2+1

1
1472

Odtud I(y) = C — arctan~ na (0,00). Pomoci Lebesgueovy véty o majorizované
konvergenci (Véta 15.8.17) kombinované s Heineho vétou (Véta 5.4.1) snadno déle
ziskdvame

lim I(y) = lim e’

y—00 y—=o Jo

2SI T

A\ (z) = /OOO 0dA () = 0.

Proto C' = 7 a dostdvame vzorec I(y) = § — arctan-y.
Pfistupme ke druhému kroku. Tentokrat budeme pracovat s v € [0,1] a na

vsechny integraly nahlizet jako na zobecnéné Lebesgueovy integraly. Staci nam
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ovérit predpoklady Véty o integralech zavislych na parametru pro zobecnény Le-
besguetiv integrél (Véta 15.13.4). Prvni pfedpoklad poZzaduje spojitost zobrazeni

B .
v / oo 20T dA; ()
0 x

na [0, 1] pro libovolné zafixované 3 € (0, 00). Opét se jednd o klasické Lebesgueovy
integraly a pozadovand vlastnost plyne z Véty o spojitosti integralu zavislého
na parametru (Véta 15.10.1), ve které jako majorantu volime tfeba konstantni
jednicku. Druhou podminku nam zajisti Druha véty o stfedni hodnoté integralniho
poétu (lze pouzit Vétu 7.7.4 1 7.7.7), nebot mame

B2 3 —vB1 3 —7B2 B2
‘(R)/ oy MY dx‘ = ‘e (R)/ sinz da 4 ° (R)/ sinxdm‘
1 1 1

z B Ba
< %‘(R) /fsinxdx’ + é‘(R) /5/32 sinxdx‘
2 2
S E + E

‘- . . PR it s PV . _ =z
Nyni jsme jiz skutecné opravnéni pouZit vyse uvedeny vypocet vedouci k I = 7.

Dalsim zobecnénim Lebesgueova integralu je integrdl ve smyslu hlavni hodnoty,
ktery pozdéji ocenime v teorii distribuci (moderni teorie parcidlnich diferencial-

nich rovnic je zaloZena na pouzivani nastroji z metrickych prostorti a vhodnym
metrickym prostorem je pravé prostor takzvanych distribuc).

Definice 15.13.6 (Integral ve smyslu hlavni hodnoty). Necht z¢ € (a,b) C R a
f: R = R je definovéna skoro vSude na (a, b). Necht plati
(i) pro kazdé € > 0 existuje vlastni f(a7b)\(a:o—s7wo+s) fd
(ii) existuje vlastni
A= lim FdAL.

€20+ J(a,b)\(zo—e,z0+e)

Pak ¢islo A nazyvame integralem funkce f pres interval (a,b) ve smyslu hlavni
hodnoty (principal value integral) a piSeme

b

Poznamka 15.13.7. Nékdy se integral ve smyslu hlavni hodnotu oznacuje zkrat-
kou v.p. Ta pochazi z francouzského ,valeur principale“, autorem tohoto pojmu
je francouzsky matematik Augustin Louis Cauchy.

Priklad 15.13.8. Necht a < 0 < b. Pak f: 1 d\; neexistuje, nebot

/;(;del =/ObidA1 — o0
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/b(i)d/\lz—/oid/\lzoo.

Na druhou stranu méame

bldA—l' _EldA bldA = li 1 —< 4 [log z]°
pve [ san=tim ([ Saxn+ [ S an) = tim (llogle],® + [logal)

e—04
= lim ((loge —log|a|) + (logb —loge)) = lim log LA log i
6—>0+ E—>O+ |a,‘ |a,‘

Podobné ukézeme, ze pokud je funkce g € C'((a,b)) omezena na (a,b), pak
p-v. f; %d)\l existuje. Integraly pfes (a,—¢) a (g,b) existuji diky spojitosti a
omezenosti integrandu. Déle piSme s vyuzitim aritmetiky limit (niZe ukdzeme, Ze

pravé strana mé smysl)
b b b
0 —9(0
. / 9@) 45, = pv. / 90 ix +pv. / 9@) =90 4\ — 1 41,
a x a z a x
Analogicky jako vyse méme I; = g(0) log % Existence I, plyne z vypoctu zaloze-
ného na Lagrangeové vété o prirtstku funkce (Véta 6.3.3)

e . e €
/ M‘d)\lz/ M’d)\lﬁ max |¢’| dA; < 2Ce.
e T €z

_e [l
Pak totiz mame splnénou B—C podminku pro existenci limity z druhé ¢asti definice
integralu ve smyslu hlavni hodnoty.

—E&

15.14 Dodatek: zobecnéna Lebesgueova véta o
majorizované konvergenci a Vitaliho véta
o stejné integrovatelnych funkcich

V predchozich kapitolach jsme ¢asto uzivali Lebesgueovu vétu o majorizované kon-
vergenci (Véta 15.8.17) a Lebesgueovu vétu o monotonni konvergenci (Véta 15.7.6).
Uvedené véty umoznuji prohodit limitu a integral ve dvou typech bodové konver-
gentnich posloupnosti. Tyto dva pfikla?y nam ale nestaci vzdy. Jako modelovy
piiklad uvazme posloupnost {fn} := {Z-X(2-n g-n+1)}.

Plati f, ¥ 0naRa

1
/fnd)\1:7—>0:/0d)\1.
R n R

Tento vysledek se neda zdivodnit stejnomérnou konvergenci ani Lebesgueovou vé-
tou o monotonni konvergenci (Véta 15.7.6) ani Lebesgueovou vétou o majorizované
konvergenci (Véta 15.8.17), nebot posloupnost {f,} nekonverguje stejnomérné,
neni monotonni a pfipadnd majoranta g by musela spliiovat
> 2" 1
g>fn YneN = g> —X(2-n,2-n+1) = /gd)\l > Z — = 00.
n R 1 n

n=1
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5y I3
3
fi fa
24 24 2
% % —t —
1 1 11 FU
2 4 2 8 4

Obrézek 15.6: Ilustrace k volbé posloupnosti { f,,}.

V dal$im si uvedeme dvé véty, které si poradi i s timto prikladem.

Véta 15.14.1 (Zobecnénd Lebesgueova véta o majorizované konvergenci). Ne-
cht (X, M, i) je méritelny prostor, {fn} je posloupnost méritelngch numerickych
funkci definovangjch na X a plati f,, — f skoro vsude na X . Necht {g,} C L (1) je
posloupnost funkei spliugici g, — g skoro vsude na X, kde g € LY (), a |fnl < gn
skoro vsude na X pro vsechna n € N. Jestlize

/gdﬂ': lim/gndﬂv

/fd,u: lim/fndu.
X n—oo X

Diikaz. 7 pfedpokladii snadno plyne, Ze |f| < g skoro vSude na X. Proto g, + g —
|fn — f| > 0 skoro v8ude na X pro vSechna n € N. Aplikaci Fatouova lemmatu
(Lemma 15.7.9) a bodové konvergence dostavame

pak

n—0o0

timint [ (49 1fo = f)du> [ Hmint(g, +9~ 15, - Fdn= [ 29
Proto

0< liminf/ (Gn—9—fn— fI)du
X

n—roo

= lim (gn—g>du—hmsup/ Ifn—fldMZ—limsup/ o — fldu.
X n—oo JXx n—oo JXx

n— oo

Odtud jiz snadno plyne dokazované tvrzeni. O

Poznamka 15.14.2. Lebesgueova véta o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17)
je specialnim pfipadem predchozi véty s volbou g, := g pro vSechna n € N.

Pro formulaci druhé véty nejprve potiebujeme zadefinovat novy pojem.
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Definice 15.14.3 (Stejné integrovatelnost). Necht (X, M, ) je méfitelny pro-
stor a {f,} je posloupnost méfitelnych numerickych funkei definovanych na X.
Rekneme, 7e funkce {f,} jsou stejné integrovatelné na X, jestlize pro kazdé € > 0
existuje & > 0 takové, Ze pro vSechna n € N a vSechna ) C X plati

i <s — [ Inlde<e
Q

Véta 15.14.4 (Vitaliho véta o stejné integrovatelnych funkcich). Necht (X, M, u)
je méfitelny prostor, {f.} je posloupnost méfitelngch numerickgch funkeci defino-
vangch na X. Necht ddle plati

(i) p(X) < o0

(ii) fn — f skoro vsSude na X

(iii) {fn} jsou stejné integrovatelné na X

(iv) |f] < oo skoro vsude na X.

Pak f e L'u) a

i [ 1~ fldu=0.
> Jx

n—

Dikaz. Zvolme € > 0. Necht 6 > 0 odpovidad nasemu e v definici stejné inte-
grovatelnosti funkci f,. Protoze u(X) < oo a f,, — f skoro vSude na X, podle
Jegorovovy véty (Véta 15.5.8) existuje E C X takova, ze

wE)y<dé a  fr=3f naX\E

Proto existuje ng € N takové, ze
/ |fn — fldu < e pro vSechna n > ny.
X\E
Dale diky stejné integrovatelnosti funkci f,, mame
/ |[frldu < e pro vSechna n € N
E
a Fatouovo lemma (Lemma 15.7.9) navic dava
[istan= [ i igaldp < timint [ 11l dp <.

Celkové pro n > ng mame

[tr=sian= [ A= slans [ 15 slag

b's X\E E

me/ﬂm+évmmﬁémw<%

Vlastnost f € £(p) plyne okamzité z odhadu |f| < |ful + |f — ful- O



118 KAPITOLA 15. LEBESGUEUV INTEGRAL

Poznamka 15.14.5. Na posloupnost {f,} := {%X(z—n72—n+l)} je mozné apli-
kovat Vitaliho vétu o stejné integrovatelnych funkcich (Véta 15.14.4) t¥eba na
intervalu [0, 1]. UvaZované funkce jsou skuteéné stejné integrovatelné, nebot k za-
danému ¢ > 0 na jednu stranu existuje ng € N takové, ze

/ [fnldA <€ pro vSechna n > ng,
R

na druhou stranu jsou vsechny funkce f, pro n < ng omezené stejnou konstantou.

15.14.1 Jensenova nerovnost

Jensenova nerovnost, se kterou jsme se seznamili pii studiu konvexnich funkci
jedné realné proménné, mé také svoji integralni verzi.

Véta 15.14.6 (Jensenova nerovnost). Necht (X, M,u) je méfitelny prostor
s pravdépodobnostni mirou, f € L'(u), (o, 8) C R, f(X) C (o, B) a ¢: R = R je
konvexnt na («, 8). Pak

w(/deu)S/XwOfdu-

Diikaz. Oznatmet := [, fdu. Protoze u(X) = 1, madme t € (a, 3). Oznacme jesté
t) —
My 20—
s€(a,t) t—s
Ukazme, ze M € R a pro vSechna s € («, 8) \ {t} plati
P(t) — p(s) < M(t - s).

Pokud vezmeme s € («, t), uvedend nerovnost je splnéna diky definici M, a pokud
s = t, nerovnost plati trividlné. Ve zbyvajicim pi¥ipadé s € (¢, 8) diky konvexité ¢
mame pro kazdé y € (a, 1)

p(t) —oly) _ ols) —o(t)
t—y - s—1t

Daéle si staci uvédomit, ze leva strana mé supremum rovné M. Odtud dostavame
M € R aodhad M < w, ktery vede na dokazovanou pomocnou nerovnost.
Nyni do ziskané nerovnosti dosadime s := f(x) spolu s definici ¢ a méme

@(/deu) —p(f(2)) < M(/deu—f(x))

Integrujeme pres X podle p a vyuzijeme p(X) =1

@(/deu)—/Xw(f(x))duéM(/deu—/xfdu)

z ¢ehoz plyne dokazovany vysledek. O
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Poznamka 15.14.7. V ptipadé Lebesgueovy miry na R se Jensenova nerovnost
pouziva pri integraci pfes jednotkovy interval nebo obecnéji pro —oco < a < b <

muzeme psat
10 10
—_— dhy ) < — dA;.
so(b_a/a f 1)_b_a/a(s00f) 1

Priklad 15.14.8. Cyklista se pohybuje nezapornou rychlosti v zavislou na case
t € (a,b) a pfekondva odpor vzduchu tmérny druhé mocniné rychlosti. Podle
Jensenovy nerovnosti plati

b 9 b
(%/ vd)\l) gbi/ 02 ).
—a g —a Jg

Je-li rychlost konstantni, snadno vidime, Ze v pfedchozi nerovnosti nastava rovnost.
Je-li tedy d > 0 zadané vzdélenost, kterou mé cyklista ujet v ¢asovém intervalu
(a,b) (tedy d = f:vd)\l), ze v8ech piipustnych funkei reprezentujicich rychlost
bude pravé konstantni rychlost pro naseho cyklistu nejvyhodnéjsi. Uvédomme si
totiZ, Ze leva strana nerovnosti je pevné dand, pravd strana reprezentuje (az na
multiplikativni konstantu) vykon sil, které musi cyklista vynalozit kvtli odporu
vzduchu. Zjistili jsme, ze prava strana se minimalizuje, pokud je rychlost kon-
stantni.

Predchozi ptriklad bylo ale mozno tesit také aplikaci Holderovy nerovnosti, kte-
rou si dokdzeme v pFisti kapitole. Netrividlni diisledky Jensenovy nerovnosti (Véta
15.14.6) ziskdme, pokud ji aplikujeme na funkce ¢ jiné nez mocninné. Napiiklad
pokud vezmeme @(x) := logx (coZ je konkdvni funkce, musime tedy zaménit ne-
rovnost), dostdvdme pouZzitim tvaru nerovnosti z Poznamky 15.14.7

10g(b+a) S bloghb—aloga 1,

2 - b—a

ktera plati pro libovolné 0 < a < b < co.
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Kapitola 16

Lebesgueovy prostory

V kapitole o metrickych prostorech jsme si predstavili integralni normy

i1 = ([ rraz)’

na prostoru C([a,b]). Jak v pfipadé Riemannova tak Newtonova integralu se da
nahlédnout, Ze prostor C([a,b]) s timto typem norem neni aplny. To ndm pro tyto
normy neumoznuje pouzivat nase hlubsi vysledky z teorie metrickych prostorti. Zde
si ukazeme, Ze v pripadé Lebesgueova integralu na vhodné zvolené mnoziné funkci
dostavame Banachiv prostor. Pro p = 2 se dokonce jedna o prostor Hilbertiv.

Pfipomenme, ze v kapitole o stejnomérné konvergenci jsme narazili na typ
parcialnich diferencialnich rovnic, jejichz feseni vyzadovalo rozlozeni zadané funkce
f do tvaru

o0
f(z) = % + Z ay, cos(kx) + b sin(kx).
k=1
Prave vysledky této kapitoly spolu s pozdéjsimi vysledky z teorie Fourierovych fad
nam ukazi, ze mnozina

{f1, f2, f3y fa, [5,- . } := {1, cos x,sin x, cos(2x), sin(2z), ... }

je ortogonélni bézi zde studovanych prostort pfi volbé (a,b) = (—m,7) a p = 2.
Navic diky tvaru skaldrniho soucinu (f, g) = ffﬂ fgdz dostaneme (bodovou kon-
vergenci budeme umét dokazat napiiklad pro po ¢éstech diferencovatelné funkce)

S N S )
f_;(f’ ||fn\|2>||fn|\2 2 i

n=1 2

neboli

= [T cos?(kx) dw —x /.

SO f(x)cos(kx)dx 1 /7r £ (@) cos(ka) dz pro k=0,1,2,...

121
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_ I @) sin(ka) dx

b
g [T sin®(kz) dz

1 ™
7/ f(z) sin(kz) dz prok=1,2....
™ —T

Nové prostory zavedeme jen vzhledem k Lebesgueové mife Ay. Celd teorie by
se vsak dala vybudovat vzhledem k libovolné o-konecné mite.

Protoze budeme v celé kapitole pracovat pouze s Lebesgueovou mirou, dovolime
si zkracovat slovni spojeni ,lebesgueovsky méritelna“ na ,méritelna“ a namisto
»dAn () budeme pod integrélem psét ,dz“.

Poznamka 16.0.1. V teorii Lebesgueovych prostort vybudovanych na Lebesgue-
ové mife a v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic se ¢asto zkracuje znaceni pro
Lebesgueovu miru mnoziny A C RY na |A| := Ay(A4). My zde toto zkrdcené
znaceni pouzivat nebudeme.

16.1 Definice Lebesgueovych prostoru a jejich za-
kladni vlastnosti

Definice 16.1.1 (Pomocny prostor £P(§2) a veli¢ina N,). Necht p € [1,00) a
Q C RY je méfitelna. Pak L£P(£2) oznacuje mnozinu viech méfitelnych numerickych
funkci na 2, pro které plati

1

Nty o= ([ 117 de)” < .

Déle £>*(Q) oznacuje mnozinu vSech méfitelnych numerickych funkei na 2, pro
které plati
N (f) = esssupg | f| := Igrclfg sugm < .
AN (P)=0
Veli¢ina esssup se nazyva esencidlni supremum.

Ziejmé vzdy plati esssupg f < supgq f. Pro lepsi pfedstavu o rozdilu téchto
pojmi si uvedme nékolik piikadi.
Priklad 16.1.2. (i) Necht Q = (0,1) a f = 1. Zfejmé supg, f = 1. Vynechdme-li z
defini¢niho oboru libovolnou mnoZinu nulové miry, stale nam ztstane mnoho bodu
s funkéni hodnotou rovnou jedné. Proto esssupg, f = 1.
(ii) Necht @ = (0,1) a f(x) = x. Zfejmé esssupg f < supg f = 1. Na druhou
stranu, pro kazdé § > 0 a libovolnou mnozinu P C Q spliiujici A;(P) = 0 plati
(1—-4,1)\ P # (. Proto esssupg, f > 1 — § a odtud esssupg, f = 1.
(iii) Necht © = (0,1) a f(z) = —logz. Podobné jako v pfedchozi &asti lze ukazat,
Ze esssupg f = supq f = co. Nésledné mame f ¢ L(Q).
(iv) Sefadme v8echna raciondlni ¢isla intervalu (0, 1) do posloupnosti {¢,} a defi-
nujme pro z € Q = (0,1)

_Jn proz=gq,
Jw) = {0 pro = ¢ {qn}.
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Pak
esssupg f =0 < oo =sup f.
Q

Tvrzeni 16.1.3 (Charakterizace esssup). Necht S € [0,00] a f je méFitelnd
numerickd funkce na mévitelné mnoziné Q C RN. Pak

esssupgq | f| < S = |f] <S8  skoro vsude na Q.

Diikaz. Nejprve si povS§imnéme, Ze pro S = oo plati oba vyroky ze znéni véty. Dale
jestlize S < oo, pak implikace ,,<=“ plyne pfimo z definice pojmu ess sup.

Staci se tedy omezit na S < co a dokazat implikaci ,,=“. Plati-li vyrok na levé
strané, pak podle definice pro kazdé n € N existuje méfitelnd mnozina P, C €
takova, ze An(P,) =0 a

1
sup |f| < S+ —.
Q\P, n

Nasledné

Pn):O a /1< S naQ\GPn.

n=1

A

1C3

vvvvv

Poznédmka 16.1.4. PovSimnéme si je§té, Ze pro p € [1,00) plati

(/Qf|pdx>;<oo = /Q|f|pdx<oo.

Umocnéni integralu na % tedy neni podstatné pii definici prostoru £P(Q2). Pro
veli¢inu NV, mé vSak zésadni vyznam, nebot pro libovolné o € R a f € LP(2) pak
mame

Np(af) = [alNp(f),

coz je vlastnost, diky niz se (po odstranéni problému zminéného nize) N, stane
normou.

Dvojice (£P(f2),N,,) vSak neni normovany linearni prostor. Podle definice nor-
my by totiz muselo platit

Np(f)zo - fEO7

ale to neni pravda, nebot ekvivalentni (rovnajici se skoro vSude) funkce se pfi
integraci chovaji stejné. Tento problém odstranime nasledujicim zptisobem.

Definice 16.1.5 (Lebesguetiv prostor LP(£2)). Necht p € [1,00] a Q C RY je méfi-
telnd. Pak Lebesguetdv prostor LP(§2) je mnozina vSech t¥id ekvivalence (vzhledem
k rovnosti funkei skoro véude) na LP(2).
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Poznamka 16.1.6. (i) V kazdé tfidé ekvivalence je nekoneéné mnoho funkei.
Napiiklad funkce 0, x{oy a Dirichletova funkce lezi v téze tiidé ekvivalence.

(ii) Definice je korektni v tom smyslu, Ze pokud f a g lezi v téze t¥idé a g a h lezi
v téze t¥ids, pak f a h lezi v téze t¥idé, nebot

AIN{f#d) =0 Av{g#h}) =0 = Av({f#h}) =0.

Dale plati pro f a g z téze t¥idy, ze N,(f) = Np(9); pro 1 < p < oo diky nezé-
vislosti Lebesgueova integralu na zméné funkce na mnoziné miry nula, pro p = co
diky definici esencidlniho suprema.

(iii) Prvky L?(2) jsou sice tfidy funkci, ale v praxi se vét$inou témto prvkim fika
Hfunkce®“ a chovame se k nim jako k funkcim, u kterych nezname nékteré funkéni
hodnoty. Byva zvykem tiidy znacit podle jedné z funkci ve t¥idé se vyskytujici.
Typicky vybirdme funkci s nejhez¢imi vlastnostmi v dané tridé. Takové funkeci se
pak tika reprezentant.

(iv) Skuteénost, ze u prvki Lebesgueovych prostortt mame urcéené funkéni hodnoty
az na mnozinu nulové miry, se sice neprojevuje pfi integraci, ale tfeba derivovat
takovéto funkce nemiizeme, nebot hodnota derivacnich podili M se dra-
maticky zméni zménou hodnoty f(z). Pozdéji (v teorii distribuci) zavedeme jiny
typ derivace, ktery u funkci z Lebesgueovych prostoru ¢astecné prevezme tlohu
derivace klasické.

(v) Ze stejného divodu nemé smysl pocitat tieba limity téchto ,funkci“ na kraji
defini¢niho oboru.

Priklad 16.1.7. Pokud napiSeme 1 € C((0,1)), myslime tim ndmi dosud casto
pouzivanou konstantni funkci. Pokud napiSeme 1 € L?((0,1)), madme na mysli
t¥idu funkci, pro niz je 1 spojitym reprezentantem.

Priklad 16.1.8. Snadnym vypocétem (pomoci primitivni funkce) se ovéii, ze
* c LN(0,1) <= a>-1 a z2*cLl'((1l,0)) = a< —1.
Odtud dostavéame pro libovolné p € [1, 00)

z® € LP((0,1)) <= 2°? € L*((0,1)) <= ap > —1

% € LP((1,00)) <= 2°? € L*((1,00)) <= ap < —1.

Zajimava je situace ve vySsi dimenzi. Budeme pracovat s funkei |z|*, kde |z| =
Vai+ -+ a%. Pro N = 2 polarni soufadnice (odpovidajici jakobidn je Jg = r)

dévaji
1 s 1
z|*Pdx = r*Prdpdr =27 roPtL dp
2
B1(0) 0 J—m 0

/ |x|*P da = / / r*Prdedr = 27T/ roPtlqr,
R2\ By (0) 1 Jon 1
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Proto
|z|* € LP(B1(0)) <= ap+ 1> —1 a |z|* € LP(R?\ B1(0)) <= ap+1 < —1.
Ve vyssi dimenzi pouzijeme sférické souradnice. Pro N = 3 maji podobu

T = T COS P2 COS Y1
Lo = 7 COS (g SN Py pro 7 € (0,00),¢2 € (=5, 5), 1 € (—7,7).

T3 = rsin
Pro N = 4 mame

T1 = T COS (3 COS P COS P1
To = T COS (3 COS s SiN (7 r e (0,00),03€(=%5,%),
T3 = T COS P3 SiN g 2 € (—=%,%), 1 € (—m,m),

T4 = 7SI0 Y3
a tak dale. Z pravidel pro vypocet determinantu je jasné, ze jakobian bude tvaru
J(I) = rNille(Solv 8027 ceey @N—l),

kde ¥ € C®(RN~1) je funkce vznikld soucty, rozdily a soudiny sini a kosint
s argumenty ¢1, s, ...,9n—_1. Protoze navic plati diky Fubiniho vété

1 % T
B = [ [ aldon e
0 -5 —7

1 5 T
:/ TN_ldr/ / (01,02, ,on—1)|dp1 ... don—_1,
0 — -

jus
2

musi byt

5 T
OO>CN1=/ / U (@1, 02, on—1)dpr ... doy_1 > 0.

[N

Diky pravé ziskanym poznatktim o sférickych souradnicich mame

1
/ \:v|o‘pdx:/ CnroPrN=1ar
B1(0) 0

oo
/ |x|“P da: =/ CnrerrN=1dr.
RN\ B; (0) 1

Proto

|z|¢ € LP(B1(0)) <= ap > —N a |z|* € LP(RYN \ B1(0)) <= ap < —N.
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Poznamka 16.1.9. Minuly piiklad by si jesté zaslouzil ukazat, Ze jakobidn je
dokonce (alespont v§ude mimo poc¢atek) nenulovy, jak vyzaduje pouzitd Véta o
substituci (Véta 15.12.1). To pfenechdvame Ctendfi jako cviceni (ziskejte pfesnou
formuli pro jakobidn). ProtoZe je jakobidn ziejmé v pocatku nulovy, musime byt
pFi integraci pfes Bi(0) ponékud opatrnéjsi. Striktné vzato, misto pfes celou kouli
budeme integrovat ptes kouli bez pocatku (B1(0)\0); zde Véta o substituci funguje.
Jeden bod mé ovSem nulovou miru a tim ziskame stejné vysledky jako vyse. V
dalsim uz analogické itvahy nebudeme opakovat.

Priklad 16.1.10. Protoze

<UL IS e =T =<+ 1

plati
felrP(Q) < [H [ el’Q).

16.2 Holderova nerovnost a jeji dasledky

Snadno lze nahlédnout, ze mnoziny LP(Q) jsou vektorové prostory s obvyklymi
operacemi s¢itani funkci (pro p < oo se vyuzije |f + g|P < 2P|f]P + 2P|g|P) a
nasobeni funkei redlnym ¢éislem. Nasim dal$im cilem bude ukézat, Ze N, je na
L?(2) norma a dokézat uplnost odpovidajicich prostort. Nejvice prace nam da
trojuhelnikova nerovnost. Pripravu na jeji dikaz za¢neme nerovnosti, ktera ma i
dalsi aplikace.

Véta 16.2.1 (Holderova nerovnost). Necht p,q € [1, 0], % +
L =0)aQcRYN je meéritelnd. Jestlize f € LP(Q) a g € LI(Q

00
a

=1 (s konvenci

, pak fg € L'()

— Q=

/Q |Fal dz < Ny (F)Ni(g).

Diikaz. Nejprve se zabyvejme pripadem p = co. Podle definice esencidlniho supre-
ma mame |f| < Ny (f) skoro véude. Navic ¢ = 1, a proto dostavame

/ ol da < / Noo(F)lg] dz = No (1) / gl dz = Noo (/)N (9),
Q Q Q

coz jsme chtéli ukazat. Analogicky postupujeme pokud p =1 a ¢ = co.

Ve zbyvajicich pripadech mame 1 < p,q < oco. Nejprve si povSimnéme, ze
pokud N, (f) = 0 nebo N,(g) = 0, doty¢na funkce je nulova skoro viude a doka-
zovand nerovnost plati trividlné. Jinak diky pfipadnému vytknuti vhodnych mul-
tiplikativnich konstant sta¢i uvazovat situaci N, (f) = N,(g) = 1. Zde pouzijeme
Youngovu nerovnost st < % + % platnou pro vSechna s,t > 0a l < p,q < c©

spliujici % + % = 1 (dikaz se snadno ziskd tak, Ze zavedeme pomocnou funkci
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p q . Y / ’ I z
o(s) =2+ % — st a zderivovanim nalezneme globalni minimum). Mame

LfIP lgl? [ 1fIP lg|?
/|fg\dx</(—+7)dx— [ [ Ea
NE(f) Nig) 1 1

p q

coz jsme chtéli ukézat. O
Cviceni 16.2.2. Dokazte vySe uvedenou Youngovu nerovnost.

Poznamka 16.2.3. Pokud p € [1, oo], pak pro ¢ € [1, 00| splitujici %—l—% =1 plati
vzorec
b
q= p—1
oooil = 17 ﬁ
exponent k exponentu p a éasto se znaci p’. Ze vzorce zl) + i =1 plyne

(s konvencemi = 00). Exponent ¢ se nazyvéa hélderovsky sdruZeny

(") = p, p=2 <+ p =2 a pe(l,2) <= p e(2 ).

Vyznamnym disledkem Holderovy nerovnosti je trojuhelnikova nerovnost pro
funkciondl \V,.

Véta 16.2.4 (Minkowského nerovnost). Nechtp € [1,00] a Q C RY je méFitelnd.
Jestlize f,g € LP(Q), pak f +g € LP(Q) a

Np(f +9) < Np(f) +Np(g)-

Diikaz. Pokud p = 1 nebo p = oo, dikaz je snadnym cvicenim. V dal$im pfedpo-
klddejme, Ze mame p € (1,00). Snadno se také ziskd f + g € LP(2) a odtud

|f + 9Pt € LT (Q) = LP(Q).

Diky tomu a Holderové nerovnosti mame

/|f+g\”d:zr§/ (711f + g~ + lgllf + glL) da
Q Q ) / N
< ([ 1rrar) ([ (r+obty ar)”
+(/ Iglpdx ' /(f+g|p1)p/d1’)pll
= [([1sran)+ (1o ar) ([ 17 +apar)”.

_L l l
(f1r+oran) ™ < ([ 1rras)” + ([ o0 as)”

Protoze 1 — ? = ;, jsme hotovi. O

Odtud
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Diky Minkowského nerovnosti vidime, ze A, na LP(f2) splituje trojihelnikovou
nerovnost, coz byla jediné vlastnost normy, kterou je zde tézs8i dokazat. V pfistim
textu proto budeme namisto N,(f) psat || f||Lr(q), nebo strucnéji || f||,. V tomto

zapise ma Holderova nerovnost tvar

Ifglle < [1fllpllgllp-

V dalsim budeme LP(f2) vzdy vnimat jako normovany linearni prostor opatieny
touto normou.

Poznamka 16.2.5. Pokud p = ¢ = 2, Holderova nerovnost implikuje Cauchy-
Schwarzovu nerovnost

\/Qfgdx! < £ ll2llglz-

Snadno se zde ovéri, Zze nalevo je uvnitt absolutnich hodnot skaldrni souéin (vyuzije
se linearita integralu a vztah mezi nulovosti integralu a nulovosti integrandu skoro
vude).

Holderova nerovnost ma jesté dalsi disledky.

Tvrzeni 16.2.6 (O vnofeni Lebesgueovych prostorti na mnoziné koneéné miry).
Necht 1 < r < p < oo, Q CRYN je méritelndg a Ay(Q) < oo. Jestlize f € LP(R),
pak f € L"(92).

Diikaz. Budeme se zabyvat jen pfipadem 1 < r < p < oo, ostatni pfipady jsou

jednoduché. Diky Holderové nerovnosti s dvojici exponentti £ a (2)" = zo05 = L
T z p—r
mame
r re f _p_ N
I1; / firae= [ rrrde< ([ 1rFae) ([ 17 ao)
Q
=\ @If] < oo.
O

Poznamka 16.2.7. (i) Posledni vysledek se d4 zapsat také jako LP(Q2) C L"(Q).
(ii) Mezi uvedenymi Lebesgueovymi prostory obecné neplati rovnost, jak ukazuje
napiiklad pro 1 < r < p < oo funkce I% na (0, 1), kde volime s € (0,00) tak, aby
rs < 1 a ps > 1. Pak mame

Loy AT
/(—) dr < o0 a /(—) dx = o0
o \x° o \x¥
(iii) Na neomezené mnoziné vysledek z pfedchozi véty neplati. Pokud je tieba
1<r <p< oo, vezméme s € (1,00) tak, aby rs < 1 a ps > 1. Pak mame

/100<x18>rdx:oo a /1m<xls)pdx<oo.
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(iv) Neni bez zajimavosti pfipomenout vztah ¢, C ¢, pro r < p. Tento vysledek s
na$i problematikou souvisi, nebot soucet fady lze interpretovat jako integral z po
¢astech konstantni funkce.

(v) Neni tézké se presvédéit, napiiklad kombinaci bodt (ii) a (iii), Ze na mnoZinach
nekone¢né miry neni obecné zadny vztah mezi prostory LP () a L4(S2) pro p # q.
K této problematice se jesté vratime.

Minulé tvrzeni se da zesilit.

Tvrzeni 16.2.8 (O spojitosti normy vzhledem k exponentu). Necht  C RY
spliiuje AN (Q) < 0o a p € (1,00]. Jestlize f € LP(QY), pak pro vSechna r € [1,p)
plati f € L™(Q) a ||f]lr < CANE)| fllp (C nezdvisi na r).

Naopak, jestlize f € L™(2) pro vsechna r € [1,p) a existuje C > 0 takové, Ze
| fll» < C pro vSechna r € [1,p), pak f € LP(Q) a || f|l, < C (tatdz konstanta).

Diikaz. Nejprve se zabyvejme ptipadem p = oo. Pokud |f| < C skoro vSude na Q
ar € [l,00), pak

1

1< ([ €)= OAR() < Cmax{1An(@)).

Druha ¢ast se dokdze sporem. Necht || f]|, < C pro vSechna r € [1,00), existuji
d>0aQC Q kladné miry takové, ze |f| > C + § na Q. Pak

112y = (C + O)AR(Q).

Dostévéame spor, nebot pravé strana jde k C' + ¢ pro r jdouci k nekoneénu.

Zabyvejme se nyni piipadem p € (1, 00). Pokud r € [1, p), mame diky Holderové
nerovnosti odhad (prvni nerovnost byla podrobné odvozena v diikazu predeslého
tvrzeni)

P*TT' p—r
1fllr < AN" (DN fllp < max{1, An ()} 7 || fllp < max{L, An ()} f1]p-
Nyni ptedpokladejme, Ze || f||,» < C pro vSechna r € [1,p), neboli

/ |7 dz < O
Q

Zvolme libovolnou monotonni posloupnost {r,} C [1,p) splijici r, — p. Pak
podle Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17) mame

/ I de - PP de
Qn{|fI<1} Qn{|fI<1}

a podle Lebesgueovy véty o monotonni konvergenci (Véta 15.7.6) zase dostavame

/ 7 da — [P da.
Qn{|f|>1} QN{|f|>1}

Op<—CT"2/|f|T"dx—>/|f|pdx
Q Q

a jsme hotovi. O

Celkové méame
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V predchozich vysledcich jsme vidéli, ze vnofeni mezi dvojici Lebesgueovych
prostori je zaruceno jen na mnoziné koneéné miry. V ptipadé trojice Lebesgueo-
vych prostort se vSak bez podminky Ay (§2) < co obejdeme.

Tvrzeni 16.2.9 (O interpola¢ni nerovnosti). Necht1 <p<r<g<o0afC RN
je méFitelnd. Jestlize f € LP(Q2) N LYN), pak f € L™(). Dokonce plati

11l < IF1~0 N AN,
kde 0 € [0, 1] splriuge

— prop < q < o0
0q=12F prop < q =00

je libovolné pro p =q.

Diikaz. V prfipadech p =r =¢q, p =r < g ap < r = q je vSe zirejmé. Pokud
p <71 <q= 00, mame

1llr = / I da = / PP de < /Q PN FI? da = || £ / PP d.

Odtud

rp o p
[l < 1F Nl 115

coz jsme chtéli ukazat.

Zbyva piipad p < r < g < co. V tomto pripadé pouzijeme Holderovu nerovnost
s exponentem s € (1,00) na |f|” = |f|*|f]"~%, kde o € (0,7). Oba parametry
nam na konci vypoc¢tu vyjdou z toho, ze chceme, aby se na pravé strané odhadu
vyskytovaly mocniny norem || f||, a || fl4- Po¢itejme

115 = [ 1617 dw = [ o1 de < AL e = 1

Potiebujeme, aby platilo as = p a (r — a)s’ = (rs_fi)s = q. Z prvni rovnice si
vyjadiime s = £ a ze druhé postupné dostavame
(r—a)g (r—ap
Trtecg = TPy o r-ap=(p-a)
o~ p—a
q—r
= alg-p)=plg-r) = a=p—-,
q—p
z ¢ehoz plyne
0:r—azligzqfr:qupigqfr:}rquq:grfp
r rq—p rq—p Trq-—p rq—p rq—p

O

Poznamka 16.2.10. Vztah z predchoziho tvrzeni lze pro p < ¢ zapsat jako % =
g + 1],%0 pri standardni konvenci g =0 pro g = oo.
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Holderova nerovnost se ¢asto pouziva v odhadech feSeni diferencialnich rovnic.

Priklad 16.2.11. Piedpokladejme, 7e funkce y € C*([0,1]) spliuje y(0) = 0 a
[']l2 < 1. Chceme odhadnout maxjy 1 |y| a [|y||2. Zafixujme ¢ € (0, 1]. Pak podle
Newtonovy formule a Holderovy nerovnosti mame

po = 0~y = | [ vas] < [[1ar< ([ wrean) ([ 17as)’
< (/01 Iy’Ide)%\/isx/i.

Méme tedy |y(t)| < v/t na [0,1]. Proto max[oj|y| <1 a
2

e ([ ) = ([ o) = (51) 3

Poznamenejme jesté, ze Holderova nerovnost se nedd vylepsSit tfeba tim, ze
bychom k pravé strané pridali multiplikativni konstantu, ktera je mensi nez jedna.
Dokonce plati silnéjsi vysledek.

Prestoze se ve znéni Holderovy nerovnosti na levé strané pracuje s normou
v LY(Q), Holderova nerovnost miize slouzit k ziskani odhadt pro normy v L?(2)
iprop € (1,00).

Priklad 16.2.12. Pokud f,g € L*(Q), pak lze odhadovat | fg|2, nebot méme
1 1
98 = [ Ppae< ([ ran)’ ([ g'ar)” = 11200l
Q Q Q

1£9ll2 < [I.fll4llglla-
Vysledek predchoziho prikladu lze zobecnit.

Cviceni 16.2.13. Necht € je méfitelna, f € LP(2), g € LI(Q),
Potom fg € L"(2) a plati

Proto

+

3=

1.1 < 1.
p q -

£l < 1 flpllgllg-
Dokazte tento vysledek.

Holderova nerovnost se da iterovat a diky tomu muzeme odhadovat i normu
soucinu vétsiho poctu funkci.

Priklad 16.2.14. Necht f € LP(Q), g € L1(Q), h € L"(), kde 1 < p,q,r < 0
spliuji ]% + % + % = 1. Ukazme, ze pak plati

1Fghlle < [IFllollgllqllBll-

Predné pokud je alespon jeden exponent, kuprikladu p, roven oo, problém je ne-
zajimavy, nebof mame snadny odhad

\fghll = /Qlf\lgllhldx <11l / lgl/h] dz
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a odhad integralu na pravé strané prostfednictvim Holderovy nerovnosti dava
dokazovany vysledek.
Zabyvejme se nyni tézsim pripadem 1 < p,q,r < co. Nejprve aplikujeme Hol-

derovu nerovnost s exponenty p a p’ = % a dostavame

1
7/

[ 1stslinlaz < 11, ( [ tainp ax)”

Na integral na pravé strané posledni nerovnosti jesté pouzijeme Holderovu nerov-

nost s exponenty % a ()’

1 1 1
) < 2 4. B\ 7
([ 10 )" < (( [ toiraz) " / AP ) T = gl bl

Nyni si sta¢i uz jen povsSimnout toho, ze

q

AN rp 1 _ 1 _
p(y)—p R S T
p’ p’ P

S| =
I
=

I tento vysledek lze zobecnit.

Cviéeni 16.2.15. Necht Q je méfitelné, fi € LPi(Q), i = 1,2,...,n, a necht
S L =1 Potom [[i_, fi € L}(Q) a plati

7 1p
hedsa
=1 =1

Dokazte tento vysledek.
Tvrzeni 16.2.16 (O nasycenosti Holderovy nerovnosti). Necht 1 < p < oo a
Q C RY je méritelnd. Pak pro kazdou f € LP(Q) plati

Iflp= sup / gl da.
geL? (0) /2
llgll,r=1

Diikaz. Nerovnost ,>“ plyne z Holderovy nerovnosti. Zajimé nas nerovnost obra-
cend pro f netrividlni. Pokud p = 1, sta¢i polozit go = 1. Pak mame ||go|loc = 1

a
/Qlfgoldfv:/ﬂ\f-l\dx=/ fldz = [ f]h.

Pokud p € (1, 0), poloZzme gg := \:f‘llz: +. Pak mame

/ |f\(p71)p/ | f|P
llgoll?, =/ - dz = dr=1
P Ja || p) e a llfII7
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P
[l = [ - ar= WSy 41,

a lFIE A

Konecné, v pripadé p = oo definujme pro kazdou méritelnou E C €2 spliujici
0 < An(F) < oo funkci

Pak zfejmé ||gglls = 1 a mame

1
sup /\ng|da:: sup —/ || d = esssupg |£] = [[]loo-
ECQ Q eca AN(E) Jg
0<AN(E)<oco 0<AN(E)<oco

O

Poznamka 16.2.17. Nékdy se v matematice studuji také Lebesgueovy prostory
pro p € (0,1), tedy

LP(Q) = {f méfitelnd: /Q P da < oo}.

Veli¢ina, ([, | f|P d:z:)% v8ak nespliluje trojihelnikovou nerovnost (staci vzit f :=
X(0,1) & 9 := X(1,2))- Da se zde zavést alespoii metrika

of.g) = /Q f—glPde

(na rozdil od standardni lebesgueovské normy neodmoctiujeme). Trojthelnikova
nerovnost pak za svou platnost vdéci odhadu

|z +ylP <|z|P + |y|P platnému pro x,y € R a p € (0,1),
ktery plyne z vypoctu (staci uvazovat |y| < |z|)

(o + ) = fal (14 20)7 > o (14 2By gy - Lo
E plaf? »

> x| + [yl > |z +yl,

kde jsme pouzili Bernoulliho nerovnost (1 4+ 2)® > 1+ ax pro z a o > 0.

16.3 Konvergence v Lebesgueovych prostorech,
uplnost Lebesgueovych prostoru

Konvergence v Lebesgueovych prostorech je konvergenci v normé, tedy pro {f,} C
LP(Q) a f € LP(Q) piSeme, ze f,, — f v LP(Q), jestlize || f,, — fllp = 0. Prop = o0
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je konvergence v LP(Q) velice podobnd stejnomérné konvergenci. Pro p < oo se
konvergence v LP(§2) d4 popsat také jako

(/ |fn—f|Pda;)”i>°°o nebo /\fn—f\de”if’"o
Q Q

V praxi se casto tato konvergence ovéruje tak, ze ukazeme konvergenci skoro vsude
a pak pouzijeme vhodnou vétu o zadméné limity a integralu.

Pfiklad 16.3.1. Funkce {f,} := {n—}ﬁ} patii do LP((0,1)) pro p € [1,2). Bodové
konverguji k nule a navic pro p € [1,2) plati f,, = 0 v L?((0,1)), nebot méme

|fn fIPdax = ——d "0,
0

0 n {172

kde jsme mohli pouzit napiiklad Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci

s majorantou ¢ := — nebo spise vytknout Cinitel 5 L pred integral.
x 2

Cviceni 16.3.2. Ukazte, Ze plati
fo—= f v IP(Q) = o= e =7 vIP(Q).

Dalsi moznosti ovéfovani konvergence v LP () je pouzivat disledky Holderovy
nerovnosti na funkce f, — f. Okamzité dostavame

o FVLHQ), P <p AN <00 = fuo [y LT(9)
o= Vv ILP(Q), fun— fvLI(Q),p<r<gq = fo— f v LT(Q).

Negativni vysledky o prohazovani limity a integralu ukazuji, ze bodova kon-
vergence sama o sobé nezaruc¢uje konvergenci v Lebesgueové prostoru LP(2) pro
p € [1,00). Na druhou stranu, neni ani podminkou nutnou, jak ukazuje ptiklad

{X10.1 X[0,21> X(2,11 X[0, 21, X[2,2] X[2,8] X[2,4]s X[o,4] - -+ }-

Uveden& posloupnost konverguje k trividlni funkei v LP(Q) pro p € [1,00), ale
neni pravda, ze by konvergovala skoro vSude. Druhé ¢ast nasledujici véty ndm
vSak ukazuje, ze mezi konvergenci v LP()) a konvergenci skoro vSude jisty vztah
je.

Véta 16.3.3 (O konvergenci skoro vSude a uplnosti Lebesgueovych prostorit).
Necht1 < p < oo aQ CRY je méritelnd. Pak Lebesguetiv prostor LP(Q) je tiplny
a kazda posloupnost konvergentni v LP(2) md podposloupnost konvergujici skoro
v$ude na ).

Diikaz. Pro p = oo vysledky okamzité plynou z toho, Ze po upravé funkci na
mnoziné nulové miry dostavame stejnomérné konvergentni posloupnost.

Zbyva ptipad p < co. Dikaz rozdélime do dvou kroki.

Krok 1: kazd4a cauchyovskéd posloupnost v LP(€) mé podposloupnost konver-
gujici skoro vsude.
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Oznaéme uvazovanou posloupnost { f,, }. Diky cauchyovskosti miizeme nalézt pod-
posloupnost takovou, ze pro kazdé k € N plati

1
||fnk+1 - fnka < 27

Pro vSechna m € N pak definujme nezaporné funkce
m o0
9m ::Zlanl — frl a g::Z|fnk+1_fnk|'
k=1 k=1
Z Minkowského nerovnosti (Véta 16.2.4) dostavame indukei

m m m
1
lgmlly = [ D= owes = Fuel || < Do W = Fually < o <1
k=1 k=1 k=1

Nésledné diky Fatouové lemmatu (Lemma 15.7.9) méame

lolly = [ lol” do < timin [ [, do = limint g, < 1.

Specidlné g je koneéna skoro vsude, neboli fada Y o [fn,., — fn,| konverguje
skoro vSude. Proto také konverguje skoro vsude na 2 posloupnost funkci

m—1

fnm = fnl + Z (fnk+1 - fnk)v

k=1
coz jsme chtéli dokazat v tomto kroku. Zaroven jsme jesté ukazali, ze kazd4a konver-
gentni posloupnost v LP() mé podposloupnost konvergujici skoro v§ude, nebot
konvergence implikuje cauchyovskost.

Krok 2: predpoklddejme, ze méme cauchyovskou posloupnost {f,} v LP(Q),
kterd mé s.v. bodové konvergentni podposloupnost {f,,} s limitou f. UkdZeme,
de f € LP(Q) a |[fu — fllp — 0.

Zvolme € > 0. Pak diky cauchyovskosti existuje ng € N takové, ze pro vsechna
n,m > ng mame

an - fm“P <e.
Pokud v pfedchozi nerovnosti bereme m = ny, kde k > ng, a pouzijeme Fatouovo
lemma (Lemma 15.7.9), dostavame pro libovolné n > ng

||fnff||£:/ \fnff\pdzgliminf/ | fro — fn, P dz < eP.
Q k—o00 Q

Odtud f = fn + (f = fn) € L?(Q) a || fn = fllp = 0. -

Poznamka 16.3.4. V dukazu byl zajimavy moment, kdyZ jsme si pfechodem k
podposloupnosti zajistili || fn,,, — fu, [ < %, coz nam umoznilo zkonstruovat pro
nasi posloupnost majorantu | fr, [+ > 7" | free: — fre| € LP(Q). Tento trik je obcas
uzitecny.

Cvicéeni 16.3.5. Doposud jsme si predstavili nasledujici druhy konvergence po-
sloupnosti funkci: stejnomérnou, bodovou, bodovou skoro vsude, v prostoru LP ()
pro néjaké p € [1,00) a v L>®°(f). Pfipomeiite si (nebo rozmyslete) vzajemné
vztahy téchto konvergenci (rovnéZ pro omezenou mnozinu).
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16.4 Separabilita L” pro p € [1,00), husté podm-
noziny
V kapitole o metrickych prostorech jsme si ukézali, jak se v ditkazech vyuziva hus-
tota mnozin, které obsahuji pouze prvky s hezkymi vlastnostmi. Podobny pfistup
je velmi uzitec¢ny i pfi praci s Lebesgueovymi prostory. Zde si k tomu vybudujeme
odpovidajici teorii.
V celém oddile se budeme zabyvat pouze pfipadem p € [1,00). Budeme navic

pouzivat nasledujici pojem.

Definice 16.4.1 (Nosi¢ funkce). Necht (X, o) je metricky prostor a f: X — R je
funkce. Nosicem funkce f nazgvéme (uzavienou) mnozinu

supp f :={x € Dy: f(z) #0}.

Bude se nam také hodit nasledujici pozorovani.

Lemma 16.4.2. Necht (M, o) je metricky prostor a My C Ms C M. JestliZe M,
je husta v My a My hustd v M, pak My je hustd v M.

Diikaz. 'V libovolné malém okoli bodu z M lezi néjaky bod z M5 a v jeho libovolné
malém okoli lezi néjaky bod z Mj. O

Hlavnim vysledkem tohoto oddilu je nasledujici véta.

Véta 16.4.3 (O hustych podmnozinach LP(f2)). Necht Q@ C RY je méritelnd a
p € [1,00). Pak v LP(2) jsou husté ndsledugici mnoZiny:

(i) mnoZina vSech funkci z LP(Q)), které jsou omezené

(ii) mnoZina vsech funkci z LP(Q), jejichZ nosic je omezenou podmnoZinou

(iii) mnoZina vsech omezengch funkci z LP(Q), jejichZ nosic je omezenou podmno-
Zinou )

(iv) mnozina vech méfitelngch jednoduchych funkci s omezengm nosicem

(v) mnozina vsech méritelngch jednoduchych funkci s omezengm nosicem, které
nabyvagji jen raciondlnich hodnot

(vi) mnoZina vSech méritelngch jednoduchgch funkci s omezengm nosidem, které
nabyvaji jen raciondlnich hodnot a drovriové mnoziny pro nenulové hodnoty jsou
po dvou disjunktni oteviené intervaly s raciondlnimi souradnicemsi vrcholi

(vil) mnoZina spojitijch funkci s kompaktnim nosicem (znaci se Co(RY))

(viii) je-li Q navic oteviend, jsou husté také nekonecnékrdt diferencovatelné funkce
s kompaktnim nosiéem obsaZenym v Q (znaci se D(N)).

Diikaz. Pti dikazu prvniho tvrzeni polozme pro vSechna n € N
f(z pokud |f(z)| <n
fol) = (.) p |/ ()|
nsign(f(z)) jinak.

Pak funkce f,, jsou omezené, f, € LP(Q) (protoze |f,|P < |f|P). Navic f, — f
v LP(Q) diky Lebesgueové vété o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17); majo-
rantou pro |f,, — f|? je | f|P € L' ().
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Ve druhém tvrzeni pouzijeme funkce g, := fXxong, (0) @ ve tietim funkce h,, :=
fnXanB,.(0), kde fy jsou jako v dlikazu prvniho tvrzeni.

Dokazme c¢tvrté tvrzeni. Diky pfedchozimu lemmatu staci aproximovat funkce
ze tretiho tvrzeni. K tomu staci vzit standardné zkonstruované jednoduché funkce
aproximujici f™ a f~, které nésledné odec¢teme. Konvergenci v LP(£)) nam d4
Lebesgueova véta o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17).

Paté tvrzeni ziskdme ze ¢tvrtého tak, Ze na vSech iroviiovych mnozinach pre-
piSeme hodnoty na blizka racionalni ¢isla, o zbytek se postara stejnomérnd kon-
vergence.

Sesté tvrzeni dokazeme pomoci patého. Nechf s = Z;nzl ajxa, je jednoducha
funkce, kde «; jsou racionalni Cisla a A; omezené méTitelné mnoziny. Nejprve
mnozinu A; z vnéjsku aproximujeme omezenou otevienou mnozinou G tak, aby
AN (G1\ A1) < e. Nyni miizeme psat G1 = Uy I, kde Ij; jsou oteviené omezené
intervaly. Protoze

(U )—)\N )+ A\ ) + An(Is\ (LU D)) + ...,

existuje I € N tak velké, ze Ay (G1 \ U2:1 1) < e. Malym zmenSenim ziskanych
intervall miZzeme pfejit k intervalim Jg, kde k € {1,... 1}, takovym, Ze jejich
vrcholy maji racionalni soutfadnice a plati

(G Llj Ji) < 2.
k=1

Protoze prinik dvou intervald je interval, mtizeme prejit k obecné vétsimu poctu
po dvou disjunktnich otevienych intervald s raciondlnimi soufadnicemi (pfi déleni
intervalti odstranime vzniklé stény, ale ty maji nulovou miru). Celkové méme (ne-
chévame stejné znaceni)

)\N(Al\LlJJk)<2£ a AN<UJk\A1)§AN(G1\A1)<g
k=1 k=1

Nasi aproximujici funkce budeme definovat na vsech intervalech Ji, k = 1,...,1
hodnotou «;, na zbytku mnoZiny A; nulou.

Ve druhém kroku budeme konstruovat otevienou mnozinu G, kterd nahradi
Aj. Abychom si nezkazili piedefinovdni hodnot z prvniho kroku, nejprve vezmeme
omezenou otevienou mnozinu Gy D Ay splitujici Ay (Gy \ Az) < & a pak polozime
Gy = G2 \ Uk=1 Jy. Déale pokracujeme jako v predchozim kroku. Celkové ma
nase konstrukce m krokt a da se nahlédnout, Ze se funkéni hodnoty zméni jen na
mnoziné celkové miry Ce, kde C' zavisi jen na m. Protoze navic funkéni hodnoty
jsou omezené (jsou konecné a je jich m), LP-norma rozdilu piivodni a aproximujici
funkce bude odhadnuta hodnotou Ce? (ale obecné s jinou hodnotou konstanty C
nez vyse).

Sedmé tvrzeni se dokaze z Sestého tak, ze pouzijeme analogickou techniku jako
v ditkazu Véty o aproximaci méfitelnych funkei spojitymi funkcemi (Véta 15.5.6).
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Podrobnéji, funkéni hodnoty zachovame na jednotlivych intervalech aZz na tenky
pas na okraji, ktery pouzijeme ke spojitému pfechodu do nulové hodnoty.

Osmé tvrzeni se dokdZze pomoci Sestého (ovSem je nutné lehce modifikovat
konstrukci, aby U2=1Tk C , atd.) podobné jako sedmé, jen funkéni hodnoty
na krajich interval ménime pomoci slepeni s C°°-funkci. Nejprve si konstrukci
vysvétlime pro N = 1. Zde potfebujeme zkonstruovat takovou funkei ¢ € C*°(R),
ze pro zadand a,b € R plati

pla) =¢'(a) =¢"(a)=---=0, @' O)=¢"(0)=--=0 a  ¢b) >0.

Takové funkce umime konstruovat pomoci regularizace funkci, kterou si predsta-
vime v dal$i sekci, explicitni konstrukce takové funkce pomoci elementarnich funkci
bez pouziti konvoluce funkci neni jasna.

Ve vyssi dimenzi provedeme vySe popsany postup u jednotlivych intervald pro
kazdou soufadnici zvl4st a vysledné funkce bude sou¢inem pravé zkonstruovanych
funkci. O

Ze Sesté casti predchozi véty okamzité dostavame nasledujici vysledek.

Dusledek 16.4.4. Necht Q C RN je méritelnd a p € [1,00). Pak LP(Q2) je sepa-
rabilnt.

Poznamka 16.4.5. Neni tézké nahlédnout, Ze pifedchozi vysledky neplati pro
L>(Q). K vyvraceni separability sta¢i uvazit Q = (—1,1) a pro kazdy otevieny
interval M C (—1,1) definovat fps := xar. Pokud My # My, pak || far, — fars|leo =
1. Uvedenych intervalil je nespocetné mnoho, z ¢ehoz plyne spor se separabilitou.
Skuteéné, necht {g,} je hustd podmnozina L>°(Q2). Pak pro kazdy interval M; C
(—1,1) existuje a takové, Ze || far, — galloo < §- Diky tomu pro Mz # M; méme

3
| far, _gocHoo > HfMl - szHoo - ||fM1 _gaHoo > 1

Odtud {g,} ma alesponi tolik prvku, kolik je otevienych podintervalt (—1,1), a
proto nemtze byt spocetna.

16.5 Konvoluéni zhlazovani

Hlavnim vysledkem predchoziho oddilu byla hustota nekonec¢nékrat diferencova-
telnych funkci s kompaktnim nosicem v Lebesgueovych prostorech. Zde si pred-
stavime konstrukci, kterd dava alternativni dikaz uvedeného vysledku. Zaroven
vSak tato konstrukce umoznuje ziskat dalsi odhady, které maji aplikace v teorii
parcidlnich diferencialnich rovnic.

Hladkou funkci zde ziskdme tak, Ze ptivodni funkci ve vSech bodech nahradime
vhodné zavedenym integralnim primeérem z funk¢nich hodnot, které funkce nabyva
na malém okoli tohoto bodu. Proto v celém oddile budeme pracovat jen s funkcemi,
které jsou definované na celém RY™. V obecném piipadé sta¢i funkci dodefinovat
nulou vné mnoziny, na které je definovéna.

Podrobny popis zminéné konstrukce vyzaduje nékolik definic.
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Definice 16.5.1 (Regularizator). Funkce w: RY — R se nazyva regularizdtor
jestlize splnuje

(i) w € D(RY)

(ii) w > 0 a suppw = B1(0)

(iii) w je radidlné symetrickd

(iv) Jp,wdz=1.

Priklad 16.5.2. (i) Typickym regularizitorem je funkce

B=r
w(z) = cye ! pro xz € B1(0)
0 jinak,

kde konstanta cy je zvolena tak, aby platila ¢tvrta vlastnost z definice regulariza-
toru.
(ii) Je-li w regularizator a k € N, pak funkce

wi(z) == kNw(kx)

mé vlastnosti regularizatoru az na to, Ze supp wy = E% (0). Neptehlédnéte zejména,
ze fRN wy doz = 1, coZ snadno plyne z Véty o substituci (Véta 15.12.1).

Poznamka 16.5.3. V literatufe se obvykle nalezne znaceni

(@) = ()
we(z) = —<w| —

eN " \e
a misto limity & — oo nize se uvazuje limita ¢ — 04. Z divodu snadnéjsi prace
s limitou posloupnosti nez s limitou ve spojité proménné davame piednost nasemu
znaceni.

Protoze budeme pocitat integralni primeéry jen na velmi malych okolich, cely

proces bude mozné aplikovat na funkce z mnoziny L}OC(RN ), coZ je mnozina meéri-

telnych funkci f na Q takovych, ze pro kazdé x € RV existuje 0, > 0 spliiujici
feLY(Us, (x)).
Ziejmé L*(RY) ¢ LL _(RY), navic mame napiiklad 2? € LL _(R). Dale diky

Borelové pokryvaci vété (Véta 11.7.3) pro libovolné R > 0 plati L'(Bg(0)) D
L%OC(RN)'
Zhlazenou funkci definujeme pomoci regularizatoru.

Definice 16.5.4 (Zhlazeni funkce). Necht f € L (RY), w je regularizator na RY

loc
a k € N. Pak zhlazenim funkce f nazyvadme funkci

fulw) = kN / w(k(z — ) f(y) dy.

RN

Poznamka 16.5.5. (i) Diky definici funkce wy, také méme

fila) = [ wnta =) ) o
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(ii) Vzorec pro zhlazeni byva zvykem psat ve tvaru fr = wy + f, kde symbol ,x“
zastupuje operaci konvoluci definovanou predpisem

uxv(zx) = /]RN u(z — y)v(y) dy.

Ke konvolucim se vratime jesté v dalsich kapitolach. Nejtypictéjsi situace je u,v €
L' (RY). V takovém piipadé si pozdéji dokézeme, Ze uxv je definovana skoro vsude
a je to funkce z L'(RY).

(iii) Povsimnéte si, ze plati

flw) = [ oo =iy = [ ey

(v levém integralu si napiste y = 2 — z), neboli wy x f = f *wg. Tuto komutativitu
konvoluce budeme c¢asto pouzivat.

Parametr k£ € N v definici zhlazeni ma tu ulohu, Ze s jeho zvySovanim zpfesiu-
jeme aproximaci. To si ukézeme nize. Diky hladkosti funkce wy a Vété o derivaci
integralu podle parametru (Véta 15.10.3) bude snadné ukazat, ze fp € C°(RY).
Na druhou stranu odvozeni aproximacnich vlastnosti funkei fj, vyzaduje delsi pfi-
pravu. Nejprve si vyslovime hlavni vysledek. Pak se budeme vénovat jeho dikazu.

Véta 16.5.6 (O vlastnostech zhlazeni funkce). Necht f € L (RN), k € N a f
je zhlazeni funkce f. Pak

(i) fr € C=(RY)

(ii) fx — f skoro vsude na RN

(i) jestliZe f € LP(R™) pro p € [1,oc], pak |l < 7],

(iv) jestlize f € LP(RYN) pro p € [1,00), pak fr — f v LP(RY)

(v) jestlize f € C(Q) pro Q C RN otevienou, pak fi, = f na kazdéem kompaktu
K cqQ.

Poznamka 16.5.7. Diky tomu, Ze funkce muZeme dodefinovavat nulou, aniz
bychom zménili normu, tvrzeni (iii) a (iv) se vztahuji také na prostory LP(Q),
pro libovolnou  C RY méfitelnou.

Nyni jiz pfistoupime k pfipravnym pracem pro dikaz predeslé véty. Predevsim
budeme potfebovat novou pokryvaci vétu.
Véta 16.5.8 (Vitaliho pokryvaci lemma). Necht {By, (z;)}icq1,..ny C RY je

konecny systém otevrenych kouli. Pak existuje takovy jeho disjunkini podsystém
{By,(x))}jes, J C{1,...,n}, Ze

U Bri (Jﬁz) C U B37.j (JTJ)
i€{1,...,n} jeJ

Dikaz. Mtzeme predpokladat, ze koule jsou sefazeny sestupné podle velikosti.
Podsystém {B,,(x;)}jcs, J C {1,...,n}, vybereme nasledujicim zptisobem. Nej-
prve polozime j; = 1 a odstranime vSechny koule, které protinaji nejvétsi kouli
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B, (z1). Déle jo > ji je potadové €islo druhé nejvétsi ze zbyvajicich kouli. Nyni
odstranime vSechny koule, které protinaji B, (xj,), a do dalsiho kroku pokracu-
jeme se treti nejvétsi kouli ze zbyvajicich. Takto pokracujeme, dokud neziskame
disjunktni systém. Vlastnost

U B, (I,) C U B37‘j (xj)

i€{l,...,n} jeJ
plyne z toho, Ze byla-li néjaka koule B,, (z;) vyfazena, musi existovat j € {1,...,i—
1} takové, ze B, (x;) je mezi vybranymi koulemi a B, (z;) N B, (x;) # 0. Zaroven
vSak mame r; > r;, a proto By, (x;) C Bs,, (x;). O

Déle si predstavime pomocny operator.

Definice 16.5.9 (Hardy Littlewoodiiv maximélni operator). Necht Q C R je
oteviena. Hardy—Littlewoodtv maximéalni operator je operator, ktery funkci f €
Li () ptifadi funkci M f definovanou piedpisem

loc

1
M) = s s /B LT

Véta 16.5.10 (Hardy-Littlewoodova). Necht Q2 C RY je oteviend a f € L'(1).
Pak pro vsechna t > 0 plati

N
(€ 0: M) > 1)) < 27l

Dikaz. Lze se omezit na p¥ipad Q = RY, nebot funkci f miZzeme rozsifit nulou a
novy maximélni operator se tim mize jediné zvétsit, zatimco veli¢ina || f|; ziustava
zachovana.

Zafixujme t > 0 a definujme mnozinu G, := {x € RN: M f(z) > t}. Ta je
ziejmé oteviend. Zvolme jesté K C G; kompaktni. Pro kazdé z € K existuji
z, € RY ar, > 0 takova, ze

/ FW)|dy > An (B, (22)).
B, (z2)

Systém {B,_(z.)}.cx pokryvd K a lze z néj vybrat kone¢né podpokryti, ze kte-
rého lze pomoci Vitaliho pokryvaciho lemmatu (Véta 16.5.8) vybrat disjunktni
podsystém {B,, (%) }ie(1,....n} tak, ze {Bs,, (%i)}ieq1,....n} POkryva K. Proto
AN (K) <Y AN(Bar, (@) = 3V Y An(By, (2:)) < 3V Z/ |f(y) dy
i=1 i=1 i=1 Y Br; (@)
< 3%ull1.

Nyni stac¢i pfejit k supremu pres K C G; na levé strané pfedchozi nerovnosti
(Lebesgueova mira je zevnitf reguldrni) a véta je dokdzéna. O
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Poznamka 16.5.11. Vsimnéme si, ze dokonce plati

N
Aw(fr € 0: M) > 1) < 21 7]h.

To se snadno dokéze z Hardy—Littlewoodovy véty tak, Zze na levé a pravé strané
nerovnosti nahradime ¢ vyrazem t — % a provedeme limitu n — oc.

Dale néas budou zajimat body, na jejichz malych okolich pfili§ neosciluje funkéni
hodnota.
Definice 16.5.12 (Lebesgueiv bod). Necht f € L{ (R"). Bod z € RY se nazjyva
Lebesgueuv bod fukce f, jestlize

. 1 B

Véta 16.5.13 (O Lebesgueovych bodech). Necht f € L} _(RYN). Pak skoro vsechny
body v RY jsou body Lebesgueovymi.

Diikaz. Problém méa lokalni charakter a proto se sta¢i zabyvat pfipadem f €
LY(RY). Pro € > 0 polozme
1
N, = {:U e RY: limsupi/
) r—0; AN(Br(2)) JB, (@)

Nasim cilem je ukazat, ze Ay (Ne) = 0, kdykoliv ¢ > 0. Zafixujme ¢ € (0,1) a
dale 6 € (0,1). Protoze spojité funkce jsou husté v L' (RY), miizeme najit takovou
spojitou funkci g € L'(RN), Ze || f — g||1 < J. Definujme jests

NE,(;:{xERN: M(f —g)(x) ZE}U{xERN: |f(z) — g(x)] = e}

If(y) — f(2)|dy > 35}.

Zafixujme nyni © ¢ N, 5. Diky spojitosti ¢ mizeme najit ¢ > 0 takové, ze

l9(y) —g(@)] <e  proly—a| <o
Pro vSechna r € (0, ¢) tedy méme (pfipometime = ¢ N. 5)

1

1

< /B 6 =901+ lo) — o)) + lote) — ) ey
<M(f—g)(z)+e+e <3¢,

a proto N, C N 5.

Zaroveni diky Hardy-Littlewoodové vété a pozndmce za ni (Véta 16.5.10 a
Poznamka 16.5.11) a definici L'-normy méme

M (Nes) S MM ) 2 <) + A7 — ol 2 &)
N
< -+ 207 - gl =<

Celkové proto mame Ay (N:) < Ay(Nes5) < %5, a protoze 0 > 0 bylo libovolné,
musi platit Ay (N.) = 0. O
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Aplikaci Véty o Lebesgueovych bodech (Véta 16.5.13) na charakteristickou
funkci lebesgueovsky méritelné mnoziny okamzité dostavame nésledujici vysledek,
ktery jsme vyuzili v ditkazu Véty o substituci (Véta 15.12.1).

Véta 16.5.14 (Lebesgueova véta o hustoté). Necht E C RY je lebesqueovsky
meéritelnd mnoZina pak skoro kazZdy bod x z mnoZiny E splriuje

o W (Br(@) N E)

A NGB @) ¢

Poznamka 16.5.15. (i) Kazdy bod 2 € R¥ spliiujici rovnost na konci predchozi
véty se nazyva bod hustoty mnoziny F.

(ii) Bod hustoty nemusi do uvedené mnoziny patfit, kupiikladu vyjmeme-li z R?
osovy kiiz, stale jsou body hustoty nasi mnoziny viechny body z R2.

Dikaz Veéty o vlastnostech zhlazeni funkce (Véta 16.5.6). Prvni vlastnost je zalo-
zena na Vété o derivaa integralu podle parametru (Véta 15.10.3). Ukazme si po-
drobné, jak se ziska 2 a . Ostatni parcialni derivace prvniho fadu se ziskaji analo-
gicky a parcialni derivace vyssiho fadu indukci.

Piedné fi () je definovano pro kazdé x € RY, nebot diky tomu, Ze spojit4
funkce wy, je na kompaktu suppwy = B% (0) omezend, mame

lwr(@ =) f )| < max wixg W W) = O m W) )] e L'(RY).

B1(0)
3

Podobné pii konstrukci majoranty pro parcidlni derivaci vyuzijeme odhad

) awk
- = < € L'(RY
e =) = |2 ;gagc)\ o X )W) € L (RY)
(pokud derivujeme podle prvni proménné v bodé z = (z1,xa,...,zN), potiebu-
jeme zkonstruovat univerzalni majorantu pro vSechny body (1 + ¢,z2,...,2N),

kde t probihd interval (—d,d) pro n&jaké & > 0; nase konstrukce majoranty pfi-
pousti t¥eba § < 1, nebot mame odhad na kouli By(x)). Véta o derivaci integrélu
podle parametru (Véta 15.10.3) ndm nasledné dava

ey = [ 9% i) dy.

8$1 RN 8x1

Druh4 vlastnost plyne z toho, Ze podle Véty o Lebesgueovych bodech (Véta
16.5.13) jsou skoro vSechny body RY body Lebesgueovymi a pro né mame (vyu-
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Zivame také vlastnost konvoluce wy * f = f xwy)

e = 1@ =| [ wro =ty f@) [ ante—u)y
=|[, =0 - s )

Smacn [ 150) = S

=clkN/B M) = 1@lay

= L _ T k— o0
~ An(Bi(2)) /Bl(w)If(y) f(@)[dy "=" 0.

k

Protoze spojitost implikuje stejnomérnou spojitost na kompaktech, z posledniho
odhadu také plyne paté tvrzeni (je-li K kompakt, pro ktery mame dokdzat nas
vysledek, stejnomérnou spojitost pouzijeme na o néco vétsi kompaktni mnoziné
{z € Q: dist(z, K) < 1 dist(K,RV \ Q)} ).

Dale je snadny diikaz t¥eti vliastnosti pro p = oo, nebof mame pro kazdé x € RN

@l =| [ oo =nimas] < [ we—nlrwld
<l ol =) dy =l

Pro p = 1 méme diky Fubiniho vété (Vété 15.11.2; méfitelnost funkce (z,y) —
wi(x — y) f(y) zdivodnime pomoci méFitelnosti soufinu dvou métitelnych funkei)

/RN |fi(z)] dz = /RN‘/RN wk(a:—y)f(y)dy’da: < /RN /RN wi(@ — )| ()] dy dz
- [ [ e -vastsela= [ Irwla= 1

Pro p € (1, 00) pouzijeme Holderovu nerovnost

)l = | [ | 5= et | = (/ Flx — )of )} () dy

1
7

< ([ = npoma)’ (/Rka(wdy)p
= ([ - pPer )’

a ziskany odhad nam spolu s Fubiniho vétou (Véta 15.11.2) dava

15l = [ Ataras < [ i@ =P dyds

- / / (@ — )P dzwi(y) dy = | FI2 / w(y) dy = | FI.
RN JRN RN
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Méfitelnost funkee |f(z — y)|[Pwi(y) se odivodni stejné jako vyse.

Zbyvé uz jen dokazat Gtvrtou vlastnost. Necht f € LP(RY) a e > 0. Vime,
7e omezené funkce s omezenym nosi¢em jsou husté v LP(RY). Necht tedy g je
omezena funkce, supp g C Br(0) pro jisté R > 0 a ||f — g||, < e. Pak mame

15 = Fllp = llwr % f = fllp < llon * f = wr % gllp + llor x g = gllp + [lg = fllp-

Uspokojivy odhad tfetiho ¢lenu pravé strany mame z konstrukce funkce g. Navic
diky jiz dokézané tieti vlastnosti umime odhadnout i ¢len prvni

llaon x f = wi x gllp = [l * (f = 9)llp < [If = gllp <e

Konec¢né, na druhy ¢len pouzijeme druhou vlastnost spolu s patou vlastnosti. Tedy
wr *xg — g s.v. na Br(0), |lwg * glleoc < ||gllco, Suppwi * g C Bgr+1(0), tedy
podle Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci (Véta 15.8.17) je také tento
¢len odhadnuty € pro k dostatecné velké. O

16.6 Dodatek: spojitost v praméru

Existuje jesté jedna moZnost, jak dokézat vlastnost (iv) z Véty o vlastnostech
zhlazeni funkce (Véta 16.5.6). Nepotfebuje vlastnost (ii), tedy konvergenci s.v.
posloupnosti wy, x k, ale pouziva jednu hlubsi vlastnost funkci z LP-prostoru pro
p € [1,00), tak zvanou spojitost v prameéru. Jeji diikaz je zaloZen na Luzinové vété
(Véta 15.5.9).

Véta 16.6.1 (Spojitost v priaméru). Necht 1 < p < oo, § je lebesqueovsky méii-
telnd a f € LP(2). Potom pro viechna € > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro vsechna
heRYM, |h| <4 je

/ Fla+h) — f@)Pdz < e,
Q

kde ]7 oznacuje funkci, kterd je na €2 rovna f a vné Q je nulovd.

Diikaz. Necht ¢ > 0. Diky vlastnosti (ii) z Véty o hustych podmnozinach LP(€2)
(Véta 16.4.3) existuje R > 0 takové, Ze

/ |f(z)[P do < €P, / |f(z +h)|P do < &,
Q\Br(0) Q\Br(0)

kde |h| < 1 a fje prodlouzeni funkce f nulou vné Q. (Toto je zajimavé jen
pro piipad funkci s neomezenym nosi¢em.) Déle diky Vété o absolutni spojitosti
Lebesgueova integralu (Véta 15.8.13) existuje 6; > 0 takové, ze pro Ay (E) < 4 je

[@pa<e, [ (ferwrar<e,
E E

Nyni pouzijeme Luzinovu vétu (Véta 15.5.9). Ta spolu s Vétou o vnéjsi a vnitini
regularité Lebesgueovy vnéjsi miry (Véta 15.3.18) fikd, ze k ¢islu §; > 0 existuje



146 KAPITOLA 16. LEBESGUEOVY PROSTORY

kompaktni mnozina C C QN Br(0) tak, ze Axy(2N Br(0) \ C) < 571 a funkce
f z0Zend na C' je stejnomérné spojita na C vzhledem k C. Tedy existuje § <
min{1, 01} tak, Ze pro |h| < ¢ je

. 1 )
|f($+h)—f($)|<m5

a soucasné
IAN{z € QN Bgr(0): z,z+h ¢ C}) < d1.

Proto

(/Q|f(x+h) |pdx>% (/Q\B 0)|fx|pdx)

1 1
—l—(/ J;+h|”dx ! /|fw—|—h (a:)|pdx)p
Q\BR(W

+(/ |f(m)|pdx>;+(/ Fla+m)de)” < se.
QNBRr(0)\C QNBR(0)\C

1

O

Tuto vétu potom muzeme pouzit k diikazu vlastnosti (iv) z Véty o vlastnostech
zhlazeni funkce (Véta 16.5.6) nasledovné. Pocitame

| o) = s@pac= [ | [ I - Fe) dy| e

:/RN’/B W) (f (= 12) = f(@)) do| da

1(0)

< C(N,w) /RN (/131(0) |f(z—£2) —f($)|1’dz) dx

= C(N,w) /Bl(o) (/]RN |f(z—£2) ff(x)|pd:17) dz — 0

pro k — oo diky Vété o spojitosti v priméru (Véta 16.6.1). P¥i vypocétu vyse
jsme pouzili k ziskdni druhé rovnosti substituci k(z — y) = z, nésledujici odhad je
dtsledkem Holderovy nerovnosti a posledni rovnost plyne z Fubiniho véty (Véta
15.11.2).

16.7 Dodatek: chovani LP-normy pfi limitnim
prechodu

Je vhodné si pfipomenout jeden ze zédkladnich vysledki teorie metrickych prostort,
podle kterého je norma spojitd (Véta 11.2.12). Proto vzdy mame

fo= £ v IPQ) = falle = [[fllp:
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Pro ponékud slabsi konvergenci skoro vSude a p € [1,00) z Fatouova lemmatu
(Lemma 15.7.9) plyne slabsi vysledek

fn — f skoro viude v Q = I £llp < lin_1>inf | fullp-
n o0

Ten se neda zesilit, jak ukazuji pitklady typu {f.} := {nx( 1)}, v nichz se pfi
limitnim pfechodu (odpovidajicim konvergenci skoro v§ude) norma skuteéné zmen-
Si.

Predpokladame-li konvergenci skoro vsude, konvergenéni chovani normy s kon-
vergenci v LP(Q) souvisi dokonce velice tzce, jak ndm ukazuje nasledujici vysledek
(jesté nazornéji to bude vidét z jeho dusledku, ktery je uveden nize).

Lemma 16.7.1 (Brezis-Liebovo). Necht Q C RY je méfitelnd mnoZina, p €
[1,00) a {fn} C LP(Q) je posloupnost spliiugict f,, — f skoro vsude v Q a || fu|lp <
C pro vSechna n € N a jisté C > 0. Pak

Ifally = N fn = FI5 = LF15-

Dikaz. Budeme postupovat ve tiech krocich. Nejprve si ve dvou krocich odvodime
vhodnou pomocnou nerovnost pro dvojici redlnych ¢isel, pak pouzijeme nastroje
z teorie Lebesgueova integralu.

Krok 1: Dtikaz nerovnosti (o + )P — af < eaP 4+ C. (P platné pro «, 5 > 0.
Ukézeme, zZe pro kazdé ¢ > 0 existuje dostatecné velkd konstanta C. > 0 takova, ze
plati uvedené nerovnost. Nejprve si povSimnéme, ze pro o = 0 je nerovnost splnéna
pro libovolné C. > 1. V dalsim se proto zabyvejme uz jen pripadem « > 0. Zde
miuzeme definovat t := g > 0 a nase ptivodni nerovnost plyne z nerovnosti (piSeme
B = ta a pak nerovnost podélime oF)

(14+t)P —1<e+C.t?,
kterou nyni dokézeme. Pripad ¢ > 1 vede na odhad levé strany
14+t —1< (t+t)P —0=2P¢P,

Zde nam tedy postaci, kdyz bude platit C. > 2P. Déle protoze funkce t — (1 +
t)? — 1 je spojita a nulova v po¢atku, musi existovat 6 € (0,1) takové, Ze

I+t —-1<¢ na [0, d].

Naopak, na intervalu [4,1] je funkce ¢t — (1 4+ ¢)? — 1 omezend a funkce t — t?
kladna a odraZend od nuly. Musi proto existovat C. > 2P takové, ze plati

I+t —1<CHP na [4,1].

Tim je nase pomocnd nerovnost dokazana.

Krok 2: Dikaz nerovnosti ||a|? — |a—b|P| < e|a—bP +C.|bP platné pro a,b € R.
Dokézeme, ze tato nerovnost plati pro libovolné € > 0 a jemu odpovidajici konstan-
tou C. > 2P z predchozi nerovnosti. RozliSujeme nékolik pfipadia. Pokud a = 0,
nerovnost plati trividlné. Pokud a > 0 a b > 2a, mame

la[” —a = b"| = [b—al” —[a]” < [b—al” < |b]".
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Pokud a > 0 a b € [a, 2a], plati
llal” = la = 0P| = |a]” = a = b" <{a|” < [b[".

Pokud a > 0 a b € [0, a], pouzijeme volbu « := a — b, B := b, kterd vSe pfevede
na nerovnost z prvniho kroku. Pokud a > 0 a b < 0, tentokrat polozime « := a
a (B := —b. Zbyva si povSimnout, ze pokud plati nerovnost pro dvojici a, b, plati
také pro dvojici —a, —b, ¢imz jsme vytesili vSechny pripady s a < 0.
Krok 3: Hlavni ¢ast dikazu.

Zafixujme € > 0 a definujme pomocné funkce

+

Wo i= (| 1fal? = 1= £ = 1£1P| = elfu = 717) -

Pak W,, — 0 skoro v8ude na ) a navic diky trojuhelnikové nerovnosti a nerovnosti
z druhého kroku mame pro vSechna n € N

+
Wo < (|\fal? = 1fa = 17| + 1717 = el = 117)
< (el = 1P+ CAIP 171 = lfu = 1) = ClfIP +111P € LH(Q).

Mizeme proto pouzit Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17)

a dostavame
/ W, dz — 0.
Q

Diky tomu mame (vyuzivame také, ze Fatouovo lemma, tedy Lemma 15.7.9, davéa

Jo [fIPdz < CP)

limsup/’|fn|p—|fn—f|p—\f|p‘dx§hmsup/(Wn+5|fn—f|p)da:
Q n—oo JQ

n—oo

< limsup/ (W +2P(1fnl? + |fIP)) da < limsup/ W, dx + 2PCPe + 2PCPe
Q Q

n—o0 n—oo

= 04 2PCPe + 2PCPe = 2P CPe,
Protoze € > 0 bylo libovolné, jsme hotovi. O

Z Brezis-Liebova lemmatu (Lemma 16.7.1) okamzité dostdvame néasledujici
kritérium konvergence v LP(2).

Disledek 16.7.2. Necht Q C RN je méritelnd mnoZina, p € [1,00), {fn} C
LP(Q) je posloupnost spliiujici f,, — f skoro vSude v Q a || fnll, < C pro vSechna
n € N a jisté C > 0. Necht ddle || fu|lp, = || fllp. Pak fr = f v LP(Q).

Poznamka 16.7.3. Pfipomenme, Ze konvergence v LP(2) zaru¢uje konvergenci
norem, omezenost norem a po prechodu k podposloupnosti také bodovou kon-
vergenci. Podminky z pfedchoziho dusledku proto konvergenci v LP(€)) pomérné
presné vystihuji.
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V nékterych pfipadech mizeme vyuzit i jiné vysledky nez Brezis-Liebovo lem-
ma (Lemma 16.7.1). Kupiikladu Fatouovo lemma (Lemma 15.7.9) v kombinaci
s Vitaliho vétou o stejné integrovatelnych funkcich (Véta 15.14.4) dava nasledujici
vysledek.

Tvrzeni 16.7.4. Necht Q C RN je méritelnd mnozina, An(2) <00, 1 <p < q<
00, {fn} C LU(Q) je posloupnost splitugict fr, — f skoro vsude v Q a || fn]lq < C
pro vSechna n € N a jisté C > 0. Pak f,, — f v LP(Q).

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme pfedpokladat, Ze ¢ < oo (odtvodnéte si
sami jako snadné cviéeni). Z Fatouova lemmatu (Lemma 15.7.9) plyne || f]l, < C,
a proto f je konecna skoro vSude na 2. Nyni staci pouzit Vitaliho vétu o stejné
integrovatelnych funkcich (Véta 15.14.4) na funkci |f,, — f|P, pokud se ndm podafi
ovérit predpoklady této véty.

Jedinym netrividlnim predpokladem k ovéfeni je stejnd integrovatelnost funkeci

|f — fnl?. Necht £ > 0. Vezméme § < (%)ﬁ Pro kazdou mnozinu E C

splitujici Ay (E) < § méme

/E|fn—f|pdxé(/E\fn—f\qu)

a jsme hotovi. O

P
q

(A (E))' 77 < (20)P6" 7" < er

Poznamka 16.7.5. Piedpoklad ||f.|l; < C neni mozné nahradit pfedpokladem
| frllp < C (neboli stejnomérny odhad musi skuteéné platit v piisnéjsi normeé), jak
ukazuje ptiklad posloupnosti

1
{fn} = {”"Mo;ﬁ)}-
Neékdy stac¢i pouzit jen Tvrzeni o interpola¢ni nerovnosti (Tvrzeni 16.2.9).

Pi#iklad 16.7.6. Necht Q C RY je méfitelna mnozina, Ay () < 0o, 1 <7 < ¢ <
0, fn = f v LY Q) a |/ fully < C pro viechna n € N a jisté C' > 0. Ukazme, Ze
fn— fv LT(2).

Pomoci Fatouova lemmatu (Lemma 15.7.9) snadno ukdzeme, ze f € LI(Q).
Déle nam Tvrzeni o interpola¢ni nerovnosti (Tvrzeni 16.2.9) zarucuje, ze

-0 0
Ifn = Flle <A fu = FIT N F = FIG
pricemz 6 = ggjg < 1. Protoze druhy ¢initel napravo je stejnomérné omezeny, jde
leva strana pro n — oo k nule. Poznamenejme na zavér, ze v tomto prikladu jsme
ve srovnani s pripady studovanymi vyse nahradili predpoklad o bodové konvergenci
s.v. piedpokladem o konvergenci v L ().
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Kapitola 17

Klasicka teorie krivkového a
plosného integralu

Cilem této kapitoly je naucit se integrovat pies objekty, které lezi v RY, ale jejich
dimenze je mensi (typicky se bude jednat o kfivky a plochy). Teorie z pfedcho-
zich kapitol pouzivajici Lebesguetiv integral vzhledem k Lebesgueové N-rozmérné
mife Ay nam zde zadny uziteény vysledek nepfinasi, nebot zkoumané objekty
maji nulovou Lebesgueovu miru. Nase dalsi snazeni se da priblizné popsat tak, ze
se nase objekty pokusime narovnat, pak umistit do R¥, kde 1 < k < N, a zde
pouzit integraci viuci mife Ag. Nejprve se budeme zabjvat pripadem &k = 1, jemuz
odpovidaji kiivky, a pak pfipadem 1 < k < N, jemuZ odpovidaji (zobecnéné)
plochy.

17.1 Klasicka teorie kiivkového integralu

Inspiraci pro nasi teorii budou nésledujici dva problémy.

(1) Znédme rozloZeni jisté veliiny podél zadané kiivky a mame spocitat celkové
mnozstvi veli¢iny na uvedené kiivce (napfiklad mame zadanou linedrni hustotu
dratu a zajima nas jeho hmotnost).

Tento problém vede na takzvany krivkovy integral pruoniho druhu, u néhoz ne-
zalezi na tom, v jakém sméru pfi integraci kfivkou prochézime.

(ii) Mame spoditat praci pfi pohybu v silovém poli.

Tento problém, kdy praci vykondva jen teénd slozka (vzhledem ke sméru po-
hybu) silového pole, vede na takzvany kiivkovy integrdl druhého druhu, u néhoz
jiz neni rozhodujici jen tvar integra¢ni drahy (ten nékdy dokonce nehraje viibec
zédnou roli a rozhoduje jen poloha koncovych bodit), ale zalezi zejména na sméru,
kterym kfivkou prochdzime (zména sméru se projevi zménou znaménka integralu).

151
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17.1.1 Kiivky v RY

Definice 17.1.1 (Kiivky). Necht I C R je interval. Kvivkou tridy C* v RY
nazyvame zobrazeni ¢ € C1(I;RY) (v ptipadé, ze v I lezi néktery z jeho krajnich
bodt, jako obvykle v ném uvazujeme jen jednostrannou derivaci, kterd musi byt
vlastni). Krivkou po cdstech tiidy C' v RN nazgvame zobrazeni ¢: I — RY | pro
které existuje n € N a intervaly Iy,..., I, takové, ze ¢|r,, j € {1,...,n}, jsou
kiivky t¥idy C', I = U?Zl I;, vnitfky téchto intervald jsou disjunktni a sousedni
intervaly obsahuji pifslusny délici bod. Je-li ¢ kiivkou po ¢astech t¥idy C! v RY,
fikame, zZe je reguldrni, jestlize plati

¢'(t) == (1 (1), (1), -, on (1) #0  mal

(v pfipadé krajnich bodt a vySe citovanych délicich bodi bereme jen jednostranné
derivace).

Mnozina (@) := @(I) se nazyva geometricky obraz kfivky ¢. Pokud existuje
¢’ (t) (tentokrat uz jako oboustrannd derivace), pak se tento vektor nazyva tecny
vektor ke kiivce ¢ v bodé o(t) aT(t) := % (pokud ¢’ (t) existuje a je netrividlni)
se nazyva jednotkovy tecny vektor.

Poznamka 17.1.2. (i) Casto se misto terminu ,kfivka tifdy C'“ iika ,C*-
kiivka“. Podobné se fika ,po ¢astech C'-kiivka“.
(i) Po ¢astech C''-kiivka je vzdy spojita a diléf intervaly jsou uzaviené s vyjimkou
intervalt krajnich v pfipadé, ze I neni uzavieny.
(iii) Typickym piikladem C!-kiivky je graf C''-funkce (zobrazeni t + (¢, f(t))).
(iv) Pokud Cl-kfivka neni regularni, mtze mit pomérné ,o8klivy“ obraz. Kupfi-
kladu
0) (—t%,t?) prot € (—o0,0]
o= (t%,t%)  prot e [0,00)

je Cl-ktivka, jejiz obraz m4 zlom (obraz je stejny jako graf funkce ¢ + |t]). Tento
obraz odpovida po &astech Cl-kiivce.

(v) Protoze derivace je limitou deriva¢nich podilti, te¢ny vektor je limitou se¢nych
vektord (po jejich vhodném ,protazeni®).

(vi) Pozadavek na existenci oboustranné derivace v definici teéného vektoru brani
tomu, aby po ¢astech C'-kiivka méla v délicich bodech dvojici riiznych teénych
vektort.

Predstavme si jesté dalsi dulezité typy kiivek.

Definice 17.1.3 (Jednoduchd a uzaviend k¥ivka). Necht I C R je interval a
¢ € C(I;RY) je kiivka. Rekneme, Ze ¢ je jednoduchd, jestlize plati alespoii jedna
z podminek
(i) ¢ je prostd na I
(ii) I = [a,b] a ¢ je prosta na [a,b) a na (a,b]
a ¢~ ! je spojitd na obrazu intervalu (a,b).

Rekneme, Ze ¢ je uzavrend, jestlize I = [a,b] a p(a) = @(b). Rekneme, Ze ¢ je
Jordanova kfivka, jestlize je jednoducha a uzaviena.
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Poznamka 17.1.4. Jednoduché kiivka je prostd (tj. zobrazeni ¢ je prosté) s je-
dinou moZnou vyjimkou ¢(a) = ¢(b).

P¥iklad 17.1.5. (i) Definujme kiivku ¢: (-7, 7) — R? piedpisem

_ (t + 1’ 0) pro te <_7T7O]
P(t) = {(cost,sint) pro ¢ € [0, ).

Pro pfedstavu je () zndzornéno na obrazku.

(1-m0) (=1,0) (1,0)

Obrazek 17.1: Obraz kiivky ¢ z Piikladu 17.1.5

Kiivka ¢ je spojit4, je tiidy C' na intervalech (—m,0] a [0, 7). Proto se jedné
o po ¢astech Cl-kiivku. Na intervalu (—m,0) méme teény vektor ¢’(t) = (1,0) a
na intervalu (0, 7) méme teény vektor ¢’(t) = (—sint,cost). V bodé ¢ = 0 tedny
vektor neexistuje (lisi se jednostranné derivace). K¥ivka ¢ je regularni (problémy
miuZe délat jen ¢t = 0, ale zde jsou jednostranné derivace (1,0) a (0,1)). K¥ivka ¢
je prosta. Neni vSak jednoduché, protoZe v obraze se v okoli bodu (—1,0) jednak
vyskytuji obrazy intervalii tvaru (m —d, 7) a také obrazy intervalt (—2—0, —2+9).

(i) Definujme k¥ivku 4 : [—2, 7] — R? predpisem

_J(+1,00 prote[-2,0]
Vi) = {(cost,sint) pro t € [0, 7].

Jako v minulém ptipadé se jednd o regularni C-kiivku. Ziejmé je tato kiivka uza-
viena. Jeji prostota je porusena pouze dvojici koncovych boda intervalu ¢; = —2
a to = . Navic ¢~! je spojité ve vSech bodech, které jsou obrazem intervalu
(=2, 7) (v obraze se jako problematicky jevi bod (—1,0), ale v ném definice jedno-
duché ktivky nepozaduje spojitost zobrazeni ¢»~1). Proto je 9 jednoduché kiivka.
Dokonce je to kfivka Jordanova.

Protoze budeme v dalsim Casto pracovat s kiivkami z(Zenymi na intervaly,
zavedme znadeni kiivky zvyraziujici jeji definiéni obor (¢, I). Pro budovani dalsi
teorie bude uzitecné slepovani kiivek a obihani zadané kiivky v opa¢ném sméru.

Definice 17.1.6 (Soucet kiivek, kiivka opa¢nd). Necht (p,I) a (¥, J) jsou kiivky
v RY. Necht —co < a; < b < 00, —0 < az < by < oo, I = (a1,b1], nebo
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I =[a1,b1], J = [ag, b2) nebo J = [az,ba] a ¢(b1) = ¥(az). Pak definujeme soucet
krivek ¢ &1 predpisem

p(t) protel

kde interval K je dan vzorcem K = I U (J — ag + by) (interval J jsme posunuli,
aby navazoval na I, tedy J — as + by = [b1,bs — as + by) respektive J —ag + b1 =
[b1,b2 — az + by)).
Opacnou krivkou ke kiivce (@, I) nazgvame k¥ivku (6¢, —I) danou predpisem
op(t) = p(—t) prot e —1I.

Povsimnéte si, ze pro regularni po ¢astech C'-kiivky je vysledkem pravé zade-
finovanych operaci opét reguldrni po éastech C'-kiivka.
17.1.2 Krivkovy integral prvniho a druhého druhu

Definice 17.1.7 (Kiivkovy integrél prvnfho a druhého druhu). Necht (p,I) je
regularni po ¢astech C1l-kiivka v RV. Jestlize f: RY — R je funkce definovana na
(p), pak kfivkovy integrdl pruntho druhu zavadime piedpisem

[ ras= [ reale @l ke [0 = er 20+ -+ 0,
14

pokud integral na pravé strané existuje jako Lebesguetuv a je konecny.
Jestlize F: RY — RY je vektorové pole definované na (), pak kiivkovy integrdl
druhého druhu zavadime predpisem

AF@w:/ﬁwwwwww

I

(v integrandu napravo je pro kazdé t € I skalarni sou¢in dvou vektorii v RY),
pokud integréal na pravé strané existuje jako Lebesguetv a je konecny.

Poznamka 17.1.8. (i) Pfipometime, 7ze pro C'-kiivky jsme si uz v kapitole o
Riemannovu integralu predstavili fs@ 1ds jako délku krivky.

(ii) Pripomenme, ze ||’ (t)|| je eukleidovska norma vektoru ¢’(¢). V kapitole véno-
vané metrickym prostoriim jsme ji znadcili ||’ (¢)||2-

Poznamka 17.1.9. Pro kiivkovy integral druhého druhu se éasto pouziva znaceni
(F = (Fy,...,Fn))

/Fldel-’-Fle'Q—‘r-f—FNd.’EN,
[}

které je motivovano rozepsanim pravé strany z defini¢niho vztahu pomoci jednot-
livych slozek

/F(<P(t))-w'(t)dt=/(F1(30(t))<ﬂ’1(t)+--~+FN(<P(t))<P§v(t))dt~

I I
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Priklad 17.1.10. (i) Spoditejme I := f‘p(xQ + y) ds pro kiivku ¢(t) := (1,1) +
t(—1,1), kde t € [0, 1]. Podle definice mame

L 1
I:/ ((1—t)2+(1+t))\/mdt=\/§/ (2—t+1t2)dt
0 0
11y 11V2
(ii) Spocitejme J := fw(x dz — ydy) pro k¥ivku ¢(t) := (cost,sint), kde t € [0, 7].

Podle definice mame

™ ™
J:/ (cost,—sint) - (—sint,cost) dt = —/ 2costsintdt
0 0

™

=— /07T sin(2t) dt = — [—% cos(2t)] =0.

0

17.1.3 Zakladni vlastnosti kfivkového integralu

Oba typy kiivkového integralu jsou vybudovany na Lebesgueové integralu, a proto

vvvvvv

nosti, které ndm mohou usnadnit praci.
Z linearity Lebesgueova integralu okamzité dostavame nasledujici vysledek.

Véta 17.1.11 (Linearita kiivkového integralu). Necht ¢: R — RY je krivka,
f,9:RY =R aa,BcR. Pak

/‘p(af+ﬂg)d8—a/(pfds+ﬂ/¢gd8,

jestlize existuji oba krivkové integraly pruniho druhu na pravé strané. Analogicky
pro kiivkovy integrdl druhého druhu.

Véta 17.1.12 (O integralu pies soucet kiivek). Nechf @, ¥: R — RY jsou krivky,
je definovdno ¢ ® a f: RN — R. Pak

jestlize existuji oba krivkové integraly pruniho druhu na pravé strané. Analogicky
pro krivkovy integrdl druhého druhu.

Dalsi vysledek ziskdme z Véty o substituci pro Riemanntv integrdl (Véta
7.5.23).

Véta 17.1.13 (O substituci pro k¥ivkovy integral). Necht (o, [a,b]) je reguldrni
Cl-krivka v RN, n: R — R md na [a, ] nenulovou spojitou derivaci a n([a, B]) =
[a,b]. Pak (pon,[a,B]) je requldrni Ct-kiivka v RN a pro kazdou funkci f: RN —
R, jejiz restrikce na (@) je spojitd na (@), plati

/Lponfds:/?fds.
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V pripadé krivkového integrdlu druhého druhu plati (znaménko 1’ je ve viech bodech
intervalu o, 8] stejné, proto miZeme nizZe vybrat kterykoliv z téchto bodd)

/ F-d(pon) :Sign(n’(‘%”?))/ F - de.
pon

©
Dikaz. Oznac¢me 7y := @ on. Pak
1y (DIl = Nl (n(r)n' ()]l = lle" ()’ (T)] - pro 7 € (o, B).

Snadno se nahlédne, ze mame splnény predpoklady Véty o substituci pro Rieman-
niv integral (Véta 7.5.23) a dostdvame

/ fds = / SO ()]l dr = / FoE)) e )l (7)) dr

/ F@mIle! ()l (7) sign( (7)) dr
— sign(y / Fo@N) e ()l (7) dr

— sign(y (4£2)) / ' Fe®)le ] de

n ()

/f Dlig' (1) dt = /fds

V pfipadé kfivkového integralu druhého druhu ma zavéreény vypocet tvar

B B8
F.dy= F(y(7)) -4 (r)dr = F ™) - (n(t))n' (r)dr
L y / (v(r) -7 (7) / ((n(r)) - ' (n())if (7)

n~'(B) b
= [ R0 (0t = signf (=2)) [ Flpl0) ¢/ 0)de
=1 () a

= sign(n O‘+B / F - dy.
)

Poznamka 17.1.14. Z minulé véty okamzité plyne, Ze pfi pfechodu k opacné
kfivce se kfivkovy integral prvniho druhu neméni a u kfivkového integralu druhého
druhu se zméni znaménko.

Véta 17.1.15 (O nezévislosti kiivkového integralu na parametrizaci). Necht kfiv-
ky (@, ]a,b)) a ([, B]) jsou jednoduché reguldrni po cdstech C-krivky na RY
splriugict (p) = () a f: RN — R je funkce, jejiz restrikce na {(p) je spojitd na

(p). Pak
/‘pfds:/lpfds.
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V pripadé krivkovéeho integrdlu druhého druhu plati

‘/{pF-d(p‘:‘/lpF-dq/)}.

Diikaz. Nejprve si vSimnéme, Ze diky nasim pfedpokladiim vSechny integraly exis-
tuji. Diikaz ziskdme za pomoci Véty o substituci pro kifivkovy integral (Véta
17.1.13). Budeme postupovat ve dvou krocich. Nejprve si ukdZeme, jak se postu-
puje v pfipadé jednoduchych regularnich C'-kiivek, které nejsou uzaviené. Pak si
ukézeme jak se na tento pfipad prevede pfipad obecny prostiednictvim roziezani
zadanych kiivek.
Krok 1: specidlni pfipad.

Predpoklddejme, ze zadané kiivky (¢, [a,b]) a (¥, [a, §]) jsou jednoduché reguldrni
C'-ktivky, které nejsou uzaviené, a navic

pla) =¢(a) ap(b) =¢(B)  nebo  @(a) =9(8) ap(b) =P(a). (17.1.1)

Potfebujeme zkonstruovat funkci n: R — R takovou, Ze ¥ = ¢ o n a jsou splnény
predpoklady predchozi véty.

Protoze ¢ je prosté na [a, b], m4 inverzni funkci p~!: RN — R definovanou na
(). Mtizeme proto definovat 7 = ¢! o1 na [a, 3]. Potiebujeme jesté ukazat, ze
n € C*([a, B]) a mé zde nenulovou derivaci.

Zvolme zg € (a, 3), oznaéme yo = n(xg) € (a,b) (uvnitt intervalu jsme diky
tomu, Ze pracujeme s jednoduchymi kfivkami a médme (17.1.1)). Protoze ¢ je
regularni kiivka, existuje j € {1,..., N} takové, ze ¥’(yo) # 0. Definujme nyni
pomocnou funkci

H(x,y) = (pj(y) - d)j(‘r) na (aab) X (0‘36)~

Snadno se ovéfi, Ze na okoli bodu [z, yo] miZeme pouzit Vétu o implicitni funkci
(Véta 12.4.13; podminka Hy(zo,y0) # 0 je zaruCena nasi volbou j). Dostavame
funkci  — y(z) definovanou a diferencovatelnou na jistém okoli bodu zy. Diky
jednoznacnosti této funkce plynouci z Véty o implicitni funkci se na uvedeném
okoli ziskana funkce shoduje s funkci n. Ta je diky tomu na okoli bodu z( diferen-

covatelna a

/ _ 7Hm($07yo) _ 71/’5'(%0)
1) = = o)~ @)

Diky prévé dokdzané existenci ' (xg) miizeme psat

¥ (o) = @' (n(w0))n' (o),

odkud vidime, Ze n'(zq) # 0.

Zbyva dokazat existenci a nenulovost jednostrannych derivaci funkce 7 na kra-
jich intervalu. Zde si miZeme pomoci t¥eba tak, ze kiivky (¢, [a,b]) a (¥, [, 5])
rozSifime na intervaly (a — d,b + J) respektive (o — 6,8 + §) lise vici krajnim
bodtm (vyuzivame principu, Ze je-li g € C1([0,00)), pak po dodefinovani hodno-
tou —g(|z|) na zaporné redlné poloose dostavame C*(R)-funkei). Pak uz je [xq, yo]
vnitfnim bodem defini¢niho oboru funkce H a muzeme postupovat jako vyse.
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Nyni mame ovéreny vSechny piredpoklady Véty o substituci pro kiivkovy inte-
gral (Véta 17.1.13), a proto dostavdme dokazovanou integralni rovnost pro kiiv-
kovy integral prvniho druhu. Analogicky postupujeme pro kiivkovy integral dru-
hého druhu.

Krok 2: rozfezani kiivek v obecném pripadé.

Roziezme si interval [a, 8] na koneény pocet podintervald, kde hraniéni body zkon-
struujeme tak, Ze vezmeme viechny délici body z definice po ¢astech C'-kiivky
(¥, [, B]), piidame libovolné dva rtizné body z intervalu [a, ] (tim se jistime proti
tomu, Ze minulé ¢ast konstrukce nam mohla dat pouze krajni body a pak bychom
uzavienou kfivku nerozfezali na k¥ivky, které nejsou uzaviené) a body odpovi-
dajici délicim bodim k¥ivky (e, [a,b]) (vyuzivime (@) = (p)). Ziskali jsme tedy
body
a=ayg< a1 < < aym=p

takové, ze 9 je tifldy C! na [, aj41] pro viechna j € {0,1,...,m — 1} a dil¢
kiivky nejsou uzaviené.
Zafixujme nyni j € {0,1,...,m — 1} a ukazme, Ze do bod mnozZiny

M :={p(t): t € (aj,0541)}

se zobrazi néjaky otevieny podinterval intervalu [a, b]. Nejprve si pov§imnéme, Ze
interval (aj, j4+1) neobsahuje bod, jehoz obrazem by byl bod ¢(a) nebo ¢(b).
Proto je na (aj, aj41) dobie definovano zobrazeni n := ¢! 0%, je spojité a prosté
(kiivky ¢ a 9 jsou jednoduché). Oznacéme

aj:= inf @ low(t) a ajr1:= sup @ 'owp(t).

t€ (o, 0j4+1) te(aj,041)

Pomoci Darbouxovy véty o nabyvani mezihodnot (Véta 6.2.1) snadno nahlédneme,
ze

(aj,aj11) C (97" o) (g, 1))
Vyse dokonce musi platit rovnost, nebot pokud by pro né&jaké ¢ € (o, aj11) kupii-
kladu platilo (¢! o ¢)(t) = a;, pak by diky Darbouxové vété o nabyvani mezi-
hodnot obé mnoziny

@ron([Fg]) 2 een([n =)

obsahovaly néjaké pravé okoli bodu a; a to by bylo ve sporu s prostotou funkce

-1
© o1
Dale ukazme, ze

plaj) =v¥(a;) a@(ajt1) = ¢(aj+1) nebo p(a;) = Y(aj11) a @(ajr1) = P(ay).
(17.1.2)
Pfedné nemize platit ¢(a;) = ¢p(aj+1), nebot toto mize nastat jen jako ¢(a) =
©(b) a my jsme interval [a, b] rozdélili minimalné na dva podintervaly. Déle spojité
zobrazeni 1) zobrazuje kompaktni interval [a;, j41] na kompakt v RN. Zaroveii
uz také vime, ze

Y([laj, aj1]) = M U{h(a), ¢ (aj41)}
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Na druhou stranu i ¢ je spojité, a proto zobrazuje a; a a;i1 do M. Protoze
M je nejmensi uzavienou mnozinou obsahujici M, musi diky kompaktnosti M U

{¥(a;), (1)} platit
M C MU {$h(a;), (1)},

a protoze diky prostoté ¢ mame ¢(a;),p(a;1+1) ¢ M, celkové dostavame

{o(a)), plaj1)} € M\ M C (MU {$h(a),9(a;41)}) \ M C {p(e;), (1)}

a mame (17.1.2).

Ted uz si staci jen uvédomit, ze ¢ je C'-kiivka na [a;,a;41] (od zacatku vime,
7e se jednd o po ¢astech C'-kiivku na [a;,a;+1], a ted jsme zjistili, Ze v inter-
valu (a;,a;41) neni zadny délici bod). Navic {[aj,aj+1]};":_()l je pokryti intervalu
[a, b], které mé po dvou disjunktni vnittky (disjunktnost vnitika je jasna, pokryti
hrani¢nich bodt bylo udélano v dikazu (17.1.2)). O

17.1.4 Kiivkovy integral a potencialnost vektorového pole

V minulém dile skript jsme si predstavili pojem potencidl a zkoumali jeho za-
kladni vlastnosti. Nyni uvidime, Ze existence potencidlu miize zna¢né urychlit vy-
pocet kiivkovych integralti druhého druhu. Pfipomenime, Ze to, co budeme délat,
je dobfe znamé studentlim, ktefi v rdmci mechaniky hmotného bodu studovali
pohyb v konzervativnim poli.

Véta 17.1.16 (O vypoctu kiivkového integralu pomoci potencidlu). Necht Q C
RY je oteviend mnozina a T € C(Q;RYN) md na Q potencidl U. Pak pro kaZdou
requldrni po cdstech Ct-krivku (p, [a,b]) spliujici (p) C Q plati

[T do=Ule®) - UGl
©
Diikaz. Podle fetizkového pravidla a definice potencidlu mame

N
ey =Y

N
T (p(1)i(t) = Z Ti(e ()i (t) = T(p(1)) - ¢'(1).

- i=1 0;
Pokud ¢ je C'-kfivka, dostavdme z Newtonovy formule a piedchoziho vypoétu

b b
d
Ulp(s) - Utp() = | 5060t = [ Te) ¢/t = [ T dg.
a a 74
Pokud je ¢ jen po &astech C'-kfivka, predchozi postup aplikujeme na jednotlivych
intervalech, kde ¢ je C''-kfivka, a vysledné vzorce vyséitame. Pfitom se diky spoji-

tosti potencidlu a zobrazeni ¢ odectou prispévky ve vnitinich délicich bodech. [0

Z posledni véty plyne, ze pro dvé regularni po ¢astech Cl-kiivky, jejichz obrazy
lezi v © a maji stejné pocatecni a koncové body, ziskdme integraci potencidlniho
pole totéz. Pro uzavienou regularni po ¢astech C'-kiivku pak ziskdme integraci
nulu.

To nas vede k nasledujici definici.
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Definice 17.1.17 (Nezavislost integralu na cesté). Necht O € RY je oteviena
mnozina a T € C(Q;RY). Rekneme, ze kiivkovy integral druhého druhu z pole T
nezdvisi na cesté v €1, jestlize

[pT~d¢:/1pT~d¢,

kdykoliv (g, [a,b]), (¥, [, B]) jsou regularni po ¢astech Cl-kiivky takové, Ze plati
(p), @) € Q, p(a) =9(a) a p(b) =¥(B).

Véta 17.1.18 (O charakterizaci nezévislosti na cest&). Nechf Q2 C RY je otevrend
mnoZina a T € C(;RYN). Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni.

(i) krivkovy integrdl druhého druhu z pole T nezdvisi na cesté v §2

(ii) kFivkovy integrdl druhého druhu z pole T je nulovy pro kaZdou uzavienou re-
guldrni po cdstech C-krivku leZici v Q.

Dikaz. Pokud plati (ii) a kfivky ¢,% jsou jako v pfedchozi definici, staci vzit
k¥ivku ¢ @ (&%) a uvédomit si, Ze je uzaviend. Pokud naopak plati (i) a ¢ je
uzaviena regularni po ¢astech Cl-kiivka v Q, pak

/T-d(p: T-d((pEB(p):2/T-d<p
¢ PDP ¢

(leva rovnost vyuziva (i) a pravd definici symbolu @). Odtud plyne f‘PT~ dy =
0. O

Nezavislost na cesté je dokonce postacujici podminkou pro existenci potencialu.

Véta 17.1.19 (O vztahu nezévislosti na cesté a existence potencialu). Necht
Q C RN je oteviend souvisld mnoZina a T € C(;RYN). Jestlize krivkovy inte-
gral druhého druhu z pole T mezdvisi na cesté v 2, pak T md v Q) potencidl.

Diikaz. Zafixujme bod zy € €. Pro kazdy jiny bod =z € Q pak diky souvislosti
Q (Definice 12.3.2) existuje lomend ¢ara s koneénym poctem segmentii koneéné
délky, ktera lezi v 2. Tu mizZeme parametrizovat tfeba tak, kazdy jeji bod bude
odpovidat vzdalenosti, kterou urazime po nasi lomené ¢afe mezi uvedenym bo-
dem a bodem z(. Takto zparametrizovanou lomenou ¢aru oznacme (@, [0,1;]).
Definujme jesté funkci

U(z) := / T de, pro vSechna x € Q.

x

Diky nezavislosti na cesté je tato definice jednozna¢na pro vsechna z € (). Ovéfme,
ze U je skutecné potencidlem pole T v Q). Zvolme x € Q. Pak existuje 6 > 0 takové,
ze Us(z) C . Zafixujme jesté i € {0,..., N}. Definujme kiivku 9(s) := x + se;
pro s € [0,9). Pro kazdé ¢ € (0,9) pak plati (nezavislosti na cesté vdécime za tfeti
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z nasledujicich rovnosti)

Vet V@ _ L[ 1 g~ [ T ap.)
= Trie; r
t Pate; P

t

1

= E/ T d((c9s) B Potte;)
(OP)DPatte;

1 I
7/T-d'¢/::f/ T(x + se;) -e;ds
t Jy t Jo

1t
:E/ T;(x + se;) ds t2>OTi(ac).
0

Analogicky pracujeme s t € (—9,0). O

Poznamka 17.1.20. (i) Pokud ma  vice komponent, mizeme proces popsany
v dikazu provést na jednotlivych komponentach.

(ii) Z dikazu pfedchozi véty je vidét, ze k tomu, aby pole bylo v dané oteviené
mnoziné potencialni, stac¢i ovérit, ze kiivkovy integral druhého druhu daného pole
nezavisi na cesté v dané mnoziné pouze pro kiivky tvorené lomenymi ¢arami. Toto
pozorovéani bude hrat dtlezitou roli na konci této kapitoly.

(iii) Pokud je  navic konvexni, nezévislost na cesté je ekvivalentni tomu, ze je
nulovy kfivkovy integral druhého druhu pres obvod kazdého trojihelnika leziciho
v Q. Jedna implikace je trividlni, u druhé je tfeba si uvédomit, ze v pripadé kon-
vexni mnoziny muZzeme libovolné body v € spojovat s ostatnimi body pomoci
usecek lezicich v . Fixujme tedy bod z¢ € © a definujme funkci U(z) jako ve
Vété o vztahu nezdvislosti na cesté a existence potencidlu (Véta 17.1.19) s tim
rozdilem, Ze misto libovolné kiivky volime tsecku spojujici body zg a x. Je po-
tfeba ukazat, ze VU =T v ), coz dokazeme stejné jako v dikazu véty zminéné
vyse. Je ale nutné si uvédomit, ze hodnota U(x + te;) se da také spocitat pomoci
integralu ptes isecky z g do x a z « do x + te;. To je disledkem toho, Ze integral
pfes libovolny trojuhelnik je nulovy. Nezavislost integralu na cesté ptes libovolnou
k¥ivku pak plyne z Véty o vypoétu kfivkového integralu pomoci potencidlu (Véta
17.1.16). Také toto pozorovani bude hrat dilezitou roli na konci této kapitoly.

P¥iklad 17.1.21. (i) Necht (p,[a,b]) je kiivka na R? spliujici p(a) = (A1, A2) a
@(b) = (B1, Bs). Spocitejme kiivkovy integral druhého druhu 7T := f(p xdx + ydy.
Ze zadani vidime, Ze se jednd o integraci pole T'(x,y) = (z,y). Snadno se nalezne
potencial U(z,y) = # (aditivni konstantou se zabyvat nemusime, protoZe se
v zavéretném vypoctu vyrusi). Odtud

I =U(By,By) —U(A1,Ay) = (B2 + B2 — A2 — Ad).

1
2
(ii) Kdyz jsme se zabyvali potencidlem vektorového pole v kapitole o funkcich vice
proménnych, predstavili jsme si vektorové pole

T(:v,y):( Y ’ )

l‘2+y27x2+y2
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Toto pole splituje T € C*°(R?\ {0}; R?) a ukdzali jsme si o ném, Ze nema potenciél
na R?\ {0}. Nyni mdme k dispozici novou metodu ditkazu této vlastnosti. Zvolme
uzavienou regularni C'-kfivku

@(t) := (cost,sint) pro t € [0, 27].
Pak

2T :
—Q t ‘t
/T- dcp:/ (%(—sint)—l—%(cost)) dt
» 0 cos“t +sin“t cos“t +sin“t

2m
:/ 1dt =27 # 0.
0

Proto T nemiiZze mit potencial na R?\ {0}. Pokud bychom pracovali s kiivkami
tvaru t — (rcost,rsint), kde r > 0, opét bychom dostali nenulové integraly, a
proto neexistuje potencial na zadné oteviené mnoziné, kterd obsahuje néjaké prs-
tencové okoli poc¢atku. Na druhou stranu, tfeba na mnoziné (0,00) x R je poten-
cidlem funkce U (z,y) = arctan £ (ovéii se zderivovanim). Proto vechny uzaviené
regularni po ¢astech C!-kiivky lezici v pravé poloroviné davaji nulovy integral.

17.2 Klasicka teorie plosného integralu

Plochou v R¥ pro nas bude k-dimenzionalni mnozina, kde k € NN [1, N — 1]. Na
rozdil od kfivek, kde jsme pod kfivkou rozuméli spiSe zobrazeni (neboli parame-
trizaci) nezli mnozinu (té jsme ¥ikali obraz kiivky), budeme pod pojmem plocha
rozumét mnozinu.

17.2.1 k-plochy v RY

Definice 17.2.1 (k-plocha). Nechf k&, N € N a k < N. Mnozina M C R se
nazjvéa k-plocha, jestlize existuje neprazdna oteviena mnozina £ C R¥ a zobrazeni
@: E — RN tak, ze plati
(i) (E) = M
(i) ¢ € C1(E;RY)
(iii) hodnost Jacobiho matice zobrazeni ¢ je rovna k vSude na E.
Zobrazeni ¢ se nazyva parametrizace plochy M.

Za 0-plochu povazujeme libovolny bod v RY. Plocha se nazyva jednoduchd,
jestlize navic ¢ je prosté na E a ¢! spojité na ¢(F).
Poznamka 17.2.2. (i) Je-li ¢ reguldrni C'-kfivka definovana na otevieném in-
tervalu, jejim obrazem je 1-plocha.
(ii) PfestoZe nas zajimé pocitani integralt pies k-plochy pro k > 2 (pfipad k = 0
je nezajimavy a pfipad k = 1 jsme jiz prozkoumali v pfedchozim oddile), rozsifeni
terminologie i na piipady k& = 0,1 potfebujeme, nebotf k hlavnim vysledkiim nasi
teorie budou patfit vicerozmérna zobecnéni integrace per partes, kde se bude pfe-
vadét integrace pfes k-plochu na integraci pfes jeji ,okraj“, coz bude typicky
(k — 1)-plocha.
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Poznamka 17.2.3. (i) V definici k-plochy jsme sice pfimo poZadovali, aby bylo
k < N, ale podminka na hodnost Jacobiho matice sama o sobé okamzité vylucuje
pfipad k£ > N.

(ii) Ve vylouceném piipadé pfipadé k = N by parametrizace ¢ byla reguldrnim
zobrazenim z oteviené mnoziny £ C RY do RY. Pak by podle globélni verze Véty
o inverzi (Véta 12.8.7) byla M = ¢(E) oteviena mnozina kladné N-rozmérné Le-
besgueovy miry (skuteéng, pokud by totiz platilo Ay (M) = 0, lokalni lipschitzov-
skost zobrazeni 3! zptisoben4 vlastnosti =1 € C*(M;RY) by méla za nasledek
nepravdivy vyrok Ay (E) = 0).

Dalsi prirozenou otazku nam zodpovi nasledujici vysledek.

Véta 17.2.4 (O korektnosti definice k-plochy). Necht k,I,N € N a M C RV je
zdroven jednoduchd k-plocha a jednoduchd I-plocha. Pak k = 1.

Diikaz. Podle piedpokladu je M popsana jako ¢(E) at(H),kde E C R¥ a H C R!
jsou neprazdné oteviené mnoziny a ¢, maji vlastnosti z definice jednoduché k-
plochy (respektive [-plochy). Pro spor pfedpoklddejme, Ze k < [. Dtukaz provedeme
v nékolika krocich.

Krok 1: zékladni vlastnosti zobrazeni i := ¢~ o ¢
Pfedné diky prostoté ¢ je zobrazeni 77 dobfe definovino na celém E. Dale plati
H = 7j(E) a 1 je prosté zobrazeni.

Krok 2: diikaz, ze 1 je t¥idy C*
Dikaz zalozime na Vé&t& o implicitni funkei (Véta 12.4.13). Budeme vychazet
z toho, ze pro kazdé u € F plati

P(iT(w)) = ¢(u).

Zvolme uy € E a polozme vy := 7j(ug) € H. Pfedpoklad o hodnosti Jacobiho
matice zobrazeni ¥ ndm zarucuje, Ze po vynechani vhodné (N —1)-tice fadki z Ja-
cobiho matice D%(vp) ndm zbude regularni ¢tvercova matice. Pro jednoduchost
dalsiho znaceni predpokladejme, Ze zbylo prvnich [ fadkd a definujme pomocné
funkce

Fj(u,v) == ¢;(u) — ¢;(v) proj€{l,...,l} a(u,v) € Ex H.

Pak vektorové pole F = (Fy,...,F): E x H — R! spliiuje ﬁ(uo,vo) =0, F ¢
CYE x H;R") a F(u,7(u)) = 0 pro viechna u € E (tato vlastnost nim umozni
prenést vysledky ziskané prostfednictvim Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13)
na zobrazeni 7). Pfedpoklad o hodnosti Jacobiho matice zobrazeni 9 se zde pro-
jevuje jako splnéni maticové podminky ve Vété o implicitni funkci, jejiz aplikace
nam koneéné déva, ze 77 je C'-funkce na okoli bodu wuy.
Krok 3: konstrukce pomocného lokalné lipschitzovského zobrazeni

Diky tomu, ze 77 € C'(FE,R!), je ij lokalné lipschitzovské zobrazeni. Definujme
pomocné zobrazeni ﬁ 1 E x RI7* 5 R! predpisem

—
—

DUty ey Ukey U1y ey W) = (UL, ooy U
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Pak ﬁ je ziejmé lokalné lipschitzovské na E x R!™*. Navic plati
H =7j(E) = (B x {0}'~").

Protoze \;(E x {0}'=%) = 0, musi platit i \;(H) = 0. To je ve sporu s tim, 7e
H C R je neprazdné otevienad mnozina. O

Poznamka 17.2.5. Pro uplnost si jeSté povSimnéme, Ze 0-plocha (jednobodova
mnozina) nemtze byt zaroven k-plochou pro néjaké k € N.

Priklad 17.2.6. (i) P¥ipadem 2-plochy v R? je tieba jednotkova horni polosféra
bez nultého poledniku. Ta se d4 parametrizovat pomoci sférickjch souradnic

(n, %) — (cos 1 cosn, cos ) sinn, sin ) kde n € (0,27),v € (0, §),
nebo pomoci parametrizace
(r,m) — (rcosmn,rsinm, M) kde n € (0,27),r € (0,1),
nebo

(z,y) — (x,y, V1—1x2— y2> kde z,y € {z* +y* < 1}\ ([0,1) x {0}).

Ve vsech tfech pripadech se snadno vypoctem ovéri, ze Jacobiho matice ma vsude

(x,y)H(m,y,vl—xQ—yQ) kdex7y€{$2+y2<1}7

je parametrizaci celé horni polosféry (stejné jako vyse, kromé ,rovniku*).
(ii) Necht E ¢ RV~ je oteviend mnozina, f € C*(E) a

M = {(th o tn—1, f(tl, Ce 7tN,1)): te E}
Nabizi se ndm parametrizace

@i (tr,.. o tv_1) = (b, tn—1, f(E, - Ev—1)).

Jacobiho matice zde m4 tvar (pro zjednoduseni zdpisu piSme ¢ := (t1,...,tn—-1))
) )
() G @) 1 0
6501\7;1 - a@N;1 = : . )
f ... denoigy 0 - 1
2(t) o H () ot dtn_1

a spravnou hodnost. Z predpisu pro ¢ je vidét, Ze toto zobrazeni je prosté.

(iii) Plochu je mozné zadat také implicitné, tfeba predpisem F'(z1,...,zn) = 0.
Véta o implicitni funkci (Véta 12.4.13), splituje-li F': RN — R jeji predpoklady,
pak situaci pfevede na piipad z bodu (ii). Je vSak nutné pamatovat na to, Ze
plné verze Véty o implicitni funkci pracuje pouze lokalné (poradime si napiiklad
s mnozinou {z? + y? — 1 = 0} N {y < 0}, nikoliv s {22 +y? — 1 = 0}).
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17.2.2 Zavedeni plosného obsahu a plosného integralu prv-
niho druhu

Pripomenme si, ze délka kiivky byla definovdna pomoci aproximaci lomenymi ¢a-
rami. Analogickd myslenka pro pocitani obsahu ploch (napfiklad aproximovat 2-
plochu v R? pomoci ,lomené plochy“ tvofené ¢astmi rovin) nefunguje, jak uvidime
pozdéji. Nechme se inspirovat délkou kiivky, pro kterou jsme v kapitole o Rieman-
novu integralu dostali ekvivalentni vyjadfeni fp 1ds == [, [l¢' ()| dt (kfivkovy
integral prvniho druhu). Budeme postupovat nésledovné. Nejprve nahradime ¢ini-
tel ||’ (t)]| jeho zobecnénim pro objekty vyssi dimenze, jemuz budeme Fikat plosny
element. Néasledné zadefinujeme plo$ny integral prvniho druhu a integral z jednicky
budeme nazyvat obsahem plochy. Pak si odvodime zékladni vlastnosti tohoto in-
tegralu a na téchto vlastnostech a na prikladech dobfe znamych ploch si ukazeme,
7e nase definice obsahu k-plochy mé rozumné vlastnosti a zndAmym plocham dava
hodnotu obsahu, na kterou jsme zvykli. Zde bychom radi ¢tenafe upozornili, ze
nas nekonstruktivni pfistup neodpovida tomu, jak se historicky tato oblast ma-
tematiky vyvijela. Zajemctm proto nabidneme zvlastni oddil, kde budou alespon
stru¢né shrnuty zakladni myslenky ziskani vzorce pro plosny element zalozené na
geometrickych vlastnostech zkoumanych ploch.

Definice 17.2.7 (Gramova matice). Necht k,N € N, k € N a vy,vy,...v; €
RN . Gramovou matici piislusejici vektorim vi,vs, .. .v), nazfvame matici

(vi,v1) (v1,v2) - (v1,vk)
Gos, o) = (v2,v1) (v2,v2) -+ (v2,vk) ’
(0,01) (4s02) o (Wr1)

kde (v;,v;) znadi skalarni soucin vektori v; a v;.

V piipadé, 7ze ¢: R¥ — RY patii do C'(E;RY), bude Dyp(t) zastupovat Jaco-
biho matici zobrazeni ¢ v bodé t € E a G(De(t)) bude Gramova matice aplikovana
na vektory dané sloupci Jacobiho matice.

Definice 17.2.8 (Plosny integral prvniho druhu). Necht ¥, N e N, k < N, M C
RY je jednoducha k-plocha parametrizovana zobrazenim ¢: R¥ — RY z oteviené
mnoziny E C R¥ a f: RY — R je definovana na M. Pak definujeme plosnyj integrdl
pruntho druhu predpisem

/k fas [E F(p() /A G (D (),

pokud integral na pravé strané existuje jako Lebesguetiv a je konec¢ny. Cislo

Sp(M) = /M 1dS

nazyvame k-rozmernym plosngm obsahem k-plochy M.
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Poznamka 17.2.9. (i) Pokud k =1 (tedy M = (), kde ¢ je kiivka), Gramova
matice mé jediny prvek (¢’(t),¢’(t)) = ||¢’(t)||?, plosny integral prvniho druhu je
totozny s kifivkovym integralem prvniho druhu a obsah je totéz, co délka kiivky.
(ii) Plo$ny integral prvniho druhu existovat nemusi (uz t¥eba proto, ze od funkce f
nepozadujeme Zadnou vlastnost, kterd by zarucila méfitelnost funkce ¢ — f(p(t))),
ale k-rozmérny plo$ny obsah existuje vzdy nebot v definici k-plochy pozadujeme
otevienost mnoziny M a plo$ny element je spojita funkce diky ¢ € C'(E;RY).
(iii) V8imnéme si, ze pokud jsou vektory g—i, 1=1,2,...,k, na sebe kolmé, pak

Vdet G(Dy(t)) = ﬁ H%‘”H

17.2.3 Zakladni vlastnosti ploSného obsahu a plosného inte-
gralu prvniho druhu

Zacnéme tim, Ze si spoCteme obsah nékolika zakladnich ploch. Parametrizace si
zvolime tak, aby se nam pocitalo co nejsnaze. To nam umoznuje néasledujici vysle-
dek.

Véta 17.2.10 (O nezavislosti plogného integralu prvniho druhu na parametrizaci).
Necht k,N € N, k < N a M C RY je jednoduchd k-plocha. Necht (p,E) a (¥, F)
jsou dvé jeji parametrizace o f: RV — R je definovand na M. Pak

/E F((t) /At G(Dp(D)) dt = /F F(1(5))v/det G(DH(s)) ds,

kdykoliv alespon jeden z Lebesgueovych integrdlu existuje.
Ditkaz této véty je pomérné dlouhy. Proto jsme jej odlozili na konec oddilu.

Piiklad 17.2.11. (i) Nechf E C R* je oteviena mnozina a ¢: R¥ — RY je na E
definovano predpisem

(p(t1,t2,...,tk) = (tl,tg,...,tk,o,...,()).

Jacobiho matice a z ni odvozena Gramova matice pak jsou

1 .- 0
5 1 0
0 1
Dp(t)=| 0 a  G(De(t) = :
0 1
0O --- 0

Proto y/det G(Dg(t)) = 1 na E a dostavame

Se(M) = /E 1\/det G(Dy (D)) dt = /E 1A (t) = Mo (E).
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(ii) Spoditejme obsah jednotkové sféry (bez jednoho poledniku) popsané pomoci
zobrazeni

@: (1n,v¥) — (cos ) cosn, cospsinn, sin ) kde (n,v) € E := (0,27) x (=5, 5).
Jacobiho matice a z ni odvozend Gramova matice pak jsou

dp1 Oy

n 09 —cosysinng  —sintycosn
De(n,v¢) = %ff %7%2 = cosiycosn  —sinysinng |,
Op3  Ops 0 cos
on o
@ 2
cos 0
swenw)=( 5% 1)
Odtud mame
Vdet G(De(n, 1)) = v/cos? ¢ = | cos | = cosh,
a proto

us
2

So(M) = /E 13 CDo(, ) daln, ¥) = / ’ | cosvava

z
27

:/ [sin] 2, dny = 4.
0 2

Otéazkou pridani chybéjiciho poledniku se budeme zabyvat pozdéji, az si predsta-
vime takzvané zobecnéné k-plochy.
(iii) Spocitejme obsah vélcové plochy popsané pomoci

@: (n,h) — (cosn,sinn, h), kde (n,h) € E :=(0,27) x (0,1).

Jacobiho matice a z ni odvozend Gramova matice pak jsou

087 oh —sinnp 0
De(n,h) = | G en | =| cosm 0
dp3  Ops 0 1
an  on
a
10
copmi)=( o 1)
Odtud méame

27 1
Sa(M) = / 1v/det G(De(n, h)) dAz(n, h) = / / 1dhdn = 27.
E o Jo
(iv) Spocitejme obsah kuzelové plochy popsané pomoci

@: (n,h) — (hcosn, hsinn, h), kde (n,h) € E := (0,27) x (0,1).
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Jacobiho matice a z ni odvozend Gramova matice pak jsou

) d
ainl 5 —hsinn cosn
De(n,h) = aa—ﬁf % = hcosn singy
d¢3  Op3 0 1
on h

Odtud méame

sa00) = [ 1VAGGDRG R A = [ [ VEndnay = var

Véta 17.2.12 (Zakladni vlastnosti ploného obsahu). k-rozmérng plosny obsah se
zachovdvd pri translaci a rotaci. Pri a-ndsobném roztaZent, pro o > 0, je vysledny
k-rozmérny plosny obsah roven of-ndsobku pivodni hodnoty.

Diikaz. Translace odpovida tomu, Ze se puvodni parametrizace ¢ zobrazujici E C
R* do RY nahradi zobrazenim @: t — ¢(t)+o, kde o € RY. Tento proces neméni
prvky Gramovy matice. Pfi rotaci ptivodni parametrizaci ¢ nahradime zobrazenim
t — A(p(t)), kde A je ortogonalni matice. Ortogonalni matice zachovavaji skaldrni
soufin, a proto se prvky Gramovy matice opét nezméni (tfebaze se zméni vektory,
z nichz se tyto prvky pocitaji). Pii roztazeni pfechdzime k zobrazeni t — a(p(t)).
Vsechny ptuvodni vektory, z nichz se poc¢itaji prvky Gramovy matice, budou proto
vynasobeny ¢slem «, proto budou nové prvky o-nasobkem prvkt ptvodnich, tedy
visledny plosny element bude a*-nasobkem piivodniho plogného elementu. O

Nyni se budeme zabyvat tim, jak blizky je plos$ny obsah definovany pomoci
Gramovy matice nasi intuitivni geometrické predstavé o povrchu plochy. Za¢néme
definici pomocného pojmu.

Definice 17.2.13 (k-rovnobéznostén). Necht k, N € N, k < N, vy,...,v, € RY
jsou linedrné nezavislé vektory a xo € RY. Pak mnozinu

k
P(aco,vh...,'vk) = {xo +Ztivi: (th...tk) € [0, 1]k}
i=1

nazyvame k-rovnobéznostén urCeny bodem zy a vektory vq,...,v.

Véta 17.2.14 (O plosném obsahu k-rovnobéznosténu). Necht k,N € N, k < N.
Pak pro libovolny k-rovnobéznostén se shoduje plosny obsah definovany pomoci
plosného integrdlu pruniho druhu (tedy pomoci \/det G(v,...,vy)) se standardni
geometrickou definici.

Dikaz. Predné zménou ortonormalni baze mtzeme dosédhnout toho, ze vektory
v1, ...,V maji nulové vSechny (k + 1)-té az N-té slozky. Z hlediska geometrické
definice plosného obsahu se nic nestalo. Z hlediska Gramovy matice prechod k jiné
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bézi také nic nezménil, nebot nasobeni ortogonalni matici zachovava skalarni sou-
¢in. Dostali jsme se do situace analogické tomu, Ze pracujeme v R* a poéitame
k-rozmérnou Lebesgueovu miru zadaného rovnobéznosténu.

Nyni vytvorme matici A tak, ze do ni jako sloupce vyplnime vektory v1, ..., vg.
Podle pravidel pro vipocet sou¢inu matic dostavame ATA = G(v1,...,v;). Odtud

|det A] = \/det G(vy,...,v5).

Ted uz si sta¢i jen vzpomenout, Ze | det A| odpovida geometrické definici plogného
obsahu podle Tvrzeni o vztahu determinantu a Lebesgueovy miry rovnobéznosténu
(Tvrzeni 15.12.13). O

Nyni se budeme konec¢né zabyvat nezavislosti plosného integralu prvniho druhu
na parametrizaci. Pfipravime si nejprve jeden pomocny vysledek.

Lemma 17.2.15 (O charakterizaci regularity Gramovy matice). Necht k, N € N,
k<N avi,...,v, € RY. Pak

det G(vy,...,vx) =0 <= wv1,...,0% jsou linedrné zdvislé.

Diikaz. Nejprve vytvorme matici A tak, Ze do ni jako sloupce vyplnime vek-

tory vy, ...,v. Pak podle pravidel pro vypocet souc¢inu matic dostavame identitu
ATA =G(vy,...,v5).
Pokud jsou nyni vq,...,v; linedrné zavislé, ma A linedrné zavislé sloupce, a

proto existuje netrivialni vektor i € R* takovy, ze (vektor @ v nasledujicim piSeme
do sloupce)
At=0

(zde i v dalsim symbol 0 znaéi trividlni vektor v RY). Odtud
Gi=ATAi=AT0=0.

Proto G nemuze byt regularni.
Pokud naopak G neni regularni, existuje netrivialni vektor © € R¥ takovy, Ze
G¥ = 0. Odtud (pfipomenme, ze ||U|| znaéi eukleidovskou velikost vektoru %)

0=7"-(G?) =7" -ATAT = (AD)" - (A7) = | AD]>.
Néasledné Av je trivialni vektor, a proto A musi mit linedrné zavislé sloupce. [

Dikaz Véty o nezavislosti plosného integrdlu prvniho druhu na parametrizaci.
(Véta 17.2.10) Ditkaz je podobny ditkazu analogického vysledku pro kiivkovy in-

vvvvvv

zavedeme pomocné zobrazeni 77 := ¢! 0. O tomto zobrazeni ukdzeme, Ze je
reguldrni na F, a pak pouZijeme Vétu o substituci pro Lebesguetv integral (Véta
15.12.1).

Krok 1: korektnost definice zobrazeni 17 a jeho zakladni vlastnosti.
Definice 77 je korektni diky tomu, Ze zobrazeni ¢ je prosté na E. Zobrazeni 17 je
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definované na F' a 7j(F') = E. Navic z toho, ze plocha M je jednoduché, plyne, Ze
17 je spojité na F'. Déle je toto zobrazeni ziejmé prosté.

Krok 2: spojita diferencovatelnost 77 ziskanad pomoci Véty o implicitni funkci
(Véta 12.4.13).
Pro kazdé s € F plati

p(7f(s)) = 9 (s).

Zvolme sy € F, polozme tg = 7j(sg) € E. Pfedpoklad o hodnosti Jacobiho matice
zobrazeni ¢ zarucuje, Ze po vynechani N — k fadkt z matice Dyp(tg) ndm zlstane
regularni ¢tvercovd matice. Pro jednoduchost dalsiho znaceni predpokladejme, Ze
zbylo prvnich k fadka a definujme pomocné funkce

Hj(s,t) :==1;(s) — p;(t) proj e {l,...,k} a(s,t) e F x E.

Pak vektorové pole H := (Hy,...,Hy): F x E — RF spliiuje ﬁ(so,to) = 0,
H (s,7(s)) = 0 pro vSechna s € F' (tato vlastnost ndm umozni pfenést vysledky
ziskané z Véty o implicitni funkei (Véta 12.4.13). na zobrazeni 7). Pfedpoklad o
hodnosti Jacobiho matice zobrazeni ¢ se zde projevuje jako splnéni maticové pod-
minky ve Vété o implicitni funkci. Aplikace Véty o implicitni funkci ndm dava, ze
ij je C'-funkce na okoli bodu t.
Krok 3: kli¢ova maticova rovnost G(Dv) = (D7) T G(De) D1

Diky fetizkovému pravidlu mame pro vsechna s € F' pro Jacobiho matice D1, Dy
a D1j rovnost

Dip(s) = De(i(s)) Dif(s).

Navic podle definice Gramovy matice méame (pro vétsi prehlednost v dalsim vy-
nechdme argumenty)

G(Dy) = (Dy)' Dy a  G(Dy) = (Dp) Dp.
Z predeslych rovnosti proto dostavame

G(Dy) = (DY) Dy = (DpDn) " DpDij = (Dif) ' (D) " DpDif
= (D)) (D) Dj.

Krok 4: nenulovost jakobidnu a aplikace Véty o substituci (Véta 15.12.1).
Dokazanéa klicova rovnost dava pro odpovidajici determinanty

det G(Dap) = det(D7f) " det G(De) det(D7f) = det G(De)det? (D7)
= det G(Dy)|J5|%.

Protoze det G(Dyp) # 0 vSude na E a det G(Dy) # 0 vSude na F, dostavame,
ze det(Dn) # 0 vSude na F'. Zaroven jsme tak dostali posledni vlastnost potieb-
nou k tomu, aby 77 bylo regularni zobrazeni na F. Muzeme proto pouzit Vétu o
substituci (Véta 15.12.1), kterd spolu s vySe uvedenou rovnosti pro determinanty
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dava
| #o0) /At G0 dt = [ Flelie))) /et G 5| ds
-/ f(w(ﬁ(S)))\/detG(D<p(ﬁ(8))lJﬁ(8)l2dS
= [ 1) VA D) s

O

17.2.4 Teény prostor, teéna rovina a vektorovy souéin v RV

V teorii kiivkového integralu sehral dilezitou roli pojem tecného vektoru. V pfi-
padé k-plochy v RY bude mit podobnou roli teény prostor. Navic pro k = N — 1
bude dulezity také pojem normalového vektoru k plose. Zminéné pojmy si nyni
postupné zavedeme.

Definice 17.2.16 (Te¢ny prostor a te¢né rovina). Necht k, N e N, k < N, M C
RY je jednoducha k-plocha parametrizovand zobrazenim ¢: R¥ — RY 7z oteviené
mnoziny E C R* a1 € E. Tecngm prostorem k plose M v bodé x = ¢(7) nazyvame
prostor

op Op
T,.M = span{atl( )”877%(7—)}

Te¢nou rovinou k plose M v bodé = = ¢(7) nazyvdme mnozinu

R(os D00 5810 o= {3l o <R}
oty 8tk ‘ T

Poznamka 17.2.17. (i) Diky pfedpokladu na hodnost Jacobiho matice v definici
k-plochy je teény prostor vzdy k-rozmérny podprostor RV,
(ii) Te¢n4 rovina je jen posunuty teény prostor. Vzdy se jedna o k-plochu.

Definice 17.2.18 (Vektorovy soucin). Necht N € N a vl ... vV~ € R¥ jsou
linearné nezavislé vektory. Jejich vektorovym soucinem nazveme vektor

Uy (5 €]
[v', .. 0N = det ;
1 N-1
Vi Uy ey

(soufadnice vektortt v’ jsou zapsany do sloupcii a jednotlivé séitance figurujici
v determinantu chdpeme jako vektory vzniklé souc¢inem (N — 1)-tice redlnych Gisel
a jednoho vektoru ze sloupce uplné napravo).



172 KAPITOLA 17. KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL KLASICKY

P¥iklad 17.2.19. Nechf u = (uy, uz, u3),v = (v1,v2,v3) € R3. Pak

uy v €1
[u, ’U] = det Ug V2 €9
us v3 €3

= U1V2€3 + U3V1€2 + U2VU3€] — U3V2€] — UIV3e2 — UV1€e3

= (U2U3 — U3V2,U3V1 — U1V3, U1V — UQUl) =Uu Xv.
Vektorovy soucin mé nésledujici vlastnosti.

Véta 17.2.20 (O vlastnostech vektorového soucinu). Necht N € N a necht vek-

tory vl, ..., o=t € RY jsou linedrné nezdvislé. Pak v := [v!,... vV "1] je vektor
splnugici

(i) v je ortogondini ke viem vektorim v*,... vN~1!

(i) plati |v]|3 = det G(v!,..., vV 1)

(iii) determinant matice, do jejiz sloupci napiseme vektory v',...,vN"1 v, je
kladny.

V dikazu Véty o vlastnostech vektorového soucinu pouzijeme nasledujici zo-
becnéni pravidla pro vypocet determinantu soucinu ¢tvercovych matic.

Véta 17.2.21 (Cauchy—Binetovy formule). Necht k, N € N, k < N, A je matice
o k tadcich a N sloupcich a B je matice o N tddcich a k sloupcich. Pak

det(AB) =Y _ det A(J) det B(J),
J

kde J probihd vsechny k-tice indexi 1 < j; < jo < -+ < jr < N a A(J) je
ctvercovd matice ziskand z matice A vynechdnim sloupci, jejichZ poradovd cisla
nelezi v J a analogicky B(J) se ziskala z B vynechdnim vddki, jejichZ poradovd
cisla nelezi v J.

Diikaz. Nejprve si maticovy soucin vyjadiime pomoci prvki jednotlivych matic a
pak vyuzijeme toho, Ze determinant je multilinearni

N N
D=1 @rinbign e D0 ani iy
det(AB) = det : :
N N
Zi1:1 Akiy big1 - Zikzl iy bigk
N alil e alik
= E billw'bikkdet
B1yeenyip=1 ki, " Ay,
N
= E bill-~-bikkdetA(i17~--,ik)-
i1yeeyip=1

Determinant pod sumou tiplné napravo je nenulovy, jen pokud pouzita k-tice in-
dexti obsahuje saméa riizné ¢isla. Takové indexy lze psat jako permutace uspora-
danych k-tic ze znéni véty.



17.2. KLASICKA TEORIE PLOSNEHO INTEGRALU 173

Necht v dalsim je vzdy i1, ..., pfipustnd k-tice (s neopakujicimi se indexy),
T je permutace na k prvcich, kterd tuto k-tici pfevede na usporadanou k-tici J =
{j1,---,Jx}, a o je inverzni permutace k 7. Pak
N
det(AB) = Z bill-.-bikkdetA(i17~..7ik)
i1,enin=1
po dvou ruzné
N

= > by bigsign(r) det A(J)
i1yt =1
po dvou ruzné

=3 bo(ir - bogun sign(o) det A(J)
J o

= Z det A(J) Z sign(o)bo (1)1 - - - bo )k
J o

= det A(J) det B(.J).
J

Tim je dikaz dokoncen. O

Priklad 17.2.22. UvaZujme matice
1 3
i (520) o aofd
3 1

Ptimy vypocet dava

14 10

det(AB) = det ( 10 14

) =196 — 100 = 96.

Pristup pfes Cauchy—Binetovu formuli zahrnuje praci se ¢tvercovymi submaticemi
zadanych matic a dava

1 2 1 3 1 3 1 3
det(AB)—det(S 2)det(2 2>+det(3 1>det(3 1)

2 3 2 2
v (23 Yau (2 2)

= (—4)2 + (~8)% + (—4)> = 16 + 64 + 16 = 96.

Dikaz véty o zdkladnich vlastnostech vektorového soucinu (Véta 17.2.20). Prvni
vlastnost se da snadno dokéazat z toho, Ze podle definice vektorového sou¢inu pro
libovolny vektor u € RV plati

vou)=det | : .. | (17.2.1)
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Polozime-li za u kterjkoliv z vektorti v!,..., vV ™!, poéitdme determinant z ma-

tice, kterda mé dva stejné sloupce, a proto je uvedeny determinant nulovy.
Dokazme druhou vlastnost. Nejprve vytvorme matici A tak, Ze do ni jako
sloupce vyplnime vektory v',..., vV~ Pokra¢ujeme tim, Ze provedeme rozvoj
determinantu z definice vektorového soucinu podle posledniho sloupce. Dostavame
(povsimnéte si, Ze matice z definice vektorového souéinu je jen rozsifend matice A

o posledni sloupec)
Vi vV = (DN det Vi, (~1) V2 det Vy, . .., det Vi), (17.2.2)

kde V; jsou matice ziskané vyskrtnutim i-tého fadku z matice A. Odtud diky
Cauchy-Binetové formuli (Véta 17.2.21) a vztahu matice A ke Gramové matici
konec¢né dostavame

det G(vl,...,vN ) =det(ATA) = det V] det V; +--- + det V}, det Vy
= (det V)% + -+ (det V)2 = [|[v!, ..., vV 1%,

coz jsme chtéli ukazat.
Dokazme tfeti tvrzeni. Pouzijeme-li vzorec (17.2.1), dostdvame

1 N-1
Ul Ul U1

det = (v,v) =|v|*>0.
Ujl\’ e U]]\\; UN
Podle jiz dokézané druhé ¢asti a Lemmatu o charakterizaci regularity Gramovy

matice (Lemma 17.2.15) navic dostdvame, ze ||v||* # 0. O

Priklad 17.2.23. (i) Podle druhé ¢asti Véty o vlastnostech vektorového soucinu
(Véta 17.2.21) je pro k = N —1 mozné plosny element vyjadfit pomoci vektorového
souc¢inu vektort generujicich teény prostor (N — 1)-plochy, tedy

[, a5 = [ s [5o0 2w ar

(ii) Pfi explicitnim zdpisu plochy, kterym jsme se zabyvali ve druhé ¢asti Pii-
kladu 17.2.6, se da podle tvaru Jacobiho matice nahlédnout, Ze

[%(t),...7%(t)] = ( ggz() "7_8tif_1(t)’1)

a odtud

12800 52l = 1+ (L) +or (G0)

(iii) Je-li plocha zadéna implicitné pfedpisem F'(x1,...,2x) = 0 a jsou-li splnény
predpoklady Véty o implicitni funkci (Véta 12.4.13) pro vyjidieni posledni pro-
ménné pomoci proménnych zbyvajicich, plosny element ma podle predchozi ¢asti
tohoto prikladu tvar

N (9F
ZiZl ( ox; )2

Fred
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17.2.5 Geometrické ivahy vedouci k zavedeni plosného ob-
sahu pomoci Gramovy matice

V tomto oddile si jednak ukéazeme, ze zatimco délka kiivky definovana na zakladé
aproximace lomenymi ¢arami je dobfe fungujici pojem, pfirozené se nabizejici ana-
logie v R3, tedy pocitat obsahy (zakfivenych) ploch pomoci lokdlniho nahrazeni
rovinnymi utvary, fungovat nemuze.

P¥iklad 17.2.24. Pokusme se nahradit valcovou plochu {z? + y? =1,z € [0,1]}
nejprve malymi obdélniky jako na Obrazku 17.2.

Obrazek 17.2: Aproximace vélcové plochy pomoci obdélnicka.

Pokud budeme rozméry obdélnikt zmensovat (zejména jejich sitku), budeme
se blizit spravné hodnoté povrchu (coZ souvisi s definici délky kruznice pomoci
lomenych car).

Zkusme nasi valcovou plochu naopak aproximovat pomoci trojuhelnika. Valco-
vou plochu rozdélime na vodorovné pasy a ty pak nahradime trojuhelniky stejnych
rozméri jako na Obrazku 17.3.

Obrézek 17.3: Aproximace véalcové plochy pomoci trojuhelnickii.

Upfesnéme, ze aproximujici trojuhelniky jsou umistény tak, ze vrcholy téchto
trojuhelnikt lezi na valcové plose zatimco zbytek trojuihelniku lezi uvniti valce.
Povsimnéme si, ze pokud zachovame pocet trojuhelnikti na jednotlivych pasech a
budeme zvySovat pocet past, obsahy jednotlivych trojihelnik nepoklesnou pod
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polovinu souc¢inu délky vodorovné hrany trojuihelniku a vzdalenosti stfedu této
hrany od vélcové plochy (jinymi slovy: pokud pouze ztencujeme pdsy, trojihel-
niky se postupné natéceji kolmo k vélcové plose a jejich plochy nejdou do nuly).
Odtud je zfejmé, ze pokud budeme pomalu zvysovat pocet trojuhelniki v jednotli-
vych pasech a zaroven budeme pocty pasu zvysovat ,mnohem“ rychleji, dostaneme
aproximace s trojuhelniky, jejichZ primér jde do nuly a soucet ploch jde do neko-
necna. Konkrétné, pokud valec o vysce 1 a poloméru podstavy 1 rozdélime na m
stejnych past a v kazdém pasu zkonstruujeme 2n stejnych trojuhelnika, ma kazdy
trojuhelnik plosny obsah

sin (3)/ 7 + (1 cos (2))°

(2sin (Z) je velikost zékladny trojihelnika a \/"1 + (1 —cos (£ ))2 je jeho vyska).
Soucet jejich obsahi je

P(m,n) := 2mnsin ( \/m2 (1 cos ( ))2

a je vidét, ze hodnota vyrazu P(m,n) pro m,n rostouci nade vSechny meze zavisi
na tom, jaky je vzajemny vztah mezi m a n. Naptiklad pro m = ¢n? je

I z Jie ™
nl_{réCP(qn ,n) =271 1+Iq

a ke spravné hodnoté vede jen ¢ = 0, coz odpovidd m = o(n?) pro n — oo. Naopak,
je-li n = o(y/m), je ptislusna limita rovna oo.

Nyni jsme jiz pripraveni uvést geometrickou interpretaci naseho vztahu pro
plosny obsah respektive pro plosny integral prvniho druhu. Nejprve predpoklé-
dejme, Ze studujeme k-rozmérny objekt F, ktery je rovinny. Pokud si pfipomeneme
Priklad 17.2.11, vidime, Ze vhodnym otocenim a translaci pfevedeme piislusnou
rovinu na R(0;eq,eq,...,e) a uréime A\ (E ) kde E je otoceny a posunuty utvar
E.

Pokud utvar neni rovinny, ale je zakriveny, nahradime lokalné plochu teénymi
rovnobéznostény P((p(t) Atl, 8"" Ata, ..., 6t 2 Atr), jejich plochu spo¢teme po-
moci determinantu Gramovy matice a soudtem jejich ploch aproximujeme obsah
dané plochy. Analogicky si muZeme piedstavit plo$ny integrél prvniho druhu ale-
spon pro hladké funkce f.

Priklad 17.2.25. Zatimco predchozi piiklad spiSe ukazoval, Ze je tfeba jisté
opatrnosti pii spravné volbé ,elementarniho povrchu“ a ne kazda volba vede ke
spravnému vysledku, v tomto prikladu si ukdzeme, Zze vyse zavedeny pojem k-
rozmérného plosného obsahu, alespon pro pripad K = N — 1, je rozumny.

Necht M je jednoduché N — 1-plocha v RY, parametrizovana pomoci zobrazeni
@: D C RVN=1 — R¥. Z technickych dtivodi (i kdyz je ptilis nebudeme vysvétlovat)
piedpokladejme, ze ¢ € C?(D;RY), kde D je omezend a oteviena. Oznaéme v =
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gw " jednotkovy normalovy vektor k plose M, kde w, = [g—gi, g—t‘z, o at‘?f_l].
znaéme
Vh::{xERN cp()+gu()t€D,gE(0,h)}

% = Sy_1(M). Tento vysledek se nékdy nazyva

a ukazme, ze plati limy, 04
véta o namraze.

Pozadavek ¢ € C?(D;R") zarucuje, 7e pro dostateéné malé h > 0 je zobrazeni
P(t,0) := @(t) + ov(t) prosté reguldrni zobrazeni mnoziny D X (—h,h) = V,, U
V_p UM, to ale nebudeme ovéfovat. VSimnéme si, ze

‘dt ‘*‘dt<07:+ggz ’ata]v(pﬁgat?:,l’”)’
“J-[5E ,HWW)
=l HH[(‘)tl " Otn_ JHJFQK“))

kde K (t, 0) je omezend funkce na D x (O7 h). Proto

A (Vh) = l/ ‘det
h h Jpx(o,n)

1 1
=4 we| dtde + E/ oK (t,0)dtdo.
Dx(0,h) Dx(0,h)

‘dtd

Mame tedy

hl—i>0+ /H wy | df = /H oty Aty JHdt Sw-1(M).

17.2.6 Plosny integral prvniho druhu pies zobecnéné
k-plochy

Nase dosavadni terminologie néas pfivadéla do podivnych situaci, kdy jsme kupfti-
kladu umeéli spoc¢itat povrch jednotkové sféry po vynechani jednoho poledniku, ale
povrch celé jednotkové sféry jsme spocitat nedokazali. Zde podobny typ problému
odstranime.

Definice 17.2.26 (Zobecnén4 k-plocha). Necht k, N € N, k < N a M C RY. Rek-

neme, ze M je zobecnénd k-plocha, jestlize existuje m € N a mnoziny M, ..., M,

takové, ze

() M = U, M,

(ii) pro kazdé i € {1,...,m} je M; k;-plocha, kde 0 < k; < k

(iii) existuje alespori Jedno ie€{l,...,m} takové, ze k; = k

(iv) pro kazdé i € {1,...,m} splijici k; = k je M; jednoducha

(v) pro kazdé i € {1,...,m} spliujici k; = k plati M; VU gje1my. iy M; =.
Systém {M;} s vlastnostmi uvedenymi vySe se nazyva rozklad zobecnéné k-

plochy M a jednotlivym mnozindm M; budeme fikat (k;-dimenziondini) kompo-

nenty.
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Definice 17.2.27 (Plo$ny integrél prvniho druhu pfes zobecnénou k-plochu).
Necht k,N € N, k < N, M C R" je zobecnéna k-plocha, M, ..., M,, je jeji
rozklad a f: RY — R je definovana na M. Pak definujeme plosny integrdl proniho
druhu z f pres M jako

[pose T

{ie{1,.. ,m} ki=k}

pokud ma prava strana smysl, a k-rozmérngm plosnym obsahem nazyvame

Sp(M) := > S, (M;).

{ie{1,....m}: k;=k}

Piiklad 17.2.28. Jednotkova sféra v R? se d4 rozlozit na nam jiz dobie znamou
sféru bez jednoho poledniku, polednik bez poéli a dva pdly. Celkové tedy mame
jednu jednoduchou 2-plochu, jednu jednoduchou 1-plochu a dvé 0-plochy, pfi¢emz
dvourozmérny plosny obsah ovliviiuje jen prvni z uvedenych mnozin. Prvni z uve-
denych mnozin se tykaji podminky (iv) a (v) z definice zobecnéné k-plochy a zfejmé
jsou splnény.

Povsimnéte si, ze zde podminka

M; N U Mj =0
{je{1,...,.4}: j#i}
plati pouze pro i = 1.

Predchozi definice jsou rozumné v tom smyslu, ze zavedené veli¢iny nezavisi na
rozkladu.

Véta 17.2.29 (O nezavislosti na rozkladu). Plosny integrdl proniho druhu pfes
zobecnénou k-plochu nezdvisi na rozkladu.

Diikaz. Necht na M mame dva rozklady My, ..., M,, a Ny,...,N,, kde mnoZziny
{M;}12, jsou parametrizovany pomoci {(y;, £;)}{; a mnoziny {N;}_, jsou para-
metrizovany pomoci {(¢;, F;)}7_; (definice O-ploch sice parametrizaci nepouziva,
ale pro sjednoceni zapisu se tfeba domluvme, Ze zde parametrizujeme pfifazenim
naseho bodu ¢islu 0 € R; uvedené zobrazeni nemé otevieny defini¢ni obor a dalsi
standardni vlastnosti, ale my s nim stejné pracovat nebudeme). Necht navic ¢isla
{ki}i2y a {l;}}—, maji ten vyznam, Ze M; je k;-plocha a N; je l;-plocha.

Pro kazdé i € {1,...,m} a j € {1,...,n} déle definujme mnoziny

Pi,j = Mi N Nj.
Takovéto mnoziny umime parametrizovat dvéma zptisoby. Jednak pomoci pa-

rametrizace (@i, E; j), kde E;; = ¢; '(P;;), a jednak pomoci (¢, F; ), kde
F; = 1/);1(1—77;7j). Nasim cilem je ukazat, Ze

> fds = > / fds

{ie{l,...om}: ki=k} 7 Mi Ge{1,...om}je{l,..,n}: ki=k,l;=k}

= > / fds.

{7e{1,...,n}: l;=k}
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Dale si v nékolika krocich dokazeme prvni rovnost. Druhé rovnost pak bude pla-
tit analogicky. Nejprve si pov§imnéme, ze pokud pro néjaké i € {1,...,m} plati
k; < k, jemu odpovidajici s¢itanci jsou vynechani na obou strandch dokazované
rovnosti. Proto nam staci pro kazdé ¢ € {1,...,m} splijici k; = k dokézat

fdS = / fdsS. (17.2.3)
M; {jeft,..., 1=k}
Krok 1: pfipad I; = k.

Zde dokazeme, ze P; ; je jednoduché k-plocha parametrizovana pomoci (¢;, E; ;),
kdykoliv P; ; # 0. Nejprve potfebujeme ukazat, Zze E; ; je oteviend mnozina. Pro
spor predpokléddejme, Ze tomu tak neni. Pak existuje prvek ¢ € F; ;, ktery neni
vnitinim bodem E; ;. ProtoZe zdroveil mdme F; ; C E; a I; je oteviend, je mozné
sestrojit posloupnost {tx} C E; \ E; ; takovou, Ze t, — t. To vSak znamend, Ze
<pi(t) €P; CNja

{‘Pi(tk>} C U Pi7p C U Np.
pe{l,...n}\{j} pe{l...n\{j}
Navic ¢; je spojité na E; a proto ¢;(tr) — ¢(t). Odtud
p(t) € U Np = U Ny,
pe{l,...n\ {5} pe{l,..n\{j}

¢imz jsme dostali spor s pozadavkem (v) z definice zobecnéné k-plochy. Ostatni
vlastnosti jednoduché k-plochy (C!-parametrizace, regularita Jacobiho matice,
prostota a spojitost inverze) ihned plynou z toho, Ze parametrizujeme P; ; pomoci
restrikce zobrazeni ¢ na F; ;, pfiCemZ ¢ mé pozadované vlastnosti na E; D E; ;
Krok 2: pripad I; < k.
V tomto piipadé plati E;; = @;1(13 ) = % (zpj( ;). Diky Vété o impli-
citni funkei (Véta 12.4.13) je 3, otp; € CH(F;;; ) (podrobné odvozeni lze
prevzit z druhého kroku dikazu Véty o nezévislosti plosného integralu prvniho
druhu na parametrizaci, tedy Véty 17.2.10). Pomoci tohoto zobrazeni definujme
zobrazeni 7j: R¥ — RF spliiujici 77 € CHF;; % R*—1;R¥) tak, ze se na prvni
l;-tici proménnych vypusti zobrazeni Lo 1, a s ostatnimi proménnymi zob-
razeni nepracuje. Nésledné 77 je lokalné lipschitzovské (stejné jako @_1 o) a
E;; =n(Fi; x{(0,...,0)}). Protoze Ag(F;; x {(0,...,0)}) =0, Disledek o mife
obrazu pii lipschitzovském zobrazeni (Disledek 15.12.9) ndm dava A, (E; ;) = 0.
Krok 3: zavéreény vypocet.
Diky vysledkim ziskanym v pfedchozich krocich mame

/M‘ fds = [E i) VAR G(Dpi (1) dt = Z /E  Hpi(0) VAt G(Di (1)
> / f(ps(t))\/det G(Dg; (1)) dt

{7e{1,...,n}: l;=k}

= > / fds.

{7e{1,...,n}: l;=k}
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Tim jsme dokézali (17.2.3) a jsme hotovi. O

Priklad 17.2.30 (,Sférickd“ Fubiniho véta). Nechf R > 0, B(0) C R? je ote-
viena koule a f € C(Bgr(0)) N L'(Br(0)). Ukazme, Ze plati

/B PR /0 R( /d e £d8) an().

Nejprve si upravime levou stranu pomoci sférickych souradnic

w: (r,,n) — (rcostcosn,rcosysinng, rsiny),

kde r € (0,00), ¥ € (=%,%) an € (0,27). Snadno se spocita, ze |J,| = r? cos .

Diky tomu, Vété o substituci se standardnim vynechanim mnoziny nulové miry a
Fubiniho vété dostavame

/ JdAs =
Br(0)

R
/ (/ f(rcosp cosn, 7 cos sinn, rsin ) r? cos wd)\g(w,n)) dAi (7).
0 (—Z%,Z)x(0,27)

272

Zbyva vysvétlit, ze pro kazdé pevné r € (0, R) mame
/ f(rcostpcosn, rcostpsing, rsin)r? cospda (v, n) = / fds.
(=%,%)x(0,2m) 8B,.(0)

Stéru 0B,.(0) zde vnimame jako zobecnénou 2-plochu, jejiz jedind dvojdimenzio-
nalni komponenta je parametrizovana pomoci

@, n) := (rcostycosn,rcostsinng, rsin),

kde ¢ € (=%, %) an € (0,27). Jacobiho matice a z ni odvozend Gramova matice
pak jsou

By op —rsintycosn —rcosysing
Do (y,n) = % d@fﬁf = —rsinysinng  rcosycosn

9¢s  Ops 7 Ccos P 0

oY on

G(Dp(v,m)) = ( :)2 r2 cgszllf ) '

Odtud mame

Vet G(DZ(1h, ) = \/r* cos? 4 = 12| cos | = 12 cos ),

coz jsme chtéli ukazat.
Analogicky je mozné postupovat pro libovolnou dimenzi N > 2.
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17.3 Integralni véty

17.3.1 Gauss—Ostrogradského véta a jeji dusledky

V dalsim se budeme zabyvat vicerozmérnymi analogiemi Newtonova vzorce. Za-
kladni myslenka naSich konstrukci bude zalozena na zkombinovani jednorozmeérné
Newtonovy formule s Fubiniho vétou (Véta 15.11.2). UkaZzme si ji na jednodu-
chém piikladu, kde budeme pro x € RY pouzivat znaceni x = (2/,zx) (tedy
¥ = (z1,...,ony_1) € RNTL).

Piiklad 17.3.1. Necht N € N, N > 2, Q := (—1,1)" a F € C*(Q). Pak méame
diky Fubiniho vété (Véta 15.11.2)

/— x d:zrf/ / oF — (2, xn)dzy da’
Ozrn (—1,n~-1 J(—11) 02N

- /(1 - (F(2',1) = F(a',—1)) da

= / Fds —/ Fds.
(=LD)N=tx{1} (LN =tx{-1}

Povsimnéme si jesté, ze pokud ke kazdému bodu kazdé (N —1)-dimenziondlni kom-
ponenty 02 ptitadime jeho jednotkovy normalovy vektor v mitici v tomto bodé
ven z mnoziny {2, na horni podstavé dostdvame normélovy vektor v = (0,...,0,1),
na dolni podstavé v = (0,...,0, —1) a na zbyvajicich sténich ma normalovy vektor
nulovou posledni slozku. Proto mtZeme ndmi ziskany vysledek psat jako (pfipo-
merime, ze pri integraci pres zobecnénou k-plochu se nehledi na komponenty nizsi
dimenze, nez je k)
a—F dx = Fvn dS.
o dry o0
Takovy vysledek samoziejmé plati i pro libovolny kvadr. Navic zobeciiuje Newto-

novu formuli pro F € C*([a,b]), nebot pravou stranu rovnosti
/ F'dx = F(b) — F(a)
(a,b)

1ze interpretovat jako integraly z funkce F pies mnoziny {a} a {b} vzhledem k arit-
metické mife a roli norméalového vektoru zde prebiraji jednorozmérné vektory —1
a 1 mifici v odpovidajicich hrani¢nich bodech ven z intervalu (a, b).

vvvvvv

roli, nez jen jednotlivim komponentam pfifazovat ¢isla z mnoziny {—1,0, 1}. Nej-
prve si jej fadné zadefinujme.

Definice 17.3.2 (Vnéjsi normalovy vektor k zobecnéné (N — 1)-plose). Necht
N €N, N >2aQcCR" je mnozina, pro niz je 9 zobecnéna (N — 1)-plocha.
Necht 2 € 9Q je bodem néjaké (N — 1)-dimenzionalni komponenty mnoZiny 02 a
v € RY je vektor.
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Rekneme, Ze v je normdlovy vektor k OQ v bodé z, jestlize v je normalovym
vektorem k te¢né roviné uvedené komponenty v bodé x.

Jestlize navic ||v|| = 1, fekneme, Ze v je jednotkovy normdlovy vektor.

Déle fekneme, 7Ze v je vnéjsi normdalovy vektor k 02 v bodé x, jestlize v je
norméalovy vektor k 02 v bodé z a existuje § > 0 takové, ze

{z+tv:te(0,0)}nQ=0.

Podle definice jednoduché k-plochy a naSich vysledkt z oddilu o vektorovém
soufinu mame v predeslé situaci na kazdé (N — 1)-dimenzionalni komponenté
mnoziny 99 k dispozici normélovy vektor (zobrazeni ¢ parametrizuje nasi kom-
ponentu)

w, = [%(t),..., ati¢,1 t]

Pripomenme jesté, ze pfi explicitnim zadani plochy pomoci zobrazeni
(" (t17~ .. 7tN71) = (t17' .. athhf(tlw .. 7tN71))

nam vyslo

af af
w, = (—Th(t),...,—atNil(t),l)

Nyni miizeme pristoupit k hlavnimu vysledku tohoto oddilu.

Véta 17.3.3 (Gauss-Ostrogradského véta). Necht N € N, N > 2 a Q ¢ RV
je omezend oteviend mnoZina, jejiz hranice je zobecnénd (N — 1)-plocha splriujict
Sn—1(09Q) < 00, a pro kterou v kaZdém bodé x kazdé jeji (N — 1)-dimenziondini
komponenty ezistuje jednotkovy vnéjsi normdlovy vektor v(z). Ddle necht i €

{1,...,N} a F € C(Q) je takovd, Ze % existuje viude v ) a dd se spojité rozsirit
na Q. Pak 9F
dz = Fy; dS.
o Ox; oQ

Poznamka 17.3.4. Spojité rozsifeni zminéné ve vété znamend, Ze existuje H €
C(Q) splitjici H = & na .

Dukaz Gauss—Ostrogradského véty je velice dlouhy a technicky. Odlozime jej
na konec oddilu a budeme se vénovat poznamkam, prikladim a disledktim. Presto
si neodpustime ukazat, Ze u mnozin typu koule, polokoule, valce, kuzelu, atd., 1ze
dikaz ziskat jen drobnou modifikaci postupu z ivodniho prikladu.

Diikaz Gauss—Ostrogradského véty (Véta 17.8.3) pro ,hezké* mnoZiny.
Predpokladejme, Ze i = N, a pro mnozinu {2 plati

Q={(2",zn): 2" € E,g(x') < xn < h(z)},

kde E Cc RN=1 je omezend oteviend mnozina, jejiz hranice je zobecnéna (N — 2)-
plocha, g,h € CY(E)NC(E) a plati g < h na E.
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Hranici 02 nyni muzeme popsat jako
MN=MUPUUU---UU,UYV,

kde M := {(2',h(2')): 2’ € E}, P := {(a',9(2')): ' € E}, mnoziny Uj, j =
1,...,m, jsou &&sti plasté odpovidajici (N — 2)-dimenziondlnim komponentim
mnoziny OF (bez bodt na grafech funkci g a h) a V' obsahuje zbylé ¢asti hranice
(podrobnéjsi popis téchto mnozin je uveden v zavéreéné ¢asti dikazu).

Potom diky Fubiniho vété (Véta 15.11.2) dostdvame

h(z")
—dx—// a—FdﬂcNdm —/ F(:U’,h(m/))dx’—/ F(z', g(x")) da’.
axN g(z’) 8x1\/ E E

Nyni u plochy M zadané explicitné grafem funkce h méame normaélovy vektor

v= m, kde w, = (— %(t)’ ey — m?vhﬂ (t),1), a diky roli normalového vektoru

v plosném elementu det G(Dg) = ||w,,||* dostavame

!/ !/ ! !/ !/ 1 x/ ./,C/
| Fa e = [ e ”iuw el
:/ F(z', h(z z')\/det G(De(z')) da’ —/ FyydSs.
E

Analogicky vysledek plati pro P, ale s obracenym znaménkem (jednotkovy vnéjsi
normalovy vektor zde ma posledni slozku m) Proto z pfedchoziho dostavame

/—dx—/ FVNdS+/FVNdS.
Orn M P

Zbjva dokazat

/FuNdS:O a /FVNdS:O pro vSechna j € {1,...,m}.
v U

J

Pak totiz budeme mit

/ Fl/NdS:/ FVNdS+/FVNdS.
oN M P

Zafixujme j € {1,...,m} a zabyvejme se integralem pfes mnozinu
Uj :={(a',zn): 2" € Ej,g(z) <y < h(z')},
kde E; C OF je jednoduché (N — 2)-plocha. Existuje proto jeji parametrizace
Gt (... tn—2) € Aj = Fj(t1,...,tn—2) € E;

pomoci oteviené mnoziny A; C RYN~2. Navic (ted se vypofddame s tim, Ze na ¢asti
E; se mize g rovnat h) zobrazeni ¢t — h(p(t)) — g(¢(t)) je spojité na A;, a proto
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je mnozina ﬁj = A5\ {g(e(t)) = h(pt))} oteviena. Parametrizaci z mnoziny /Tj
rozsifime na
@j : (f,l, - ,tN_Q,tN) — (@j(tl, - ,tN_g),tN).

Dostévame (rozmyslete si, co se stalo s Jacobiho matici a jejim determinantem, a
ze U; je obrazem oteviené podmnoziny mnoziny gj x R), ze takto parametrizovana
U; je jednoducha (N — 1)-plocha, mizZeme pres ni integrovat, a protoze posledni
slozka normalového vektoru je nulova (pii rozsifovani &; na ®; vznikl novy teény
vektor (0,...,0,1) a ¥ je na néj kolmy), dostavime nulovy integral.

Zbyva se postarat o mnozinu V. Ta je tvorena tfemi typy podmnozin. Jednak
jsou to mnoziny typu

Vi ={(2,zn): 2’ € E,g(z') <zny < h(2))},

kde E; C OF je k-plocha s k < N — 2. Modifikaci jeji parametrizace jako vysSe se
ukaze, ze V; je k + 1 plocha a jeji prispévek do plosné integralu je proto nulovy.
Zbytek mnoziny V je pokryt mnozinami

{(2',g(z"): 2" € OE)} a  {(a',h(z')): 2’ € OE)}.

Snadno se nahlédne, ze diky pfedpokladim na OF se jedna o zobecnéné (N — 2)-
plochy (k parametrizacim kousktt OF pfiddvame N-tou slozku zavislou na ostat-
nich soufadnicich), pfispévek do plosného integralu je proto opét nulovy. O

Poznamka 17.3.5. Mnoziny, pro které bylo mozné pouzit uvedeny dikaz Gauss—
Ostrogradského véty (Véta 17.3.3), je mozné ,slepovat® jako na Obrézku 17.4.

Obrazek 17.4: Ilustrace ke slepovani mnozin a Gauss—Ostrogradského veété.

V dtseku, kde se hranice mnozin prekryvaji, budou mit mnoziny na obrazku
vzadjemné opacny normalovy vektor, a proto se plosné integraly pres tuto c¢ast
hranice vyrusi. Novou mnozinu 2 zde vSak nemutzeme definovat jako €2, U s, ale
musime pridat i onu ,,pfekryvajici se“ ¢ast hranice, jinak bychom zde neméli vnéjsi
normalovy vektor. Jedna se zde o pfidani mnoziny nulové N-rozmérné Lebesgueovy
miry, coz nebude mit vliv na [, ‘g—i dz.

Déle se budeme vénovat disledkim Gauss—Ostrogradského véty (Véta 17.3.3).
Prvni se tyka divergence vektorového pole T: RN — RY, kterd je definovana
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predpisem (pokud existuji zi€astnéné parcidlni derivace)

: Yo,

divT ; 0z,

Véta 17.3.6 (Véta o divergenci). Necht N € N, N > 2 a Q C RY je omezend
oteviend mnoZina, jejiz hranice je zobecnénd (N —1)-plocha spliiujici Sy—1(09Q) <
o0 a pro kterou v kaZdém bodé x kaZdé jeji (N — 1)-dimenziondlni komponenty
ezistuje jednotkovy vnéjsi normdlovy vektor v(x). Necht T € C(;RYN) je takové
vektorové pole, Ze pro vsechna i € {1,..., N} vsude v Q existuje ot

Boci
/didex:/ T -vdS.
Q o0

Diikaz. Na i-tou slozku vektorového pole T aplikujeme Gauss—Ostrogradského
vétu (Véta 17.3.3) s parcidlni derivaci %. Pak uz staci jen vyscitat ziskané formule
presie {1,...,N}. O

a dd se spojité
rozsivit na Q. Pak

Poznédmka 17.3.7. (i) Integralu na pravé strané zavéreéné rovnosti ve Vété o
divergenci (Véta 17.3.6) se fika plosny integrdl druhého druhu (plosny integral
prvniho druhu pfes zobecnénou (N — 1)-plochu ze skaldrniho souéinu vektorového
pole a jednotkového vnéjsiho normalového vektoru). Reprezentuje tok veli¢iny T
pfes plochu 0% (roli hraje jen primét do normélového sméru k 99).

(ii) Pro N = 3 se pouziva jesté jeden zapis plosného integralu druhého druhu

T -vdS =: / Ty dydz + T dzdx + T3 dzdy.
Fly) o0

Ukazme si, jak se interpretuje prava strana. Necht je 9§) parametrizovana zobra-
zenim ¢: E — R3. Pak mame
84,01 8§01
O
wy = det 2 2 €2

8t1 8t2
dp3  Oyps e
Bty Bty 3

B ( Oty Oty Oty Oty Ot; Ota Oty Ot1 Oty Oty Oty Oty
Predpokladejme naptiklad, Ze se jednd o vnéjsi normalovy vektor. Pak méame
v = ”z—:ﬂ Nyni symboly dydz, dzdz a dexdy formalné interpretujeme zptisobem,
ktery si predvedeme tfeba na t¥etim z nich. Symboly dz a dy budeme interpretovat
jako diferencialy odpovidajicich slozek zobrazeni ¢, nasledné provedeme formalni
nasobeni, které se bude Fidit pravidly pro praci se sloupci matice uvniti determi-
nantu (dt;dé; = 0, dtadty = 0 a dtedty = —dt;dis) a v zdvéru vypoctu pouzijeme
vyse odvozeny zapis w, po slozkich

O Ops  Opa Ops Op3z O0p1 Ops Op1 Op1 Opa  Opy &Pz)

(991 gy o 991 g, V(992 gy, 4 02

dady = ( ot + 5 dtz ) o2 dt + dts
_ (201992 D¢1 0, _
- (8t1 Oty Oty am)dtldt? = (wg)s dtrdts
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(jinymi slovy, vySe naznaceny kalkulus se symboly typu dzdy odpovidd poéitdani
vektorového soucinu). Analogicky se upravi ostatni slozky integrandu a dostévame

Tidydz + Todzder + Tsdady =T -wy, =T - v|w,||.

Napravo nadm ,pfebyva“ plosny element ||w, ||, na to je nutné u takto zadanych
plosnych integrali druhého druhu nezapominat. BliZe se integralim tohoto typu
budeme vénovat v nasledujici kapitole vénované diferencidlnim formam.

(iii) Plo$ny integrdl druhého druhu je moZzné zavést i u jednoduchych ploch,
které nejsou hranici néjaké néjaké mnoziny. Pak se nam ovSem ve vSech bodech
plochy nabizi dvojice vzajemné opacnych jednotkovych normalovych vektorid. Je
nutné vybrat spojité pole téchto jednotkovych norméalovych vektort a tim plochu
orientovat. Vice bude této problematice vénovano v oddile o Stokesové vété a
v uvodni ¢asti diikazu obecné verze Gauss—Ostrogradského véty (Véta 17.3.3),
pfipadné v dalsi kapitole vénované diferencidlnim formam.

Véta o divergenci se da pouzit také k pocitani miry mnoziny.

Dusledek 17.3.8 (O vypoétu miry mnoziny pomoci integrace pfes hranici). Ne-
cht N € N, N > 2 aQ C RY je omezend oteviend mnozina, jejiz hranice je
zobecnénd (N — 1)-plocha spliiugici Sn—_1(0€2) < 0o a pro kterou v kaZdém bodé x
kazdé jeji (N — 1)-dimenziondlni komponenty existuje jednotkovy vnéjsi normd-
lovy vektor v(z). Necht T € C(S;RYN) je takové vektorové pole, Ze pro vsechna
i€{l,...,N} vsude v Q existuje g? a dd se spojité rozsirit na Q. Jestlize navic
plati divT =1 na Q, pak

i

An(Q) :/ T -vds.
o

Poznamka 17.3.9. Pozadavek div T = 1 spliuji kuptikladu pole (z1,...,zx) —

(21,0,...,0), (z1,...,2n5) — (0,22,0,...,0), atd., nebo i pole (z1,...,zxN)
(%, ..., 55).
Ptiklad 17.3.10. Uvazme pole T: (z1,...,2x5) = (F,..., %) a mnozinu Q =

B;(0), tedy jednotkovou kouli. Jeji hranice je jednotkova sféra, kterou pro ptipad
N = 3 parametrizujeme pomoci sférickych soutfadnic

@: (n,9) — (cos cosn, cossinn, siny), kde n € (0,27),¢ € (=3, 5).
Tecény prostor je uréen vektory
(— cos ) sinmn, cos ) cosn, 0) a (—sin® cosn, —sin sinn, cos ).
Jejich vektorovym soucinem dostavame normalovy vektor
—cosysinng —sinycosn e

w, = det cospcosn  —sinysinng eq
0 cos es

= (cos? 1 cos 1, cos? ¢ sinn, cos 1 sin1p) = cos1h(cos 1 cos 1, cos Y sinn, sin ).
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Dostali jsme ocekdvany vysledek, Ze jednotkova vnéjsi normala v bodé x € 9B;1(0)
je rovna x, tedy polohovému vektoru. Proto

T1,To, X 1
pamio) = [ ) pgas < [ s
2B1(0) 3 3 JoB(0)

1 1 4
3 /(’)Bl(o) S 352(8 1(0)) 37‘(

Pro pfipad N > 4 ¢i N = 2 bychom mohli postupovat analogicky, vyuzitim Pfi-
kladu 16.1.8. Dukaz toho, ze norméalovy vektor k Sy_1 je z, by byl technicky kom-
plikovany. Lze ale postupovat jinak. Uvazujme funkci f(x) = ||z||?. Tato funkce je
konstantni podél jednotkové sféry, tudiz jeji derivace ve sméru libovolného vektoru
tecné roviny k Sy_1 je v libovolném bodé této sféry nulova. Proto ma gradient
tohoto pole, tedy 2(z1 ..., zy), smér normély. Jednotkovy vektor vnéjsi normaly
je proto zfejmé vektor (x1,...,xN).
Mizeme tedy zopakovat vypocet z pripadu N = 3 a dostavame

Ti,...,T 1
o) = [ Bt as =1 [ efpas
9B1(0) 8B1(0)
1 1
= N . (0) 1dS == NSNfl(aBl(O))
1
Proto mame

2 n T N liché

35 — pI‘O 1C.
Sn_1(0B1(0)) = }Vi% (N—2) N e
e pro N sudé.

P¥iklad 17.3.11. Pfipomeiime, ze pro C?(R¥)-funkci u je Laplaceiiv operéator
Au=3" 2%u Potom

i=1 9z2
divVu=Au a div(uVu) = uAu + | Vul|?.

Pro libovolnou mnozinu 2 C RY spliujici piedpoklady Véty o divergenci (Véta
17.3.6) tedy plati

/ Vu~udS:/Audx a / uVu-I/dS:/(uAu—i—HVqu)dx.
o9 Q 09 Q

Priklad 17.3.12. Pomoci Véty o divergenci (Véta 17.3.6) spoctéme

Yy
1= Y ddg(zy).
/Rx(o,oo) (1+22+y?)? 2(7.4)

Pfedné diky Lebesgueové vété o monotonni konvergenci (Véta 15.7.6) mame

Y

I+ 1, ::/ ——————dXa(x,y).
B (0)n{y>0} (1+2%+y?)?
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Podle Véty o divergenci pak plati

In = Jl,n + J2,n

1 1 1 1
i = 0,777) ~1/dS+/ (0,777> -vdS,
/]\/[1,n< 21+ 22 + 92 M, 21+ 22 + 92

,n

kde M ,, := (—n,n) x {0} a Ms,, := 0B, (0) N {y > 0}. Plati

1 1
J n:/ 07777 . 0’71 dS
h (*n,n)x{o}( 214224 y2) ( )

11 1 ™
/ x 2[aurc anx]”,, 5

—n21+f£2
a
o] s/ | ias
8B, (0)N{y>0} ( 21+~’02+y )

</ L1 g1t L 508,00 1> 0
= Jom,oniys0y 21+ n? 21+ n

- -0

=Ty )

Celkové I = 7.

Poznamka 17.3.13. Pokud bychom pouzili Fubiniho vétu (Véta 15.11.2), méli

bychom
> 1 1 oo
/ / 1+x2+y) ver= /_oo 21+ +y2lo

1
= 5[@ T2 dz 2[arctauna:] =

Véta 17.3.14 (O integraci per partes). Nechft N € N, N > 2 a Q C RV je
omezend oteviend mnoZina, jejiz hranice je zobecnénd (N — 1)-plocha spliiujict
Sn—_1(09) < oo a pro kterou v kazdém bodé = kaZdé jeji (N — 1)-dimenziondl-
ni komponenty ezistuje jednotkovy vnéjsi normdalovy vektor v(x). Ddle necht i €

{1,...,N} a U,V € C(Q) jsou takové, Ze gTU a gTV ezistuji vsude v Q a daji se

DR

spojité rozsirit na Q. Pak

8V
3x2

V@U

Q Ly

dx—/ UVy;dS — dz.
o0

Dikaz. Polozme F := UV . Protoze

OF _OWUV) OV U
dr;  Om; Uaxi +V5'£Ci’
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snadno se ovéfi, ze funkce F' splituje predpoklady Gauss—Ostrogradského véty
(Véta 17.3.3). Proto mame

ov oU oF
/ (U TV ) dz = de = / FridS= [ UVwds,
o\ O O o Oz; o0 o0
odkud dostaneme jednoduchou tupravou pozadovany vzorec. O

Poznamka 17.3.15. Véta o integraci per partes (Véta 17.3.14) hraje klicovou
roli v modernich metodach (zaloZenych na hlubsi teorii Lebesgueova integralu a
metrickych prostori) dikazu existence a jednoznacnosti feSeni parcidlnich diferen-
cialnich rovnic. Podobné jako pfi diikazu Picard-Lindelsfovy existenéni véty (Véta
11.10.1), kde byl prvnim krokem ptechod od diferenciélni rovnice

y/ = f(.’L’, y)7 y(l'o) =Y

k jejimu integralnimu tvaru

v=w+ [ sy
o
i zde se pracuje s vhodnou integralni identitou. Pfedvedme si jeji odvozeni u rovnice
Au(z) = f(z,u(x)) naQ, u(z) =0 na 00
pro ) spliiujici pfedpoklady Gauss—Ostrogradského véty (Véta 17.3.3) a f € C(Q2x
R), pfi¢emz od feseni budeme pozadovat, aby u € C?(2) N C(£2). Nejprve zvolime

testovaci funkci h € D(2) (nekone¢né hladka funkce s kompaktnim nosi¢em v ),
vynasobime s ni nasi diferencidlni rovnici a integrujeme pies 2

/Q (Au(@)h(z) — (2, u(@))h(z)) dz = 0.

Nyni na prvni ¢len levé strany aplikujeme V&tu o integraci per partes (Véta 17.3.14)
a vyuzijeme toho, ze h = 0 na 92

al ou 8h
/Auhdx—Z/ axl axl :Zz:( 50 8a:lhyzds /8% ox;
:—Z/ Ou Oh dxz—/Vu-Vhdm.
= anlé)xl Q

Celkové dostavame pro libovolné h € D(R)

/Q (Vu(z) - Vh(z) + f(z, u(@))h(z)) dz = 0.
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17.3.2 Greenova véta

V piipadé N = 2 se v Gauss—Ostrogradského vété (Véta 17.3.3) d4 na integrél pies
0f) nahlizet jako na kfivkovy integral. Zde se budeme zabyvat jeho zdpisem jakoZto
kiivkového integralu druhého druhu. Ceka nas vsak jedna piekazka: znaménko
krivkového integralu druhého druhu zéavisi na sméru obihani kfivky. Vénujme se
proto nejprve nalezeni sméru obihani, ktery bude kompatibilni s orientaci vnéjsiho
normalového vektoru.

Priklad 17.3.16. Uvazujme kiivku ¢: 1) — (cos®,sinv)), kde ¢ € [0, 2] (jed-
notkové kruznice obihané proti sméru hodinovych rucicek). Pak dostdvame teény
vektor tvaru ¢’ = (—sin, cos ) a normélovy vektor

—siny e

Wy, —det( st e ) = (—cos, —siny)

mifi dovniti kruhu (obecné vychazi w, = (—%, %)). Pokud bychom probihali

kruznici v obraceném sméru pomoci parametrizace 7: ¢ — (sin, cos ), kde ¢ €
[0,27], dostali bychom normalovy vektor w, = (sin, cos) mifici ven z kruhu.
Prvnimu pfipadu se ¥ikd obihdni v kladném smyslu (mnoZina je nalevo od teéného
vektoru), druhému obihdni v zdporném smyslu.

(pl ’U}@ QDI

obihani v kladném smyslu obihani v zaporném smyslu

Obrazek 17.5: Ilustrace k obihani v kladném smyslu a v zaporném smyslu.

V dalsim odvozovani budeme pouzivat nasledujici jen zdanlivé zfejmy vysledek.

Véta 17.3.17 (Jordanova véta). Necht ¢ je Jordanova k¥ivka v R®. Pak existugi
souvislé mnoZiny Int @ (vnitrek @) a Exte (vnéjsek @) takové, Ze plati

(i) Intp je omezend a Ext e je neomezend

(i) Int @U(p)UExt @ = R?, pFicemZ mnoZiny na levé strané jsou po dvou disjunktni
(iii) O(Intp) = O(Ext ) = ().

Dikaz zde vyjimecné nebudeme uvadét. Jednak nas k tomu vede skutecnost,
ze se nejednd vylozené o latku z matematické analyzy. Navic jsme presvédceni,
ze v aplikacich Gauss—Ostrogradského véty (Véta 17.3.3), kde jsme nuceni pra-
covat s mnozinami, pres které se snadno integruje a zaroven se snadno integruje
pres jejich hranici, se tvrzeni Jordanovy véty snadno ovéruje. Pfipadné zajemce
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miizeme odkédzat do ¢lanku [Tv 1980], kde je podén dikaz, ktery nepouziva po-
krocilejsi latku nez je stejnomérnd konvergence. Jiny dikaz 1ze nalézt v ucebnicich
obsahujicich teorii funkeci komplexni proménné, jako napiiklad [StSa AnlI].

Nyni jsme jiz dobfe pfipraveni na formulaci a dikaz verze Gauss—Ostrograd-
ského véty v R? zahrnujici kfivkovy integral druhého druhu.

Véta 17.3.18 (Greenova véta). Necht (p;|a,b]) je kladné obihand reguldrni Jor-
danova po édstech Cl-kfivka v R?. Oznacme Q = Int .
(i) Necht T € C(Q;R?) je vektorové pole, pro které existuji 8Ti a gT2 vsude v Q a

daji se spojité rozsivit na Q. Pak

/diVTd!L‘:/(—TQ,Tl)~ ng
Q ¥

(ii) Necht T € C(Q;R?) je vektorové pole, pro které existuji dT? a gfl vsude v

a daji se spojité rozsiTit na Q. Pak

oT, Ty .,

Pro ¢ obihanou v zdporném smyslu plati véta s tim rozdilem, Ze ve vyslednych
formulich napravo zménime znaménko.

Diikaz. Diky Jordanové vété (Véta 17.3.17) je mnozina €2 dobfe definovand. Necht
ddlem € Naa =ag < a; < --- < a,, = b jsou takové body, Ze ¢ je C'-kiivka
na kazdém intervalu [aj,a;1], kde j € {0,1,...,m — 1}. Pak 1-dimenzionélni
komponenty mnoziny 9f, pfes néz se v Gauss—Ostrogradského vété (Véta 17.3.3)
integruje, jsou pravé obrazy intervalt (a;,a;y1), kde j € {0,1,...,m — 1}, ne-
boli M; = ¢((a;,a;+1)). Podle Gauss—Ostrogradského véty, predchozich tamluv a
definice kfivkového integralu méme

m—1 _,_1
. —Wy, O P
dldex:/ T -vdS = / T -vdS = “’7qu
/Q o0 Jz::() M; ;) M; [wy 0 G|
m—1 aj+1 m—1 aj+1 o 9
Y2 0Pl
= T dt = T ===, == dt
: / °e || ol L Z/ o0 ( ot 8t)
7=0 J 7=0 J
e 0 B b Ao o
. op2 ©1 Op2 ©1
B /a (Tlo"o o 20@ c%)dt L(Tlo“o ot 2° ‘Pat)dt

Ve druhém piipadé diky prvnimu piipadu mame

T, 0T _ . _ i ) _ .
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17.3.3 Stokesova véta v R?

Dalsim klasickym vysledkem je Stokesova véta v R3, ktera je ,zakiivenou“ verzi
Greenovy véty na jednoduché 2-plose v R3. Budou nés zajimat 2-plochy, jejichz
»okraj“ tvori kiivka.

Pfipomernime, 7e v Greenové vété hraje dulezitou roli smér obihdni ,hrani¢ni
kiivky*“ (jeho zména se projevi zménou znaménka pravé strany ve vysledné rov-
nosti). I zde musime umét rozhodnout, zda je kfivka obihdna v kladném &i zé-
porném smyslu. K tomu nam poslouzi zobrazeni ¢: R? — R3 parametrizujici nasi
2-plochu, nebot zobrazeni ¢! prevadi kiivky v R3 na kiivky v R?, kde jiz zna-
ménko sméru obihdni umime urcovat.

Dalsim problémem bude, ze tentokrat, na rozdil od Gauss—Ostrogradského véty
(Véta 17.3.3), nase 2-plocha nemusi byt hranici néjaké mnoziny, a proto v kazdém
jejim bodé mame dvojici stejné vyznamnych jednotkovych normalovych vektora.

Pristupme nyni k podrobnému sladéni sméru obihani ,hrani¢ni“ kfivky s ori-
entaci normalovych vektort. Nechf M = ¢(F) je jednoduch4 2-plocha v R3,
kde E C R? je souvisla oteviens mnozina. Necht (1, [a,b]) je regulérni Jorda-
nova po stech Cl-kfivka splitujici (1) C E. Definujme 2-plochu M := ¢(Int 1))
a kiivku g := ¢ o Y nazvéme okrajem 2-plochy M. Uvédomme si, Ze mame
|4/ (£)|] < C pro viechna t € [a,b], kde derivace existuje.

Dale si pov§imnéme, ze zobrazeni x — w, (@~ (x)) je spojité, a proto je spojité

i zobrazeni x — %. Pokud 1; je obihéna v kladném smyslu, polozme

proxGM

a pokud 1/_; je obihana v zadporném smyslu, polozme

wy, (G (x))
[we (&~ (2))]]

Zbyva jesteé pro vektorové pole T': R3 — R3, které je tiidy C! na néjaké oteviené
mnoziné obsahujici M U (n), zavést diferencidlni operator rotaci pfedpisem

v(z) = — pro x € M.

lé]
Tl e
O Ty 9Ty, OTy 0T 9Ty 9T
rotT = det 88 T2 €9 = (73—72,71_73’72_71)
52 8x2 8x5 8%3 8951 81'1 81’2
905 I3 es

Nyni mtiZzeme zformulovat Stokesovu vétu v R3.

Véta 17.3.19 (Stokesova). Za predpokladi uvedengch viyse plati

/~rotT-udS: /T~ dn.
M n

Diikaz. Stadi uvazovat jen piipad kiivky obihané v kladném smyslu (jinak maji obé
strany rovnosti obrdcené znaménko). Dikaz provedeme ve dvou krocich. Nejprve
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se budeme zabyvat piipadem, Ze parametrizace ¢ je tiidy C?. Ve druhém kroku
ukézeme, jak se na uvedeny ptipad prevede piipad obecny.

Krok 1: ditkaz pro ¢ € C2(Int 1)).
Nejprve si pro pozdéjsi vyuziti vyjadieme

o1 Oy

_ P2 P2
wy = det ot, oty ©2
O3 g3 g,
oty Oto 3

7(%%,%% O3 0p1 O3 D1 %%,%%)
C\0t Oty Oty Oty Oty Oty Oty Oty Oty Oty Oty Oty /)

(17.3.1)
Ted za¢neme postupné upravovat pravou stranu dokazované rovnosti. Nejprve
pouZzijeme definici kfivkového integralu druhého druhu, pak vyuZijeme toho, Ze
n=¢go 1;, déle pouzijeme Tetizkové pravidlo a nasledné si vysledny integral opét
vyjadiime jako kfivkovy integral druhého druhu (derivace je uvazovéna jen na
otevienych podintervalech intervalu (a,b), kde ¥ je t¥idy ch)

Nyni na jednotlivé integraly Gplné napravo pouzijeme Greenovu vétu (druhou for-
muli) a vysledek postupné upravujeme s vyuzitim zaménnosti druhych parcialnich
derivaci zobrazeni ¢ (pouzijeme zkraceny zépis, kdy u pole T' a jeho parcidlnich
derivaci vynechdme argument ¢(t) a u zobrazeni ¢ a jeho parcidlnich derivaci
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vynechdme argument t)

3 3
OT; o Dp; D%
=3 [ (S oy
- Intu_f 1 6])]‘ 6t1 8t2 8t18t2

3
IT; dp; O i
- 925 9% Aty

;axj o oty O‘p)at2atl) 2(t1,t2)

3
OT; (0, Opi  Dp; Op;
B o 3 — A 7 ) dAalta, t2).
Zz/hqtz; 6.7,'](82‘;1 3t2 atz 3t1) 2( 1 2)

Déle s vyuzitim (17.3.1) a skuteénosti, Zze pro ¢ = j plati %wa%f; - %%%ff =0,

dostavame

3 3

= —87@(“@)3 + 8733(“’«:)2 + 8761(1%)3 - 87:3(1”“0)1 - Tm(ww)s + 87:2(10“0)1

= —_—— —_————_— —_—— — . = tT~ .
(8I2 81‘3’6.133 8301’8901 81‘2) w(p ro w‘p

Celkové proto mame

[Tan= [ rotT(e(e) wat)dt = [ rotT(p(e)) - vle(t) (o) dt
n Int %

Int 1/7

= / rotT -vdS.

M

Tim je prvni krok dikazu dokoncen.

Krok 2: obecny pripad. Dtkaz zalozime na paté ¢asti Véty o vlastnostech zhla-
zeni funkce (Véta 16.5.6), podle niz pro zadané ¢ > 0 existuje k¥ € N tak, ze
zhlazené zobrazeni ¢y, (zobrazeni ¢ jsme zhladili po slozkach) splituje ||k (t) —

<p(t)||cl(m) < € vSude na F. Definujme 1y, := g 0 ) a My := pi(Int ¢). Analo-
gicky jako v textu pfed znénim Stokesovy véty zavedme také normalové vektory

Wy, a V.

j Pfedné piipometime, ze T je tiidy C' na néjaké oteviené mnoziné obsahujici
M U (n). Je-li k dostatecéné velké, pak uvedend oteviend mnozina obsahuje také
M U (ni) (skuteéns, MU (n) je kompakt jakoZto spojity obraz kompaktu a tudiz
mé kladnou vzdalenost od doplitku uvedené oteviené mnoZiny). Podle prvniho
kroku proto mame pro kazdé k € N dost velké

/N I‘OtT-I/k ds = T - d’l’)k.
M;y, Nk
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Zbyva ukazat, ze

/~ rotT-vpdS — [ rotT-vdS a /
My, n

T-dnk—>/T-dn.
M .

k n

Nejprve si povS§imnéme, Ze pro stejné stejnomérné omezené funkce plati

h=fion=9 = fige=fg

a pro funkce odrazené od nuly stejnou konstantou mame

1 1
h=f = —=-
e f
Dale protoze ¢ € C(E;R3), plati g—ﬁ7 g—t“; € C(E;R?). Proto z Véty o vlastnostech

zhlazeni funkce (Véta 16.5.6) plyne (v nésledujicim méme na mysli stejnomérnou
konvergenci jednotlivych slozek)

0 0 0 0
dpn O O Dp

ot ot a oty Oty na kompaktni mnoziné Inti/_; U (¥),

nebot pro m € {1,2} a i € {1,2,3} plati podle Véty o derivaci integralu podle
parametru (Véta 15.10.3)

Wi x g;: (t) = /RQ wk(y)gzz (t—y)da(y) = % /R2 wi(y)pi(t —y) dra(y)

= %(Wk * SOZ)

Aplikaci zminénych pomocnych vysledkt na zkoumané integraly rozepsané podle
parametrizace prenechdvame &tendii jako cvideni (neni zcela lehké, je nutné si
uvédomit, ze pracujeme na mnozing, kde T je stejnomérné spojité, atd.). O

17.3.4 Potencidlnost vektorového pole v R? a v R?

Nejprve si pfipomernime, Ze jsme v textu vyse ¢i diive zavedli nékolik diferencialnich
operatort. Pro u: RV — R dotate¢né hladké je

Oou Ou ou
gradu— (Tm’%”%)
N
0%u
Au = —azxi,

i=1
pro v: RN — RN dostate¢né hladké

divv i Ovi
Av4 =
i—1 Oz;

Av = (Avl, Auvg, ..., AUN)
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a specialné pro pfipad N = 3 jsme zavedli

oty — <8v3 vy Ovy  Ovs Ovg 81)1)
N 89[:2 8%‘3, 8%‘3 8.131’ 81‘1 8.%‘2 '
Ziejmé plati (pfedpokladdme, ze funkce u a v jsou takové, Ze vSechny uvedené
vyrazy maji smysl)
divrotv =0
rot gradu = 0,
ale plati také
rotrot v = graddivv — Av.

Cviceni 17.3.20. Dokazte podrobné vyse uvedené identity!

Piipomenime, %e podle Véty o nutné podmince existence potencidlu (Véta
12.3.5) plati, Ze jestlize vektorové pole T € C'(€2;RY) ma potencidl na oteviené
mnoziné Q C RV, pak

or;  07;
= na {2 ro vSechna 4,5 € {1,...,N}.
or, ~ Ou pro v jed ¥
Pro N = 2 posledni podminka znamena gfg = g—fi‘ na ). Pro N = 3 je vyse

uvedend podminka ekvivalentni tomu, zZe

8T3 8T2 8T1 8T3 6T2 aTl) =0 na Q.

81’2 8953 ’ 83:3 8;51 ’ (91’1 81’2

Véta o postacujici podmince existence potencidlu (Véta 12.3.6) ndm naopak Fika,
Ze uvedenda zaménnost parcidlnich derivaci ndm dava existenci potencidlu na ote-
vieném kvadru. Zde se pokusime ziskat stejny vysledek pro obecnéjsi mnoziny.

Definice 17.3.21 (Jednoduse souvisl4 mnozina). Oblast Q@ C RY se nazyva

jednoduse souvisld, jestlize pro kazdou Jordanovu kiivku ¢: [0,1] — € existuji
H € C([0,1%Q) a z € Q takova, Ze

H(t,0) = p(t) pro viechnat € [0,1], H(0,s) = H(1l,s) pro viechna s € [0,1]
a H(t,1) =z pro vSechna t € [0, 1].

Poznamka 17.3.22. Podminku z predchozi definice lze interpretovat tak, Ze
kiivku ¢ je mozné v 2 spojité stdhnout do bodu.

Piiklad 17.3.23. (i) Kupfikladu pro Jordanovu kfivku
p(t) = (2cos(2t), 2sin(27t), 0), kde ¢ € [0, 1],
miizeme v mnoziné B3(0) \ By(0) definovat spojitou funkci

Hits) = (2 cos(2rt), 2sin(2mt), 45) prot € (0,1 as € [0, 3]
") (4(1 — s) cos(2mt), 4(1 — s) sin(27t),2) prote[0,1]as € [1,1]
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(s dirou v mnoziné B3(0) jsme si poradili tak, Ze jsme nejprve k¥ivku postupné
vysouvali ve sméru tfeti proménné a pak teprve jsme postupné zacali zmensovat
polomér kruznice).

(ii) Konvexni mnoZina je zfejmé jednoduse souvisla.

Véta 17.3.24 (O existenci potencidlu v R?). Necht T € C1(Q;R?), kde Q C R?
je jednoduse souvisld oblast, a
o1y J0Ts

=t==2 Q.
&rg 81‘1 na

PakT ma v QQ potencial.

Dikaz. Podle Greenovy véty (Véta 17.3.18) je kfivkovy integral pole T' pres li-
bovolnou regularni Jordanovu kfivku nulovy. Specidlné je integral nulovy pfes
libovolnou uzavienou lomenou ¢aru. Diky tomu, Ze pocet segmentti lomené cary je
koneény, lze integral pfes uzavienou lomenou ¢aru napsat jako konecny soucet in-
tegréali pres jednoduché uzaviené lomené ¢ary (zkuste si sami rozmyslet, jak se to
provede; jednu z moznych konstrukei si pozdéji uvedeme v teorii funkci komplexni
proménné ve ¢tvrtém dile skript). Diky Poznamce 17.1.20, bod (ii) tedy plyne, Ze
dané pole T je potencialni. O

Véta 17.3.25 (O existenci potencidlu v R?® pro konvexni mnozinu). Necht T €
CH(Q;R3), kde Q C R3 je konvezni oteviend mnozina, a

rotT =0 na €.

PakT ma v Q2 potencidl.

Diikaz. Je-li mnozina €2 konvexni, lze libovolné t¥i body z € spojit tseckami lezi-
cimi v  a pouzitim Stokesovy véty (Véta 17.3.19) dostavdame, ze k¥ivkovy integrél
pfes libovolny trojihelnik je nulovy. Pouzitim Pozndmky 17.1.20, bodu (iii) pak
plyne, ze prislusné pole T je potencialni. O

Poznamka 17.3.26. Véta platii pro Q C R? jednoduse souvisla oblast. Idea du-
kazu je nésledujici. Diky Vété o vztahu nezavislosti na cesté a existence potencialu
(Véta 17.1.19) stac¢i ukazat, ze pro kazdou regularni Jordanovu k¥ivku ¢ plati

/Tdcp:O.
[}

Podle definice jednoduse souvislé oblasti vSak muZzeme vyrobit 2-plochu, jejimz
okrajem je pravé kiivka ¢ a pak podle Stokesovy véty a pfedpokladu rotT = 0

mame
/T-dcp:/ rotT~VdS:/ 0dS =0,
) M M

coz jsme chtéli dokéazat. Tento dikaz mé ale jednu vadu. Vzhledem k nasi definici
jednoduse souvislé mnoziny (Definice 17.3.21) neni zfejmé, zda vyse zkonstruo-
vana plocha M je skute¢né jednoduché 2-plocha. Mtze se totiz stat, ze vznikla
plocha neni dostate¢né hladka. Resenim tohoto problému (tedy piislusnym vhod-
nym zhlazenim dané plochy) se nebudeme v téchto skriptech zabyvat.
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17.4 Dodatek: dukaz Gauss—Ostrogradského véty
v plné obecnosti

Samotnému dikazu predchazi dikladna priprava zaméfena predevsim na lokalni
reprezentaci 9Q pomoci grafii funkci z RV~ do R. Pro 2 € RY budeme ¢asto
pouzivat znaleni = (2’,xy), neboli o’ = (z1,29,...,2Nn_1).

Lemma 17.4.1. Necht G1,G2, P C RY jsou oteviené mnoZiny, P je souvisld,
GiNGy=0aPcCc G UGy. Pak bud P C G1 a nebo P C G>.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze existuji 1 € Gy N P a x5 € G N P. Diky
souvislosti P existuje lomena ¢ara v P spojujici x1 a x2. Mame tedy spojitou
kiivku ¢: [a,b] — RY splitujici

pla) = x1, p(b) = x2 a (¢) C P CGLUGs.

Definujme
to := sup{t € [a,b]: @(t) € G1}.

Diky (pravostranné) spojitosti ¢ v bodé a a otevienosti G7 musi byt to > a.
Analogicky plati tg < b. Dale ¢(ty) ¢ G1, protoze jinak by diky spojitosti ¢ a
otevienosti G existovalo t1 > to splitujici ¢(t1) € G1, coz by byl spor s definici
suprema. Analogicky mame @(tg) ¢ Go. Celkové p(tg) ¢ G1 UG a mame spor. [

Lemma 17.4.2. Necht M C RY je jednoduchd (N — 1)-plocha a z € M je bod,
ve kterém existuje normdlovy vektor k M s netrividlni posledni sloZkou. Pak lze
plochu M na jistém okoli bodu z parametrizovat explicitné pomoci C'-zobrazeni
tvary

(.131,1‘2,...,1‘]\[_1) — (.231,%‘2,...,Z‘N_l,f(l‘l,xg,...,xN_l)).

Specidlné existuji 6, A > 0 takovd, Ze pro kazdé y' € RN sphiugici ||y’ — 2'|| < 0
existuje pravé jedno yn € (zy — A, zy + A) spliugict (y',yn) € M, a pro toto yn
plati yn = f(y').

Diikaz. Necht ¢: E — RV je parametrizace plochy M a a € E je takové, Ze v bodé
z = ¢(a) ma w, (vzdy netrivialni vektor) nenulovou posledni slozku. Pro vSechna
i €{1,..., N} definujme pomocné funkce

Fi(tl, e ,tN_l,.’L‘l, . 7l‘]\]) = (pi(tl, e atN—l) — Ty,

kde (t1,...,ty_1) € E a (21,...,7x) € RY. Nyni pouzijeme Vétu o implicitni
funkci (Véta 12.4.13). Vychozim bodem je (a,¢(a)) € R*V =1 v némz jsou viechny
funkce F; nulové. Pozadovana hladkost funkci F; plyne z definice (N — 1)-plochy.
Zbyvé ovéfit maticovou podminku pro vyjadfeni soufadnic (t1,...,txy—1,Zn) PO-
moci soufadnic (x1,...,2x_1) . Zajima nés tedy nenulovost determinantu (poéité
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se v bodé (a,p(a)))

OF . OF; OF; 1 . 1 0
oty Otn_1 or N oty Otn_1
det| :o i r |=det| oo
OFN .. OF N OFN oenN .. N 1
oty Otn_1 ox N oty Otn_1
9p1 .. 9p1
Ot1 Otn-—1
= —det Lo #0
OpN—1 .. OpN—1
Ot1 Otn—1

(posledni determinant je nenulovy, nebot je roven posledni sloZzce normélového
vektoru wy,). Diky Vété o implicitni funkci (Véta 12.4.13) proto dostavame lokalné
pozadovany popis. Jednoznacnost jsme vSak dostali jen pro obrazy jistého okoli
bodu a € E. V tom nidm pomiize podminka na spojitost zobrazeni o ~! z definice
(N — 1)-plochy, diky niz se do jistého okoli bodu ¢(a) nemohou zobrazit body,
které nejsou dostatecné blizko k a. O

Poznamka 17.4.3. Diky pfedpokladu na hodnost Jacobiho matice parametrizace
v definici (N — 1)-plochy je vzdy alespoii jedna slozka normélového vektoru ne-
nulova. Proto lze lokalné explicitné popsat kazdou (N — 1)-plochu (vyjadiujeme-li
spravnou soufadnici pomoci ostatnich).

Lemma 17.4.4. Necht M = @(E) C R je jednoduchd (N — 1)-plocha, kde
E c RN~ je oteviend souvisld mnoZina. Pak
(i) na M existuji pravé dvé spojitd pole jednotkovijch normdlovych vektori a to

Lo @) w3 (@)

l[we (F= () [we (G~ ()|l
(i) jestlize je navic M je ¢dsti hranice néjaké mnoziny Q C RN, 9Q je zobecnénd
(N — 1)-plocha a v kaZdém bodé M existuje jednotkovy vnéjsi normdlovy vektor
k 0%, pak pole téchto vektori je na M spojité (a podle (i) mize mit jen uvedené
dvé podoby).

Diikaz. DokaZme prvni ¢ast. Spojitost zminénych vektorovych poli plyne ze spo-
jitosti dil¢ich zobrazeni (nenulovost jmenovatele plyne z pfedpokladu o hodnosti
matice v definici (N — 1)-plochy). Ukazme jesté, Ze Zadné jiné spojité pole jednot-
kovych normélovych vektorid na M neexistuje. Pokud by tomu tak bylo, pak by
slo reprezentovat jako

t— M na F, a t— wy(t)

[we (2]l [we ()|
kde E1 N Ey = () a E; U E; = E. Nejprve ukaZzme, ze F; je oteviena. Pokud by
tomu tak nebylo, nasli bychom {t,} C Es a tg € E; takovd, ze t, — to. Diky
spojitosti uvazovaného pole by pak platilo

Cwylty) . wplho)
Fwe () Twg(o)]

na Fj,
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Zaroven vsak podle zacatku diikazu mame

Cwelta) | wylt)
et Tweto)l]”

Protoze napravo je vektor jednotkové délky, dostavame spor. Analogicky plati, Ze
E5 je oteviena. Podle Lemmatu 17.4.1 nyni dostavame, ze bud £ = F; a nebo
E = Es, coz jsme chtéli ukazat.

Dokazme druhé tvrzeni. Zvolme bod z € M. Bez Gjmy na obecnosti predpo-
kladejme, Ze vnéjsi normalovy vektor ma v tomto bodé nenulovou N-tou slozku.
Diikaz rozdélime do nékolika krokti.

Krok 1: lokalni popis M jako grafu funkce
Podle Lemmatu 17.4.2 existuji §, A > 0 takov, Ze v otevieném vélci V := {2’ €
Us(2'),xzn € Ua(2n)} lze M popsat jako graf C'-funkce f. Diky paté vlastnosti
z definice zobecnéné (N — 1)-plochy mutZeme pfipadnym zmenSenim § a A do-
sahnout toho, ze VN M = V NoOQ. Pripadnym dalsim zmensenim ¢ 1ze dosahnout
jesté toho, Ze f zobrazuje Us(z') pouze do intervalu (zy — 5,25 + 5).

Krok 2: urceni polohy mnoziny A vzhledem ke grafu funkce f
Oznacéme jesté VT jako prinik valce V s nadgrafem funkce f a V'~ jako prinik
vélce V' s podgrafem funkce f. Obé mnoziny jsou zfejmé souvislé (pokud mame
naptiklad z,y € V', lze lomenou ¢aru, kterd je spojuje, zkonstruovat tak, ze
nejprve ,svisle* spojime tseckou bod z = (2/,zx) s bodem (z/,zy — %), pak

yvodorovné“ spojime (2',zn — %) s bodem (y',zy — %) a pak ,svisle* spojime

(v, 2y — %) s bodem y = (v',yn)). Pokud nyni aplikujeme Lemma 17.4.1 na

rozklady

Vo=V nQuUV NnRY\Q) a Vi=WrnQuWVtn@®Y\Q),

snadno dostaneme, Ze bud VN Q = V™ anebo VN Q = V.V dalsim budeme
pfedpokladat, Ze nastala prvni moznost, jinak by se postupovalo podobné.

Krok 3: konstrukce spojitého pole jednotkovych normalovych vektora
Oznacime-li jako 9 parametrizaci M NV pomoci grafu funkce f, pak podle druhé
¢asti Prikladu 17.2.23 méame pro vSechna z’ € Us(2') (wy zminéné nize odpovida

bodu (¢~1(z/, f(2'))))

0 0
o= (G mgi) e

Normalizaci ziskdme spojité pole jednotkovych norméalovych vektort. Zbyva nam
uz jen ukazat, ze tyto norméalové vektory jsou vnéjsi.
Krok 4: zkonstruované normalové vektory jsou vné;jsi
Potfebujeme ukdzat, Ze pro kazdé =’ € Us(z') a existuje hy > 0 tak malé, Ze pro
kazdé h € (0, ho) plati
(@', f(2") + hwy € VT. (17.4.2)

Zafixujme 2’ € Us(z'). Pfedné podle (17.4.1) mame

(@', f(2) + hwy = (2" = WV f(2"), f(2") + D),
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a proto je dokazovand inkluze (17.4.2) ekvivalentni tomu, ze
f@) +h> fa' = hVf("),

coz si nyni dokdzeme. Nejprve si povsimnéme, Ze pro kazdé dostatecné malé h > 0
mame ' + AV f(2') € Us(z"). Nyni rozepiSeme f(z' + hV f(z’)) pomoci definice
totalniho diferencidlu funkce f v bodé z’ (v néasledujicim vypoctu n zastupuje
zbytek splnujici % — 0 pro & — 0) a pro vSechna dostate¢né mald h > 0

dostavame

f@' =V f(') = f(@) + V(") - (=hVf(2) + n(=hV f(z))
h

< ) MV TP+ 5 < @) 0+ 2 < fG) b

Tim je dikaz dokoncen. O

Poznamka 17.4.5. (i) V pfedchozim diikazu jsme navic zjistili, Ze je-li x € M,
kde M je na okoli bodu z reprezentovatelna explicitné jako graf C'-funkce z RV 1
do R, zaroven je ¢asti hranice nejaké mnoziny, kterd mé v kazdém bodé nasi plochy
vnéjsi norméalovy vektor a kterd m4 za hranici zobecnénou (N — 1)-plochu, pak
existuje A > 0 takové, Ze pravé jedna z tsecek {2’} x (—A,zn) a {2’} x (zn, A)
lezi v © a pravé jedna z téchto mnozin lezi v RY \ Q.

(ii) V dfikazu jsme také vidéli, Ze je-li plocha M zadana explicitné jako graf C'-
funkce, zaroven je ¢asti hranice nejaké mnoziny, kterd ma v kazdém bodé nasi
plochy vnéjsi normélovy vektor, a uvedena mnozina lezi pod grafem z explicitniho
vyjadfeni, pak z norméalovych vektoru

( S (@)1)  a (gi(x’) OF @), ~1)
Z1

— X — e
81’1 ’ ’ c’)xN,l ’ ’ 8.’17]\],1

je vnéjsim vektorem ten prvni (s kladnou posledni slozkou).

Lemma 17.4.6. Necht Q C RY je omezend oteviend mnoZina, jejiz hranici tvori
zobecnéna (N —1)-plocha, kterd ma v kazZdém bodé kazdé své (N —1)-dimenziondlni
komponenty vnéjsi normdlovy vektor. Necht P je projekce mnoZiny Q0 do nadroviny
{zn =0} C RY, presnéji

P .= {2/ e RN7': existuje xn € R spliugict (2/,xn) € Q}.

Definujme jesté P C P jako mnoZinu takovich o' € P, e primka py = {2/} xR
protind O jen v bodech jejich (N — 1)-dimenziondlnich komponent a N-td slozka
jednotkového vnéjsiho normdloveho vektoru je v téchto bodech nenulovd. Pak

(i) P a P jsou oteviené mnoziny

(i) Aw_1(P\ ) =0

(iii) pro kazdé ©' € P piimka p, proting 02 v koneéném sudém poctu priseéiki
(iv) oznacime-li uwvedené priseciky jako vi(x') < vo(a') < -+ < wvam ('), pak

par NQ = | J{2'} x (v2i-1(2'), v2i(2))

i=1
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(v) funkce &' — v;(2') jsou definovdny na oteviengch podmnoZindch mnoZiny ﬁ,
jsou na nich tridy C' a pro kazdé x' € P existuje jeho okoli, na némz je pocet
pruseciki konstantni

(vi) je-li M = @(F) néjakd (N — 1)-dimenziondlni komponenta mnoZiny 092 a
definujeme-li

B {teB: (1)-..on () € P} a Bi= B\ (EU{(wp(®)y =0},
pak E je oteviend mnozina a Ay_1(B) = 0.

Diikaz. Dokazme nejprve &asti (iii) a (iv). Pro zafixované ' € P je mnoZina
per N O omezend, protoZze mnozina 0f) je omezena. Déale je to uzaviend mnoZina,
nebot je prinikem dvojice uzavienych mnozin. Celkové p, N 9 je kompaktni.
Navic podle Lemmatu 17.4.2 mizeme na okoli kazdého ze zkoumanych priseciki
popsat 9 grafem C'-funkce a diky tomu z prvni ¢asti Poznamky 17.4.5 dosté-
vame, Ze existuje okoli naseho pruseciku, kde zadny dalsi prusecik nelezi. Uvazime-
li systém takovych okoli pfislusejicich kazdému bodu mnoziny p,- N9OSY, dostavame
oteviené pokryti této mnoziny. Diky Borelové pokryvaci vété (Véta 11.8.3) lze pre-
jit ke koneénému podpokryti. Protoze v kazdé oteviené mnoziné z naseho pokryti
lezi pravé jeden priisecik, prisecikd musi byt koneéné mnoho.

Déle kazda usecka {z'} x (vi(2'),v;+1(2")) musi bud lezet celd v oteviené
mnoziné () a nebo v oteviené mnozing RY \ Q (jinak by ndm piibyl dalsi pri-
se¢ik mezi v;(z') a v;y1(2")). Polopfimka {2’} X (—o0, v1(2')) pak musi lezet pravé
v jedné z uvedenych mnozin a ta musi byt navic neomezena, jedn4 se tedy o R\ Q2.
Podobné pro polopfimku uréenou prusecikem s nejvyssim poradovym ¢islem. Od-
tud také vidime, ze pruseciki je sudy pocet. B

Dokazme nyni ¢&sti (i) a (v). Zafixujme 2’ € P a za pomoci Lemmatu 17.4.2
zkonstruujme okolo kazdého bodu z p,. N 02 otevieny vélec centrovany v tomto
bodé, v némz lze O popsat jako graf C'-funkce. Protoze uz vime, ze prisecikii
je jen konecény pocet, snadno se nahlédne, ze pfipadnym zmensovanim zminénych
valcd 1ze dosdhnout toho, Ze vSechny nase vélce maji stejné rozméry (polomér
podstavy zna¢ime ¢ a vyska je 2A) a jsou po dvou disjunktni. Okamzité dostavame,
ze pro kazdé y' € Us(z') mé mnozina p,» N O po jednom priseéiku v kazdém ze
zminénych valci.

Ukazme jesté, ze pripadnym zmensenim poloméru postavy nasich valcd je
mozné dosdhnout také toho, ze pro zadné 3y’ € Us(x’) neexistuji jiné body mnoziny
Dy N OS2 nez body pravé popsané. Pokud by tomu tak nebylo, nasli bychom po-
sloupnost {((yn)’, (yn)n)} € OQ takovou, Ze (y,) — 2’ a body ((yn)', (yn)N)
nelezi v uvedenych vélcich. Protoze 02 je kompaktni, dostivame bod z € 00
takovy, Zze po pfipadném prechodu k podposloupnosti mame ((y,)’, (yn)n) — 2.
Proto 2’ = 2/, neboli z € p,r N ON. Zéaroveni vSak vSechny ¢leny posloupnosti
{((yn)’; (yn) )} lezi mimo nase oteviené vélce, a proto ani bod z v Zddném z téchto
valcu nelezi. To je ale ve sporu s tim, Ze valce jsme zkonstruovali okolo kazdého
bodu z pyr N ON.

Tim jsme dokézali, Ze pro 6 > 0 dostateéné malé mame pro vSechna y’' € Us(z’)
vSechny body mnoziny p,s N2 po jednom umistény v jednotlivych valcich na gra-
fech C''-funkei. Tim jsme ukézali (i) (pfedchozi konstrukce nam dava otevienost P;
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otevienost P plyne okam?zité z toho, Ze se jedna o projekci oteviené mnoziny) a
(v).

Dokaime (ii). Podle definice mnoziny P mame

P\ P=Q,UQ,,

kde Q1 je mnoZina tvorena takovymi =’ € P, Ze p,s protind néjakou komponentu
mnoziny 02, kterd méa dimenzi mensi nez N —1 a Q5 je tvofena takovymi 2’ € P, ze
Py protind pouze N — 1-dimenzionalni komponenty OS2 a zaroven alespon v jednom
z prisecikt ma jednotkovy vnéjsi normélovy vektor nulovou posledni slozku.
Mnozina Q) je jednak tvofena projekcemi kone¢ného poctu 0-ploch (tedy ko-
neéné mnoha body), a ty maji nulovou (N —1)-rozmérnou Lebesgueovu miru, a jed-
nak koneénym poctem projekci komponent, jejichz dimenze se pohybuje mezi 1 a
N —2. Necht M je jedna z téchto komponent a je parametrizovéna prostiednictvim
zobrazeni ¢ z oteviené mnoziny E C R¥ ,kde 1 < k < N —2. Zobrazeni ¢ miizeme
chépat jako zobrazeni z E x {0} ~1*. Diky tomu, Ze Ay_1(E x {0}V~17%) =0

a zobrazeni (¢1(t),...,pN-1(t),0,...,0) je lokdlné lipschitzovské, dostavame, Ze
projekce odpovidajici M ma nulovou (N —1)-rozmérnou Lebesgueovu miru. Odtud
AN-1(Q1) = 0.

Necht déle M je (N — 1)-dimenzionalni komponenta mnoziny 02 parametrizo-
vana zobrazenim ¢ na mnozing £ C RN~! a 2 = p(t) € M je takové, ze posledni
slozka jemu odpovidajiciho jednotkového vnéjsiho normélového vektoru je nulova.
To podle definice vektorového soucinu znamena, ze

9p1 L 91
oty Otn—1
det : : =0.
Oon—1 .. donoa
3t1 atN—l
Jinymi slovy, pro zobrazeni 7 € E — (p1(7),...,on-1(7)) je t bodem s nulovym

jakobidnem. Podle Sardovy véty (Véta 15.12.15) mé pak obraz vSech takovych
bodi pfi uvedeném zobrazeni nulovou (N — 1)-rozmérnou Lebesgueovu miru. Pro-
toZe uvedené zobrazeni odpovida nasi projekci a (N — 1)-dimenzionélnich kompo-
nent mnoziny 952 je jen konecny pocet, dostali jsme Ay_1(Q2) = 0.

Dokazme ¢ast (vi). Otevienost E plyne z otevienosti P a spojitosti zobrazeni

t= (p1(t), ..., on—1(t)).
Zbyva ukazat, ze An_1(B) = 0. Zobrazeni t € E — (¢1(t),...,on-1(t)) na-

zyvejme ®. Mnozina B je tvofena takovymi body ¢t € E, ze piimka P& ) protina
néjakou komponentu nizsi dimenze nez N — 1, nebo protina néjakou komponentu
(jinou nez je M) v bodé, jehoz jednotkovy vnéjsi normélovy vektor ma nulovou
posledni soufadnici. PouZzijeme-li znaceni z diikazu tvrzeni (ii), pak mame

ff)(B) CQ1UQq a )\N_l(QluQQ) =0
(druhy vyrok jsme dokazali pti dikazu (ii)). Odtud dostavame

An_1(®(B)) = 0. (17.4.3)
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Déle pro kazdy bod t € B plati (wy,(t))n # 0. To podle definice vektorového
sou¢inu a definice zobrazeni ® znamen4

Ft) o e
0 # det :Jq;(t).
OpN_1 (t) . dpN-_1 ( )
oty Otn_1

Protoze zobrazeni ® je tiidy C*, je jakobidn spojity, a proto plati Jg # 0 na néja-
kém okoli bodu ¢. Oznadéme jej Us, (t). ZmenSenim J; mizeme navic dosdhnout toho,
e @ je na Us, (t) prosté (skutecng, protoze (we(t))n # 0, podle Lemmatu 17.4.2
miizeme mnozinu M na okoli bodu ¢(t) reprezentovat grafem funkce, proto je pro-
jekce zminéné ¢asti mnoziny do roviny {xx = 0} prostd, a proto je zobrazeni 3,
které je sloZzenim prostého zobrazeni ¢ a uvedené projekce, prosté na okoli bodu ).
Celkové je $ na Us, (t) regularni zobrazeni, odtud -1 je lokalné lipschitzovské a
dostavame

AN-1(BNUs, (8) = An—1 (8 H(B(B N U, (1)) = An—1(B(BNUs, (1)) = 0,

kde posledni rovnost plyne z odhadu (pouZijeme (17.4.3))

Av-1(B(B N Us, (1)) < An—1(®(B)) = 0.

Nyni mnozina | J,. 5 Us, (t) je oteviend, tedy separabilni (spocetnou hustou podm-
nozinou je kupfikladu mnozina jejich bodu s raciondlnimi soufadnicemi), a proto
podle Lindelofovy pokryvaci véty (Véta 11.8.2) existuje jeji spocetné podpokryti
UnenUs,, (tn). Diku tomu také mame

/\N—l( )—>\N 1(UBQZ/{5t t ) Z)\N 1Bﬁu(;, t Z

neN n=1
a jsme hotovi. O

Dikaz Gauss—Ostrogradského véty (Véta 17.8.3). Bez jmy na obecnosti piedpo-
klddejme, Ze ¢« = N. Budeme pouZivat znaceni, které jsme si piedstavili v pted-
chozich lemmatech. Navic pro zadané 2’ € P budeme podet jemu odpovidajicich
prusec¢ika primky p,s a 02 znadit jako 2m,.

Necht M; = ¢;(E;), kde i =1,...,p, jsou véechny (N — 1)-dimenzionalni kom-
ponenty mnoziny 2. Nejprve upravime levou stranu dokazované rovnosti. Fubiniho
véta (Véta 15.11.2) spolu s Newtonovou formuli a Lemmatem 17.4.6 (pouZijeme
¢asti (ii), (iii) a (iv)) ndm davaji

/Q—axN dx—//” —axN dzy da’ —//“ 7333]\] day do’

2m, (17.4.4)

/Z 1) F(2!, v;(2')) dar'



17.4. DODATEK: DUKAZ GAUSS-OSTROGRADSKEHO VETY 205

V dalsim budeme postupné upravovat pravou stranu dokazované rovnosti a do-
jdeme k stejnému tvaru, jaky je Gplné napravo v (17.4.4). Nejprve pouzijeme de-
finici plo$ného integralu pro zobecnéné (N — 1)-polochy (integruje se jen pfes
komponenty nejvyssi dimenze) a pak pouZijeme posledni ¢ast Lemmatu 17.4.6

/8 Fuyds Z /E o O)n (i) g, (0]

=3 [ Flein (o), ()] .

Déle pro kazdé ¢ € {1,...,p} a j € N, ozna¢me mnozinu EH jako mnozinu
takovych t € Ej, Ze bod ;(t) je j-tym prisecikem piimky pyr () s 90 (priiseciky
cislujeme postupné od nejnizsi N-té soufadnice jako v Lemmatu 17.4.6; nékteré

vy

jejich prislusnosti do jiné komponenty hranice, nez je nase i-t4 komponenta; pozor,
carka Ve Vyrazu py ;) Nema nic spolecného s derivaci, oznac¢uje prvni (N — 1)-tici
soufadnic). Pak mame

Ei,j mEi,l =0 proj#I a U E” = E;.
j=1
P1i tomto znaceni naSe posledni integralni identita dostava tvar
P oo
| Fonas =33 [ Pleiomtpt)lwg o at
Ei’j

i=1 j=1

Déle oznacme M; ; = wi(Ei,j) a necht ﬁ” jsou projekce mnoZin M; ; do nadroviny
{zn = 0}. Podle paté ¢asti Lemmatu 17.4.6 je pak kazd4 mnozina M; ; explicitné
parametrizovana pomoci

o — (' v;(z'))  proa’ € P

a funkce v; jsou tridy C'. Proto podle Véty o nezavislosti plo$ného integralu
prvniho druhu na parametrizaci (Véta 17.2.29) mame pro kazdé i € {1,...,p} a
jeN

| Pl ol d= [ Fuyas

B, M
J;

i

2%

Nl ou. 2
F(2' v;(2))vn (2!, v(2")) 1"‘2(87;1(35')) dz’.
=1

Déle si vyjadiime vn(z’,v;(z")) pomoci Lemmatu 17.4.4, druhé ¢asti Piikladu
17.2.23, druhé casti Poznamky 17.4.5 a ¢tvrté casti Lemmatu 17.4.6. Dostavame

(-1
S (o)

v (@', v5(2)) =
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(Lemma 17.4.4 ndm dalo dva kandidéty na jednotkovy vnéjsi normaélovy vektor,

Priklad 17.2.23 ndm dal jejich tvar pfi explicitnim zadani plochy a Lemma 17.4.6

nidm ve spolupréci s Pozndmkou 17.4.5 vybralo ze dvou vektort ten spravny).
Posledni integralni identita se ndm proto zjednodusila na

[ ﬂ%@WMw@W%ﬁW&:A F(a!v;(2')) (~1)7 da’

Eij i

a celkové zatim mame

/szVNdS ZZ/ (2, v;(z"))(—1)7 da’.

=1 j5=1

Definujme jesté funkce 0;: PR jako charakteristické funkce mnozin (J7_, ]Sim
neboli mnozin, pro které ma p,s alespon j pruseciki s 9f2. Pak nam dtkaz dokonci
nasledujici fetézova rovnost, kterou si vysvétlime za jeji formulaci

/FVNdSZZZ[.F(x’,vj(x’))(_l)jdx/
=3 [ P n @) 1) o (17.4.5)

:/ ) (=1 F(2',vj(2")) da’.

Prvni rovnost v (17.4.5) jsme uz dokézali v predeslé ¢asti dikazu. Druhd rovnost
plyne z toho, ze pro i # [ plati P; ; N B 4 = 0 (kazdy bod 9N lezi pravé v jedné
komponenté a to se tyka i j—tého~prusec1ku 0 s pfimkou p,, a proto se kazdé
z’ € P muze objevit v mnoziné P, ; pfi pevném j nejvyse pro jedno 7). Ve tfeti
rovnosti jsme pouzili definici funkce 0; a v paté rovnosti jsme pouzili Lemma 17.4.6
(t¥eti ¢ast ndm ¥ika, Ze priiseciki je jen kone¢ny pocet, ze tvrté ¢asti jsme si pjéili
znaceni).

Zbyva nam vysvétlit ¢tvrtou rovnost. Pouzijeme Lebesgueovu vétu o majori-
zované konvergenci (Véta 15.8.17) s majorantou

x»—)Z|Fx vj(x")|0;(x").

Jeji integrovatelnost plyne z toho, ze (pouzivame drobnou modifikaci jiz zdvodné-
nych vypoctl; prohozeni sumy a integralu ndm tentokrat umoznuje Lebesgueova



17.4. DODATEK: DUKAZ GAUSS-OSTROGRADSKEHO VETY 207

véta o monotonni konvergenci, tedy Véta 15.7.6)

/132|F(x/,vj(x/ " da —Z/ (!, v; ()]0, (') da
—ZZ/ F(z',vj(z"))] da’

=1 j=1

— / |Fllvy]ds,
oN

kde integral uplné napravo konverguje diky tomu, Ze spojita funkce F' je omezena
na kompaktu 992 a ten ma navic koneény plosny obsah podle jednoho z ptfedpo-
kladu véty.

Tim jsme ovéfili platnost Fetézové rovnosti (17.4.5), kterd nam spolu s (17.4.4)
dava dukaz Gauss—Ostrogradského véty (Véty 17.3.3). O
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Kapitola 18

Diferencialni formy a jejich
integrace

V této kapitole si pfedstavime abstraktni pfistup k problematice kfivkového a plos-
ného integralu, potazmo k integralnim vétam, ktery vysledky z predchozi kapitoly
sjednocuje a ¢astecné i rozsituje. Novy pristup bude zalozen na kalkulu pro soucin
vektori, ktery bude obsahovat pravidla prevzata z pravidel pro pocitani s determi-
nanty (coZ jsou také pravidla pro vypocet vektorového soucinu, ktery tizce souvisi
s ploSnym elementem).

Pro mnozinu I C {1,..., N} zde budeme pouzivat znaceni |I| = k, které bude
znamenat, ze I obsahuje pravé k prvki.

18.1 Vnéjsi algebra na vektorovém prostoru

V této ¢asti textu k vektorovému prostoru RY piidame operaci vnéjsi soucin, ktera
odpovida praci s determinanty pii budovani teorie plosného integralu.

Definice 18.1.1 (Vnéjsi algebra). Nechf ey, ...,ex je kanonickd baze v RY a

k € {0,...,N}. Pak pro libovolnou indexovou mnozinu I = {ij,ds,...,95} C
{1,...,N} (v dalsim pro snazsi znaceni pfedpoklddejme i; < o < -+ < i),
oznacme

e — eil/\ei2/\~~~/\eik pI‘OkE{l,...,N}
" lier pro k =0.

Vnéjsi algebrou nad RN nazyvame mnozinu (vektorovy prostor)
A*(RN) ::{ Z a[e[ZOé]ER},
Ic{1,...,.N}

na které je definovana operace scitdni vektoru spliiujici

Z arer + Z Brer = Z (ar + Br)er

Ic{1,...,.N} I1c{1,...,N} Ic{1,....,N}

209
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a operace ndsobeni vektoru skaldrem spliujici

C E ajer = E corer.

Ic{1,...,.N} Ic{1,...,N}

Dale definujeme operaci vnéjsi soucin jako bilinedrni operaci spliujici

I
ey sign ’ rolNJ=10
erNejy:= o7 g<[UJ) P
0 pro I NJ # 0,
. 1,J . ) . . L .
kde 81gn( 1UJ )Je znaménko permutace, kterd indexy 1,72, ..., 4k, J1,J25 - - 5 Jm

usporada vzestupné podle velikosti.
Pro kazdé pevné k € {0,..., N} dale definujeme vektorovy prostor

Ak(RN) = { Z ajer: oy € R}
Ic~|{11|,;];N}

a vSem jeho prvkim fikame k-vektory.

Poznamka 18.1.2. (i) Pro k£ = 0 se jsme vySe zavedli e; jako ey = 1. Nékdy se
také tento O-vektor znaci ey.

(ii) Pokud I = {i1,...,ix}, kde iy < --- < iy, zapis e = e(;, . ;) se obvykle
zkracuje na e;,  ;, .

(iii) PovSimnéte si, Ze ey ma pro vnéjsi soucin roli neutrélniho prvku.

(iv) 0-vektory jsou vSechna realna éisla (spadéd mezi né i vysledek vnéjsiho soudinu
erNey pro I NJ # (), 1-vektory jsou prvky RY a k-vektory s k > 2 jsou slozit&jsi
objekty s nimiz dosud nemame zadnou zkuSenost (tfebaze u bazovych (N — 1)-
vektorid lze nalézt souvislost s vektorovym soucinem diléich vektord, coz uvidime
pozdéji).

(v) Prostor A*(RY) m4 dimenzi 2.

(vi) Mnozina A¥(RY) je uzaviena na séitani k-vektorti a nasobeni skaldrem.

(vii) Nulovy prvek 0 € A*(RY) lezi v kazdém podprostoru A*(RY). Proto je
smysluplné pro w € A¥(RY) psat

w+0=w
a jedna se operaci na prvcich A¥(RY).
Priklad 18.1.3. (i) Na R? méme
A°(R?) = span{ep} =R, A'(R?) = span{e;, e} = R?.
Daéle zde mame definovany vnéjsi soucin, ktery pro bazové vektory dava

e Ney = —ey ANep =eqs.
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Prostor 2-vektorti je jednodimenzionalni a mé tvar A?(R?) = span{e;ja}. Celkové
A*(R?) = A°(R?) & AY(R?) & A*(R?)

je ¢tyfdimenzionalni prostor. Bazi v A*(R?) je {ep,e1,e2,€12}.
(ii) Na R mame

A°(R?) = span{ep} = R, A'(R®) = span{e;,es,e3} = R>.
Mame zde vnéjsi soucin dvojic bazovych vektortu
ej Nes = —eyNe; =ej3, € ANe3=—e3/\e =ej3, €/ Ne3 = —e3Aey =eo3
a t¥idimenzionalni prostor 2-vektortt A%(R?) = span{e;2,€13,€23}. Déle mame
€3 =€ ANex Neg =ejaAes =e; Aeys =ezANeja = —ex Aejp Aeg=....
Prostor A3(R3) = span{ei23} je 1-dimenziondlni a prostor A*(R?®) mé dimenzi
1+3+3+1=8=2%

(iii) Diky bilinearité vnéjsiho soufinu mizeme podcitat vnéjsi soudin i slozit&jsich
objektii, nez jsou vnéjsi souciny bazovych vektorti. Napiiklad na A*(R?) mame

(612 + 2€2> N (('313 + 2623) =e12 Nei3 + 2e12 Aeaz + 2e5 Aejs + 4es Aeos

=0+0+2e,Ne; ANe3+0
= —2e1 Nes Nes = —2e103.

Poznamka 18.1.4. Rozmyslete si, Ze pro po dvou disjunktni mnoziny I, J, K C
{1,..., N} plati (na prvnim fddku uspofadavame jen indexy z I U J)

. (I,J,K)_. (I,J) . (K,I,J)_. (I,J)
e rug k)T rug ) PN Krug ) TN U
I,J,K TUJK )

( )_.(I,J,K).(
S rugur )T rug k)P TuJUK

Véta 18.1.5 (O vlastnostech vnéjsiho soucinu). (i) Vnéjsi soucin je asociativni.
(i) Jestlize w € A¥(RYN) a1 € AY(RY), pak

WAT=(-D"r ANw.
(iii) Jestlize vy,..., vy € RN, kdev; = Z;\le vfej pro vsechna i € {1,...,N}, pak
VIA - ANVUN = det(vﬁ)%zlel__,N.
Diikaz. Nejprve dokazme prvni vlastnost pro bazové vektory, neboli

(e; /\eJ)/\eK :eI/\(eJ /\eK).
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Dokazovana identita ziejmé plati, pokud nejsou mnoziny I,J, K po dvou dis-
junktni. V opa¢ném piipadé diky definici vnéjsiho soucinu pro levou stranu po-
mocné rovnosti mame

(erNey)Neg = (Sign( ]IL’JJJ )ejuJ) Neg = sign( IIL’JJJ )(eluj) ANeg

=sian(( 1}y ([ 070k Jeron

sign II[J{’J,K ) sian( IIUUJJ’UI; Jeroue

. ( I.J K )
= s1gn JTUJUK €ruJuUK

a pro pravou stranu plati

. J, K . J, K
ej/\(eJ /\eK) =er N (Slgn( JUK )eJuK) 251gn< JUK )e; ANejuk

= sign( JJCJI; )sign( IIL’JJJUUI§< )efuJuK

. ( I,J K ) ( I,JUK )e
e 1 gukr )V rugu Kk JOIVIVK

. ( I,JJK )
=S8N fuJu K JOIVIVE:

Vidime, Ze obé strany pomocné rovnosti se rovnaji. Tim je tato rovnost dokazana.
V obecném pripadé pouzijeme bilinearitu vnéjsiho soucinu spolu s pomocnou
rovnosti a dostavame

(Zoqel /\ZaJeJ) /\ZOéKeK = ZZZO‘IQJQK@I Nej) Aex
7 7 K I J K
:ZZZajaJaKeI/\(eJ/\eK)
I J K
:ZaIeIA<ZaJeJ/\ZaKeK)7
I J K

¢imz je dokoncen dukaz prvniho tvrzeni véty.

Vénujme se nyni druhému tvrzeni. Vzhledem k bilinearité vnéjsiho soucinu staci
uvazovat piipad w = e; a T = e;. Rovnost navic zfejmé plati, pokud I N J # (.
UvaZzujme proto piipad I NJ = (). Pak mame

er ey = sign( II[JJJ Jeros = sian( [Ji ) sian( IJCJIJ Jers

. J, I . J I
= (—1)“ 31gn( 107 )e]UJ = (—1)’” 51gn< 107 )eJUI = (—l)kleJ Aer.

Tim je dokdzana druha céast véty.
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Za predpokladii tfeti ¢asti mame

N N
vl/\--~/\'vN:E vitej, Ao A E vV ey

Jji=1 JN=1
N
_ J1 IN 4. )
= g vl . UN €5 A Nejy
J1seJN=1
_ J1 IN 4 . )
= E vl . U €5 A A€y
J=(j1,--:3N)
je permutace na {1,...,N}
_ J1 JIN & Jis-+ s JN
= E vy .. Uy 51gn< 1 N e N---Nen
: ] RN
J=(j1,--2N)

je permutace na {1,...,N}

= det(vf)ﬁjzlel,,_N
a jsme hotovi. O

Poznamka 18.1.6. Pokud bychom méli ve tieti ¢asti pfedchozi véty pouze k-tici
vektort vy, ...,vx, kde k < N, drobnd modifikace vypoctu z predchoziho dikazu
by ndm dala vzorec

viAAve= Y detVyey, (18.1.1)
Ic{1,....N}
[T|=k
kde V7 je ¢étvercova matice vznikld z matice (vf )f:]\{ j—1 vynechanim radk, jejichz

potradovéa ¢isla nejsou obsazena v I.

Cviéeni 18.1.7. Dokazte podrobné formuli (18.1.1).

18.2 Diferencialni formy a jejich prenaseni

Pfi zavadéni kfivkového a plosného integralu jsme pracovali s vektorovymi poli.
Ta byla pfirozené popsana vzhledem k soufadnicim integrac¢niho oboru. Samotna
integrace se vSak v praxi provadéla z ,narovnaného* integra¢niho oboru prostied-
nictvim parametrizace. Zde nam roli vektorovych poli pfevezmou nize definované
diferencidlni formy a roli skladani jejich predpisi s parametrizaci prevezme pre-
ndsent diferencidlnich forem.

Definice 18.2.1 (Diferencialni forma). Necht T*(R") je vektorovy prostor s bazi
{dx,...,dzx} (neboli T*(RY) = {Zf;l a;dz;: a; € R}). Diferencidlni formou
na oteviené mnoziné Q C RY nazjvime libovolné zobrazeni w z mnoziny Q do
vnéjsi algebry A*(T*(RY)) popsatelné jako

w(z) = Z wr(z)dzy,

Ic{1,...,N}
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kde w; € C™(Q) (pokud I = 0, vyraz wi(xz)dz; ¢teme jako wy(x)). Mnozinu
v8ech diferencidlnich forem na Q znaéime E*(Q). Pro kazdé k € {0,..., N} déle
definujeme mnozinu diferencidlnich forem k-tého rddu

E*(Q) = { Y wr@)derw e 000(9)}.
I1c{1,..,N}
[I|=k

Poznadmka 18.2.2. (i) Pozadavek wy € C°°(Q) je velmi silny. Je pro nas poho-
dlny v tom, Ze se pfi budovani teorie nebudeme muset starat o hladkost funkci wy
(stejné, jako se v integralnich vétach pro plosny integral derivuji vektorova pole,
my zde budeme derivovat diferencidlni formy). Na druhou stranu tento pozadavek
zplusobi, Ze nepokryjeme cast teorie kfivkového a plosného integralu. Pozname-
nejme jesté, ze prevazna cCast nasledujici teorie by si vystacila s predpokladem
wy € C1(Q), zbytek s predpokladem w; € C?(Q).

(ii) Plati

E*(Q)=EQaE (D) e o EY Q).

(iii) Mnozinu E°(2) tvoif hladké (skalarni) funkce na Q a mnozinu E'(2) tvoii
hladké vektorova pole na €.
(iv) Prvky mnoziny E'(Q) se popisuji jako

w(z) = wi(z)dr) + wa(z)dz2 + - +wn(z)dzy,

coz je stejny zapis jako jsme pouzivali pro totalni diferencidl. Nékteré 1-formy lze
skutecné takto chépat (nikoliv vSechny, coZ je zpiisobeno tim, Ze existuji vektorova
pole, kterd nemaji potenciél), ¢emuz se budeme vénovat nize.

(v) Prvky mnoziny EV~1(Q) se ¢asto popisuji jako

UJ(I) = w2._,N(17) dIEQ FANRRRIVAN d:Z?N +W13...N(I) dzl A dl‘g A A dl‘N
+o 4+ (_1)Nw12A..N71(33) de1 AR /\d(ENfl.

Nékdy se misto disledného znaceni wo, N (), ..., wiz. n—1(z) pouzivd w;(x),
wn(z), aby se zdiiraznila podobnost E(2) a EN~1(Q).
(vi) Prvky mnoziny EV(Q) lze popsat jako

w(r) =wi. n(x)dzy A--- Adey

a oznacuji se jako takzvané pseudoskalary.

(vii) I v této kapitole budeme zak¥ivené objekty ¢asto parametrizovat. Oznaceni
baze jako {dx1,...,dzn} ¢ {dt1,...,dtn} nadm poslouzi pro vystiznéjsi znazor-
néni, zda pracujeme v prostoru RY, kde je zadan studovany problém, nebo v pro-

storu, z néhoz zakrivené objekty parametrizujeme.

Definice 18.2.3 (Vné&jsi diferencial). Necht Q2 C RY je otevfend mnoZina a
k € {0,...,N}. Operaci vnéjsi diferencidl definujeme pro libovolnou diferencialni
formu w € E*(Q) jako (pii zépisu w(x) = Yorcq,.. Ny 1=k wi(z)dzr)

va:l g—;dxi pro k=0

dw(z) =
(@) {ZIc{l,...,N},H—kdwl(x)/\dxl pro ke {l,...,N}.
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Poznamka 18.2.4. (i) Pokud pro k > 1 pravou stranu formule definujici vnéjsi
diferencial rozderivujeme, dostavame

dw(z) = Z Z &ul x; Ndxy.

1e{1 Ny =]
e

(ii) Pokud w € E°(2), pak plati w(z) = w(x)dxo. Zaroven je mozné vnéjsi dife-
rencial vyjadiit podobné jako v prvni ¢asti této poznamky

(iii) Pro k € {0,..., N — 1} je vn&jsi diferencial zobrazeni z E*(2) do E*+1(Q).
Pro w € EV(Q) je dw konstantné nulova funkce, coz je objekt z E*(Q), ktery
zéroveii patii do viech mnozin E*(Q2), kde k € {0,...,N}.

= &u(w) dz; Adxo.
P 81‘,'

Priklad 18.2.5. (i) Necht diferencidlni forma w € E*(R®) je déana predpisem
w(z) = x1dxy + x3dxs. Spocitejme jeji vnéjsi diferencial. Mame

dw = Z ‘9‘”1 S A+ Z 8903 " dr; A dry

= ldxl /\da:l + 0dzxo /\da:l +Oda:3 Adzy
+0dz; Adze +0dzs Adzy + 1dzs Adzs
S d.’El /\dl’l +dl’3 /\deQ =0 —dmg /\d.’Eg = —d.’EQ /\dl’g = —dl’gg.

(ii) Necht diferencidlni forma w € E?(R?) je ddna piedpisem w(z) = z;dzis +
r129dx13. Spocitejme jeji vnéjsi diferencial. Mame

dw = Z O Sdri Adrio + Z 3““ da; Adars

=1
= 1dac1 Adxis + 0das Adxio + 0dez Adxs
+ 2o9dw1 Adx13 + 2v1des Adais + 0das Adags
=0+0+0+0+x1dws Adz13 +0 = —21dw]03.

Véta 18.2.6 (O zakladnich vlastnostech vnéjsiho diferencidlu). Necht éisla k,l €
{0,...,N} a Q CRY je oteviend mnozina. Pak plati

(i) d(aw + BT) = adw + BdT kdykoliv o, B € R aw,T € E*(Q)

(i) dw AT) =dw AT + (—=1)*w A dT kdykolivw € E*(Q) a1 € EY(Q)

(iii) d(dw) = 0 kdykoliv w € E* ().

Diikaz. Prvni vlastnost plyne okamzité z definice vnéjsiho diferencidlu a linea-
rity derivace. Diky jiz dokazané prvni vlastnosti staci druhou vlastnost dokazat
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ve specidlnim pfipadé, Zze w = wydz; aT = 75dz,, kde |I| = k a |J| = 1. Mame

X O(wrry)
d(W/\T):d(OJ[TJd{IJ[/\d{EJ): E %
T

i=1

N ow N ar
_ I } J
= ;1 oz, 7rdx; Ndxy Adxy + ;:1 oz,

dz; Adzy Adxy

wrdz; Adxr Adx

gT']wIde ANdx; ANdry =dw AT + (—1)kw AdrT.
£

N
=dw AT+ (-1F)
i=1

I posledni vlastnost stac¢i diky prvni vlastnosti dokazovat jen ve specidlnim pripadé
w = wrdzy, kde |I| = k. Mdme

N w N 9%
d(dw) = d( " dei nday) = L da; Adz; Adzy.
( ) . 81'7, ! ! Z a.’tjal'l J ! !
i=1 i,j=1
Vyraz iplné napravo je nulovy diky tomu, ze jednak dvojici stejnych indexii ¢, j od-
povida nulovy séitanec a jednak prispévek kazdé dvojice riuznych indext se vyrusi
92 _ 0
(zdménnost parcidlnich derivaci plyne z wy € C®(Q) C C%*(Q)) a dz; Adz; =
—dz; Adz;. Tim je dikaz dokoncen. O

s prispévkem dvojice téchto indexti s prohozenym pofadim, nebot

Predstavime si jesté dva dalsi pojmy.

Definice 18.2.7 (Uzaviena diferencialni forma, exaktni diferencidlni forma).
Necht Q C R¥ je oteviend mnozina, k € {0,..., N} aw € E*(Q). Rekneme, 7e w je
uzaviend, jestlize dw = 0. Rekneme, 7e w je exaktni, jestlize existuje 7 € E¥~1(Q)
takova, Ze w = dr.

Podle treti ¢asti predchozi véty vidime, ze kazda exaktni diferencialni forma
je uzaviend. Obrécené tvrzeni neplati obecné (pfiklad je mozné zkonstruovat za
. ’ —y xT . v . v 7 .
pomoci vektorového pole (z,y) +— (W’ W)’ jemuZ se mimo pocatek jako
potenciédl falesné nabizi funkce arctan £). Pfi specidlnim tvaru mnoziny 2 vsak
uzavienost diferencidlni formy jeji exaktnost implikuje.

Véta 18.2.8 (Poincarého lemma). Necht @ C RY je oteviend konvexni mnoZina
ake€{l,...,N}. Pak kaZdd uzaviend forma z E*(Q) je exaktni.

Diikaz. Pro jednoduchost znaceni predpoklddejme, ze 0 € Q (v obecném ptipadé si
bud posuneme soufadny systém, nebo snadno zmodifikujeme konstrukce uvedené
nize). Dikaz provedeme v nékolika krocich, v nichz hraje roli tvar uzaviené formy
w € E*(Q).

Krok 1: piipad w = wyday, kde I = {iy,...,ix} C{1,...,N} al <k < N.
Diky konvexité mnoziny 2 mizeme definovat

k 1
T(z) = Z(—l)j_lxij /0 " lwp(te) dtdag, Ao Adag,_, Adag,, A Adag,

Jj=1



18.2. DIFERENCIALNI FORMY A JEJICH PRENASENI 217

Ve zbytku tohoto kroku ovéiime, ze dr = wydx;. Nejprve si povS§imnéme, Ze mame

wr(z) = /1 g(tkw (tz))dt = /1 ktF—tw (tx) dt—&—iv:/l t* 0w (tx)z,; dt
1(x) = ot I =, I 2 J, a0, i

(18.2.1)
a (0ii; znaci Kroneckerovo delta)

9 ! k-1 ' k-1 ' ) Owr

oz, (:Eij/ot wI(tw)dt)—éiij/o t wl(tx)dt—l—xi]./o t 0 (tx) dt.
(18.2.2)

Podle (18.2.2) dale plati

k

dr(z) =Y 3 (71)3'*16%(% /01 5=y (1) dt)

=11i=1

<.

Xd.]?i/\dl‘il /\"'/\(1331'].71 /\d.i?ij+1 /\"'/\dﬂl‘ik

1 kN 1
:k:/ t’“*lw(tz)dtdzl+ZZ(—1)J'*1:%/ tk%(m)dt
0 0

J=1i=1 Yi
Xd.]?i/\dl‘il /\"'/\(133‘1'].71 /\d.Tij+1 /\"'/\dl‘ik.

Nyni si povSimneme, Ze prvni ¢len na pravé strané se da vyjadrit pomoci prvniho
¢lenu pravé strany v (18.2.1), a dostdvame

N
dr(z) = wr(z)dzy — Z/ tk Zwl (tz)x; dtdxs
i=1 70 Yi
E N B
—1)7 | P () dt
+;;( ) xJ/O 8y2( )

Je-li nyni ve tfetim c¢lenu pravé strany ¢ = i;, odpovidajici s¢itanec se vyrusi



218 KAPITOLA 18. DIFERENCIALNI FORMY A JEJICH INTEGRACE

s jednim ze s¢itancti druhého ¢lenu. Proto mame

1
dr(z) = wr(z)dzy — Z / tF ?;)I (tz)x; dtdxy
ie{1,..Nn\ 70 Yi

k 1
. ow
+ ) (—1)7 1:%/0 ¢ ayj (tz) dt

Il NN i)
x dz; /\dl‘i1 AREE /\(11‘2‘].71 /\da?ijJrl VA /\dxik

1
= wy(z)dx; — Z / tk Owr (tz)r; dtdx
0

iefl,.. NI Yi

b ; 1 8w1
+y Y (—1)J*1:ci_7./ tka (tz)dt
j=lie{l,...N\I 0 Yi

xdxi/\dxil /\"'/\(133‘2'].71 /\dl‘ijJrl /\---/\dxik.

Zbyva vysvéetlit, ze druhy a tfeti ¢len dplné napravo jsou nulové. Ziejmé je to
pro kK = N, kdy pod sumou séitajici pfes index ¢ neztistanou zadné c¢leny. Jinak
vyuzijeme toho, Ze w je uzaviena. Z toho totiz plyne

N Ow Ow

0=dw=) —“TduAder= > Ldw;Adag
i=1 ie€{l,...,N}\I

Protoze navic {dx; A dxr}icqr,.. . ny\7 je linedrné nezavisly systém v AFHL(RY),

dostavame

.....

0
8&1150 pro vSechna i € {1,..., N} \ I.
T

Odtud jiz plyne pozadovany vysledek.

Krok 2: pfipad w = wydz; + wpdzp, kde I,P C {1,...,N}, |I| = |P| = k,
1<k <NalseodJ lisi v jediném indexu.
Pro jednoduchost znaceni budeme uvazovat pouze pfipad (na ostatni pfipady lze
pouzit stejny postup, pouze se lehce lisi znaceni)

11 =p1, l2=pP2, ..., tpg_1=DPk-1, ik <Dk

V tomto piipadé definujeme

1
T(x) = Z(—l)j_lxij / 1w (tr) dtdag, Ao Aday,_, Adag, A Aday,
0

k 1
+ Z(—l)jflxpj / tFlwp (te) dtda,, A - ANdzy,  Adxp, Ao Aday,.

e 0

Pii pocitani vnéjsiho diferencidlu zopakujeme proceduru z predchoziho kroku a
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dostaneme

1
dr(z) = wi(r)dr; + wp(z)drp — Z / ik 50;1

ie{1,.. . N1 70
k Ow
j—1 kYW1
+ Z | S (1, /O o (tz) dt
j=lie{1, NI
x dx; /\dxil /\"'/\dl‘@i1 /\da?,'jJrl /\-~-/\dxik

1
0
- Z /t]~C wP(tm)xidtdxp
ie{l,..Np\P "0 Yi

k
. ow
Y (i, / 5 1)

j=1lie{1,..,N}\P
xdz; ANdxy, Ao ANdxy, , Adxy, A Aday,,

(tz)r; dtdxy

kde potfebujeme ukazat nulovost poslednich ¢tyf ¢lenti. Uzavienost diferencialni
formy w tentokrat dava

8wp

&uI
0=dw= —dz; Adxr + —_— d Ad
; a Z; Xrr Z Z; rp
0 0
= Y s Aday+ Z SE da; Adep.
ie{l,....N\I T ie{l,..,N}\P T

Nyni vyuzijeme toho, Ze se I a P 1isi pravé v poslednim indexu. Pak totiz pfedchozi
rovnost dava

dwr | Owp owr _ dwp

= 0 —_— =
Oxp, + 0x;, & ox; ox;

=0 pro vSechnai € {1,...,N}\(IUP).

Diky tomu se opét nadbytecné ¢leny vyrusi.

Krok 3: obecny pripad.
Pokud w = wydz; + wpdzp, kde I,P C {1,...,N}, |I|=|P| =k, 1<k <N a
I se od J lisi alespon ve dvou indexech, muzeme pouzit Krok 1, protoze nemuze

nastat situace z piedchoziho kroku (tedy ze u g;” au gz& stoji stejny prvek
Pk K

z vn&jsi algebry A*(T*(RY))). Analogicky pak postupujeme u vice s¢itancii. [

Dalsi ¢ast budované teorie bude odpovidat parametrizaci k-ploch. Pro vétsi
pohodli budeme opét predpokladat nejvyssi hladkost pouzitych zobrazeni.

Definice 18.2.9 (Pfenos diferencidlni formy). Necht N,k,p € N a p < N. Necht
Q C RY je oteviend mnozina a w = 2irj=pwrdzr € EP(Q). Necht U C R* je
oteviena mnozina a ¢ € C®(U;RY) zobrazuje U do (2. Pak prenosem diferen-
cidlni formy w prostiednictvim zobrazeni ¢ nazyvame diferencidlni formu na U
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definovanou pro vSechna u € U predpisem

= S ootu(3 2 an) o (3 P,

[I|=p J1=1

Poznamka 18.2.10. (i) Pfenos diferencidlni formy se d& psat také ve tvaru

@ W)(u) = Y wilp(u)dpi, A~ Adgp,.

[I|=p

Vyuzili jsme toho, ze naptiklad Z =1 gf‘l duj, je vnéjsim diferencidlem diferen-

cidlni formy ¢;, € E°(U).

(ii) Definice pfenosu diferencidlni formy pracuje jen se vzestupné uspofddanymi
indexy i1 < --- < i,. PovSimnéme si vSak, Ze pokud jsou indexy rfizné, ale nejsou
uspofadany vzestupné, stale plati

o W) = 3 wilp(w)dpy, A--- Adg,.

[I|=p

Pfed prenosem totiz miizeme symbol dz;, A --- A dz;, pieusporadat, aby indexy
byly sefazeny vzestupné, coz se projevi vytknutim jisté mocniny ¢isla —1, a po
prenosu provedeme zpétné preusporadani na symbol dp;, A---Ady;,, coz se projevi
vytknutim stejné mocniny ¢isla —1.

Priklad 18.2.11. Necht w =dz Ady +dy Adz € E%(R?) a ¢: R? — R3 je ddno
predpisem ¢(u,v) = (v + v, v — v, uv). Pak mame

8901 du + 241 dp1

9 9 dv =du +dv.

dpy =
Analogicky dale dostéavame
dp; =du —dv a dys = vdu + udwv.

Proto

¢ (w)(u,v) = (du + dv) A (du —dv) + (du —dv) A (vdu + udo)
=(-14+u)durndv+ (1 —v)dv Adu = (-2 4 u+v)du Ado.

Véta 18.2.12 (O zékladnich vlastnostech pfenosu diferencidlni formy). Necht
N,k,p,q € N ap,q < N. Necht Q@ C RN je oteviend mnozina, w € EP(Q) a
T € F1(Q). Necht U C RF je oteviend mnozina a ¢ € C°(U;RY) zobrazuje U
do §). Pak

(i) ¢*(aw + BT) 7a<p*(w)+ﬂ<p (1) kdykoliva,B €eR ap=gq

(i) " (W AT) =" (w) Ap™(T)

(ili) " (dw) = dp™ (w) B

(iv) je-li navic s € N, V. C R® oteviend mnozina a ¢ € C®(V;R¥) zobrazuje V
do U, pak
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(v) je-li k=N =p (pak w(x) =wy. n(z)dzy. N), pak na U platd

P (w)(u) = J<p(u)w1“.1v(90(u))du1...N-

Diikaz. Prvni vlastnost plyne okamzité z definice a linearity v ni pouzitych operaci.
Diky prvni ¢asti staci druhou vlastnost dokazovat prow = wydxy a7 = 7ydx .
Pak mame
P wAT)(u) =@ (wrTyda, A Adag, Adxg, A--- Aday,)(u)

= wr(p(w)7s(p(u)dpi, A--- Adpi, Adpj, A--- Adgj,

=@ (W) A" (7).
Dokazme tfeti vlastnost. Diky linearité vnéjsiho diferencialu a linearité prenosu
diferencidlni formy staci predpokladat, Zze w = wydx;. Nejprve si povSimnéme, Ze
plati

u
j=1
kb Awr(p(u) 52
= Z Z UJ dUI /\ dUJ
=1 j=1 Oy
|y derlel)) 4, (i o q,,)
1=1 Ouy l j=1 Ouy
= J_
ko k 338%'1
+w1(<p(u))zz 853 du; A du
=1 j=1 L
k N
Ow 0
=D D 5 (W) 5 () du Adg, +wi(p(u) d(de,)
=1 i=1 g

Odtud dostévame

dp* (W) = d(wr(p(u) i, A+ A dg, )

= d(wrlp(w)dpi,) Adgi, Ao Adgy,
—wr(p(u))dp;, Ad(dei,) A Ades, +
p(u))depi,) Adpi, A '/\d@ip+0+"'+0

Ndp; Adp;, Adpi, A+ A dgoip.

d(wr
2 on
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Na druhou stranu mame

a
¢ (dw) = * (d(wrdzr)) (§ : aZ{ da; A dx,)
= g 8w1 ))des Adps, A+ Ade;, .
axl

Proto plati de* (w) = ¢* (dw).
Dokazme étvrtou ¢ast. Pokud w € E°(Q2) a v € V, pak mame

(P o )" (W) (v) = wlp(P(v))) = ¥* (")) (v).

Déle pokud w = dz; € E*(f), pak plati na jednu stranu

-, -, 8 6 7 _’ 8 m
(gaow*(w):d(soow)izz Apod) g, 5~ 3~ 06 )t o

=1 m= 18um

Proto i v tomto pripadé plati (¢ o ¥)*(w) = ¥*(¢*(w)). V obecném pripadé pou-
zijeme pravé ziskané vysledky spolu s prvni a druhou ¢asti nasi véty.

Pata cast plyne okamzité ze tieti ¢asti Véty o vlastnostech vnéjsiho soucinu
(Véta 18.1.5). O

Poznamka 18.2. 13 Pété cast pf‘edchozi Véty se dé snadno pf‘evést na situaci,

vvvvvv

wE Ek( ) zadan4 predplsem

w = Z wIdIL'I

Ic{1,...,.N}
\T|=k
a pro kazdou zminénou indexovou mnozinu I = {iy,...,ix} C {1,..., N} zade-
finujeme G1 := (@i, Piy,-- -, i) (neboli zobrazeni Gr: U — RF si ze zobrazeni

@: U — RY vzalo jen predepsanych k slozek), pak diky paté ¢asti piedchozi véty
okamzité mame

90* (w) = Z wr O‘Pdsﬁil TARRRNA dSDZk = Z wr o SOJSEI duy.
IC{1,...N} IC{1,...,N}
\1[=k 1=k
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18.2.1 Integrace diferencialnich forem

Nyni si zadefinujeme integral z diferencialni formy pies mnozinu. Ziskdme analogii
kiivkového a plosného integralu druhého druhu.

Definice 18.2.14 (Integral z diferencialni formy). (i) Necht Q@ C RY je otevien4
mnozina a w(z) = wy. n(7)dr. x € EV(Q). Pak definujeme

/w::/wlmNd)\N,
Q Q

pokud Lebesguetv integral napravo existuje.
(i) Jestlize K, N € N, k < N, U Cc R* a Q Cc R" jsou oteviené mnoziny, ¢ €
C>(U;RY) zobrazuje U do  aw € E*(), pak definujeme

/(Ww = /U<p*(w),

pokud integral napravo existuje.

Poznadmka 18.2.15. (i) Na rozdil od definice plogného integrélu jsme zde ne-
kladli na ¢ zaddnou podminku zarucujici jeho prostotu. Diky tomu muze byt pfi
integraci néjakd ¢éast mnoziny ¢(U) zapoéitana vicekrat. Je to jen docasny stav,
pozdéji na ¢ budeme klast dalsi pozadavky. Na druhou stranu, pfi dalsim budo-
vani teorie se dostaneme k analogii integralu pres zobecnéné k-plochy, kdy bude
uzitecné rychle a pohodlné ptiradit nulu integralu pres komponenty nizsi dimenze,
nez je k. V takové situaci nam nevadi, kdyz odpovidajici integral nepocitame, ale
pouze odhadujeme jeho absolutni hodnotu shora nulou.

(ii) Je pfirozené se ptat, nakolik volba parametrizace ¢ ovliviluje existenci a hod-
notu f w. Jinymi slovy, zda i zde plati nezavislost na parametrizaci. Tim se
budeme zabyvat hned po prozkoumani zakladnich vlastnosti pravé zavedeného
integralu.

Piiklad 18.2.16. (i) Necht w = wydz; + - + wydzy € EY(RY) a necht ¢ =
(01, 0n) € C®((a,b); RY) (¢ je hladké kiivka v RY). Pak mame

[o=] ww= (opidottonop)don
() (ab) (ab)
N

N
/( b)zwi@(t))@g(t)dt/ Zwi(ga(t))(p;(t) A (1)

i=1 (a,0) j=1
:/(wlv"'7wN)' d(p
@
(dostali jsme kiivkovy integrél druhého druhu).

(ii) Necht w = wozdras € E?(R?), na oteviené mnozingé U C R? je zaddno hladké
zobrazeni ¢: (uy,us) — (v1(u1,u2), p2(u1, us2), e3(u1, u2)), jehoz Jacobiho matice
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mé viude na U hodnost rovnou dvéma (¢(U) je hladkd 2-plocha v R3). Pak

/ w—/ /w2304/?d§02/\d§03

:/Ucuzsocp(aa du +3a<f)2d)/\(f38<,03d +86fjd)

_ P 3S03 3902 O3
_/Uw23 (8u ov ov Ou )d Mdv

_ Op2 0ps 92 O3
N /Uwgg,(go(u, U))( ou Ov ov Ou ) A, v).

Pfipomeiime, Ze vyraz % ey _ D2 % jsme potkavali v teorii plosného integralu

v prvni slozce normélového vektoru w‘p (jednalo se o vektorovy soucin teénych
vektord) a pivodni zaddni formy w lze ¢ist jako

w = wozdxoz + 0dxsy + 0dxys.

Pod poslednim integralem nam zde vysel skalarni soucin

(was(p(u, ), —wi3(p(u, v)), wiz(p(u, v))) - we,
coz je plosny integral druhého druhu z vektorového pole (wa3,ws1,w12).

Pokud bychom ve druhé c¢asti predchoziho piikladu prohodili pfi integraci
pofadi proménnych w a v, zménilo by se ndm znaménko integralu (diky tomu,
ze du Adv = —dv Adu). Proto je nutné, stejné jako u plosného integralu druhého
druhu, opatfovat plochy orientaci.

Definice 18.2.17 (Difeomorfizmus). Necht E, H C R* jsou oteviené mnoziny.
Zobrazeni & z mnoziny E do H se nazyva difeomorfizmus, jestlize & je bijekce,
@€ CYE;RF) aa~t e CY(H;RF).

Definice 18.2.18 (Reguldrni parametrizace, souhlasné orientované parametri-
zace). Necht K, N € N a M C RY. Jestlize E C RF je oteviend mnozina a
@ € O®(E;RYN) splituje p(E) = M, pak zobrazeni ¢ nazyvame parametrizace
k-plochy M. Ma-li navic Jacobiho matice ¢ vSude na E hodnost rovnu k, ho-
vofime o regquldrni parametrizaci. O dvou regularnich parametrizacich ¢: £ — RV
a1: H — RY tikdme, ze jsou souhlasné orientované, jestlize existuje difeomorfi-
zmus & takovy, ze ¢ = Pod a @ mé vSude na F kladny jakobidn. Pokud je vSe jako
vySe aZ na to, Ze & ma vSude na E zdporny jakobidn, fikdme, Ze parametrizace
jsou nesouhlasné orientované.

Poznamka 18.2.19. Nejsou-li parametrizace souhlasné orientované, neznamena
to, ze jsou orientované nesouhlasné. Predstavte si tfeba nesouvislou plochu tvore-
nou dvéma komponentami a dvé parametrizace, které maji souhlasnou orientaci
na jedné komponenté a nesouhlasnou na komponenté druhé.

Pripomenme, ze mnozina je souvisla, jestlize je mozné kazdé jeji dva body
spojit lomenou carou, kterd ma jen konecny pocet segmentt a celd lezi v nasi
mnoziné.
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Lemma 18.2.20. Necht E,H C R* jsou oteviené mnoziny a d: RF — R* je
difeomorfizmus zobrazujici E na H. Necht E je souvisld. Pak H je také souvisld,
Jg je vsude na E nenulovy a nemeéni znaménko.

Diikaz. Nejprve se zabjvejme tvrzenim o jakobidnu. P¥edné protoze @' o @ je

identické zobrazeni na F, mame
1=Jgz-1(d(u)Jz(u) pro vSechna u € E,

a proto Jz # 0 na E. Dale diky @ € C'(E;R*) a aritmetice derivace je jakobian
spojity na E. Diky tomu ke kazdému u € E najdeme otevienou kouli centrova-
nou v u, kde méa jakobidn konstantni (nenulové) znaménko. Pokud nyni zvolime
libovolné dva body uq,us € F, s vyuzitim souvislosti E je spojime lomenou ¢arou
s koneénym poctem segmentti, coz je kompaktni mnozina. Diky Borelové pokry-
vaci vété (Véta 11.8.3) nyni dokaZeme nasi lomenou éaru pokryt koneénym pocétem
vyse zminénych kouli a dostavame, Ze sign Jz(u1) = sign Jz(u2).

Dokazme souvislost H. Zvolme body v1,v2 € H. Pak existuji uy,us € E ta-
kové, ze v1 = @(u1) a vy = @(uz). Protoze E je souvisld, umime zde zkonstruovat
lomenou ¢aru lezici v E, ktera spojuje u; a us. Oznac¢me ji L. Pak diky spojitosti
a a kompaktnosti L je @(L) kompaktni. S vyuZzitim otevienosti mnoziny H okolo
kazdého bodu mnoziny @(L) zkonstruujme kouli lezici v H. Diky Borelové po-
kryvaci vété (Véta 11.8.3) navic stadi vybrat jen koneény podsystém téchto kouli,
ktery &/(L) pokryvé. Pfidejme do systému jesté koule centrované ve vy a vy, které
leziv H.

Ukéazeme dale, jak se nyni zkonstruuje lomena ¢ara spojujici v; s vy. Ziejmé
pro kazdou dvojici protinajicich se kouli je tisecka spojujici jejich stfedy obsazena
v jejich sjednoceni a tudiz i v H. Toho vyuzijeme v na$i konstrukci. Koule si
rozdélime do nékolika systémi. Nulty systém tvoii koule centrovand v bodé v;.
Prvni systém tvori koule protinajici uvedenou kouli. Do druhého systému umistime
koule, které protinaji alespoii jednu kouli z prvniho systému a jesté nebyly vybrany
do systémt pfedchozich. Odlozme na chvili dikaz toho, zZe se proces nepferusi
dfive, nez budou vycerpany vsSechny koule, a nazna¢me jak se zkonstruuje hledana
lomené ¢ara. Zacneme tim, Ze vezmeme kouli centrovanou ve vo. Podle pfedchozi
konstrukce musi tato koule protinat néjakou kouli ze systému s o jedna mensim
poradovym c¢islem. Spojime stiedy téchto kouli, ke kouli ze systému s mensim
poradovym ¢islem najdeme kouli ze systému zase s o jedna mensSim poradovym
¢islem, kterou proniké, spojime stfedy, atd.

Zbyva ukazat, ze pri postupné konstrukci systémil kouli vybereme vSechny
koule. Parametrizujme lomenou ¢aru L prostfednictvim jeji délky a necht nulovému
parametru odpovida bod u;. Mame tedy spojité zobrazeni @ intervalu [0,1] na L.
Ozna¢me A C [0, 1] jako mnozinu takovych bodi ¢ € [0, L], Ze @(F(t)) lez v n&jaké
kouli, kterou se nam podarilo vybrat do nékterého z konstruovanych systémi.
Konstrukci jsme zapocali od koule obsahujici v; a navic diky spojitosti zobrazeni
Z a d je ve zminéné kouli obsazen obraz jistého intervalu [0, ¢9]. Necht v dal§im A
je nejvétsi mozny interval s vlastnostmi [0, ¢9] C A C A. Pro spor predpokladejme,
7e A # [0,1]. Ozna¢me a = sup A. Ziejmé pak a > tg > 0. Pokud a € A (zde
musi byt a < I, jinak by platilo A = [0,1]), pak @(F(a)) leZi v jedné z kouli, které
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jsme nékdy vybrali. Tato koule je oteviena a spojitost & o ¢ nam dava, ze jisté
pravé okoli bodu a lezi také v A, coz je ve sporu s definici suprema. Zbyva pouze
moznost, ze a ¢ A. Pak ale d(Z(a)) lezi v néjaké kouli, kterou se ndm nepodafilo
vybrat (to znamend, Ze zminénd koule neprotind zadnou z kouli vybranjych). Ze
spojitosti @ o ¢ a otevienosti zminéné koule pak dostdvame, Ze a > sup A, coz je
opét spor. O

Véta 18.2.21 (O nezivislosti na parametrizaci). Necht k,N € N, M C RY,
p: E = RN, ¢: H — RY jsou dvé reguldrni parametrizace k-plochy M a w €
EFRM).

(1) Jsou-li ¢ a1 souhlasné orientované, pak

r
(¥) W)

pokud alesponi jeden z integrdli existuje.
(1) Jsou-li ¢ a1 nesouhlasné orientované, pak

[ o= w
() ()

pokud alespori jeden z integralu existuje.

Diikaz. Zabyvejme se nejdfive prvnim pfipadem a predpokladejme, zZe existuje in-
tegral napravo. Nechtf & je difeomorfizmus z definice souhlasné orientovanych para-
metrizaci. V diikazu nejprve pouzijeme definici integralu z diferencidlni formy, pak
pouzijeme Vétu o substituci (Véta 15.12.1) pro Lebesguetv integral a nékolikrat
jesté Vétu o zdkladnich vlastnostech pienosu diferencidlni formy (Véta 18.2.12).
Pro zjednodusSeni znaceni budeme pro indexovou mnozinu I = {iy,...,ix} C
{1,..., N} psat U = (Viys Wigs - -, i, ) (neboli zobrazeni Ui H — R* si ze
zobrazeni ¥: H — RY vzalo jen predepsanych k slozek).
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Mame
/<¢>w:/H¢* /¢ l;kwlrda:1>
/ waowdz/J“ -/\dwik:/ ijoz/)J dvy
|T|=k |T|=k
/ S wr@(0))J 5, (v) A (w)

[1|=k

= [ 3 ) ) ()] ()
H) 1=k

= [ 3 wrlet)d, (a)Is(w dieta)

|I1=Fk
/ Z wr(p 7 () dAg(u)
|I|=Fk
= / Z wr ol duy. =/ Z wro@dpi, A+ Adep,
E 1=k Er=k
/ (Z wldl‘]) :/ w.
|I|=Fk ()

Tim je dikaz dokoncen v pripadé dvojice souhlasné orientovanych parametrizaci.

Pokud jsou parametrizace orientované nesouhlasné, pouzijeme stejny postup.
Vypocet se bude lisit pouze tim, Ze po aplikaci Véty o substituci (Véta 15.12.1) se
zméni znaménko integralu, nebot tentokrat |Jz| = —J5 na E. O

Definice 18.2.22 (Plocha dimenze nejvyse k a regularni plocha dimenze k). Necht
kE,N € Na M C RY. Jestlize existuji neprazdna oblast £ C R¥ a hladké zobrazeni
¢: E — RY takové, ze (FE) = M, pak fekneme, Ze M je plocha dimenze nejuyse k
v RN,

Jestlize dokonce existuje neprazdny otevieny interval I € R a hladké zobra-
zeni @: I — RV takové, ze p(I) = M, ¢ je prosté a jeho Jacobiho matice m4
hodnost &k viude na I, pak fekneme, ze M je reguldrni plocha dimenze k v RYN.

Poznamka 18.2.23. (i) Definice regularni plochy dimenze k je téméf totozna
s definici k-plochy z teorie kiivkového a plosného integralu (pozadujeme zde na-
vic hladkost parametrizace a za definiéni obor interval). U dobfe znamych ploch
(nadrovina, sféra, kuzelovd polocha, valcova plocha, ...) se typicky za parame-
trizaci bere jejich ,narovnani“ a ,otoceni“, a dostavame pro né presné takovou
dimenzi, jakou intuitivné ocekavame.

(ii) Je-li parametrizace ¢ alespon t¥idy C!, pak je lokalné lipschitzovska, a proto
pro k < N je An(I) = 0 (staéi parametrizaci rozsiiit na I x RV=* tak, 7e s pfi-
danymi proménnymi nepracuje a pak pouzit skutecnost, ze lokalné lipschitzovsky
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obraz mnoziny nulové Lebesgueovy miry ma opét nulovou Lebesgueovu miru). Na-
vic z4dna podmnozina RY nemtize byt regularni plochou dimenze k pro k > N
diky podmince na hodnost Jacobiho matice.

Pokud bychom pouzivali jen spojité parametrizace, z hlediska dimeze bychom
se nevyhnuli patologickym jevim, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 18.2.24. Existuje spojité zobrazeni intervalu [0,1] na [0,1]?, které se
nazyva Peanova krivka. Zde si pfedstavime jednu z moznych konstrukei. Vysledna
kiivka bude definovana jako bodova limita nasledujici posloupnosti kiivek. Prvni
k¥ivka je dana predpisem ¢1(t) = [¢,t] prot € [0, 1]. Druhou k¥ivku definujeme tak,
7e interval [0, 1] rozdélime na 9 stejnych dild, étverec [0, 1]? rozdélime na 9 stejnych
dild a na jednotlivych dilech definujeme kiivku afinné jako na obrazku. Interval
[0, 5] je afinné zobrazen na Gisecku oznacenou 1, interval [§, 2] na Gisecku oznacenou
2, atd. Tteti kiivku zkonstruujeme tak, ze kazdou z deviti ¢asti intervalu [0,1] a
ji odpovidajici maly ¢tverec rozdélime na 9 stejnych dild a zopakujeme predchozi
proces.

Obrazek 18.1: Znazornéni prvnich dvou ¢lend posloupnosti konvergujici k Peanové
kiivce a pocatku procesu, ktery z druhého ¢lenu vyrobi ¢len treti.

Snadno se da nahlédnout, Ze pro libovolné n € N plati ¢, ([0, §]) C [0,3]* a
podobné pro ostatni ¢tverce. Tyto jevy maji za nasledek, ze posloupnost spoji-
tych kiivek {p,} konverguje stejnomérné k néjaké spojité kiivce . Snadno také
nahlédneme, 7e ¢([0,1]) je hustd mnozina v [0, 1]2. Zaroven je ([0, 1]) kompaktni
jakozto spojity obraz kompaktu, a proto ¢([0,1]) = [0,1]?.

Vé&ta 18.2.25 (O korektnosti definice regulérni plochy dimenze k). Necht k,l, N €
N a M C RN je zdrover requldrni plocha dimenze k a reguldrni plocha dimenze .
Pak k=1<N.

Diikaz. Diikaz je analogicky diikazu Véty o korektnosti definice k-plochy (Véta
17.2.4). Pro tplnost jej zde uvedeme také.

V predchozi poznamce jsme jiz vysvétlili, ze k, [ < N. Pro spor pfedpokladejme,
7e mame k < [, prosté regularni parametrizace @, a oteviené intervaly I C R¥,
J C R! takové, ze (1) =(J) = M.

Diky prostoté 9 je dobie definovano zobrazeni 9! og, obvyklym trikem z teorie
k¥ivkového a plosného integralu (trik je zalozen na Vété o implicitni funkei, tedy



18.2. DIFERENCIALNI FORMY A JEJICH PRENASENI 229

Vété 12.4.13, a vyuziva ¥ € C1(J;RY) a hodnost Jacobiho matice zobrazeni ;
zminény trik alespon struéné pfipomeneme na konci ditkazu) ukdzeme, ze ¢ ~Lop €
CH(I,RY) (a proto se jedna o lokalné lipschitzovské zobrazeni). Nyni sta¢i pouzit
metodu s dodefinovanim parametrizace ¢ na parametrizaci ¢ pracujici na I x RI=F
pripomenutou v minulé poznamce. Dostavame

N(T) =M@~ o@(I x {0} 7F)) = M(I x {0} ) =0

a mame Spor.
Piipometime jesté, jak se ziskd ! o € C1(I;R!). Nejprve zafixujme ug € I.
Nyni definujeme pomocné funkce

Fi(u,v) = p;(u) — ¥ (v) prou€elaveld

Index i zde probihé I-prvkovou podmnozinu {1, ..., N} odpovidajici fadkim, které
tvori reguldrni ¢tvercovou submatici Jacobiho matice zobrazeni ¥ v bodé vy =
¥~ (p(up)). Véta o implicitni funkci (Véta 12.4.13) ndm umozni na okoli (ug,vo)
vyjadfovat v pomoci u. Navic nam da hladkost tohoto vyjadreni a také jednozna-
¢nost. Diky tomu i zobrazeni p~! o ¢ musi mit stejnou hladkost. O

Poznamka 18.2.26. Pov§imnéme si, Ze v diikazu nerovnosti k > [ jsme potiebo-
vali, aby ¢ byla parametrizace tiidy C' a 1 byla prosta regularni parametrizace
tiidy C'. Pfedchozi diikaz proto okamzité dava, ze je-li M C RY regularni plochou
dimenze [, pak nemutze byt plochou dimenze nejvyse k pro zadné k < [.

Véta 18.2.27 (O dvou tiidéch regularnich parametrizaci). Nechf k,N € N a
M c RY je reguldrni plocha dimenze k. Pak existuji pravé dvé tiidy souhlasné
orientovangch reguldrnich parametrizaci této plochy.

Dikaz. Necht (p,1), (¥,J) jsou dvé regularni parametrizace mnoziny M. Stan-
dardnim zptsobem zaloZzenym na Vé&té o implicitni funkci (Véta 12.4.13) umime
dokézat, Ze @ := ¢! 04 je prosté zobrazeni splijici @ € C(J;R*) a @(J) = I.
Analogicky ptistup k ¥ ~! o dava @' € C°(I;R¥). Proto je @ difeomorfizmus a
podle Lemmatu 18.2.20 je J5 nenulovy vsude na J a neméni zde znaménko.
Zafixujeme-li jednu parametrizaci jako pevnou, jako prvni tfidu regularni para-
metrizaci definujeme parametrizace s ni souhlasné orientované. Ty jsou souhlasné
orientované i vzajemné diky pravidlim pro pocitani s determinantem. Do druhé
tfidy umistime regularni parametrizace nesouhlasné orientované k ¢. O

Definice 18.2.28 (Orientovana plocha dimenze k). Necht k, N € Na M C RY je
regularni plocha dimenze k. Rikdme, Ze M je orientovand plocha dimenze k, jestlize
je urcena jedna ze dvou tiid regularnich parametrizaci z minulé véty a ji prisluse-
jici parametrizace jsou oznacené jako kladné orientované reguldrni parametrizace
plochy M.

Piiklad 18.2.29. (i) Usecku

M = {(2,y) € R?: x € (0,1),y = 2z}
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muZeme napiiklad parametrizovat pomoci zobrazeni ¢: ¢t — (t,2t) z otevieného
intervalu (0,1). Je to prosté C'°°-zobrazeni. Jacobiho matice ma tvar

Dcpz(%).

Odtud je ¢ regularni parametrizace. Pokud bychom pouzili parametrizaci ¥: s —
(—s,—2s) pro s € (—1,0), na jednu stranu bychom zjistili, Ze je to opét reguldrni

parametrizace, a na druhou stranu ma zobrazeni o := @~ loth: t > s = —t zaporny
jakobian, a proto ¢ a ¥ davaji nesouhlasnou orientaci.
(ii) Necht

M= {(z,y,2) €R*:a® + 9% + 22 =1, (z,y) ¢ [-1,0] x {0}}

(jednotkova sféra v R? bez jednoho poledniku). MnoZinu M je mozné hladce pa-
rametrizovat tfeba pomoci zobrazeni

@: (1,m) = (cosncosT,cosnsinT,sinn) proT € (—m,m)anc(=5,5).

Jacobiho matice ma tvar

Op1 O . .
687' aan —cosmsinT  —Sin7ncosT
_ 02 02 _ \ . S
De(1,n) = D7 on = CosSmCcosT  —sInmsinT
Ops  Ops 0 cosn
or on

Snadno se nyni nahlédne, Ze Jacobiho matice m4 vSude hodnost 2 (kdykoliv
cosT # 0, ¢tvercova matice tvorend poslednimi dvémi fddky mé nenulovy de-
terminant; pokud naopak plati cos7 = 0, uvazime ¢tvercovou matici tvorenou
prvnim a tfetim faddkem). Proto je M reguldrni plocha dimenze 2 v R3. Pokud
nyni uvazime parametrizaci

@: (n,7) +— (cosncosT,cosnsinT,sinn) pron€(—3,5)aTte(~mm),
pfechod mezi obéma parametrizacemi ndm zajistuje difeomorfizmus &: (s,t) —

(t,s) s Jacobiho matici
L (01
Da = ( 1 0 ) ,

kterd ma zaporny determinant, a proto zminéné parametrizace davaji nesouhlas-
nou orientaci.

(iii) Je-li k = N — 1, orientaci miizeme zavést tieba tak, ze v néjakém bodé plochy
vezmeme bazi tetného prostoru, oznacme ji {vy,...,vx_1} a zvolime jeden vektor
v kolmy k te¢nému prostoru. Tim ziskdme systém vq,...,vny_1,V a znaménka jed-
notlivych parametrizaci prifadime podle znaménka determinantu matice prechodu
mezi nimi.

(iv) Na RY se d4 orientace zvolit volbou baze nebo tfeba volbou nenulového prvku
z AN (RV).
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Definice 18.2.30 (Integral pfes orientovanou plochu). Necht M je orientovana
plocha dimenze k v RY a w € E*(Q), kde Q C RY je néjaka oteviens mnozina
obsahujici M. Necht ¢ je kladné orientovana regularni parametrizace plochy M.

Pak definujeme
/ w = / w.
M (p)

Véta 18.2.31 (O korektnosti definice integralu). Definice [,,w je korektni (ne-
zdvist na volbé parametrizace).

Diikaz. Protoze v definici pripoustime jen kladné orientované parametrizace, libo-
volnéa dvojice takovychto parametrizaci je souhlasné orientovana. Vysledek proto
plyne z Véty o nezavislosti na parametrizaci (Véta 18.2.21). O

Dalsim krokem je vybudovani analogie k pojmu zobecnéné k-plocha, kterd nam
pomiize obchazet takové neprijemnosti, jako je kupfikladu obvykla parametrizace
jednotkové sféry v R? vynechavajici jeden polednik.

Definice 18.2.32 (Zobecnénd plocha dimenze k). Necht k, N € N a M C RYV.
Rekneme, ze M je zobecnénd plocha dimenze k v RY, jestlize existuje konedny
systém mnozin {My, ..., M,, P} takovy, Ze plati:

() M = UL, M, U P

(ii) mnoziny My, ..., M,, P jsou po dvou disjunktni
(iii) mnoziny My, ..., M, jsou reguldrni plochy dimenze k
(iv) existuje koneény pocet ploch Py,..., P, dimenze nejvyse k — 1 takovych, ze

PCP,U---UP,,.
Systém {My, ..., M,, P} se nazyva rozklad zobecnéné plochy M a orientace M
je déna orientacemi regularnich ploch M, ..., M,. Dvarozklady {My,..., M,, P}

a {01,...,0,,,Q} jsou souhlasné orientovany, jestlize pro vSechna i € {1,...,n}
aj € {1,...,m} jsou souhlasné orientovany M; a O; na M; N O;.

Kladné orientovany rozklad je takovy rozklad, Ze je souhlasné orientovany s roz-
kladem, jehoz komponenty M, ..., M, jsou orientovany kladné.

Definice 18.2.33 (Integral pfes orientovanou zobecnénou plochu dimenze k).
Necht M C © Cc RY, kde M je orientovana zobecnénéa plocha dimenze k v R
s kladné orientovanym rozkladem {M;,..., M,, P} a Q je oteviend mnozina, a
w € E¥(Q). Pak definujeme

n

Jue=2

i=1
ma-li prava strana smysl.

Poznadmka 18.2.34. Na rozdil od Definice zobecnéné k-plochy (Definice 17.2.26)
zde nepozadujeme, aby byl prinik zobecnénych ploch dimenze k s uzavérem ostat-
nich ploch stejné dimenze prazdny. Hlavni vysledek této kapitoly totiz bude pra-
covat s mnohem lepsimi zobrazenimi a mnohem lepsimi mnozinami nez integralni
véty z klasické teorie plosného integralu.
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Véta 18.2.35 (O korektnosti definice integralu pfes orientovanou zobecnénou
plochu). Integrdl pres orientovanou zobecnénou plochu dimenze k nezdvisi na volbé
rozkladu.

Diikaz. Necht {Mi,...,M,, P} a {O1,...,0,,Q} jsou dva kladné orientované
rozklady orientované zobecnéné plochy M C RY, kterd mé dimenzi k. Parametri-
zace odpovidajici zminénym rozkladim ozna¢me (p;,I;) a (¥, J;). Pak plati

M; = (M; N0 U(M; N O2) U~ U (M; N Op) U (M; N Q)
0; = (0; N M) U (O; N My)U--- U (O; 0 M) U (O; N P).

Proto mame (jednotlivé kroky vysvétlime pod vypoctem)

n m

Z/‘”:Z/(M) piw) =22 | ™)

o1 =1 /@ (inoy)

_;;/ (MnO) Z/J) 105) ‘)*(w>=§/ojw

Prvni rovnost je jen predpis z definice. Nez se pustime do druhé a tieti rovnosti
ujasnéme si, ze

51 (M; N O;) jsou oteviené mnoziny a ( \ U Y(M;nO; ))

(18.2.3)
Dokazme nejprve otevienost ¢, M, N O;) pro kazdou zafixovanou dvojici i €
{1,...,n} aj € {1,...,m}. Zvolme bod uy € F;*(M; N O;) C I;. Pak nutné
existuje bod vy € J; takovy, ze ¢;(up) = %;(vo). Definujme funkce

Fi(u,v) = (0i)i(u) = (¢3)i(v)  prol=A{1,...,N}.

Standardnim postupem zaloZenym na Vété o implicitni funkei (Véta 12.4.13) (po-
tfebujeme vynechat ptislusny pocet indexti, abychom vyuzili maximalni moznou
hodnost jakobidnu, postup je stejny jako v diukazu Véty o korektnosti definice k-
plochy, tedy Véty 17.2.4) nalezneme okoli bodu ug takové, Ze je kazdému bodu u
z tohoto okoli pfifazen bod v € J; splnuj1c1 @i(u) =1;(v), coz jsme chtéli ukazat.

Kazdy bod mnoziny I; \ U] 1P Y M;nO; ;) se d& popsat jako bod u € I; pro

ktery plati
pi(u) =P (v),

kde (4, J;) je parametrizace jedné z kone¢ného poé¢tu ploch dimenze s < k — 1,
které tvofi mnozinu Q. Obvyklym trikem s dodefinovanim 1p; na funkci ’IZVZ pracujici
s J; x RF=% a uzitim Véty o implicitni funkci dostédvame, Ze @; Lo "7’1 je lokalné
lipschitzovské zobrazeni a néasledné

X871 @) = X (87 @uli x 03 )) = 0.
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Tim jsou dokdzdny pomocné vysledky (18.2.3). Z téchto vysledki a toho, Ze
mnoziny M; N O4,...,M; N P, jsou po dvou disjunktni, okamzité plyne druh&
rovnost v dokazované fetézové rovnosti. Treti rovnost plyne z prvniho tvrzeni
v (18.2.3) a Véty o nezavislosti na parametrizaci (Véta 18.2.21). Zbylé rovnosti
popisuji jen analogické situace k rovnostem jiz dokazanym. O

18.2.2 Plosny integral prvniho druhu v jazyce diferencial-
nich forem

Definice 18.2.36 (Skalarni souéin se signaturou). Necht N € N a p, ¢ € Ny spliiuji
p + g = N. Pak pro kazdou dvojici bodt £ = (z1,...,2n5) a y = (21,...,2N)

definujeme ¢islo
P N
(@,y) = inyi - Z ZiYi
i=1 i=p+1

a nazyvame ho skaldrni soucin prvki z a y se signaturou (p, q).

P¥iklad 18.2.37. (i) Nami dosud uzivany skalarni sou¢in na R¥ je zaroven ska-
larnim soudinem se signaturou (N, 0).

(i) Na Minkowského prostoru (R* se soutadnicemi znacenymi (1, z2,x3,t)) se
zavadi skaldrni soudin se signaturou (3, 1).

Nyni skalarni souéin se signaturou (p, q) rozsiiime na \*(R™). Necht e, ..., ex
je kanonicka baze v RY. Necht I, J C {1,..., N}. Ozna¢me k := |I|. Pak definu-
jeme

0 ro I #J
(er.es) == b d
<ei17ei1> AN <eik,eik) pro I=J

(s konvenci, Ze v ptipadé I = J = () spodni fddek ¢teme jako jednicku). Na A*(RY)
nyni skaldrni soucin se signaturou (p, ¢) rozsifime pomoci linearity, coz pfeneseme
na diferencialni formy jako (necht w = Zlc{l Nywrer, T = ZJC{l LN} TIeT €
E*(2))

.....

(w,T) = Z wrtsler,ey) = Z wrTr{er,er).

I1,JC{1,..,N} Ic{1,..,N}
Definice integralu bude nyni jesté vice pripominat definici plosného integralu
prvniho druhu, nebot budeme pouzivat jistou analogii ke Gramové matici.

Definice 18.2.38 (Plosny integral prvniho druhu z diferencidlni formy). Necht
M C R¥ je regularni plocha dimenze k v RY, ktera je parametrizovana prostied-

nictvim (¢, I). Definujme matici G = {Gij}ﬁj:l predpisem

_/O0p Op . o
Gij = <8TL2’ a—uj> pro vSechna i,j € {1,...,k}.

Je-li nyni w(z) = wo(x)dzy € E°(Q), kde Q D M je oteviend mnozina, pak

definujeme
/ wdS = /(wo o)/ | det G| dA,
M I
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pokud Lebesguetiv integral na pravé strané existuje.
Je-li M zobecnéné plocha dimenze k v RN s rozkladem {M,, ..., M, P}, pak

definujeme
wdSs = / wdsS,
/M ; M;

Poznamka 18.2.39. (i) Prava strana defini¢niho vztahu pro [ oy w dS vice pripo-
mina integral z diferencialni formy, pokud definujeme takzvanou formu objemu

wy = Vdet Gduy A ...duy.

(ii) V pfipadé skalarniho soudinu se signaturou (N, 0) jsme zavedli ndm jiz zndmy
plosny integral prvniho druhu.

ma-li prava strana smysl.

Véta 18.2.40 (O nezdvislosti integralu prvniho druhu na parametrizaci a roz-
kladu). Je-li M C RN reguldrni plocha dimenze k, pak wadS nezdvist na pa-
rametrizaci. Je-li M C RN zobecnénd plocha dimenze k, pak wadS nezavist na
rozkladu.

Diikaz. Nejprve uvazujme prvni piipad. Necht (o, 1) a (¢, J) jsou dvé reguldrni
parametrizace. Oznaéme & := @' o). Standardnim zptisobem zaloZenym na
Vété o implicitni funkci (Véta 12.4.13) umime dokézat, Ze « je difeomorfizmus.
Diky fetizkovému pravidlu nyni mame (matici pFislusejici ¢ znac¢ime G a matici
prislusejici 9 znacime G )

~ O O\ j0pod Dpod\ = 0 day, /Op O
Gij_<3vi’87vj>_< dv; v >_l;1 0v; Ovj <87ul’%>
k
o aalaam
_Z;I (9’()1' 81}]‘ Glm~

Odtud vidime, Ze G= J;EGJd, a proto det G= (det J5)? det G. Diky tomu Véta o
substituci (Véta 15.12.1) dava

/I(wo o)/ |det G|d\, = /I(woocpo62)\/det((G0(52)|J&|d)\;C
:/(WO O’t/))\/m{i)\k.
I

Pti dikazu druhého tvrzeni staci jen mirné zmodifikovat diikaz Véty o korektnosti
definice integralu pfes orientovanou zobecnénou plochu (Véta 18.2.35). O

18.3 Zobecnéna Stokesova véta

Nyni ¢asteéné zobecnime Stokesovu vétu (Véta 17.3.19) z teorie plosného integralu
z R? do RYN. Bude se jednat skuteéné jen o ¢asteéné zobecnéni, nebot stale pied-
pokladame nekone¢nou hladkost objekt, které integrujeme. Stejné tak uvazované
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integrac¢ni obory budou méné obecné nez ty, se kterymi jsme pracovali v klasické
teorii plosného integralu.
Zactneme definicemi pojmt, které nam pozdéji nahradi pojem okraj plochy.

Definice 18.3.1 (Retézec). Necht A = {i1,...,im} C N je kone¢nd indexova
mnozina, (¢;,I;) je pro kazdé i € A parametrizace néjaké reguldrni plochy di-
menze k a n; € Z pro vSechna i € A. Pak
c= Z niPi
€A

nazyvame tetézec dimenze k.

Jestlize Q C RY je oteviend mnozina, k € N, k < N, ¢ = Y ica Nipi je Tetézec
dimenze k, J;c 4 ¢i(I;) C Q aw € E*(Q2), pak definujeme

c i€A (i)
Priklad 18.3.2. Polozme
p1(t) = (t,0) prot e (0,1) a ny =1
wa(t) = (1,t) prote (0,1) a  ng:=
p3(t) = (t,1) prote(0,1) a ng = —1
wa(t) =(0,t) prote (0,1) a  ng:=-1
Pak ¢ := 1 + 2 — 3 — @4 je Tetézec. PTi nasem znaceni z teorie kiivkového

integralu je navic
©1 DY O P3O Py

kiivkou, kterd obiha hranici ¢tverce [0, 1]? proti sméru hodinovych rudicek (k tpl-
nému pokryti hranice étverce [0,1]? sjednocenim obrazi dil¢ich kiivek by bylo
potieba jesté pfidat vrcholy ¢tverce).

Podobné jako v pfedchozim piikladu je kup¥ikladu u hranice krychle v R? po-
tfeba zparametrizovat jednotlivé stény a jesté u jednotlivych parametrizaci sladit
orientaci. O to se ndm postard nasledujici definice, ktera navic pracuje i se zakfi-
venymi objekty, u nichz se vyuzije toho, ze jsou parametrizovany prostiednictvim
intervalu v R¥.

Definice 18.3.3 (Retézec odpovidajici hranici). Necht &k >2a I = (a9,a})x---x
(a2,a}l) C R* je omezeny otevieny interval. Pro kazdé i € {1,...,k} al € {0,1}
definujme interval

Ji = (atl)>a%> X X (agfl’azlfl) X (a?Jrl?azlJrl) X X (agaallc) C R*!

a zobrazeni

- .
I(i,l)- (ul,...,ui_l,ui_,_l,...,uk) eJ, — (ul,...,ui_l,ai,ui+1,...,uk).
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Retézec odpovidajici hranici intervalu I definujeme jako

1

k
o1 = Z(—l)i(i@o) - I_Em)) = Z Z(*l)wlf(i,l)-
i=1

i=1 1=0

Je-li M C RY regularni plocha dimenze k a (g, I) je jeji parametrizace, ktera je
hladké, prosté a regularni na néjaké oteviené mnoziné obsahujici I, pak definujeme

OM := (¢ 0 OI).

Je-li M C RY zobecnéna plocha dimenze k s rozkladem {Mj,..., M,,, P}, kde
vSechny parametrizace dil¢ich ploch My, ..., M,, jsou hladké, prosté a regularni na
otevienych mnozinach obsahujicich uzavéry intervalii parametrizujicich jednotlivé
plochy M, ..., M,,, pak definujeme

0M = ian

j=1

Poznamka 18.3.4. Pov§imnéme si, Ze u regularnich ploch bylo zapottebi, aby
jejich parametrizace rovnéz parametrizovala i jejich ,,okraj*“, coz je stejna situace
jako u klasické Stokesovy véty (Véta 17.3.19) . V teorii diferencidlnich forem se
v takové situaci hovori o regularnich plochdch dimenze k s okrajem a zobecnénych
plochdch dimenze k s okrajem.

Poznamka 18.3.5. Jesté je tieba vysvétlit korektnost predchozi definice, neboli
ukazat, ze byl skuteéné zadefinovan retézec. Potfebujeme, aby predpoklad, ze ¢
je prosté, hladké a regularni zobrazeni, implikoval prostotu, hladkost a regularitu
vSech zobrazeni ¢ o .f(“), kde i € {1,...,k} al € {0,1}. Prvn{ dvé vlastnosti jsou
ziejmé. Zbyva regularita. Jacobiho matice zobrazeni ¢ ma N tadkd, k£ sloupci a
hodnost k. Jacobiho matice zobrazeni ¢ o f(“) vznikne z Jacobiho matice zobra-
zeni  odstranénim i-tého sloupce. Protoze ptivodni matice méla linedrné nezavislé
sloupce, i nova matice ma linearné nezavislé sloupce, coz implikuje regularitu.

Doposud jsme integrovali jen ptfes k-dimenzionalni plochy, kde bylo k € N. Pro
uplnost pridejme definici pres O-dimenzionalni objekty.

Definice 18.3.6 (Integrél pies fetézec odpovidajici hranici plochy dimenze 1).
Necht N € N, a < af < a} < B a M C RY je regularni plocha dimenze 1
parametrizovand prost¥ednictvim (¢, (a), a}l)), pfiéemz ¢ je hladké prosté regularni
zobrazeni na (a, 3), a w = wodzy € E°(Q), kde Q C RY je oteviend mnozina
obsahujici ¢([a}, al]). Pak definujeme

/ w = —(wolp(ad)) — wolp(al))).
oM

Analogicky pro zobecnéné plochy dimenze 1 s okrajem.
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Poznamka 18.3.7. Piedchozi definici je pfirozené chépat tak, Ze pfi integraci
pfes 0-plochy jiz nepozadujeme, aby plocha byla parametrizoviana prostiednictvim
otevieného intervalu a navic roli Lebesgueovy miry A\, zde pfebird aritmeticka
mira.

Nasledujici véta je nasim hlavnim vysledkem.

Véta 18.3.8 (Zobecnéna Stokesova véta). Necht k,N € N, 1<k < N, Q C RV
je oteviend mnozina, M C RN je zobecnénd plocha dimenze k s okrajem splriujici

MCQawe EF- 1( ). Pak
/dw:/ w
M OM

existuje-li alespom jeden z integrdli.

Diikaz. Nejprve se budeme zabyvat pripadem k > 2. Dikaz rozdélime do nékolika
krokd.

Krok 1: dtikaz v pfipadé, ze M je N-rozmérny nedegenerovany interval.
V tomto piipadé je w € EN~1(Q) a miZeme ji reprezentovat jako

N
(U(ZIJ) = Z(_1)j+1w1~~-(j—1)(j+1)~--N dxl A A d.’L’j,1 /\dxj+1 AR /\diCN
j=1

Pak na jednu stranu mame

/de/ zN:zN:(_l)jJrlaw1~--(j—1)(j+1)---N
M M Oxy

j=11=1
del/\dﬂﬁl /\"'/\dSCj_l /\de_H /\"'/\dl’N

al 0
:/ Z(_l)jH Wi..(G-1DE+D...N
M5 Oz

Xd.’Ej /\dxl/\-'-/\dx]—,l /\diCj+1/\"'/\d$N
[ s,
M

Na druhou stranu plati

N
Z z+l+J+1/ (Wi..G-1)G+1)..5 ° L)

><d(1<u>)1 o Ad(Ty) -1 ATy je A AdT )N
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Zde si pov§imnéme, zZe

dz,, prome{l,...,i—1}
d(Z,0))m =140 prom =1
dz,,—1 prome{i+1,...,N}.

Diky tomu se ve vyrazu
d(Tap) A A dUGn)j— A dGn)jea A A AN

vyskytuje nulovy ¢initel, kdykoliv j # 4, a naopak pro j = i uvedeny vyraz prechazi
vdwy (n-_1). Proto

e

||
MH

N
Z 21+l+1/ (w1 i—1)(i+1)..v © L) da (v—1)

=0 i=1 i

1
(W1...(i71)(i+1)‘..N(U1, sy Ui—1, Qg5 Uit 15 - -+ UN)

k3

s
Il
—

I
M-
S~

0
Wl...(i—l)(i+1)...N(U1a e U1, A Uiy 1y ,UN))

duz 1 duz+1 . duN

8 i— 7
/ / Wi..G-1)(i+1).. N du1> dU1 e d’LLZ',1 dui+1 cee dUN
B’UJZ‘

||Mz uMz

/ 0w, (i— 1)(z+1) N dur .

Tim je ovérena dokazovana identita v uvazovaném specidlnim piipadé.

Krok 2: dtikaz v pfipadé, ze M je k-dimenziondlni regularni plocha.
Necht I C R je otevieny interval a ¢: I — RY parametrizuje M. Diky defi-
nici M, prvnimu kroku a skutecnosti, ze vnéjsi diferencial komutuje s pfenosem
diferencialni formy, mame

[ = [ = [apw = [ pw-[ w

Krok 3: dtikaz v pfipadé, ze M je zobecnéna plocha dimenze k.
Necht {M, ..., M,,, P} je rozklad M. Pak diky pfedchozimu kroku dostévame

/de_;/Midw_;/ﬁMiw_/z?Mw

Zbyva uvazovat piipad k = 1. V pripadé, ze M je regularni plocha a w(z) =
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wo(x)dxg, je leva strana dokazované rovnosti rovna

aWO N 3w0
/ do = /]\4 Z axz dxl - /(a,b) ¢ < 6.’51' )

&uo aWO d(Pz
dy; d¢
/(u b) ; ax?, o avi /(a, Z 8:17, d

- d(w op) . B
- /(a b) # dt = wo(ip (b)) — wolep(a)),

coz se rovna strané pravé, kterd je tentokrat dana pfimo definici.
V pripadé zobecnéné plochy vysledek opét ziskame vyscéitanim. O

Zobecnén Stokesova véta (Véta 18.3.8) méa pomérné silné piedpoklady, jejichz
splnéni musime c¢asto prizptsobit postup pfi vypoctu.

Priklad 18.3.9. Ovéime platnost Zobecnéné Stokesovy véty pro diferencidlni
formu
w(z,y,2) =xdy
a mnozinu
M = {(z,y,2) e R®: 2® +y* = 2% 2 € (1,2)}.

Zadanou mnozinu je pfirozené parametrizovat pomoci zobrazeni

@: (h,¥) € (1,2) x (—m,7) ~ (hcosy, hsiny, h) € R3,
Zobecnénou Stokesovu vétu (Véta 18.3.8) zde vSak nemizeme pouzit pfimo, nebot
ta by potfebovala, aby zobrazeni ¢ bylo mozné rozsifit na jistou otevienou mnozinu
obsahujici [1,2] x [—m, 7] a aby ziskané zobrazeni bylo hladké, prosté a regularni.
Méme zde vSak problém s prostotou (kuptikladu plati ¢(h, —7) = @(h,7)). Po-
pisme proto M jako zobecnénou plochu dimenze 2 s rozkladem { M7, Ma, P}, kde
M = ¢((1,2) x (—7,0)), My = ¢((1,2)x (0, 7)) a P = M\ (M;UM).
Protoze
dw = dz A dy,

podle tieti ¢asti Véty o zakladnich vlastnostech pfenosu diferencidlni formy (Véta
18.2.12) méme

/ /dw+/ dw
M M, M,

:/ (costpdh — hsiny dyp) A (sinypdh + hcosy dyp)
(—m,0)x(1,2)

+/ (cospdh — hsinypdy) A (sinyy dh + hcostpdey)
(0,7)x (1,2)

/ hdh/\dw—&—/ hdh A dyp
(=m,0)x(1,2) (0,7)x(1,2)

/ hd/\g / / hdhdy = 3m.
( 7T,7T —T
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Spocditeme nyni faM‘*’ = fale + faMzw. Nejprve potiebujeme interpretovat
fetézec OM;. Protoze zde mame I = (1,2) x (—m,0), podle definice fetézce odpo-
vidajiciho hranici si oznac¢me

(1,0): ¥ € (—=m,0) = (1,9) € R?
I_E1,1)1 ¢ € (—m0) — (2,9) € R
I20) h € (1,2) > (h,—7) € R
Iia1): h € (1,2) = (h,0) € R?
a pak mame oI = __‘I_ELO) + I_El’l) + ?2’0) — ?2’1). Dopocitejme si jesté formule
uréujici 0M; = (p o 9I). Méme
po 17170): Y € (—m,0) — (cos®,sin, 1)
po f(1,1)1 P € (—m,0) — (2cos, 2sin v, 2)
@olagy: h€(1,2) > (=h,0,h)
@oloy:he(1,2)w (h,0,h).

Protoze OM; = (—po 121,0) +po I_‘(Ll) +¢@o [_22’0) —po I_&z’l)), dostavame
2
P
i=1 =1 (pol(in)

cos P(cospdip) + /

(_7710)

xdy

2cosp(2cosdy))

(=m,0)

+/ —h(Odh)—/ h(0dh)
(1,2) (1,2)
/0

3
3cos? mdy = 5™
Analogicky dostaneme, ze My = (p 0 1), kde I = (1,2) x (0,7), a

o f(l,o)

QOOI_El,l):
‘POf(Q,o)i
po f(2,1) :

Odtud

fu==
OM> (0,m)

2 € (0,7) — (costp,sine, 1)

Y € (0,7) — (2cos1,2sin1, 2)
h e (1,2) — (h,0,h)

h e (1,2) — (=h,0,h).

cos ¢(cos 1 dyp) —I—/ 2cosp(2cosdy)

(0,7)

+/ h(()dh)—/ —h(0dh)
(1,2) (1,2)

/ 3cos’mdy = §7r.
0 2
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Celkové jsme dostali

/w:/ w+/ w:37r:/ dw+/ dw:/dw.
oM M, M, M, Mo M

V dalsim si na ptikladech ukaZeme, Ze Zobecnéna Stokesova véta (Véta 18.3.8)
v sobé zahrnuje nejen Stokesovu vétu v R? (Véta 17.3.19), ale také tfeba Greenovu
vétu v R? (Véta 17.3.18) a Gauss—Ostrogradského vétu (Véta 17.3.3). Musime
vsak Ctendfe varovat, Ze nasSe teorie integrace diferencialnich forem pracuje jen
s velmi hezkymi zobrazenimi a velmi hezkymi mnoZinami (veskeré plochy zde
parametrizujeme z otevieného intervalu, zatimco v teorii plosného integralu jsme
parametrizovali z libovolné oteviené mnoziny). Proto nelze nasledujici pfiklady
chapat tak, ze Zobecnéna Stokesova véta (Véta 18.3.8) dokdze plné nahradit nase
vysledky z klasické teorie kfivkového a plosného integralu.

Z duavodu snazsi interpretace integralu pies fetézec M budeme vétsinou poci-
tat s konkrétné zvolenymi plochami.

P¥iklad 18.3.10 (Véta o vypoctu kiivkového integralu pomoci potencialu v RY
(Véta 17.1.16)). Polozme k = 1 a uvazujme O-formu w(z) = U(z)dzo. Pak méme

oU oUu
dw—a—ldxl—k +76Nd$N

Necht mnozina M C RY je regularni plocha dimenze 1 parametrizovan zobra-
zenim ¢ z intervalu (a,b). Pokusme se nyni interpretovat vzorec ze Zobecnéné
Stokesovy véty (Véta 18.3.8)

oU ou
ﬁxl dzq + -- —&—%dmN—/aMU(x)dwo.

Na levé strané pouzijeme definici integrélu z diferencidlni formy a méme

./‘jiiaxldml ./;b) cedei= /Lb) G (P (D dr

— [ VUw) - ) dt = / VU - dg.
(a,b) @

Pravéa strana se da upravit do tvaru

AMU@msz@w»—mw@»

Celkové jsme dostali vzorec
U o= Ulelt) - Ulpla)
7]

z Véty o vypoctu kiivkového integréalu pomoci potencidlu (Véta 17.1.16).
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Priklad 18.3.11 (Greenova véta (Véta 17.3.18)). V Zobecnéné Stokesové vété
(Véta 18.3.8) uvazujme mnozinu M = {(z1,22) € R*: I < 2} + 23 < 1,2, < 0}
(tedy N =2 a k = 2) a diferencidlni formu w € E'(R3) reprezentovanou jako

w(z) =Ti(x)dxy + To(z) dzs.

Pal mame or oT. o, OT
dw="1d fdep = (52 -5t
Ty don + gt don = (G2 = 5) dee
a Zobecnénd Stokesova véta (Véta 18.3.8) dava

Ty, 0T
/JV[<87IK1 — 871.2) dzio = /alw Tl(x)dxl + Tg(x)dl‘g.

Pokusme se interpretovat vysledek v feci klasické teorie kiivkového a plosného
integralu. Integral nalevo je podle definice integralu z diferencidlni formy, podle
Véty o zékladnich vlastnostech pfenosu diferencidlni formy (Véta 18.2.12) a podle
Véty o substituci (Véta 15.12.1) roven

/(%w ngw)dsalAdsaz /(@w—?wﬁ dusp

I 8x1 T 8951
oT: oT:
:9/ (J——l)dxz,
M 81‘1 8;1:2
kde 6 € {—1,1} je znaménko, které ma J, na I (toto znaménko je na celém I
stejné diky regularité parametrizace). Na$i mnozinu (spodni polovina mezikruzi)

je pfirozené parametrizovat prostfednictvim zobrazeni (snadno se nahlédne, Ze je
jako parametrizace pfipustné)

p: (rt) € (%71) x (m,27) + (rcost,rsint) € R2.

Vzhledem k této parametrizaci budeme interpretovat vysledek ze Zobecnéné Sto-
kesovy véty (Véta 18.3.8). Pfedné J, = r, a proto 6 = 1.

Zabyvejme se nyni druhym integralem. Nejprve potfebujeme interpretovat O M.
Protoze I = (1,1) x (m,2m), podle definice fetézce odpovidajiciho hranici si ozna-
¢me .

I(l,O) (ﬂ-a 77) = (%at) € R2
Iay: t € (m,2m) = (1,t) € R?
)1 (r,m) € R?

1 (r,2m) € R?

Ia0): 7 € (
Iigny:re(s,

a pak oI = —1:’(1,0) + f(l,l) + I(270) — 1(2,1). Dopocéitejme si jesté formule pro OM =
(p 0 OI). Mame

) =
) =

M\»—' N =

cpollo) t € (m2m) — (4 cost, Lsint)

QDOI(l 1)t € (m,2m) = (cost,sint)

1) = (=1,0)
) =

‘Pofzo € (
(3.1) = (r,0).

(,00]21) re

N[= N[

)



18.3. ZOBECNENA STOKESOVA VETA 243

Proto je OM = —<tpOI_E1,0)+<p01:’(171)+<p01:’(270) —<p0f(271)>. Navic si povS§imnéme, ze
S 01:(1,0) @<P01:(1,1) @<P01:(2,0) etpof@l) je ktivka, ktera az na ¢tyfi body obiha
hranici naseho obrazce proti sméru hodinovych rucicek. Rozsifime-li zminénou
k¥ivku o chybé&jici body a vzniklou parametrizaci nazveme 9 (na intervalu (a, b)),
vychéazi nam

| w
oM

B

(—l)iH/  Ti(z)dwy + Ta(z)des
(pol(i )

|
.
o

M- 1M

N
Il

-

-~

(—1)+! /J Ty(p o Ty () d(w 0 Ty

i

[}

+Ta(po j&u)(“)) d(po f(i,l))2

(0% [ Tipo L)@ o Tun ) du

i

|
-M“
M-

@
Il
-
-~
I
o

+ Ta(p o Iy (u) (9 0 T gy)2(w)) du
/ (1 0 ) ()i () + (T o) ()i () du

(a,b)

=/ (Tlo«/:,Tzo«/:)-(wi,wé)dw/(ThTz)~ .
(a,b) P

Celkové jsme dostali

oT, OTiy ..
[ G~ 3 = [ 0w,

coz je vysledna formule z Greenovy véty (Véta 17.3.18).

Piiklad 18.3.12 (Stokesova véta v R3 (Véta 17.3.19)). V Zobecnéné Stoke-
sové vété (Véta 18.3.8) uvazujme mnozinu M = {(z1,72,73) € R3: (z1,22) €
(=1,1)%, 23 = 22} (tedy N = 3 a k = 2) a diferencidlni formu w € E'(R?) repre-
zentovanou jako

Ld(l‘) = Tl(l‘) dzi + TQ(Z‘) dzo + Tg(l‘) dzxs.

Pak mame

dw — (% - 2—2) dz1g + (% - %) dzas + (2—2 - %) dzsy,

a proto Zobecnéna Stokesova véta (Véta 18.3.8) dava

/M (% - %) dzio + (% — %) dzo3 + (% - %) dws3;

= / Ty (x) dzry + 715 (.13) dzy + T3 (.23) dzs.
oM
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Pfirozenou parametrizaci, viéi které budeme vysledek Zobecnéné Stokesovy véty
(Véta 18.3.8) interpretovat (nezdvislost na parametrizaci plati opét az na zna-
ménko), je zde

@: (u1,u2) € R? i (ug,up,u?) € R3.

Interpretujme nejprve levou stranu. Vyuzijeme
dy; = duy, dys = dus a dys = 2u; duy.
Nésledné méame
dy1 Adps = dugg, dys Adps = —2uidugs a deps Adp; = 0.

Leva strana se proto rovna
/M (rot T)gdx12 + (rot 1)1 dxas + (rot T)o dxsy
= /(_1 b ((rot T)s 0@ —2ui(rotT), o go) duqs
= /(1 1)2(1rotT) o - (—2u1,0,1)dA2(us, us).

To presné odpovida levé strané klasické Stokesovy véty (Véta 17.3.19) s orientaci
danou nagi parametrizaci, nebot

/ rotT~udS:/ (rotT) o p - (—2u1,0,1) dAo(uq, us),
M (—1,1)2

kde jsme polozili

»—1
w
I/(x) _ ‘P(‘zi_l(x)) ’
[we (&~ (2))]]
pricemz
‘Z—ﬁi % €1 1 0 e
w, = det g—if g—ﬁ e; | =det 0 1 e
O3 Opa 2u; 0 e3

8u1 8u2 e'?’
=e3 — 2U181 = (—2U1, 0, 1)

Interpretujme nyni pravou stranu. Nejprve potiebujeme interpretovat M. Protoze
I = (—1,1)2, podle definice fetézce odpovidajiciho hranici si ozna¢me

=

Iyt u2 € (—1,1) = (1, ug) € R?
-f(l,l): up € (—1,1) = (1,uz) € R?
f(z,o)i ur € (—1,1) = (ug, —1) € R?
12271)3 up € (—1,1) = (uy,1) € R?
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a pak oI = —1:’(1,0) + f(l,l) + I_EQ,O) — 1:'(271). Dopocéitejme si jesté formule urcujici
OM = (¢ o dI). Mame

-

polng:te (—=1,1)— (-1,¢1)
polyy:te(—1,1)m (1,t,1)
polng:te(~1,1)m (t,—1,%)
polgyy:te(—1,1)m (t,1,£%)

Proto je OM = <—<POI_E1,0) +<poI_2171) +90OI_E270) —<poI_E271)>. Navic si povSimnéme,
7€ 9<POI_E1,0) @cpoﬁu) EBSOOI_EQ,O) @(pol_@l) je kiivka, kterd az na ¢tyfi body obiha
okraj naSeho obrazce. Smér obihani jsme v teorii kfivkového a plosného integralu
urcovali ze sméru obihani kiivky odpovidajici fetézci dI. Tam se jedné o obihani
proti sméru hodinovych rucicek, cemuz jsme fikali obihani v kladném smyslu. Nyni
se |, any W rozlozi do ¢tyt integrali podle ¢lent tvoricich M. Navic integrand vzdy
tvoii t¥i ¢leny. Ukazme si podrobné, jak se integruje ¢len Tydzy vaéi (g o 1_21,()))-
Mame

- d(prol -
7/ T1 O(pOI(LO)(ldt(l’O))dt/ Tl O(pOI(LO)(Odt)
(-1,1) (-1,1)

:_/ Ty(=1,1,1) - 0dA (t) = 0.
(7111)

Analogicky postup pouzijeme na ostatni ¢leny integrandu a ostatni integraly a
celkové dostaneme

/{)Mw:—/(_m Tg(—l,t,l)d)\l(t)+/ To(1,4,1) d (1)

(_171)

+/ (Ty(t, —1,t) + 2tT3(t, —1,12)) dA (1)

(_171)

_/ (Tl(talvtg)+2tT3(talat2))d)‘1(t)v
(_1)1)

coz se da chapat jako fnT' dn, kde n je kiivka obihajici okraj M a jeji geomet-
ricky obraz je nami uvazovana hranice M. Vysla ndm tedy prava stana vysledné
formule z klasické Stokesovy véty (Véta 17.2.12).

Priklad 18.3.13 (Véta o divergenci v R? (Véta 17.3.6)). V Zobecnéné Stokesové
véts (Véta 18.3.8) uvazujme mnozinu M = {(x1,79,23) € R®: 1 < 22 + 23 <
4,29 > 0,23 € (0,1)} (tedy N = 3 a k = 3) a diferencilni formu w € E?(R?)
reprezentovanou jako

w(z) = T1(x)daes + To(x)das; + T3(x)dais.

Pak mame T o7 T
_ (Y Yr2 | Y08
dw = (ax1 + 0o + axg) dr2s,
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a proto Zobecnénd Stokesova véta (Véta 18.3.8) dava

oT, 0T, T B
/M<87$1 + 871'2 + 671'3) d$123 = /6M Tl(l‘) d$23 + TQ(I) dl‘31 + T3(1‘) dxlg.

Pfirozenou parametrizaci, viiéi které budeme vysledek Zobecnéné Stokesovy véty
(Véta 18.3.8) interpretovat (nezavislost na parametrizaci plati opét aZz na zna-
ménko), je zde

@: (u1,uz,us) — (ug cosug, uy sinug, uz) pro (ug,us,us) € (1,2) x (0,7) x (0,1).
Interpretujme nejprve levou stranu. Vyuzijeme

dy1 = cosug du;—ug sinugdus, dps = sinusdu;+u; cosusdus a  des = dug.
Nésledné méame

dy1 Adys = urdugo, dys A dps = sin usdugs + uq cos usduss,
d(p3 A d(pl = — COs quulg + u sin UQdUQg

ngl AN dg02 AN d(pg = ulduu AN d'LL3 = uldulzg.

Levé strana se proto rovna (na konci vypoc¢tu piejdeme od valcovych souradnic ke
kartézskym pomoci véty o substituci)

0Ty T, 0T3
d“’:/ S0Pt g—op+ o )uy duas
/M (1,2)%(0,7) % (0,1) (35U1 0z2 Oz3 )

= / diV(Tl, TQ, Td) d)\3(£€17 ZIo, {L‘d)
M

To pfesné odpovidé levé strané Véty o divergenci (Véta 17.3.6).

Interpretujme nyni pravou stranu. Nejprve potifebujeme interpretovat OM.
Protoze I = (1,2) x (0,7) x (0, 1), podle definice Fetézce odpovidajiciho hranici si
oznacme

-

I1,0y: (u2,u3) € (0,7) x (0,1) = (1, u2,us)
f(l,1)¢ (uz,u3) € (0,7) x (0,1) = (2, ug, u3)
f(z,o)i (u1,usz) € (1,2) x (0,1) = (u1,0,u3)
Toy: (ur,uz) € (1,2) x (0,1) = (ug, 7, u3)
I_Eg,o)i (u1,u2) € (1,2) x (0,7) = (u1,u2,0)
17(3,1)5 (u1,uz) € (1,2) x (0,7) = (u1,u2,1)

- -

a pak 0l = —f(l,o) + I_El,l) + I_Eg,o) — 122’1) — I_Eg,’o) + I(3,1)- Dopocitejme si jesté
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formule uréujici M = (p o OI). Mame

=

wolng): (ug,uz) € (0,m) x (0,1) — (cosug,sinug, us)
<pol_2171): (ug,u3) € (0,7) x (0,1) — (2cosusg, 2sinusg, uz)
polia0): (ui,uz) € (1,2) x (0,1) = (ur,0,uz)

@oliny: (ur,u) € (1,2) x (0,1) = (—ur,0,us)

‘Pof(3,0)5 (u1,u2) € (1,2) x (0,7) — (uq cosus,u; sinus, 0)
cpof(&l): (u1,u2) € (1,2) x (0,7) — (u1 cosug,u; sinug, 1).

Proto je OM = (—po f(l,o) +o 1_21,1) +o 122,0) —po 1_22,1) —po f(s,o) +o 1_23,1)>-
Podrobné se nyni zabyvejme integralem

_ / ) w
‘POI(l,O)((O:ﬂ') X (0)1))

— / B T (:L‘) dzos + To(z)dwsy + 15 (:L‘) dzo.
$ol(1,0)((0,m)x(0,1))

Z vyse uvedeného predpisu pro ¢ o I_EI,O) plyne

d(po —f(1,0)>2 Ad(po f(l,O))S
= (cosug dug + 0dug) A (0dus + dus) = cos us duss

d(po f(l,O))S Ad(po f(1,0))1
= (0dug + dug) A ((—sinug) dus + 0dug) = sin ug dusos

- -

d(QD o 1(1’0))1 AN d(g@ o I(l,O))Q
= ((—sinug)dus + 0dus) A (cosusdus + 0dusz) =0.

Odtud dostévame

-

(QOOI(Lo))*(Tl (x)dxas + To(z)dwsy + T3(x)dxs)
=(Tyopo I_ELO)» Toopo I_ELO)’ Tzopo -f(l,O)) - (cosug, sinug, 0) duss.

Pokud zdporné znaménko pied integrdlem piiddme k vektoru (cosus,sinus,0),
dostavame jednotkovy vnéjsi norméalovy vektor k hranici OM (tykd se to CAasti
hranice, kterou se nyni zabyvame). Nésledné 1ze integral interpretovat zptsobem

/ . w:/ (Tl,TQ,Tg)'VdS.
pol(1,0)((0,m)x(0,1)) {xf+w%:1,w2>0,w36(0,1)}

Podobné nalozime se zbyvajicimi péti integraly a dostaneme stejny vysledek, jako
déva Véta o divergenci (Véta 17.3.6).
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18.4 Dodatek: Hausdorffova mira a Hausdorffova
dimenze

18.4.1 Hausdorffova mira

V tomto oddile si stru¢né predstavime odlisny pfistup k pocitani obsahu ploch,
ktery se Casto vyziva v teorii parcialnich diferencidlnich rovnic a nabizi fadu uzi-
te¢nych nastroju pro praci s Lebesgueovym integralem, jako jsou rtizna zobecnéni
Véty o substituci (Véta 15.12.1).

Pripomenme, Ze hlavnimi kroky budovani k¥ivkového a plosného integralu bylo
zparametrizovani zakfiveného objektu a vycisleni toho, jak presné parametrizace
lokélné méni obsah plochy (coz jsme vycetli z Jacobiho matice parametrizuji-
ciho zobrazeni). Je pfirozené tento tézkopadny proces porovnévat s lehkosti, jakou
pocita ,objemy“ mnozin tfeba Diracova mira &, (kde 2z € RY). Nasim cilem zde
bude zkonstruovat podobné chytré miry.

P¥iklad 18.4.1. Pokud definujeme miru na R? piedpisem (nize E° znaéi svisly
fez mnozinou F v trovni 27 = 0 jako ve Fubiniho vét&)

W(E) = M (E?),

snadno se nahlédne, ze jsme ziskali miru na R?, ktera je definovana na borelovskych
mnozinich (pfipometime, ze v diikazu Fubiniho véty jsme ukézali, Ze borelovska
mnozina mé vSechny fezy borelovské) a s podmnozinami mnoziny {(z1,x2) €
R2: x; = 0} pracuje pfesné stejnym zpiisobem, jako pracuje Lebesgueova mira Ay
kombinovana s parametrizaci ¢: t € R — (0,t) € R2.

Konstrukci slibenych ,,chytrych® mér zaloZime na praci s pokrytimi, jako kdyz
jsme konstruovali Lebesgueovu miru.

Definice 18.4.2 (Prtimér mnoziny). Necht M C RY je neprazdna. Jeji primeér
(¢i diametr) definujeme jako

diam(M) := sup{|z —y|: v,y € M }.
Pro prazdnou mnozinu pak definujeme diam(() := 0.

Definice 18.4.3 (Hausdorffova s-rozmérna mira). Necht s > 0 a E C RY. Po-
lozme

Pro kazdé § > 0 definujeme

HO(E) == inf{z 2 %, (diam(U;))*: J C N, | J U; D E,diam(U;) < §Vj € J}.
jeJ jeJ

Dale zavadime Hausdorffovu s-rozmeérnou vnéjsi miru jako

H:(E) := sup H(E).

6>0
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Poznamka 18.4.4. (i) Pro s € N je konstanta «, rovna s-rozmérné Lebesgueové
mite jednotkové koule v R®. Ve specidlnim pfipadé s =0 a s = 1 je Cinitel 27 %q
roven jedné.
(ii) V definici pfipoustime nejvyse spoéetnd pokryti mnoziny E. Je podstatné, Ze
pripoustime i koneéné pokryti, nebot v piipadé s = 0 je ¢islo > je ;(diam(U;))®
rovno piesné poctu mnozin v daném pokryti. Trochu problémy nam ale v piipadé
s = 0 dél4 prazdnad mnozina. Proto pro tento piipad bereme (diam (})° = 0% := 0.
(iii) Pokud plati 0 < 0; < o, pak zfejmé plati H%2(E) < HO' (E) (vSechna pokryti
piipustna pro d; jsou ptipustnd pro d). Diky tomu je funkce 6 — HS(FE) nerostouci
na (0, 00) a plati

HY(E) = lim H(E).

0—04

(iv) Ztejmé plati Hi(0) =0 a H:(E) < Hi(F) kdykoliv E C F.
(v) Neni t&zké si rozmyslet, ze H:(Uioq Ei) < Yooy HE(E;).
(vi) Snadno se dokéze, Ze je-li f: E + RY [-lipschitzovské zobrazeni (rozmyslete
si, co udéla takové zobrazeni s primérem mnoziny), pak

H(f(E)) < PHI(E).

Specilné izometrickd zobrazeni (jako napfiklad posunuti nebo rotace) zachovavaji
Hausdorffovu s-rozmérnou vnéjsi miru.

Obrazek 18.2: Uvazujme s = 1 v Definici 18.4.3. Pro velké hodnoty ¢isla § je
hodnota infima v definici H#? vice ovliviiovana pokrytim z levého obrazku nezli in-
tuitivné spravnym pokrytim z obrazku pravého. Teprve proces 6 — 0 (¢i supsg)
v definici Hausdorffovy miry vylouéi tato pokryti, kterda by byla ,nespravedlivé®
efektivni.

Pro nékterd s se d4 ‘H}; snadno charakterizovat.

Tvrzeni 18.4.5. (i) H; je aritmetickd mira na RY.

(if) Hy = A} na R.

(iii) Jestlize E C RN a s> N, pak H*(E) = 0.

Diikaz. Dokazme prvni ¢ast. Kazdou koneénébodovou mnozinu £ C RY Ize ziejmé

pokryt systémem jednobodovych mnozZin tvorenych prvky uvedené mnoziny. Od-
tud vidime, Ze pro viechna ¢ > 0 je veli¢ina HJ(E) shora odhadnuta poctem prvki
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mnoziny E a totéz musi platit pro g (E). Na druhou stranu, pro E existuje g > 0
takové, Ze kazda dvojice jeho ruznych prvka mé vzdalenost alespoii §y. Pro kaz-
dé & € (0,68) pak kazdé pokryti pFipustné ve vypoctu HS(FE) musi byt tvoreno
prinejmensim tolika mnozinami, kolik ma F prvka. Ma-li mnozina E nekoneény
pocet prvki, snadno ze ¢tvrté ¢asti Poznamky 18.4.4 dostaneme, ze pro libovolné
k € N plati H{(E) > k. Odtud H(E) = 0.

Druhou ¢&ast ziskdme z nasledujici fetézové rovnosti platné pro kazdé 6 > 0,
kterou si odtivodnime pod jeji formulaci

A (E)

= inf{z M) J CN, U I; O E,I; je omezeny otevieny interval}
JjeJ JjeJ

= inf{z A(I;): J CN, U I; O E,I; je otevieny interval a diam(I;) < (5}
jed jeJ

= mf{z diam(I;): J C N, U I; D E,I; je otevieny interval a diam(I;) < (5}
JjeJ jEJT

—inf{ " diam(U;): J < N, {J U; > B,U; € RN, diam(U;) < 6 ]
JjeJ JjeJ

= H{(E).

Prvni rovnost se ziskala z definice Lebesgueovy miry. Oproti skutecné definici se
zde odlisujeme v tom, Ze pfipoustime i koneéna pokryti. To vSak infimum nezméni,
nebot kazdy omezeny otevieny interval umime napsat jako sjednoceni dvojice in-
tervalil, které se pfekryvaji libovolné malo. Zminénému principu vdééime i za
druhou rovnost. Tteti rovnost je trividlni. Pti ditkazu ¢tvrté rovnosti si nejprve
povSimnéme, ze zfejmé plati nerovnost ,>“. Na druhou stranu, nejefektivnéjsi
mnoziny pro pokryvani v R jsou uzaviené intervaly (primér mnoziny se nezvétsi
pfechodem k uzavéru a doplnénim mnoziny o konvexni kombinace jejich prvki),
ale kazdy uzavieny interval se da pokryt otevienym intervalem s primérem vétsim
jen o libovolné malé ¢islo. Proto plati i nerovnost ,,<“. Pata rovnost pochazi z de-
finice Hausdorffovy miry, kde jsme navic vyuzili toho, ze 2 1oy = 1.

Dokazme tieti tvrzeni. Nejprve piedpokladejme, ze E je krychle [0,1]Y. Pii
zadaném n € N tuto krychli snadno pokryjeme pomoci nV uzavienych krychlicek
s hranou o délce % Povsimnéme si, ze tyto krychlicky maji primér g Diky
tomu plati pro kazdé § > @

#2([0, 1Y) < 2%, (—
Nasledné mame

n—oQ

Hi(0.UY) = Jim HI(0,1)%) < lim 20 (VA) 0~ =0,

Odtud diky subaditivité (pfipomeiite si patou ¢ast Poznadmky 18.4.4) dostdvame
H?(RY) =0, z ¢ehoz jiz snadno plyne dokazovany vysledek. O



18.4. HAUSDORFFOVA MIRA A DIMENZE 251

Poznamka 18.4.6. V predchozim dikazu jsme vyuzivali toho, Ze v jednodimenzi-
onalnim pripadé jsou nejlépe pokryvajicimi mnozinami uzaviené intervaly. Ve vys-
$i dimenzi nejefektivnéjsi typ mnoziny pro pokryvani neexistuje. Na jednu stranu
je v pokrocilejsi teorii ¢asto uzivanym vysledkem izodiametrickd nerovnost, podle
niz mezi mnozinami se stejnym priumérem nema zadna mnozina vétsi Lebesgueovu
miru nez koule. Na druhou stranu, mnozina

{(z,9) eR*: 2 € (0,1),y € (0,2),2° +3* < 1}
m3 jednotkovy prumér, ale nemize byt pokryta kouli s jednotkovym pramérem.

V literature lze dale nalézt i dalsi dva uzitecné vysledky, jejichz dikazy jsou
jiz pomérné dlouhé.
Véta 18.4.7 (O hausdorffovské méFitelnosti borelovskych mnozin). Borelovské

mnoziny jsou mériteln€ vici Hausdorffoveé mire Hs pro vsechna s > 0.

Véta 18.4.8 (O vztahu Hausdorffovy a Lebesgueovy miry). Pro vsechna N € N
plati Ay = Hy na RY.

Piiklad 18.4.9. (i) Uvazujme borelovskou mnozinu
M = {(z,y) € R*: 2 € [0,1],y = 0}.

Dokazme, ze H1(M) =1, Hs(M) = 0 pro kazdé s > 1 a Hs(M) = oo pro kazdé
s€[0,1).

Nejjednodussi cesta k ziskani prvniho vysledku je vyuziti toho, ze H;([0,1]) =
A([0,1]) =1 a M = ¢([0,1]), kde ¢ € R: t + (£,0) € R? je izometrie. MiiZeme
ale také postupovat pfimo. Pokryti mnozinami typu

i=141
Uj.—[ - ’ﬁ} je{l,...,n},
kde n € N je pevné &islo, vede na odhad H;(M) < 1. Obraceny odhad ziskdme
z Gvahy, Ze libovolné pokryti {U;};cs ,zefektivnime“, pokud jej nahradime po-
krytim {U; N {y = 0}} a pak uz jen sta¢i pouzit myslenky z dikazu druhé ¢asti
Tvrzeni 18.4.5.

Druby vysledek ziskdme opét za pomoci pokryti {[£1, £]}7_,. Pro kazdé § > 0
pak pfi zafixovaném n > % pak dostavame

n

HI(M) < 32 ay(diam([E2, 2])° = n2 by "0,
n
j=1

Tteti vysledek miizeme ziskat tfeba nésledujicim zpisobem. Pro spor piredpo-
kladejme, Ze existuje s € [0, 1) takové, Ze

c:=Hs(M) < o0.
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Zafixujeme-li 6 > 0 spliiujici 61 7%2%a;!2¢ < 1, pak musi existovat pokryti {U;}
s pruméry shora odhadnutymi ¢islem §, pro které plati

Z 27 (diam(U;))* < 2e.

jeJ
Odtud

Hi(M) <> diam(U;) < 6" 2% Y 2 %o (diam(U))* < 6' 2% "2c < 1
JjeJ JjeJ

a mame Spor.
(i) Uvazujme borelovskou mnozinu

M = {(z,y) € R*: 2® +y* = 1}.

Spocitejme Hq(M).

Rychly postup ndm dé opét parametrizace. Plati M = ¢([0,27)), kde ¢: t €
R + (cost,sint) € R2. Snadno se ovéfi, Ze ¢ je 1-lipschitzovské zobrazeni (jed-
noduché cvi¢en{ na souctové vzorce kombinované s odhadem |sint| < |t| na R), a
proto

Hl(M) Szﬂ'.

Pokud dale interval [0,27) rozdélime na n stejnych dilkd, kde n € NN [2,00),
snadno zjistime, Ze na obrazu jednotlivych dilki je zobrazeni ¢! lipschitzovské
s konstantou | = l(n), pfi¢emz l(n) — 1 pro n — oo. Odtud plyne

Hl(M) Z 27T.

Dalsi moznosti je prirozeny piistup pres aproximaci lomenymi ¢arami se zlomy
umisténymi v mnoziné M, coZ je pristup, jimz jsme v kapitole o Riemannovu
integralu definovali délku kiivky. Z prvni ¢asti tohoto piikladu snadno dostaneme,
ze jednorozmérnd Hausdorffova mira pfifazuje tseckam jejich délku. Proto, diky
o-aditivité, spravnou délku pritazuje i lomené ¢are. Predpokladejme, ze uz vime, ze
délka (supremum délek aproximujicich lomenych ¢ar) jednotkové kruzmice je 2. Je
snadné vymyslet 1-lipschitzovské zobrazeni, které nasi kruznici zobrazi na zvolenou
lomenou ¢éru (tfeba kolmou projekci ¢asti kruZnice na ji odpovidajici segment
lomené ¢ary). Proto

7‘[1 (M ) Z 2.

Naopak, postupnym nahrazovianim jednotlivych segmentti lomené ¢ary , piresnéj-
$imi“ lomenymi carami, 1ze z ptivodni lomené cCary ziskat lomenou c¢aru, ktera
lépe aproximuje (ma vétsi délku) a maximélni délka jejich segmentii nepfesahuje
pfedem zvolené § > 0. Cim je § blize k nule, tim jsou kolmé projekce ¢asti kruhu
odpovidajicich jednotlivym segmentiim blize izometrii, a proto

Hl(M) §27T.
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18.4.2 Hausdorffova dimenze

V predchozim textu jsme ¢asto narazeli na jev, kdy pro mnozinu M C RY platilo
Hi(M) € (0,00), Hs(M) = 0 pro vSechna s > 1 a H,(M) = oo pro vSechna
s € [0,1). Tento jev nebyl ndhodny, plati totiz nasledujici pravidla.

Tvrzeni 18.4.10. Necht M C RN 4 0 < s; < so. Pak
(i) Hi, < HL

(i) jestlize Hr, (M) < oo, pak Mz, (M) =0
(iii) jestlize H}, (M) > 0, pak Hj (M) = oo.

Diikaz. Prvni tvrzeni plyne z toho, Ze je-li diam(U;) < 4, pak
(diam(U;))*? < §°27 % (diam(U;))*®*.
Proto pro kazdé § > 0 dostatecné malé plati
27%2a,, (diam(U;))*? < 27 %t ay, (diam(U;))*t.

Dokazme druhé tvrzeni. Pfedpoklddejme, ze Hs, (M) < K < oo. Zafixujme na
chvili § > 0. Pak musi existovat systém mnozin {U;};c s pokryvajici M takovy, ze
prumeéry jednotlivych mnoZin nepfesahuji § a navic

Z 27, (diam(U;))** < K.
jed
Proto také plati
HD,(M) < 27520, (diam(U;))* < 251—52%552—51 Y27y, (diam(U;)*
JjeJ 51 jeJ
< CK6%,

Odtud dostédvame

Koneéné, tieti tvrzeni je ziejmé ekvivalentni s druhym, nebof Hausdorffova
mira je nezaporna. O

Predesly vysledek nas vede k nasledujici definici.

Definice 18.4.11 (Hausdorffova dimenze). Necht M C R¥. Pak definujeme
Hausdorffovu dimenzi mnoziny M jako

dimpg (M) :=inf{s > 0: HI(M) = 0}.

Poznamka 18.4.12. Pro M < RY vtbec nemusi existovat s > 0 takové, Ze
HE(M) € (0,00). Kupfikladu plati

H:(@)=0  pro vSechna s > 0,
nebo pro M = R x {0} C R? mame

oo pro s € [0,1]
0 pros>1.

HZT(M):{
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Priklad 18.4.13. Ukazme si, Ze pro Cantorovo diskontinuum C plati dimg (C) =
iggg. iggg a ukazme, ze H*(C) = 0. Jako pokryti zvolme
intervaly I, ..., I z k-tého kroku konstrukce Cantorova diskontinua. Tyto inter-
valy maji shodné délku 3% a proto mame pro viechna & > 37

log 2 k g_logz

HI(C) < 25(37F)* = 28(37F) Wi (37F)> s = (37F) RS 0,

Odtud plyne H¥(C) = 0.

log 2

Nyni ukézeme, ze H:%* (C') > 0. Pro jednoduchost zapisu oznaéme « :=
Budeme postupovat ve dvou krocich.

Krok 1: odhad po konecné pokryti tvorené otevienymi intervaly
Necht {J1,...,Jm}, kde m € N, je libovolné koneéné pokryti C' omezenymi ote-
vienymi intervaly. Zafixujme k € N tak velké, aby

log 2
log3°

37% < min{diam(J), ..., diam(J,,)}.

Déle pro kazdé | € {1,...,k} definujme éislo N; jako podet indexti j € {1,...,m},
pro které plati 37! < diam(J;) < 37'*1. Diky definici ¢isla k nyni dostdvame

m k
D (diam(J;)* = > N(37 ZNI lyiogs = Zle— (18.4.1)
j=1 =1

Navic kazdy interval J; splitujici 37! < diam(.J;) < 37'*! mohou protinat nejvyse
dva z 2! intervalt délky 3~! z [-tého kroku konstrukce Cantorova diskontinua.
Zminéné dva intervaly dale obsahuji 2 - 2°~! intervalfi z k-tého kroku konstrukce
Cantorova diskontinua. Navic v k-tém kroku Cantorova diskontinua vystupuje
pravé 27" intervalti a kazdy takovy interval musi mit neprazdny prinik alespoii
s jednim z intervald Jy,...,J,, (nebot systém {Ji,...,J,} pokryva C). Proto

plati
k

ZNZQ Lokl > ok
=1

Odtud
k 1
Z NlQ_l 2 5
=1

Pokud vyuZijeme pravé ziskany odhad spolu s nerovnosti (18.4.1), dostavéame

m
E (diam(J.
Jj=1

Krok 2: odhad po obecné pokryti
Uvazujme obecné pokryti {U;};c; mnoziny C. Pfedné mtizeme predpokladat, ze
Uj jsou uzaviené intervaly, nebot tim se pokryti mtize pouze zefektivnit. Zaroven
miiZeme pro kazdy zminény uzavieny interval U; nalézt otevieny interval J; spliiu-
jict J; D U; a (diam J;)® < 2(diam U;)®. Nav1c na pokryti C, coz je kompaktm

NJM—\
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mnozina, diky Borelové pokryvaci vété (Véta 11.8.3) postacéi jen konecény pocet
pravé zkonstruovanych otevienych intervalt. Pro jednoduchost znaceni ptedpoklé-
dejme, ze jsou to intervaly Ji, ..., J,,. Na ty miuzeme aplikovat vysledek prvniho

kroku a celkové dostavame

S (diam(U;))° > %Z(diam(Jj))“ > %Z(diam(Jj))“ >

jeJ jeJ =1

Protoze uvazované pokryti bylo libovolné, mame

HO(C) > pro vSechna 6 > 0,

| =

a proto H%(C) > 1.
Celkové mame zaruceno, ze dimy(C) = %ggg
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Pfiloha A

Vyznamni matematici 3

Tato priloha obsahuje zakladni informace o nékterych matematicich a fyzicich,
jejichz vysledky se tykaji tretiho dilu skript. Pro ¢tenafovu pohodlnost jsme po-
nechali i ta jména, kterd se tykaji pouze predchozich dvou dilt.

Niels Henryk Abel (1802 Frindde, ostrov Finngy—1829 Arendal)

Vystudoval univerzitu v Oslo, poté diky finanéni podpofe jednoho z profesoru
mohl pobyvat v Kodani. Vladni stipendium mu pozdéji umoznilo stravit dva roky
v Berling, Freiburgu a Pafizi, finan¢ni problémy ho ale donutily vratit se zpét. Na-
kazil se tuberkul6zou a zemfel dva dny predtim, nez ptisel dopis oznamujici ziskani
profesorského mista v Berliné. Vénoval se FeSeni algebraickych rovnic (dokézal, ze
rovnice vyssich nez ¢tvrtého stupné nelze fesit pfesné pomoci algebraickych ope-
raci), objevil teorii grup a vénoval se eliptickym integraliim. Jeho jméno je také
spojeno s kritériem pro neabsolutné konvergentni rady a integraly. Je po ném také

vvvvv

Aristoteles ze Stageiry (384 pf.n.l. Stageira—322 p¥.n.l. Chalkida)

Aristoteles je povazovan za zakladatele logiky jako védy. Navazal predev§im na
svého ucitele Platéna a jeho ucitele Sokrata. Studoval v Platénové Akademii,
pozdéji tam i vyucoval. Filip Makedonsky ho povolal na sviij dvir, aby se stal
vychovatelem Alexandra Makedonského. Po Filipové smrti pak v Aténéach zalozil
vlastni filozofickou skolu. Pokusil se obsdahnout celé tehdejsi védecké poznani a
k tomu potfeboval mit presné formulovano, jak spravné uvazovat. Hlavnim dilem
je Organon, Cesky Néstroj.

Cesare Arzela (1847 Santo Stefano di Magra—1912 Santo Stefano di
Magra)
Studoval na Scuola Normale Superiore v Pise. Po dokonceni studii u¢il na stfedni

skole, ale vratil se zpét do Pisy a pokracoval ve studiich. Pusobil kratce na Insti-
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tuto Tecnico ve Florencii, na univerzité v Palermu a v roce 1880 se pfestéhoval do
Bologné, kde piisobil po zbytek své kariéry. Je znamy predevSim svym zobecné-
nim Ascoliho véty tykajici se vztahu stejné spojitosti a stejnomérné konvergence
posloupnosti funkci.

Giulio Ascoli (1843 Terst—1896 Milan)

Studoval na Scuola Normale Superiore v Pise. Poté ptisobil cely zivot v Milané.
Vénoval se teorii redlnych funkci a Fourierovym fadam, zavedl pojem stejné spoji-
tosti a byl autorem prvni verze tzv. Arzela—Ascoliho véty tykajici se stejnomérné
konvergence posloupnosti funkci, kterou pozdéji zobecnil C. Arzela.

Stefan Banach (1892 Krakov—1945 Lvov)

Nejslavnéjsi polsky matematik, viidéi osobnost lvovské matematické skoly, zakla-
datel funkcionélni analyzy. Matka po jeho narozeni zmizela, otec ho pfilis nepod-
poroval. Vychovaval ho nejprve babicka, poté Franciszka Plowa. Studoval na tech-
nice ve Lvové, teprve po setkani s H. Steinhausem se zaméril na matematiku. Jeho
doktorska prace obsahovala definici iplného normovaného prostoru, ktery se diky
Fréchetovi nazyva prostorem Banachovym. Poté ptisobil na univerzité ve Lvové.
Za sovétské okupace si diky dobrym vztahtim se sovétskymi matematiky zachoval
své misto, za némecké okupace byl véznén a poté se zivil mimo jiné krmenim vsi
svou vlastni krvi v némeckém vyzkumném tstavu. Po skonceni valky se vratil na
univerzitu, setkal se se Sobolevem, ale brzy umira na rakovinu plic. Jeho hlavnim
pfinosem bylo systematické vybudovani funkcionédlni analyzy. Kromé Banacho-
vych prostort jsou po ném pojmenovany Banachovy algebry, Hahn—-Banachova
véta, Banach—Steinhausova véta, Banach—Alaogluova véta, Banach—Tarského véta
¢i Banachova véta o pevném bodu.

Jacob Bernoulli (1655 Basilej—1705 Basilej)

Byl vynikajicim matematikem, profesorem na basilejské univerzité, clenem fran-
couzské Kralovské akademie véd a berlinské Pruské akademie véd. Pochézel z ro-
diny bohatého obchodnika, proti vili otce se misto teologie vénoval matematice
a fyzice. Studoval infinitezimalni pocet z Leibnizova ¢lanku a pozdéji se Leibnize
zastéval ve sporu s Newtonem. Byl také ucitelem svého mladsiho bratra Johanna
(a také svého synovce Nikolause), ale pozdéji se s nim rozesel a na védeckém
poli vedli ¢etné spory. Vénoval se nekoneénym fadam, diferencidlnim rovnicim (je
mimo jiné autorem metody separace proménnych a nalezl zptsob feseni tzv. Ber-
noulliho rovnice), pfi studiu spojitého troceni dospél k ¢islu e, formuloval dikaz
pomoci matematické indukce, rozvinul variaéni pocet (problém brachystochrony a
izoperimetricky problém) a je pokldadan za jednoho ze zakladateld teorie pravdé-
podobnosti a statistiky.
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Johann Bernoulli (1667 Basilej—1740 Basilej)

Mladsi bratr Jacoba, téz jeho zak, ale pozd€ji se s nim rozesel a vedl s nim cetné
védecké spory. V Pafizi se seznamil s markyzem de I’Hospitalem, kterého vyucoval
Leibnizové pojeti diferencialniho poctu a ktery ve své knize publikoval Johannovy
vysledky; mimo jiné i slavné tzv. ’'Hospitalovo pravidlo. Nastoupil na misto profe-
sora matematiky do Groningenu a po bratroveé smrti pak na jeho misto do Basileje.
Ve sporu s Newtonem podporoval Leibnize, coz ale vedlo k odmitani vsech Newto-
novych myslenek. Stal se ¢lenem akademii v Pafizi, Berlin€é, Londyné, Petrohradé
a Bologni. Byl ucitelem mladého Eulera. Vénoval se diferencidlnim rovnicim, va-
ria¢nimu poctu, ale i praktickym problémtm jako je matematicky popis pohybu
plachetnic ¢i optika. Napsal jednu z prvnich ucebnic hydrodynamiky, soucasné se
svym synem Danielem, na kterého ale zarlil a i s nim se dostal do sporu.

Felix Bernstein (1878 Halle-1956 Curych)

Némecky matematik zidovského ptivodu. Ptsobil na univerzité v Géttingenu, po
nastupu Hitlera k moci emigroval do USA. Po 2. svétové valce se vratil do Evropy,
7il v Rimé a Freiburgu. Jeho hlavnim vysledkem je tzv. Cantor-Bernsteinova véta,
(téz nazyvana Schroder—Bernsteinova véta) z teorie mnoZin. Vénoval se i matema-
tickym zakladim genetiky.

Jacques Philippe Marie Binet (1786 Rennes—1856 Pariz

Francouzsky matematik, fyzik a astronom. Vénpval se teorii ¢isel a maticovému
poétu. Vystudoval Ecole Polytechnique, kde posléze i ptisobil. Déle vyucoval na
Collége de France. Byl zvolen rytifem c¢estné legie a byl ¢lenem francouzské akade-
mie vét. Kromé Cauchy-Binetovy formule nasel explicitni vyjadfeni n-tého ¢lenu
Fibonacciho fady.

Bernard Bolzano (1781 Praha—1848 Praha)

Cesky, ale némecky mluvici matematik. Jeho otec pochézel z Italie, matka byla
Némka. Studoval soukromé matematiku a filozofii, na prazské univerzité vystu-
doval teologii. Neuspél ve snaze ziskat profesorskou pozici po Vydrovi, poté byl
vysvécen na knéze a na prazské univerzité prednasel filozofii naboZenstvi a byl
univerzitnim kazatelem v kostele Nejsvétéjsiho Salvatora. Pro své radikalni na-
zory byl v roce 1819 suspendovan a odesel z Prahy. Ztistal vsak ¢lenem Kralovské
Ceské spolecnosti nauk, pro kterou pracoval i jako sekretaf. Byl filozofem i ma-
tematikem soucasné, zabyval se problémy zakladi matematiky (logiky i matema-
tické analyzy). Dokdzal mnohé vysledky, které se dnes u¢i v zdkladnich kurzech
analyzy, sestrojil dokonce spojitou funkci, kterd neméa derivaci v zadném bodé.
Jako jeden z prvnich si uvédomil, ze vSechny vysledky je tieba dokazovat a ne je
brat jako zrejmé. Bohuzel, kviili problémtm s publikovanim jeho vysledky nebyly
v matematické komunité prili§ zndmé a byly ocenény az po roce 1930, kdy byly
vydany pod nazvem Functionenlehre. Svou posmrtné vydanou praci Paradoxien
des Unendlichen ovlivnil mimo jiné G. Cantora.
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Emile Borel (1871 Saint-Affrique-1956 Pa¥iz

Francouzsky matematik a politik, jeden ze zakladatelti teorie miry. Vystudoval na
Ecole Normale Supérieure v Pafizi, jeho uéitelem byl G. Darboux. T¥i roky piisobil
v Lille, poté na Ecole Normale Supérieure a od roku 1909 se stal profesorem na
parizské Sorbonné. V letech 1924-1936 byl poslancem francouzského parlamentu a
1925-1940 ministrem namotnictva. V dobé vichistického rezimu byl véznén, poté
se zapojil do hnuti odporu proti némecké okupaci. Spolu s Henri Lebesguem je
zakladatelem teorie miry, vénoval se jeji aplikaci v teorii pravdépodobnosti. Prispél
také k teorii her a vénoval se propojeni geometrie a obecné teorie relativity. Jeho
jméno je spojeno s borelovskymi mirami, borelovskymi mnozinami ¢i borelovskymi
o-algebrami.

Haim Brezis (1944 Riom-és-Montagnes—

Francouzsky matematik, znamy svymi pracemi i u¢ebnicemi funkcionalni analyzy a
parcialnich diferencialnich rovnic. Vystudoval na pafizské Sorbonné pod vedenim
zndmého matematika Gustava Choqueta. Ptsobi na Univerzité Pierra a Marie
Curie (zndma jako Paris 6) a jako hostujici profesor na Rutgersové univerzité
v USA.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 Petrohrad—1918 Halle)

Némecky matematik a logik. Studoval v Curychu a Berliné, ptsobil na univerzité v
Halle. Vénoval se zédkladtim teorie mnozin, jako prvni si uvédomil, Ze je tfeba roz-
lisovat mezi riznymi nekonecnymi mnozinami. Ukazal, Ze nekone¢né podmnoziny
prirozenych c¢isel jsou spocetné, ale realna cisla jsou nespocetna. Zavedl pojmy
kardinalni a ordinalni éisla, formuloval hypotézu kontinua, ptfedstavil tzv. Canto-
rovo diskontinuum. Kvili tomuto pojeti matematiky se dostal do ostrého sporu
s L. Kroneckerem. Vénoval se také matematické analyze, naptiklad reprezentaci
funkci pomoci trigonometrickych fad. Posledni 1éta jeho zivota byla poznamenana
dusevni chorobou.

Constantin Carathéodory (1873 Berlin—1950 Mnichov)

Némecky matematik feckého ptvodu, jeho otec pusobil na tureckych ambasadach
v Evropé a Constantin se narodil za jeho pobytu v Némecku. Matematice se zacal
vénovat v Belgii, pozdéji dokoncil studia v Némecku, doktorat obh&jil na univer-
zité v Gottingenu. Chvili zde i pracoval, pozdéji pak pusobil v Bonnu, Hanoveru,
Vratislavi (Breslau)a Berliné. Pfijal nabidku fecké vlady a odesel uéit do Atén,
soucasné organizoval otevieni univerzity ve Smyrné. Kvili fecké okupaci mésta
se mu univerzita oteviit nepodafila (zachréanil ale univerzitni knihovnu) a pozdéji
odesel do Mnichova, kde, kromé obc¢asnych navstév USA, puisobil az do dtichodu.
Béhem Hitlerovy vlady se choval oportunisticky a udrzoval kontakty s nacistickymi
pohlavary. Vyznamnych vysledkdl dosahl v teorii miry, teorii variacniho poctu a
parcialnich diferencialnich rovnic, teorii funkci realné i komplexni proménné i teorii
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oby¢ejnych diferencialnich rovnic. Na mnichovské univerzité je po ném pojmeno-
vana nejvétsi prednaskova mistnost.

Augustin Louis Cauchy (1789 Patiz—1857 Sceaux)

Jeden z nejvyznamnéjsich matematikt vsech dob. Je autorem témér 800 matema-
tickych ¢lankd, které se vénovaly riznym oblastem matematiky a fyziky: mechanice
kontinua, optice, teorii ¢isel, matematické analjze. Studoval na Ecole Polytech-
nique a na Ecole des Ponts et Chaussées. V knize Cours d’Analyse se mu podarilo
rigorézné zformulovat zéklady matematické analyzy funkci jedné realné proménné.
Ptsobil ale na pafizské polytechnice a spise prakticky orientovani studenti nebyli
z takové vyuky nadseni. Navic byl Cauchy pomérné konfliktni typ a i kvili svému
nabozenskému zameéfeni musel nakonec misto opustit. Poté mél velké problémy se-
hnat misto, o to vice se vSak vénoval védecké praci. Zabyval se predevsim funkcemi
komplexni proménné, kde dokazal mnohé fundamentalni vysledky (Cauchyova véta
pro kiivkovy integral holomorfni funkce a pfibuzné vysledky). Vyznamné jsou téz
jeho préace z teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic (Cauchy—Kovalevské véta).

Ernesto Cesaro (1859 Neapol-1906 Torre Annunziata)

Studoval matematiku na Ecole des Mines v Liege. Po navratu do Italie ptisobil
nejprve v Palermu a poté na univerzité v Neapoli. Vénoval se pfedevs§im geometrii
(je po ném pojmenovan popis k¥ivek nezdvisly na soutadném systému). S jeho
jménem se poji také scitani fad pomoci limity aritmetickych primeéra casteénych
souctt. Zahynul tragicky pfi zadchrané syna, ktery se topil v mofi.

Pafnutij Lvovi¢ CebySev (1821 Okatov, KaluZsk4 gubernie-1894 Petro-
hrad)

Vyznamny rusky matematik, zakladatel petrohradské matematické skoly. Pochazel
ze §lechtické rodiny, nejprve byl vyucovan doma. Poté, co se rodice prestéhovali do
Moskvy, nastoupil na univerzitu a studoval matematiku. I pies finan¢ni problémy
rodiny dostudoval. Odstéhoval se do Petrohradu, kde obhéajil doktorat a nastoupil
na mistni univerzitu, kde pracoval po vétsinu svého zivota. Kromé toho vyucoval
i v Carském Selu (dnes Puskin) praktickou mechaniku. Jeho vysledky se tykaji
pravdépodobnosti, statistiky, teorie ¢isel, aproximace funkci a mechaniky. S jeho
jménem se poji slavna Cebysevova nerovnost a Cebysevovy polynomy. Mezi jeho
studenty patfili naptiklad A. Lyapunov a A. Markov.

Jean Baptiste le Rond d’Alembert (1717 Pafiz—1783 Pariz

Francouzsky matematik, fyzik, mechanik, hudebni teoretik a filozof, redaktor slav-
né Encyklopedie. Byl nemanzelskym synem markyzy de Tencin a délostieleckého
distojnika Louis-Camus Destouches. Matka ho po narozeni odlozila na schody
kostela Saint-Jean le Rond, odkud pochézi jeho jméno. Jméno d’Alembert piijal
teprve pozdéji. Jeho otec ho finan¢né podporoval na studiich. Studoval v Parizi
pravo, ale vynikal predev§im v matematice. Proslavil se dilem Traité de dynamique
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z roku 1743, které se vénovalo zakonim pohybu. Vyfesil jednorozmérnou vinovou
rovnici (Fesici operator nese jeho jméno, stejné jako diferencidlni operéator z vlnové
rovnice). Pracoval také na otdzkich konvergence &iselnych fad (podilové, nebo-li
d’Alembertovo kritérium). Vénoval se také teorii hudby. Od roku 1740 az do roz-
trzky s D. Diderotem v roce 1757 piisobil jako jeden z editorti slavné Encyklopedie.
Redigoval vice nez tisic hesel. Byl ¢lenem francouzské, pruské a cestnym ¢lenem
Americké akademie umeéni a véd. Pruskou akademii véd odmitl po Eulerové od-
chodu do Petrohradu vést, prusky kral mu ale vyplacel dichod. Odmitl se také
stat vychovatelem déti ruské carevny Katefiny.

Jean-Gaston Darboux (1842 Nimes—1917 Pafiz

Vyznamny francouzsky matematik, profesor parizské Sorbonny. Vénoval se prede-
vsim diferencidlni geometrii, matematické analyze a teorii diferencidlnich rovnic.
Ja autorem ekvivalentniho pristupu k definici Riemannova integralu. Byl Poin-
carého zivotopiscem a usporadal dilo J. Fouriera. Byl také vynikajicim ucitelem a
mezi jeho studenty patiili napiiklad E. Borel, E. Cartan ¢ E. Picard.

Richard Dedekind (1831 Braunschweig—1916 Braunschweig)

Némecky matematik, ptisobil na univerzité v Gottingenu, ETH v Curychu, ale
vétsinu Casu stravil na univerzité v rodném Braunschweigu. Je zndAmym predevsim
diky konstrukci realnych ¢isel pomoci tzv. Dedekindovych fezt, ptrispél ale také
k teorii mnozin a algebfe. Pratelil se s G. Cantorem a podporoval ho ve sporu s
L. Kroneckerem.

René Descartes (1596 La Haye, dnes Descartes—1650 Stockholm)

Francouzsky matematik, fyzik a filozof. Je autorem analytické geometrie, ¢imz
pfispél k propojeni algebry a geometrie. Zavedl oznaceni proménnych z, y a z a
z latinského pfekladu jeho jména (Cartesius) pochézi ndzev kartézské souradné
soustavy. Byl ale pfedevsim filozofem a byva dokonce nazyvan ,otcem moderni
filozofie“.

Ulisse Dini (1845 Pisa—1918 Pisa)

Italsky matematik, absolvoval Scuola Normale Superiore v Pise, kratce pobyval
v Pafizi. Pisobil na univerzité v Pise, kde byl i dva roky rektorem. Poté byl zvolen
sendtorem v italském parlamentu. V roce 1908 se stal feditelem Scuola Normale
Superiore, kde pusobil az do své smrti. Je zndmy predevsim svymi vysledky v teorii
redlngch funkei (nékolik vét tykajicich se vlastnosti konvergentnich fad nese jeho
jméno). V Ttélii nese jeho jméno i véta o implicitn{ funkci.

Paul Adrien Maurice Dirac (1902 Bristol-1984 Tallahassee, FL)

Britsky fyzik, vénoval se predevsim kvantové teorii, za kterou dostal v roce 1933
Nobelovu cenu. Vystudoval matematiku v Cambridgi, kde také vétsinu zivota jako
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profesor matematiky ptsobil. V roce 1969 se prestéhoval do USA, kde piisobil
jako profesor fyziky v Miami a pozdé&ji v Tallahassee. Jeho jméno nese Diracova
distribuce, rovnice popisujici elektron (¢astici se spinem 1/2) a Fermiho-Diracovo
rozdéleni. Predpovédél téz existenci pozitronu.

Evgenii Borisovié Dynkin (1924 Leningrad—2014 Ithaca, NY)

Rusky a americky matematik zidovského ptivodu. Jeho rodina byl a v roce 1935
odeslana do exilu, jeho otec zemfel v Gulagu. Vystudoval na moskevské univerzité,
kde ho vyrazné podporoval A.N. Kolmogorov. Pod jeho vedenim téz obhajil dok-
torat a pusobil jako jeho asistent na moskevské univerzité. V roce 1976 emigroval
do USA, kde piisobil na Cornellové univerzité. Vénoval se predevsim algebte (vy-
znamnych vysledk dosahl v teorii Lieovych algeber) a teorii pravdépodobnosti.
Jeho prednasku na Svétovém kongresu matematik ve Stockholmu v roce 1962
prednéasel A.N. Kolmogorov, Dynkin az do své emigrace nesmél nikdy vycestoval
na Zapad.

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 Diiren—1859 Géttingen)

Némecky matematik, jeho predkové pochéazeli z Belgie, proto mél francouzsky
znéjici jméno. Vystudoval v Pafizi, poté pusobil ve Vratislavi (tehdejsi Bres-
lau), Berliné a Gottingenu. Jeho manzelka byla sestrou hudebniho skladatele F.
Mendelssohna-Bartholdyho. Jeho jméno je spjato s mnoha oblastmi matematiky,
kterym se vénoval. Pfedevsim Slo o teorii ¢isel, v analjze patiil mezi prvni, ktefi
presné definovali pojem funkce, a Dirichetova funkce byla prvni ,exotickd“ funkce,
ktera byla matematiky pfijata. Déle se vénoval konvergenci Fourierovych fad (Di-
richletovo jadro), parcidlnim diferencidlnim rovnicim (Dirichletova okrajova pod-
minka), jeho jméno se objevuje spolu s Abelovym u konvergencéniho kritéria ne-
absolutné konvergentnich fad a integralii. Vyznamnych vysledki dosahl i v mate-
matické fyzice a teorii pravdépodobnosti.

Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831 Berlin—1889 Freiburg)

Némecky matematik, jeho bratr Emil byl slavnym lékafem a fyziologem. Vystudo-
val v Curychu a Konigsbergu, poté ucil na stfedni skole. Teprve pozdéji nastoupil
do Heidelbergu a poté ptsobil ve Freiburgu, Tiibingenu a Berliné. Vénoval se
teorii funkci, Fourierovym fadam a dokézal zjemnéni fundamentalniho lemmatu
varia¢niho poctu, se kterym se poji jeho jméno. Publikoval piiklad spojité, ni-
kde nediferencovatelné funkce. Objevil myslenku dikazu znamého jako Cantortuv
diagonalni argument. Rozvijel také teorii infinitezimalné malych veli¢in.

Leonhard Paul Euler (1707 Basilej—1783 Petrohrad)

Svycarsky matematik, jeden z nejvyznamnéjsich matematikt viech dob. Napsal
témét 900 publikaci a uéebnic. Jeho nejdilezitéjsi vysledky se tykaji diferencidlnich
rovnic (metoda variace konstant, Eulerova rovnice aj.) a teorie grafii (problém ko-
nigsbergskych mosti), ale i mechaniky (Eulerovy rovnice idedlni tekutiny). Zavedl
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také pojem imagindrni ¢islo a komplexni exponencidlu, zavedl I'-funkci a vénoval
se také problematice varia¢niho poc¢tu. Vystudoval na basilejské univerzité, kde na
néj mél velky vliv Johann Bernoulli. Pasobil v Petrohradu, v Berliné a poté opét
v Petrohradu, kde je i pohiben.

Pierre Fatou (1878 Lorient—1929 Pornichet)

Francouzsky matematik a astronom. Vystudoval na Ecole Normale et Supérieure
v Pafizi, po dokonceni studii zacal pracovat na pafizské hvézdarné, kde ptisobil
po cely zivot. Byl pfedevsim ovlivnén H. Lebesguem a jeho novou definici in-
tegralu, vénoval se ale také vlastnostem analytickych funkci, zkonstruoval jako
prvni mnozinu, ktera se dnes nazyva ,,Juliova® mnozina a souvisi s iteracemi holo-
morfnich funkei. S jeho jménem se téz poji Fatouovo lemma z teorie Lebesgueova
integralu. Rigorézné matematicky také dokézal nékterd tvrzeni z nebeské mecha-
niky.

Maurice René Fréchet (1878 Maligny—1973 Pariz

Francouzsky matematik, zdk Hadamarduv. Vystudoval v Pafizi, ptisobil na rtz-
nych francouzskych univerzitich (Besangon, Nantes, Poitiers, Strasbourg) aZ na-
konec zakotvil v Pafizi. Vénoval se teorii metrickych prostori, které zavedl, topo-
logii, statistice a funkcionélni analyze. S jeho jménem se poji totalni diferencial
zobrazeni nad Banachovymi prostory.

Guido Fubini (1879 Benatky—1943 New York)

Italsky matematik, znadmy predevsim svou vétou z teorie integralti ve vice dimen-
zich. Studoval v Pise na Scuola Normale Superiore, poté ptisobil v Catanii, Janové
a Turiné. Vénoval se diferencialni geometrii a holomorfnim funkcim. Béhem prvni
svétové valky se zaméril na prakti¢téjsi problémy a tém se vénoval i po zbytek
svého zivota. Kvili svému zidovskému puvodu i pres zdravotni problémy odesel
v roce 1939 do USA, kde piisobil na univerzité v Princetonu, ale nedlouho po svém
odchodu zemfel.

Galileo Galilei (1564 Pisa—1642 Arcetri)

Toskansky astronom a fyzik. Studoval v Pise, z finan¢nich divodt studia nedo-
koncil. Pozdéji ale pusobil na univerzité v Pise a v Padové. Od roku 1610 byl na
zékladé cirkevniho procesu, ktery se tykal heliocentrického modelu, odsouzen k do-
méacimu vézeni, ve kterém ziistal az do konce zivota. Vénoval se astronomii, diky
zdokonaleni dalekohledu objevil 4 Jupiterovy meésice, studoval slune¢ni skvrny a
povrch mésice. Vénoval se problémtim kinematiky, studoval volny pad. Formuloval
téZ nékolik problémi, které podnitily rozvoj varia¢niho poctu.
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René Eugéne Gateaux (1889 Vitry-le-Francgois—1914 Rouvroy)

Francouzsky matematik. Studoval v Reims a poté na Ecole Normale Supérieure.
Po dokonceni studia ucil na stfedni Skole, zacal se ale vénovat doktoratu. Zis-
kal stipendium a pobyval jeden rok v Rimé, kde pracoval s V. Volterrou. Na za-
¢atku prvni svétové valky narukoval do armédy a pomeérné brzy byl zabit. Diky
J. Hadamardovi obdrzel po smrti prestizni cenu Prix Francoeur. Vénoval se ne-
kone¢nédimenzionalni integraci, na jeho vysledky navazal N. Wiener pfi své praci
o Brownové pohybu. Jeho jméno je spojeno se smérovou derivaci zobrazeni mezi
Banachovymi prostory.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 Braunschweig—1855 Gottingen)

Vyznamny némecky matematik, fyzik a astronom, reditel gbttingenské hvézdarny.
Vystudoval na univerzité v Gottingenu. Vénoval se magnetismu, vynalezl magne-
tometr. Dokézal zakladni vétu algebry, je povazovan za zakladatele teorie Cisel, je
autorem tzv. normalniho (Gaussova) rozdéleni, vénoval se i diferencidlni geometrii
a zabyval se myslenkou neeukleidovskjch geometrii.

Kurt Gédel (1906 Brno—1978 Princeton)

Rakousky matematik a fyzik. Studoval fyziku a matematiku na videniské univerzité,
kde po doktoratu ptisobil. Zde také publikoval své dvé hlavni véty o netaplnosti. Po
anslusu Rakouska se automaticky stal némeckym ob¢anem, pfed nacismem uprchl
do USA, kde ptisobil na Institutu pokrocilych studii v Princetonu. Zde se vénoval
mimo jiné i obecné teorii relativity. V zavéru zivota se vénoval filozofii.

Jgrgen Pedersen Gram (1850 Nustrup—1916 Kodar)

Déansky matematik, po studiich v Kodani nastoupil do pojistovaci spoleénosti a
v tomto oboru piisobil po cely zivot. V roce 1884 zalozil vlastni spolecnost, kte-
rou vedl az do roku 1910. Matematice se vénoval spise jako konicku, i presto je
jeho jméno spojeno s Gramovou matici ¢i Gram—Schmidtovym ortogonalizacnim
procesem (i kdyZ ten pochazi jiz od Laplace a pouzival ho i Cauchy). Kromé toho
napsal zajimavé prace o lesnictvi, ale v danstiné, takze ztstaly nepovsimnuty.

George Green (1793 Sneinton, Nottingham—1840 Sneinton)

Anglicky matematicky fyzik, autor spisku ,,An Essay on the Application of Mathe-
matical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism*, kde formuloval
v téméf dne$nim znéni Greenovu vétu a zavedl Greenovy funkce. A¢ bez formél-
niho vzdélani (do skoly chodil pouze rok a pracoval u otce, ktery byl pekaf a
vlastnil vétrny mlyn), tato esej vzbudila zaslouzenou pozornost. Teprve na jejim
zékladé absolvoval studia na univerzité v Cambridgi.
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Thomas Hakon Gronwall (1877 Dylta bruk—1932 New York)

Studoval v Uppsale a Stockholmu, poté opustil Svédsko a pies Némecko odesel
pozdéji do USA. Zpocatku pracoval v riznych ocelarnach jako inZenyr, teprve po
desetiletém pobytu se vratil k matematice. Nejprve ptisobil v Princetonu, pozdéji
pak na katedfe fyziky na Columbia University v New Yorku. Patnact let byl edito-
rem prestizniho ¢asopisu Annals of Mathematics, kde také publikoval podstatnou
¢ast svych matematickych praci. S jeho jménem se poji Gronwallova nerovnost,
pouzivana v teorii diferencidlnich rovnic. Vénoval se ale také teorii Fourierovych
fad, teorii ¢isel, teorii funkci komplexni proménné a matematické fyzice.

William Rowan Hamilton (1805 Dublin—1865 Dublin)

Irsky matematik, zndmy pfedevsim objevem kvaternioni. Byl typem zazracného
ditéte, v détstvi umél ne€kolik cizich jazykt. Pozdéji dal pfednost matematice, ale
¢asto psal i poezii. Studoval na Trinity College v Dublinu, po dokonceni dokto-
ratu pusobil na Trinity College jako Kralovsky irsky astronom, i kdyz se vénoval
prakticky jen matematice. Kromé kvaterniont se vénoval preformulovani newto-
novské mechaniky (dnes je zndmé jako hamiltonovskd mechanika), optice i teorii
elektromagnetismu. Jeho matematické vysledky hraly velkou roli v matematické
formulaci kvantové teorie. Jeho jméno se také poji s Cayley—Hamiltonovou vétou.

Felix Hausdorff (1868 Breslau, dnes Wroclaw—1942 Bonn)

Némecky matematik zidovského puvodu. Studoval v Lipsku, pusobil v Lipsku,
Greifswaldu a Bonnu. Vénoval se topologii, teorii miry, funkcionalni analyze a te-
orii mnozin. Zobecnil Carathéodoryho myslenku definice dimenze na necelo¢iselné
hodnoty, dokazal, ze Cantorovo diskontinuum ma neceloéiselnou dimenzi. Na za-
kladé norimberskych zakona byl penzionovan, ale nadéle se vénoval védé, i kdyz
v Némecku nesmél publikovat. Poté, co se dozvédél, Zze ma byt transportovan do
koncentracniho tabora v Polsku, se svoji zenou a $vagrovou spachal sebevrazdu.

Heinrich Eduard Heine (1821 Berlin—1881 Halle)

Studoval na univerzitach v Gottingenu a Berliné. Pusobil v Kénigsbergu, Bonnu
a Halle. Vénoval se matematické analyze, zejména specidlnim funkcim. Znama je
také jeho véta davajici do souvislosti limitu funkce a posloupnosti a jeho alterna-
tivni definice spojitosti.

Hérén Alexandrijsky (Méchanikos) (10 n.l.—70 n.l.)

Recky matematik a fyzik, piisobil v Miuseiu v Alexandrii. Popsal itera¢ni metodu
urc¢ovani druhé a tfeti odmocniny. Jeho jméno je také spojeno se vzorcem na vy-
podet obsahu trojthelniku (Héréntv vzorec), i kdyz je pravdépodobné, Ze vzorec
znal jiz Archimédés a Hérén ho pouze uvedl ve své knize Metrika. Jesté vyznam-
néjsi jsou jeho vyndalezy, napriklad sestrojil pravdépodobné prvni parni stroj.
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Ludwig Otto Hesse (1811 Ko6nigsberg—1874 Mnichov)

Vystudoval na univerzité v Konigsbergu, ucil na stiedni skole a pozd€ji pod ve-
denim C. Jacobiho obha&jil doktorat. Pusobil pak v Konigsbergu, Heidelbergu a
Mnichové. Vénoval se teorii algebraickych funkci, algebraickych invariantt a va-
ria¢nimu poctu, kde rozsifil Jacobiho vysledky. Jeho jméno je spojeno s matici
druhych derivaci funkce vice proménnych.

David Hilbert (1862 Wehlau, dnes Zamensk-1943 Géttingen)

Jeden z nejslavnéjsich matematikt vsech dob. Vystudoval matematiku v Konigs-
bergu, pusobil zde na pocatku své kariéry, poté odesel do Gottingenu, kde pra-
coval na univerzité az do své smrti. V Konigsbergu se spratelil s Hermannem
Minkowskim. Jejich pfatelstvi se odrazelo také v matematické praci obou veli-
kand matematiky. Hilbert se vénoval algebfe, funkcionalni analyze (zavedl plné
nekonec¢né dimenzionalni prostory se skalarnim soucinem, dnes nazyvané Hilber-
tovy prostory), teorii ¢isel, ale také fyzice (obecné teorii relativity a matematické
formulaci kvantové mechaniky). Na Mezindrodnim matematickém kongresu v Pa-
T1zi v roce 1900 ve své pfednasce predstavil 23 zajimavych otevienych problémi,
z nichz jsou nékteré oteviené dodnes. Ve dvacatych letech se snazil o formulovani
matematiky na pevnych a aplnych logickych zékladech, coz bylo kvuli Gédelovym
vysledkidm o nedplnosti odsouzeno k nezdaru. Mezi jeho studenty (mél témét sedm-
desat doktorandi) patfili napiiklad pozdéji svétozndmi matematici F. Bernstein,
H. Weyl, R. Courant ¢i H. Steinhaus.

Otto Holder (1859 Stuttgart—1937 Lipsko)

Némecky matematik, studoval ve Stuttgartu a Berliné, doktorat obh4jil na univer-
zité v Tiibingenu. Ptusobil v Tiibingenu, Kralovci (Kénigsbergu) a od roku 1899 az
do penzionovani v Lipsku. Jeho jméno se poji s Holderovou nerovnosti, hlderov-
skou spojitosti a Holderovymi prostory funkci. Déle se vénoval teorii grup. V roce
1933 podepsal ,,Bekenntnis der Professoren an den deutschen Universititen und
Hochschulen zu Adolf Hitler.

Guillaume Feancois Antoine, Marquis de I"Hospital (1661 Pafiz—1704
Pariz)

Francouzsky matematik, markyz. Kvili problémim se zrakem opustil vojenskou
kariéru a vénoval se matematice, ke které mél zvlastni nadani. Jeho osobnim ucite-
lem byl Johann Bernoulli, ktery pozdéji souhlasil, Ze za ro¢ni poplatek 300 zlatych
muze I'Hospital publikovat Bernoulliho vysledky ve své knize Analyse des infi-
niment petits pour l'intelligence des lignes courbes, ktera se stala prvni ucebnici
diferencialniho poc¢tu na svété. Mimo jiné v ni bylo uvedeno tzv. ’'Hospitalovo pra-
vidlo. Po markyjzové smrti zacal Bernoulli bojovat za to, aby byl uznan za autora
tohoto pravidla, coz se dnes prijima jako velmi pravdépodobné.
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Christiaan Huygens (1629 Haag—1695 Haag)

Nizozemsky fyzik, astronom mechanik a matematik. Studoval v Leidenu a Bredé.
Velkou ¢ést Zivota prozil v Pafizi, stykal se s nejslavnéjsimi védci své doby (Des-
cartes, Leibniz, Newton aj.). Diky zdokonaleni dalekohledu objevil prvni Saturntv
mésic a Saturnovy prstence, sestrojil kyvadlové hodiny bez tlumeni, véfil ve vl-
novy charakter svétla (Huygenstv princip). V matematice se pfedev§im vénoval
otazkam pohybu rotujicich téles.

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 Postupim—1851 Berlin)

Némecky matematik zidovského ptvodu. Studoval v Berliné, kde také zahajil svou
kariéru. Pozdéji se presunul do Konigsbergu, kde ptsobil 15 let. Po zhrouceni
z prepracovani a navstéveé Italie se prestéhoval do Berlina, kde zil jako kralov-
sky penzista. Zemfel na neStovice. Vénoval se teorii ¢isel a jako prvni ji studo-
val pomoci eliptickych funkci. Vénoval se také analytické mechanice, varia¢nimu
poctu a diferencidlnim rovnicim. S jeho jménem se poji Jacobiho determinant,
Hamilton—Jacobiho rovnice, ¢i Jacobiho rovnice ve varia¢nim poc¢tu. Znovu zavedl
také znaceni 0 pro parcialni derivaci.

Vojtéch Jarnik (1897 Praha—1970 Praha)

Vyznamny Cesky matematik, studoval na Univerzité Karlové, ptsobil kratce na
brnénské technice, poté nastoupil na Univerzitu Karlovu a s vyjimkou pobytu na
Univerzité v Gottingenu (pracoval u E. Landaua) zde ztstal az do odchodu do
penze v roce 1967. V roce 1952 byl jmenovan akademikem. Vénoval se pfedevsim
teorii Cisel. V Ceské matematické komunité se trvale zapsal svymi uc¢ebnicemi di-
ferencialniho a integralniho poc¢tu. Byl také vynikajici pfednésejici.

Dmitrij Fjodorovi¢ Jegorov (1869 Moskva—1931 Kazari)

Vyznamny rusky a sovétsky matematik, jehoz jméno je spojeno s vétou z teorie
Lebesgueova integralu. kromé analyzy se vénoval diferencialni geometrii (ovlivnil
vyznamné J.G. Darbouxe) a integralnim rovnicim. Vystudoval na moskevské uni-
verzité, po studiich pobyval v Pafizi a Gottingenu. Pisobil na moskevské univerzité
a ucil také na dvou gymnéziich. V roce 1923 byl zvolen prezidentem Moskevské
matematické spole¢nosti, kdyZ se ale postavil v roce 1929 na obranu ruské orto-
doxni cirkve proti komunistické moci, byl zbaven prava ucit. Byl zavien do vézeni,
kde drzel protestni hladovku, na jejiz nasledky pozdéji zemrel. Mezi jeho nejvy-
znamnéjsi studenty patril N. Luzin.

Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859 Nakskov—1925 Kodar)

Dansky matematik, pracoval jako inzenyr u kodanské telefonni spole¢nosti a ma-
tematice se vénoval ve svém volném case. Je znamy diky (Jensenové) nerovnosti
pro konvexni funkce redlné proménné a nékolika vysledkim v komplexni analyze
(Jensenova formule a nerovnost).
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Marie Ennemond Camille Jordan (1838 Lyon—1922 Pafiz

Francouzsky matematik, studoval na Ecole polytechnique, kde také pozdé&ji, spolu
s College de France, pusobil. Pfispél do mnoha matematickych obori, topologie,
algebry, teorie funkci komplexni proménné i teorie redlnych funkci. Vybudoval
koncept miry, ktery byl pfedchtidcem Lebesgueovy miry (Jordanova mira) a s jeho
jménem se poji Jordanova véta o kiivkach (déleni roviny na dvé ¢asti).

Leopold Kronecker (1823 Liegnitz (dnes Legnica)-1891 Berlin)

Némecky matematik a logik. Pfedstavitel finitismu, uznaval jen to, co se da do-
kézat konecnym pocétem krokdt pomoci prirozenych ¢isel, odmital diikaz sporem.
Proto odmital pouzivat iracionélni ¢isla, ta transcendentalni dokonce dle néj viibec
neexistovala. Odmital také pojem limity, neptijal Weiestrassovu konstrukci spojité
nikde nediferencovatelné funkce. Pochéazel z bohaté zidovské rodiny, jeho obchodni
aktivity mu umoznili vénovat se matematice jako konicku. Vystudoval v Berliné,
kde také po cely zivot ptisobil. Vénoval se teorii ¢isel, eliptickjm funkcim a vyssi
algebfe. Po odchodu svého ucitele Kummera do dichodu nastoupil na jeho misto
na berlinskou univerzitu. Zemfel par mésicti po smrti své Zeny. S jeho jménem se
poji nékolik vét v riznych oblastech matematiky, ale také napiiklad Kroneckerovo
delta.

Joseph-Louis Lagrange, comte de ’Empire (1736 Turin—1813 Pariz
Francouzsky matematik a fyzik italského ptivodu. Vystudoval univerzitu v Turiné
a na tamni univerzité také ptisobil. Na doporuceni Eulera byl pozvan do Berlina,
kde ptisobil 20 let. Na pozvani Ludvika XVI. se pfemistil do Pafize. Po francouz-
ské revoluci prednésel na nové zalozenych $kolach (Ecole Normale Supérieur a
Ecole Polytechnique). Pohiben byl v Paiizi v Panthéonu. Vénoval se pedevsim
variaénimu poétu (Euler-Lagrangeovy rovnice) a je povazovan za jednoho z jejich
zakladatelti. Jeho jméno nesou i Lagrangeovy multiplikdtory (vizané extrémy funk-
cionali). Déle se vénoval algebfe (FeSeni polynomidlnich rovnic vyssich stuprii),
teorii ¢isel a nebeské mechanice.

Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749 Beaumont-en-Auge—1827 Pa-
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Jeden z nejvétsich védct vSech dob, francouzsky matematik, fyzik, filozof a poli-
tik. Vystudoval na univerzité v Caen, v devatenécti letech odesel do Parize, kde
zpocatku podporoval J.-L. Lagrange. Podporoval nejprve Napoleona, ktery ho do-
konce nakratko vénoval ministrem vnitra, poté senatorem a udélil mu hrabéci titul.
Po nastupu Bourbont na trin podporoval krale a ziskal titul markyze. Kvili témto
a dalsim politickym krokim ztratil v akademii véd vsechny pratele. V matema-
tice nese jeho jméno Laplaceiiv operator, Laplaceova transformace, ale nejvice je
hodnoceno jeho pojeti teorie pravdépodobnosti, kde vyrazné predbéhl svou dobu.
Ve fyzice se vénoval nebeské mechanice (studoval stability sluneéni soustavy), za-
byval se povrchovym napétim i termodynamikou plyna. Vyslovil také jako prvni
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hypotézu o existenci ¢ernych dér. Jeho jméno je mezi 72 osobnostmi zapsanymi na
Eiffelové vézi v Pafizi.

Henri Léon Lebesgue (1875 Beauvais—1941 Pariz

Francouzsky matematik, tviirce teorie miry a integralu. Studoval na Ecole Nor-
male Supérieure, poté ucil na stfedni skole v Nancy. Na zakladé ¢lanku, ve kterém
zobecnil Riemannovo pojeti integralu, ziskal doktorat na univerzité v Parizi. Pu-
sobil na pafizské Sorbonné a na College de France, ale i na jinych skolach. Kromé
teorie miry a integralu se dale vénoval Fourierové analyze, kde vyuzil svou teorii
integralu k diikkazu mnohych otevienych problému. Poslednich dvacet let zivota se
vénoval spiSe vyuce a elementarni geometrii.

Adrien-Marie Legendre (1752 Pariz—1833 Pariz

Pochézel ze zamozné rodiny, studoval na pafizské univerzité. Poté ptisobil na Ecole
Militaire a od roku 1795 na Ecole Normale Supérieure. Byl ¢lenem francouzské aka-
demie véd, rok ptred smrti se stal také ¢estnym ¢lenem americké akademie véd. O
svij majetek prisel pii francouzské revoluci. Z finan¢nich problémi mu pomohl
snatek v roce 1793. V roce 1824 odmitl volit vladniho kandidata do Narodniho
shroméazdéni a prisel o penzi. Zemfel v chudobé. Vénoval se eliptickym funkcim,
jeho préace byla zakladem pro préaci Abelovu. Zformuloval poprvé metodu nejme-
nsich ¢tvercl, kterou pouzival na vypocet drah komet. Zavedl I'- a B-funkce, stu-
doval teorii ¢isel i varia¢ni pocet. S jeho jménem se poji Legendreova transformace
¢i Legendreovy polynomy.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 Lipsko—1716 Hannover)

Némecky filozof, matematik, fyzik a teolog, povazovany za posledniho opravdu uni-
verzalniho védce. Studoval v Lipsku a Jené. Odmitl profesorské misto, aby mohl
byt nezavisly, a pracoval jako diplomat a knihovnik. Zaslouzil se o zfizeni prvni
némecké spolecnosti véd v Prusku, ktera se pozdéji prejmenovala na Kralovskou
akademii véd. Jeho zasadnim matematickym vysledkem je zavedeni diferencial-
niho a integralniho kalkulu, ke kterému dospél nezavisle ve stejné dobé jako I.
Newton. Na rozdil od I. Newtona pracoval s infinitezimalné malymi veli¢inami,
které pozdéji z analyzy odstranil K. Weierstrass; zpét je pak v souvislosti s tak
zvanou nestandardni analyzou vratil ve druhé poloviné 20. stoleti A. Robinson.
Dalsi jeho matematické vysledky se tykaly naptiklad feSeni soustav linearnich rov-
nic (v podstaté zavedl Gaussovu eliminaci), nalezl ¢iselnou fadu, kterd ma soucet
7, na jeho vysledky o samopodobnosti navazal B. Mandelbrot pii vysledcich tyka-
jicich se fraktalni geometrie. Zkonstruoval také prvni mechanickou kalkulacku.

Beppo Levi (1875 Turin—-1961 Rosario)

Italsky a argentinsky matematik, vénoval se pfedevsim teorii miry (Leviho véta,
Beppo Leviho definice Sobolevovych prostorit) a teorii algebraickych kiivek a
ploch. Studoval v Turiné. Pusobil na rtznych italskych univerzitach, v roce 1928
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ziskal profesorské misto v Bologni. Kvili ndstupu antisemitismu v Italii odesel do
Argentiny, kde i zemfel.

Elliott Hershel Lieb (1932 Boston—)

Americky matematik a fyzik, vystudoval na MIT a v Birminghamu, pisobil na rtz-
nych univerzitach po celém svété, od roku 1975 je profesorem matematiky a fyziky
na Princetonu. Vénuje se statistické mechanice, teorii pevnych latek a funkcionalni
analyze.

Ernst Leonard Lindelsf (1870 Helsinki—1946 Helsinki)

Finsky matematik, studoval i cely zivot pisobil na helsinské univerzité. Jeho otec
byl také matematik. Jeho jméno je spojeno s Picard-Lindeltfovou vétou tyka-
jici se existence Teseni pro obycejné diferencidlni rovnice. Vénoval se dale funkcim
komplexni proménné (Phragmén—Lindelsftv princip) a topologii (Lindeléfovy pro-
story).

Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 Kénigsberg—1903 Bonn)

Némecky matematik, studoval v Konigsbergu, doktorat dokoncil pod vedenim L.
Dirichleta v Berliné. Ptusobil v Berling, Vratislavi (Breslau), profesorské misto
ziskal v Bonnu. Jeho studentem byl F. Klein. Vénoval se teorii ¢isel, Besselovym
funkcim, Fourierovym fadam, obycejnym i parcidlnim diferencidlnim rovnicim, ne-
zavisle na Cliffordovi objevil Cliffordovu algebru. Jeho jméno je znadmé v souvislosti
s lipschitzovsky spojitymi funkcemi.

Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1792 Niznij Novgorod—-1856 Kazan)

Slavny rusky matematik, zakladatel neeuklidovské geometrie. Vystudoval na uni-
verzité v Kazani, kde pak cely zivot pisobil. Zabyval se predevsim geometrii,
zejména otazkou nezavislosti patého Euklidova postulatu. Toto studium vedlo
k objevu tzv. hyperbolické geometrie. Jako prvni také definoval pojem funkce
jako zobrazeni mezi dvéma obory realnych ¢isel. Tuto definici pak zpopularizoval
L. Dirichlet. Jeho jméno nese téz kondenzacni kritérium konvergence ¢iselnych rad.

Nikolaj Nikolajevi¢ Luzin (1883 Irkutsk—-1950 Moskva)

Rusky a sovétsky matematik, vénoval se teorii integralu (Luzinova véta), deskrip-
tivni teorii mnozin a teorii rizeni. Vystudoval na moskevské univerzité, pobyval
na univerzité v Gottingenu. Po navratu do Moskvy piusobil na univerzité, kde
se obklopil mladymi studenty. Tato skupina byla nazyvana ,Luzitania“. V roce
1936 vypukla aféra ,Luzin“. Skupina matematikd na moskevské univerzité byla
jiz pocatkem tficatych let obvinéna z kontrarevolué¢nich myslenek (Luzintiv uéitel
Jegorov byl zavien a brzy poté zemfel). V roce 1936 padlo obvinéni na Luzina,
nakonec vyustilo v odsouzeni z plagiatorstvi svych studentii, Luzin musel odejit
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ze svych pracovnich pozic, nebyl ale na rozdil od mnohych jinych zndmych osob
ani popraven ani odeslan do Gulagu.

Hermann Minkowski (1864 Alexotas, nyni Kaunas—1909 Gottingen)

Némecky matematik zZidovského ptivodu, vyriustal v Konigsbergu, kde studoval na
univerzité. Mezi jeho spoluzaky byl i David Hilbert, se kterym se pratelil. B€hem
studia stravil tii semestry v Berliné. Po studiich ptisobil v Bonnu, K&nigsbergu,
Ziirichu a Gottingenu. Vénoval se nejprve kvadratickym formam, poté teorii ¢isel
a geometrii. Nedlouho pfed svou smrti si uvédomil, Ze specialni teorie relativity
se dobfe formuluje v geometrii, kterd neni eukleidovska. Zemfel nahle na zanét
slepého streva.

Eliakim Hastings Moore (1862 Marietta, OH—1932 Chicago, IL)

Americky matematik, vystudoval na univerzité v Yale, poté pobyval v Berliné.
Po névratu do USA piisobil na své alma mater a na Northwestern University, po
otevieni University of Chicago 1892 se stal vedoucim katedry matematiky a pozici
si udrzel az do své smrti. Vénoval se algebfe, geometrii i zdkladim matematické
analyzy. Jeho jméno se mimo jiné poji s Moore—Osgoodovou vétou.

Isaac Newton (1642 Woolsthorpe by Colsterworth—1727 Londyn)

Anglicky fyzik, matematik, filozof a alchymista a teolog. Vystudoval na univerzité
v Cambridgi. V dobé, kdy byla uzaviena kvali moru, na domécim statku prisel na
teorii gravitace a vytvoril diferencialni pocet. Jeho hlavni vysledky byly shrnuty
v knize Philosophiae Naturalis Principia Mathematica vydané v roce 1687. New-
tonovo jméno je také spojeno s numerickou metodou feSeni nelinedrnich rovnic.
Déle zobecnil binomickou vétu na obecny (redlny) exponent. Jeho p¥inos fyzice
je také obrovsky, kromé teorie gravitace formuloval zakony mechaniky a vénoval
se optice. Newton patfil nepochybné mezi ty védce, ktefi posunuli rozvoj védy o
nejvetsi krok kupredu.

William Fogg Osgood (1864 Boston, MA—-1943 Belmont, MA)

Americky matematik, vystudoval univerzitu v Harvardu, poté odesel do Némecka.
Dva roky pracoval u F. Kleina v Géttingenu, poté odesel do Erlangenu, kde obhéjil
doktorat. Po navratu do USA ptsobil na Harvardu, kde v letech 1918-1922 vedl
katedru matematiky. Po odchodu do diichodu ucil dva roky na Narodni univer-
zité v Pekingu. Vénoval se predevsim funkcim komplexni proménné a varia¢nimu
poctu, jeho jméno se poji s Moore—Osgoodovou vétou.

Michail Vasiljevi¢ Ostrogradskij (1801 PaSenivka, dnes Ukrajina—1862
Poltava, dnes Ukrajina)

Rusky matematik a fyzik ukrajinského ptuvodu, bohuzel zna¢né nedocenény. Stu-
doval na univerzité v Charkové, ale studia nedokoncil, protoze jeho ucitel byl kvili
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ateismu vyhozen z univerzity a Ostrogradskij odmitl opakovat zkousky. Studia do-
kon¢il v Pafizi na Sorbonné. Zde se také setkal a pracoval s nejlepsimi matematiky
té doby. Po navratu do Ruska presidlil do Petrohradu, kde ptsobil na vojenské
skole a byl také zvolen do akademikem. Vénoval se matematické analjze, podal
prvni uceleny ditkaz Véty o divergenci (dokonce dfive nez Gauss, ktery navic do-
kézal jen specidlni pfipad) a nezavisle ne Greenovi dokézal i Greenovu vétu. S jeho
jménem se téz poji tzv. Ostrogradského metoda integrace racionalnich funkci. Vé-
noval se i varia¢nimu poctu a obycejnym diferencidlnim rovnicim jakoz i mechanice
a termodynamice.

Giuseppe Peano (1858 Spinetta—1932 Turin)

Italsky matematik, zakladatel matematické logiky a teorie mnozin. Jeho dilo For-
mulario Mathematico vyrazné ovlivnilo B. Russella a A. Whiteheada pfi psani
Principia Mathematica. V&tSinu svého profesniho zivota (véetné studif) stravil na
univerzité v Turiné. Jeho jméno je spjato s axiomy pfirozenych ¢isel, s kiivkou
vypliiujici ¢tverec, s existencéni vétou pro obycejné diferencidlni rovnice, se tvarem
zbytku pro Taylortiv rozvoj a se tvarem zbytku pro numerické kvadraturni vzorce.

Charles Emile Picard (1856 Pa#iz—1941 Paiiz

Vyznamny francouzsky matematik, jeho jméno nesou véty z teorie funkci kom-
plexni proménné i existencni véta pro obycejné diferencialni rovnice. Vystudoval
na Ecole Normale Supérieure, byl nejlepsim studentem ve svém ro¢niku. Kromé
kratkého pobytu v Toulouse udil cely sviij zivot na riznych pafizskych univerzi-
tach. Byl také ¢lenem Francouzské akademie véd.

Jules Henri Poincaré (1854 Nancy—1912 Pafiz

Vyznamny francouzsky matematik a fyzik, je povazovan za zakladatele algebraické
topologie a teorie funkci vice komplexnich proménnych, pfispél ale i do mnoha da-
1sich oborti. Studoval na Ecole Polytechnique a na Ecole des Mines, doktorat ob-
h&jil na Sorbonné. Poté kratce pisobil na univerzité v Caen, ale zanedlouho dostal
nabidku ze Sorbonny, kde piisobil po zbytek svého zivota. Ve 32 letech byl zvolen
do Francouzské akademie véd a v roce 1906 se stal jejim prezidentem. Vénoval se
kvalitativni teorii diferencialnich rovnic, algebraické geometrii, teorii ¢isel. Zhruba
ve stejné dobé jako Einstein dospél k jisté verzi specialni teorie relativity, studo-
val elektromagnetismus a nebeskou mechaniku. Je autorem Poincarého hypotézy,
ktera jako jedind ze sedmi tiloh pro dal$i milénium byla vyfeSena (G. Perelmanem).

Joseph Ludwig Raabe (1801 Brody—1859 Curych)

Vystudoval na videnské polytechnice, pusobil v Curychu. Jeho jméno je znamé
diky kritériu konvergence ¢iselnych rad.
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Jacopo Francesco Riccati (1676 Benatky—1754 Treviso)

Benatsky matematik a pravnik. Studoval v Brescii a Padové. Diky majetku se mohl
vénovat matematice jako konicku, odmitl nabidky z Petrohradu, Vidné i Padovy.
Jeho jméno je spojeno s nazvem obycejné diferencilni rovnice, jejichz Feseni se
vénoval.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 Breselenz—1866 Selasca)

Studoval v Gottingenu a Berliné, ptisobil v Goéttingenu. Prispél k mnoha oblastem
matematiky. Je autorem neeukleidovské geometrie (tzv. Riemannova geometrie),
vyrazné ovlivnil komplexni analyzu (Cauchy—Riemannovy podminky, Riemannova
véta o konformnim zobrazeni), redlnou analyzu (Riemanntv integral), ale i teorii
¢isel (slavna Riemannova hypotéza). Zemiel pomérné mlady na tuberkulézu.

Michel Rolle (1652 Ambert-1719 Pariz

Francouzsky matematik, jeho jméno je spojeno s vétou o stfedni hodnoté. Zpocat-
ku vystupoval jako kritik infinitezimalniho poc¢tu, pozdéji jej prijal. Ve své knize
Traité d’Algébre poprvé v Evropé predstavil Gausstv eliminaéni algoritmus, zavedl
oznaleni {/ pro m-tou odmocninu a predstavil Eulertiv algoritmus pro nalezeni
nejvétsiho spoleéného délitele dvou polynomu. Pracoval na Akademii véd jako
,Pensionnaire Géometre*.

Arthur Sard (1909 New York—1980 Basilej)

Americky matematik, vénoval se diferencialni topologii. S jeho jménem se poji Sar-
dova véta, tykajici se miry mnoziny kritickych hodnot hladké funkce. Vystudoval
na Harvardu, pusobil na nékolika americkych i evropskych univerzitach.

Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 Hermsdorf, dnes Jerzmanowa—
1921 Berlin)

Némecky matematik, za manzelku mél dceru jiného slavného matematika Kum-
mera (oponent jeho doktorské prace). Vystudoval v Berling, ptsobil v Halle, Cu-
rychu, Gottingenu a v Berliné. Vénoval se pievazné komplexni analyze, jeho jméno
je také spjato se slavnou nerovnosti, dnes nazyvanou Cauchy—Schwarzovou.

Thomas Stieltjes (1856 Zwolle—1894 Toulouse)

Holandsky matematik. Studoval na polytechnice v Delft, ale studium nedokon¢il.
Teprve korespondence s Hermitem v dobé, kdy pusobil jako asistent na observa-
tofi v Leidenu, ho opét privedla k matematice. Ziskal ¢estny doktorat na univer-
zité v Leidenu, teprve poté obhéajil doktorat v Pafizi a dostal profesorské misto
v Toulouse. Vénoval se teorii ¢isel a nekonecnym zlomkidm, slavnym se stal diky
zobecnéni Riemannova integralu (Riemann—Stieltjestv integral).
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George Gabriel Stokes (1819 Skreen—1903 Cambridge)

Irsko-anglicky fyzik a matematik. Vystudoval na univerzité v Cambridge, kde také
po zbytek Zivota ptisobil. Vénoval se hydrodynamice (Navier—Stokesovy rovnice
nesou jeho jméno, i kdyZ byl az étvrty, kdo je odvodil), dale optice, kde vysvét-
lil fluorescenci a studoval polarizaci svétla, déale studoval vztah mezi chemickym
slozenim a optickymi vlastnostmi latek. V matematice nese jeho jméno Stokesova
véta (uddvajici vztah mezi plosnym integralem a kiivkovym integralem pfes okraj
této kiivky) a zobecnénd Stokesova véta z teorie integrace diferencidlnich forem.

James Joseph Sylvester (1814 Londyn—1897 Londyn)

Anglicky matematik zidovského ptivodu. Studoval v Londyné a Cambridgi, kvili
svému piivodu ale nemohl studia dokonéit. Kratce ptisobil v USA, pak se vratil
do Londyna a vénoval se pojistovnictvi. K matematice se vrétil po roce 1855, kdy
se stal profesorem matematiky na Kralovské vojenské akademii ve Woolwichi. Byl
druhym prezidentem Londynské matematické spoleCnosti, byl zvolen i do fran-
couzské Krélovské akademie véd. V roce 1877 pfijal misto na Univerzité Johna
Hopkinse v Baltimore, kde zalozil prvni americky matematicky casopis. Pozdéji
nastoupil do Oxfordu a posledni roky zivota stravil v Londyné. Vénoval se pre-
devsim linedrni algebfe (Sylvestrovo kritérium), spolu s Cayleym je povazovan za
zakladatele teorie invariantii. Vyrazné ptispél i do teorie ¢isel a eliptickych funkci.

Alfred Tarski (1901 Varsava—-1983 Berkeley, CA)

Polsko-americky matematik a logik. Pivodni jméno Teitelbaum si zménil patrné z
divodu, aby zastiel sviij zidovsky ptivod. Matematiku vystudoval ve Varsaveé, kde
také pozdéji pusobil. Shodou okolnosti se mu podarilo odjet tésné pred némecko-
ruskou okupaci Polska do USA, kde zustal po zbytek Zivota; ptsobil na univerzité
v Berkeley. Jeho vysledky se tykaly predevsim algebry, geometrie a logiky. Znamy je
predevsim Banach—Tarského paradox, kdy na zakladé axiomu vybéru lze ,zdvojit
kouli“.

Brook Taylor (1685 Edmonton—1731 Londyn)

Anglicky matematik, ¢len a pozdéji sekretai Kralovské védecké spolecnosti. Misto
infinitezimalné malych veli¢in pracoval s koneénymi veli¢inami, coZ je zdkladem
slavné Taylorové véty a Taylorovych rozvoji. Byl také ¢lenem komise, kterd roz-
hodovala o prvenstvi Newtona ¢i Leibnize pfi vytvoreni diferencidlniho poctu.

Heinrich Franz Friedrich Tietze (1880 Schleinz—1950 Mnichov)

Rakousky matematik, zndmy svou vétou o rozsifeni funkci z topologického prostoru
do redlnych funkci. Studoval ve Vidni, pisobil v Brné, Erlangenu a Mnichoveé.
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Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 Pariz—1796 Pafiz

Francouzsky hudebnik, chemik a matematik. Byl houslistou, matematice se vénoval
az pozdéji. S jeho jménem se poji jeden determinant, zda se ale, Ze to je spise
omylem. Byl ¢lenem Kralovské akademie véd, uéil na Ecole Normale Supérieure.
Vénoval se kombinatorice a teorii determinanti.

Francois Viéete (1540 Fontenay-le-Comte—1603 Pariz

Francouzsky matematik, autor algebraické notace, ktera se prakticky pouziva do-
dnes. Pusobil na francouzském dvofe jako poradce, vénoval se Sifrovani a prolomil
tajny Spanélsky kod.

Giuseppe Vitali (1875 Ravenna—1932 Bologna)

Ttalsky matematik, zndmy svymi vysledky v matematické analyze. Studoval v Bo-
logni a Pise. Piisobil na rizngch univerzitach v Italii (Parma, Modena, Padova), az
nakonec ziskal profesorské misto v Bologni. Je zndm svym piikladem nemértitelné
podmnoziny redlnych ¢isel, Vitaliho pokryvaci vétou ¢i zobecnénim Lebesgueovy
véty o konvergenci (Vitaliho véta o konvergenci). Na konci zivota mél vazné zdra-
votni problémy, zemfel cestou z prednasky.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 Ostenfelde—1897 Berlin)

Némecky matematik, mél velky vliv na formovani matematické analyzy. Studoval
na univerzité v Bonnu (pravo, finance a ekonomii), kviili 1dsce k matematice studia
nedokoncil a vystudoval univerzitu v Miinsteru. Poté nékolik let ucil na stfedni
skole, ale po publikovani vysledkt o abelovskych funkcich obdrzel cestny doktorat
na univerzité v Konigsbergu a ziskal misto na univerzité ve Vratislavi (Breslau).
Poté pusobil na Gewerbeinstitutu (dnes Technicka univerzita Berlin) a na Univer-
zité Friedricha-Wilhelma (dnes Univerzita Humboldtova) v Berliné. Zavedl tzv.
e-0 gymnastiku v definicich limit funkci a spojitosti, ¢imz zmodernizoval vyklad
zékladt analyzy. Dokazal mnoho vét, které se dnes prednasi v zakladnich kurzech
analyzy funkci jedné redlné proménné (napiiklad vétu o nabyvani extrému spo-
jitou funkci na omezenych uzavienych intervalech). Déle studoval stejnomérnou
konvergenci posloupnosti funkci, analytické prodlouzeni funkci i varia¢ni pocet.
Zkonstruoval také funkci, ktera je na celé realné ose spojita, ale neni diferencova-
telnd v zadném bodé.

Jozéf-Maria Hoéné de Wrorniski (1776 Wolsztyn—1853 Neuilly-sur-Seine)

Polsky filozof, matematik a fyzik, pravnik a ekonom. Jeho rodice byli ¢eského
puvodu, i kdyz zili v Polsku. Jako vojak se zuicastnil Kosciuszkova povstani, poté
studoval na riznych univerzitach v Némecku a v Marseille. Piisobil na hvézdarné
v Marseille, kterou musel opustit po publikaci svého dila, které se ukazalo byt
plné nesmysli. To plati o mnohych jeho dilech, vcetné toho, které obsahovalo
determinant, ktery nese jeho jméno. Dnes je oceniovana jeho metafyzika.
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William Henry Young (1863 Londyn—1942 Lausanne)

Anglicky matematik, pracoval v matematické analjze. Vystudoval v Cambridgi,
kde se sezndmil se svou budouci Znou, matematickou Grace Chisholm (Young).
Spolecné s ni napsal mnoho ¢lanki a knih. Pisobil v Cambridgi, na University of
London, v Kalkaté a na welSské université v Aberystwyth. Hodné cestoval, béhem
druhé svétové valky se ocitl v Lausanne, odkud nemohl vycestovat a zemiel odlou-
¢en od rodiny. Vénoval se matematické analyze, zejména teorii integralu (nezévisle
na Lebesgueovi pfisel s jinak formulovanou, ale prakticky ekvivalentni definici
integralu), vénoval se fourierovské analyze (pfedev$im teorii Fourierovych fad).
V letech 1929-1935 byl prezidentem IMU (International Mathematical Union).
S jeho jménem se poji dvé nerovnosti (jedna pro souéin ¢isel, druhd pro konvo-
luce), Hausdorff-Youngova nerovnost pro Fourierovu transformaci a véta o zdméné
poradi derivovani pro hladké funkce.

Max August Zorn (1906 Krefeld—1993 Bloomington)

Némecko—americky matematik, vénoval se algebie, teorii grup a numerické analyze.
Studoval v Hamburgu, pisobil v Halle, na univerzité v Yale, na UCLA a v Bloo-
mingtonu. Je po ném pojmenovano tvrzeni ekvivalentni axiomu vybéru (Zornovo
lemma), které dokézal nezavisle na predchozim dikazu.

Antoni Zygmund (1900 Varsava—1992 Chicago)

Polsko—americky matematik, vénoval se predevsim harmonické analyze. Studoval
na univerzité ve Varsavé, kde poté i piisobil, stejné jako na varsavské polytechnice.
Po deseti letech ve Vilniusu se prestéhoval do USA, kde pracoval na univerzité
v Chicagu. Jeho kniha Trigonometric series, a¢ poprvé vysla v roce 1935, stéle
pattfi mezi klasické knihy harmonické analyzy.
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