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Úloha 1

Označ́ıme integrál I a využijeme periodicity integrandu:

I =

∫ 2π

0

dx

3 + sin2 x
= 2

∫ π

0

dx

3 + sin2 x

Použijeme standardńı substituci:

ξ = tanx =⇒ dx =
dξ

1 + ξ2
; sin2 x =

ξ2

1 + ξ2

Funkce tan je bijektivńı na intervalu (0, π).

I = 2

∫ ∞
0

1

3 +
ξ2

1 + ξ2

dξ

1 + ξ2
= 2

∫ ∞
0

dξ

4ξ2 + 3

Použijeme druhou substituci:

ξ =

√
3

2
tanω =⇒ dξ =

√
3

2
sec2 ωdω

I = 2

∫ π

0

√
3
2 sec2 ωdω

3 sec2 ω
=

1√
3

∫ π

0

dω =
π√
3

Úloha 2

Zkoumáme konvergenci integrálu: ∫ 1

0

1√
x(1− x2)

(1)

Plat́ı:

lim
x→1−

1

1− x2
1

√
x(1− x2)

= lim
x→1−

√
x = 1 =⇒ 1

1− x2
∼ 1√

x(1− x2)
pro x→ 1−

Uvažujme integrál levé funkce na stejném intervalu:∫ 1

0

dx

1− x2
=

1

2

∫ 1

0

(
1

1− x
+

1

1 + x

)
dx =

1

2
[− ln(1− x) + ln(1 + x)]

x=1
x=0

Člen ln(1 − x) diverguje pro x → 1, tedy celý integrál diverguje. Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria,
integrál (1) diverguje také.
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Úloha 3

Postup je podobný jako v úloze 2. Integrand má dvě singularity na relevantńım intervalu, v x = 0 a x = 1.
Máme následuj́ıćı ekvivalence:

lim
x→0+

1
√
x
1√

x(1− x2)

= lim
x→0+

√
1− x2 = 1 =⇒ 1√

x
∼ 1√

x(1− x2)
pro x→ 0+

lim
x→1−

1
√
1− x
1√

x(1− x2)

= lim
x→1−

√
x(1 + x) =

√
2 =⇒ 1√

1− x
∼ 1√

x(1− x2)
pro x→ 1−

Integrál ekvivalentńı funkce pro x = 0 je: ∫ 1

0

dx√
x

Tento integrál konverguje podle obecného pravidla pro xp. Integrál druhé ekvivalentńı funkce můžeme
přepsat na integrál prvńı pomoćı substituce u = 1− x:∫ 1

0

dx√
1− x

=

∫ 1

0

du√
u

takže konverguje také. Podle limitńıho srovnávaćıho kritéria, zkoumaný integrál je konvergentńı.

Úloha 4

Vzorec pro plochu v polárńıch souřadnićıch je:

A =
1

2

∫
r2dϕ

Dosazeńım,

A =
1

2

∫ 2π

0

(4 sin2 ϕ)2dϕ

= 8

∫ 2π

0

sin4 ϕ dϕ

= 8

∫ 2π

0

(
1− cos 2ϕ

2

)2

dϕ

= 2

∫ 2π

0

(
1− 2 cos 2ϕ+ cos2 2ϕ

)
dϕ

= 4π − 8

∫ π

0

cos 2ϕ dϕ+ 2

∫ 2π

0

1 + cos 4ϕ

2
dϕ

= 4π − 8

[
− sin 2ϕ

2

]ϕ=π
ϕ=0

+

∫ 2π

0

dϕ+ 4

∫ π/2

0

cos 4ϕ dϕ

= 4π + 2π + 4

[
− sin 4ϕ

4

]ϕ=π/2
ϕ=0

= 6π
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Úloha 5

Využijeme vzorec pro objem rotačńıho tělesa v polárńıch souřadnićıch:

V =
2

3
π

∫
r3 sinϕdϕ

V našem př́ıpadě,

V =
2

3
π

∫ π

0

a3(1 + cosϕ)3 sinϕdϕ

= −2

3
πa3

∫ 0

2

u3du

=
2

3
πa3

∫ 2

0

u3du

=
2

3
πa3

[
u4

4

]u=2

u=0

=
8

3
πa3
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