Matematickd analyza NOFY152, LS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 2 — ReSeni

Ve vsSech tlohach boduju vypocet a nalezeni (vSech) feseni a jejich maximalnich definié-
nich oborti. Pokud jdou resp. nejdou néktera reSeni nalepovat, nezapomernte to zdivod-
nit. Jako nebodovanou ¢ast doporucuju provést zkousku spravnosti nalezenych feseni a
nakreslit obrazek, jak feseni vypadaji, klidné i s pouzitim vhodného software.

1. (1 bod) Naleznéte feseni rovnice
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spliujici y(0) = 1.

Jedné se o rovnici se separovanymi proménnymi. Jejim fesenim je ocividné y = 0,
avsak toto feseni nespliiuje pocatecni podminku v nule. Také ziejmé musi platit = # +1,
a protoze pocatecni podminka je zadana v nule, hleddme feseni nejvyse na intervalu
(—=1,1).

Pro y # 0 rovnici vydélime, zintegrujeme a upravime:
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Pficemz v poslednim kroku jsme vyuzili 1 — 22 > 0. Odsud snadno
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el) = In(1—22)+ ¢

Porovnanim se zadanou pocatecni podminkou dostavame hodnotu konstanty ¢ = 1, takze
vyhovujici feSeni mé tvar
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(Pokud bychom v pfedchozim kroku méli napt. —c misto ¢, vysla by zde jeho hodnota —1.)

Jeho defini¢ni obor je (—\/1 -3, \/1 — 1) (neobsahuje body +1) a limity y; v krajnich

bodech tohoto intervalu jsou nekonecné, takze lepeni nepfichazi v avahu.




2. (1 bod) Naleznéte obecné feseni rovnice
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Nejpve si poznamename, ze musi byt x # 0,y # 0 a ze zadné ocividné feseni tu neni.
Uloha pak jde fesit dvéma zptisoby:

(1) Jako homogenni rovnice, kdy si vSimneme, Ze pro g(z) = z — % je zadand rovnice
ve tvaru y' = g(%). Pouzijeme tedy substituci z(z) = £, pfevedeme tak na rovnici se

separovanymi promeénnymi
, 11
2= ——-.
Tz

Obvyklym zptisobem najdeme jeji feseni, a sice
z(zx) = Ve —Ina?

a odsud

y(x) = tzve—1Ina?, ceR|

Toto feseni je definovéno na | (—e“?2,0), (0, e?)|.

(2) Jako Bernoulliho rovnice, kterd je tvaru 3 — %y = —zy~!. Zde vynasobime rovnici

2y, takze fesime
! 2 2
2y — -y = -2z,
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substituujeme w = y? a mame tedy linearni rovnici prvniho fadu

2
w — —w = —2z.
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Tu pak vyfesime obvyklou metodou integra¢niho faktoru, vyjde w(z) = 2?(c — Inz?) a

tedy opét y(z) = +zvc — Inz2.

Lepeni nepripada v tvahu, protoze jediny bod, kde se potkavaji rtizna feseni, je nula,
tam vSak neni nic definovano. Nicméné (to uz je bonus), kdybychom tutéz rovnici napsali

ve tvaru bez zlomkd, tj.
2
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ryy =y* — 7,
lze dodefinovat v nule nulou, lepit tam na sebe feseni na intervalech vlevo a vpravo od
nuly (i pro rizna c), s tim, Ze v nule bude vzdy derivace £oo, podle znaménka u FeSeni

y(z).

Tady bych rad upozornil na jeden chybny argument, ktery se objevil u vétsiho poctu
z vas. Psali jste tieba ,nejsou zde zadna konstantni feseni, takze neni co s ¢im lepit“.
Pozor, neni to tak, ze pokud se maji dvé feSeni na sousednich intervalech k sobé lepit,
tak jedno z nich musi byt konstantni. Casto se piece stane, ze k sobé miizeme lepit i
nekonstantni feSeni, staci jen ovérit, Zze v bodeé styku jejich def. obort se daji dodefinovat
tak, ze vysledna funkce je spojitd a ma tam derivaci, tj. jednostranné derivace tam jsou
shodné. (A vidéli jsme takové piiklady i na cviceni.)




3. (1 bod) Je dana rovnice

y' - sin 2z = 2(y + cos ).

Najdéte takové jeji feSeni, které je omezené pro x — I, a sice na maximalnim intervalu,

27
kde je spojité.
Vsimnéme si nejprve, ze ze zadani nevyplyvaji zadna omezeni pro = ani pro y. Nejprve
si rovnici upravime na tvar
y' - 2sinxcosx = 2y + 2cos x,
vydélime vyrazem u 1y’ a pfevedeme na druhou stranu, takze
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¢imz jsme dostali tvar linearni rovnice 1. fadu a pokracujeme metodou integracniho
faktoru. Tedy pro p(z) = _sinxlcosm spo¢teme P(x) = [ p(x)dz, po chvilce integrovani
dostaneme P(x) = In|cotgz| a tedy integracni faktor e”*) = | cotgz|. OvSem jak vime
ze cviCeni, integrac¢ni faktor lze upravit nenulovym nasobkem bez vlivu na vysledek, takze

pro prijemnéjsi poc¢itani polozme I.F. rovny cotgx. Dale piseme vztah

Ccos T 1
y~eP(x):/q(a:)eP($)dm:/ ——dr = ——— +c,
sin® x sin x
takZze méme obecné feSeni
1
Yeo(x) = — +ctgx
CcOoS X

proz € (—5,5) +kr,k€ZaceR.

Nyni pfiddme dodate¢nou podminku (tuto ¢ast ilohy mnoho z vés zcela vynechalo):
pro x — 5 ma byt ¢ takové, aby feSeni y. bylo omezené. NapiSeme-li si je ve tvaru

csinz — 1

c\T) =
y() COS T

vidime, Ze jmenovatel cosz ma v 7 limitu 0, takze nutnou podminkou omezenosti y. je,

aby také citatel csinz — 1 mél limitu 0, coz nastane pouze pro ¢ = 1. Pak ovérime,

ze y1 ma v 7 konecnou (oboustrannou) limitu, coz se da udélat tfeba I'Hospitalovym
3 . 3 sinz—1 . : COS _ v v ’ v .

pravidlem: lim, ,z %= = lim, ,= —=*= = 0. Toto feSeni y; spliuje tedy zadanou

podminku omezenosti, v bodé 7 je dodefinujeme nulou a ovéiime, Ze i jeho jednostranné

derivace v % jsou stejné (rovné 3), takize FeSent lze slepit na interval (—3, 2°). V koncovych

bodech tohoto intervalu uz ma ovsem funkce jednostranné limity +oo, takze zde uz lepit
nelze. Koneénd odpovéd je tedy

sinx — 1 T 37T T
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4. (1 bod) Najdéte feSeni rovnice
zy' +y=y'lnz,

spliiujici (1) = 1, na maximalnim intervalu, kde je spojité.

Jedna se o Bernoulliho rovnici, zfejmé musi byt = > 0 a také hned vidime trivialni
feSeni y = 0 v R, to vSak nespliiuje pocatecni podminku. Pro y # 0 rovnici upravime na

vydélime 3?2, takze
, o 1 4 Inz
Yyt oy = —
x x
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a po substituci z = y~" a mirné apravé dostavame

, 1 Inx
Z ——z=—-——-.
x x
Tuto LDR 1. tadu fesime opét metodou integrac¢niho faktoru, ten bude %, feSeni z(z) =

Inx 4+ 1+ cx a tedy obecné feSeni

1

e(w) = lnz+1+cx

(defini¢ni obor si nechme az na zavér k feSeni Cauchyho tlohy). Poc¢ateéni podminka

Ye(1) = 1 znamend -5 = 1, coz plati jediné pro ¢ = 0. Resenim je tedy

1

yo(x) = Inx+1/

Ztejmé musi platit = £ %, takZe mnoho z vas napsalo, Ze definicnim oborem tohoto feseni
jsou intervaly (0, %) a (%, —i—oo), ale za to jsem strhaval bodiky, protoze feseni jsme hledali
na intervalu, kde je spojité, takze spravnym defini¢nim oborem je zde pouze interval

1
<—, +oo> — tataz funkce na (0, %) se s touto slepit ned4, jednostranné limity v bodé %
e

jsou oo a TeSeni na intervalu vlevo nemé zadny vztah k zaddni Cauchyho tlohy.

Lukas Krump, 25.3.2025



