Matematickd analyza NOFY152, LS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 3 — ReSeni

1. (1 bod) Naleznéte obecné feseni rovnice

y" + 4y’ — 5y = 2e%sin’x

Snadno zjistime, Ze fundamentélni systém je {e”, e >*}. Prava strana sice neni ve
specialnim tvaru, ale lze na néj snadno prevést:

1
2e” sin® r = 2e*= (1 — cos 21) = €* — € cos 2,

jedna se tedy o soucet dvou pravych stran ve specialnim tvaru.

Pro pravou stranu f;(z) = e* hleddme partikularni feseni ve tvaru yp;(z) = Aze”,
protoze funkce e” je ve F.S. (ekvivalentné 1 je (jednondsobnym) kofenem char. polynomu).
Spocteme yp, (x) = A(z+1)e”, y}, () = A(x+2)e”, dosazenim do rovnice s pravou stranou

f1 dostavame 6Ae” = e, proto A = % ayp(zr) = %xe"”.

Pro pravou stranu fy(x) = e cos2x hleddme partikuldrni feseni ve tvaru yps(z) =
e”(Bcos2x + C'sin 2x), protoze e* cos 2x neni ve F.S. (ekvivalentné, 1 + 2i neni kofenem
char. polynomu). Spoéteme ypy(z) = €*((B + 2C) cos2z + (C' — 2B)sin2z), ypy(z) =
e”((=3B + 4C) cos 2z + (—4B — 3C) sin 2z). Dosazenim do rovnice s pravou stranou fo
dostavame soustavu —4B + 12C' = 1, —12B — 4C = 0, kterd mé feSeni B= -+ C = 3
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Proto ypa(r) = €*(—45 cos 2z + 45 sin 27) a obecné Teseni je tvaru

1 1 3
y(x) = are” + aze ™" + gxex + ex(—ﬁ cos 2z + 0 sin2z) |, ai,as € R.

2. (1 bod) Naleznéte obecné Feseni rovnice
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Snadno zjistime, ze fundamentélni systém je {e*,e "} a Ze prava strana neni special-
niho tvaru, takze musime pouzit variaci konstant. Polozime tedy
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Upravami dostaneme

01(1:):/6 €T gp=S + arctge”
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CQ(IL’) = — Emd$ = —E + arctg e’

kde jsme pouzili substituci ¢t = e™* resp. t = €, dalsi detaily integrace vynechavam),
J y g Yy
takze zavérem

y=ae” +ase " + (e + e F)arctge” |, ai,az € R.

Pozoruhodné je, ze pfi jiném postupu integrace muzou vyjit funkce ¢i(z), co(z) a tedy i
zapis celkového Feseni v jiném tvaru, napf. nékterym z vas vyslo

y =bie” +bye " —eTarctge ™ + e T arctge”, by,by € R

coz vypada na prvni pohled sice trochu podobné, ale je to totéz? Staci si uvédomit, ze
pro kladna t je arctg = % — arctg ¢ = arccotg¢ (pro zapornd t je to jinak), a pak se daji
tyto dva tvary obecného feseni na sebe prevést s tim, Ze a; = 5 — b1, as = by.

3. (1 bod) Vysetfete konvergenci fady, vSechny kroky postupu fadné zduvodnéte
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Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny a hodi se zde limitni podilové kritérium:

n 1))? 2“2 1)?
lim 2L = lim ((n + >2) = lim —(n—|— )
n—oo n—oo 2(n+1) (n|)2 n—ooo 22n+1

=0,

coz staci zdtvodnit Skalovacimi limitami (které se daji odvodit z ’'Hospitalova pravidla).
Proto fada konverguje.

4. (1 bod) Vysetiete konvergenci fady, vSechny kroky postupu radné zdivodnéte

[e.9] n

n
(2n2 +n+1)2

n=1

Jedna se o fadu s nezdpornymi ¢leny a hodi se zde limitni odmocninové kritérium:

n 1
lim /a, = lim =—<1

a proto fada konverguje.

Lukas Krump, 4.4.2025



