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Kapitola 19

Fourierovy rady

V kapitole o stejnomérné konvergenci jsme se pii feSeni rovnice vedeni tepla

%:% na (0,7) x (0,7
u(0,t) = u(m,t) =0 na (0,7)
u(z,0) = up(x) na (0,7)

prostfednictvim Fourierovy metody separace proménnych dostali do situace, kdy
jsme potiebovali zadanou funkci ug € C([0, 7]) reprezentujici poc¢ateéni podminku
zapsat na intervalu [0, 7] ve tvaru

= Z by, sin(kx)
k=1

(kde {br}72, je posloupnost realnych koeficient). Tim jsme si ukazali, ze uplatnéni
v matematice a fyzice nachazeji i jiné typy fad funkci, nez jsou jen mocninné
fady. Zejména Fady funkci, jejichz €leny jsou redlnymi nésobky funkei sin(kx) a
cos(kx), se vyuZivaji velice ¢asto. Je to zplisobeno jednak tim, ze prostfednictvim
sinu a kosinu jsou reprezentovand néktera reSeni obycejnych diferencialnich rovnic
druhého fadu s konstantnimi koeficienty, a jednak skuteCnosti, Ze pravé funkce
sinus a kosinus se pfirozené vyskytuji v popisu periodickych jevi, jako je tieba
pohyb matematického kyvadla ¢i kmity strun.

V této kapitole se budeme zabyvat predevsim rozkladem funkci zadanych na
intervalu [—m, 7] (pFipadné 27-periodickych funkci) do tvaru

o0
ao
3 + Z a, cos(kx) + by sin(kz))
k=1
(podivny ¢len 4 je aditivni konstantou a vhodnost jejiho zapisu v uvedeném tvaru
si ujasnime nlze) Budeme se také zabyvat otézkou, jak souvisi lichost ¢i sudost
funkce s absenci kosinovych ¢i sinovych ¢lenti v jejim rozkladu. Navic je pfirozené
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se ptat, jaké mé mit funkce f vlastnosti, aby ji odpovidajici fada konvergovala
v8ude na [—m, 7] a soudet fady se vSude rovnal funkéni hodnoté, pfipadné aby
fada konvergovala ve vhodném Lebesgueové prostoru k funkci f.

Budou nés zajimat i jiné periody nez 27. Dokonce si vybudujeme abstraktni te-
orii rozkladu do vhodné ,baze“ uvazovaného prostoru funkci. Vedlejsim produktem
budou nové metody séitani ¢iselnych fad (koneéné se nau¢ime secist Y °p | 7).

19.1 Uplné ortogonalni systémy

Nejprve si pfipometime vysledek z linearni algebry, ze je-li {vy,...,vx} ortonor-
malni baze v RV a u € RV, pak plati

N
E u Vk
k=1

(vyraz (u, vy ) zastupuje skaldrni soucin prvki u a v). V piipadé ortogonalni baze
méme (uvazujeme eukleidovskou normu)

N . N (U. Vk)
Z( |vku)| = 2 e vh = 2 e

= vl =

Tento zapis se nyni pokusime pfenést do libovolného Hilbertova prostoru (tiplny
prostor se skaldrnim souéinem). ProtoZe nas budou zajimat pfedev§im separabilni
Hilbertovy prostory nekoneéné dimenze (jejichz prvky jsou funkce), budeme v de-
finici pouZivat znaceni, pfi kterém mé analogie ortogonalni béze spocetny pocet
prvkil (vztah separability a spoGetnosti ,baze“ si ujasnime pozdéji).

Definice 19.1.1 (Ortogonalni systém, ortonormélni systém, Gplny systém). Necht
H je Hilberttv prostor a {®,}°° ; je systém jeho prvki. Rekneme, ze {®,}2°, je
ortogondlni systém, jestlize obsahuje pouze netrividlni prvky a plati

(P, @) =0 kdykoliv m # n.
Rekneme, ze {®,,}°°, je ortonormdini systém, jestlize je ortogonalni a navic

|1l =1 pro vSechna n € N.
Rekneme, ze {®,,}°°, je tplny systém, jestlize pro kazdé ® € H plati

(®,P,,)g =0 pro véechnan € N = d =0.

Priiklad 19.1.2. Pripomenime si Hilbertiv prostor

ly = {{zk}zozl CR: ixi < oo}
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se skalarnim souéinem ({5}, {yk}i1)es = D opey TkYk- Pro kazdé n € N defi-
nujme prvek &, € {5 po slozkich predpisem

(Pr)k = Okn pro k € N.

Pak systém {®,,}5° ; je uplny ortonormalni systém v ¢s.

dil od prostoru /5 se na prostoru L?(2) nenabizi Z4dny piirozené ptisobici tplny
ortogonélni systém (dokonce ani neni ziejmé, Ze takovy systém existuje). V dal-
$im si ukazeme, Ze takové systémy mohou byt tvofeny feSenimi vhodnych tiid
diferencialnich rovnic.

Teorii budeme budovat pro obecnéjsi tfidu prostort, coz je motivovano fyzi-
kalnimi aplikacemi.

Definice 19.1.3 (Vahovy prostor L?). Necht @ C RY je oteviend mnozina a
0 € C(Q) je kladné na Q. Pak definujeme vahovy prostor LE(Q) jako mnozinu tfid
ekvivalence (vzhledem k rovnosti skoro v§ude) na mnoziné

{f:Q—>R:fje méfitelnd a /fQde<oo}.
Q

Déle zde definujeme

(f,9)r20) 2:/Qfggd9:.

Poznamka 19.1.4. (i) Klasicky prostor L?(Q) je specialnim p¥ipadem vahového
prostoru L2(Q2) s vahou ¢ = 1.

(ii) V dalsim textu budeme nékteré jevy vztahovat k prostoru L?(€2) a jiné k pro-
storu Lg(Q) Abychom viditelné odlisili praci v téchto prostorech, normu a skalarni
sou¢in v prostoru L?(Q) budeme znacit || f||2 a (f, g)2, zatimco na prostoru L2(€2)
budeme psat jako v predchozi definici || f||z2(q) & (f,9)r2(0)-

(iii) V pfipadé vahovych Lebesgueovych prostort komplexnich funkci se zakladni
pojmy definuji jako

LZ(Q) = {f: Q — C: f je méfitelnd a / |f|?odx < oo}
Q

(f79)L2Q(Q) 2=/Qf§gdx.

Priklad 19.1.5. Volba védhy vyznamnym zpusobem ovliviiuje podobu prostoru
L2(9Q). Zvolime-li naptiklad o(z) = e~ pak pro funkci f = 1 plati f € L2(R)
tiebaze f ¢ L2(R). Naopak pro o(z) = e* a f(z) = méame f ¢ L2(R), ale
f € L3(R).

Na definici prostoru LZ(Q) je prirozené pohlizet prostfednictvim Véty o mire
s hustotou (Véta 15.7.12), kde za hustotu povazujeme funkci p. Novou miru na

_1
14|
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chvili nazyvejme v. Pak je pfedchozi definice jen variantou definice Lebesgueova
prostoru, kde jsme Lebesgueovu miru nahradili obecnéjsi mirou v. Pov§imnéme si
jesté, ze pro kazdou lebesgueovsky méritelnou mnozinu E C Q diky Vété o vztahu
nulovosti integralu a nulovosti funkce (Véta 15.8.11) plati

I/(E):/Egdx:O = AN(E) =0.

Proto jsou i pro prostor L3(Q) ekvivalentni vyroky f = g skoro vSude a [|f —
gl rz@) = 0. Diky tomu se da ovéfit (kontrolou odpovidajicich diikazi v kapitole
o Lebesgueovych prostorech), ze || - || r2(0) je norma a pro novy prostor plati Hol-
derova nerovnost (Véta 16.2.1), Véta o konvergenci skoro vSude a tplnosti Lebes-
gueovych prostort (Véta 16.3.3) a Véta o hustych mnozinach LP(Q) (Véta 16.4.3).
Navic operace (-,-) £2(9) zadefinovana na konci predchozi definice ma vlastnosti
skalarniho souéinu. Celkové jsme dostali nasledujici vysledek.

Véta 19.1.6 (O vahovém prostoru L?). Necht Q C RY je oteviend mnoZina a
0 € C(Q) je kladnd na Q. Pak LZ(Q) je separabilni Hilbertiv prostor, v némz jsou
husté funkce z D(2).

Nyni se budeme zabyvat konstrukci uplnych ortogonélnich systému na prosto-
rech Lz(Q), kde 2 C R. Obdas se v literatuie postupuje tak, ze nejprve uvazime
systém polynomt {1,z,2z2,...} a ten postupné modifikujeme pouzitim Gram-
Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu. My si zde predstavime pfFistup, ktery v sobé

skryva analogii prace s vlastnimi ¢isly a vlastnimi vektory symetrickych matic.

Definice 19.1.7 (Adjungovany operator). Necht  C R je oteviend mnozina.
Necht A, B: L?(2) — L*() jsou linearni operatory s definiénimi obory D(A),
D(B) C L*(9). Jestlize

(A(y), 2)2 = (y, B(2))2 pro vSechna y € D(A), z € D(B),

fekneme, Ze operator B je adjungovany (nebo sdrufeny) k operdtoru A a znacime
jej A*. Rekneme, Ze operdtor A je samoadjungovany (nebo samosdruZeny), jestlize
A = A* (vCetné rovnosti defini¢nich obori).

Definice 19.1.8 (Symetricky operdtor). Necht Q C RY je oteviend mnozina.
Necht A: L?(Q) — L%(f) je linearn{ operator s defini¢nim oborem D(A) C L?(Q).
Jestlize

(A(y),2)2 = (y, A(2))2 pro v8echna y, z € D(A),

fekneme, Ze operator A je symetricky. Pro pfipad komplexniho Hilbertova prostoru
se nékdy symetricky operator nazyva hermiteovsky.

Priklad 19.1.9. (i) Adjungovany operator se d& definovat na libovolném Hilber-
tové prostoru H. Pokud je napiiklad H = RY a A je matice o N fadcich a N
sloupcich, pak zobrazeni y — Ay je linearni operator. Jeho adjungovany operator
je reprezentovan transponovanou matici AT. N4&$ operator je samoadjungovany
pravé tehdy, kdyz matice A je symetricka.
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(i) Je-li prostor H = CV a A je opét matice o N fadcich a N sloupcich, pak je
—T

adjungovany operator reprezentovan matici A |, tedy matice je nejen transpono-

vana, ale jeji prvky jsou navic komplexné sdruzené, tedy reprezentuje-li matice B

adjungovany operator k operatoru reprezentovaném matici A, pak plati b;; = @;;

pro v8echna i,j € {1,2,...,N}.

P¥iklad 19.1.10. Necht [, 8] C R. Uvazujme Hilberttv prostor L?((«, 3)) a na
ném operator definovany predpisem

A(y) := —(a(x)y) + b(x)y,

kde a € C'([o,8]) a b € C([ev, B]). Definiénim oborem operatoru A nemtize byt
cely prostor L?((a, 3)) (problémy piinasi uz jen to, Ze prvky Lebesgueova pro-
storu nejsou skutecné funkce, ale t¥idy funkeci, které nemaji jednozna¢né zadané
funkéni hodnoty, a proto je nemizeme ani derivovat; navic kupiikladu ve tf¥idé
reprezentované funkci X (o, 242 nelezi zadna funkce, ktera by méla vlastni derivaci
v bodé O‘—erﬁ) Miizeme vSak piejit k mnoziné C2 ([, 8]) C L?((«, B)) (kazda funkce
z C([e, B]) je omezend, coz implikuje integrovatelnost jeji druhé mocniny; omezili
jsme se na lebesgueovské t¥idy obsahujici C?-reprezentanta, operator A ndm z uve-
deného reprezentanta vyrobi funkci z C([a, f]), kterd je reprezentantem jisté tiidy
v L?((a, B)) a tuto tiidu chapeme jako obraz t¥idy, se kterou jsme proces zacinali).

Pokud néas nyni bude zajimat symetrie (¢i dokonce samoadjungovanost) naseho
operatoru na C?([a, 3]), potiebujeme si spocitat (dvakrat integrujeme per partes)

()2 = [ (@@= + bee) de
8
_ / (a@)y's' +b()yz) do - [a(w)y'=);
aﬁ
= /a ( — (a(z)2")'y + b(x)yZ) dz —[a(z)y'z — a(z)y?'];

= (y, A(2)) — la(x)y'z — a(2)y2"]5.

Symetrie operatoru A bude proto zarucena, pokud
(a) uvazujeme definiéni obor

D(4) := {y € C*([e, ]): y(a) = y(B) = 0}

To ale neni jedina moznost. Protoze se nam to bude v nasledujicim hodit, uvédo-
mme si, Ze symetrie operatoru A bude zarucena i v nasledujicich pfipadech:
(b) defini¢ni obor

D(A) = {y € C*([o, ]): y/'(a) = y/(B) = 0}
(¢) pokud a(a) = a(pB), lze bréit za definiéni obor

D(A) == {y € C*([o, B]): y(a) = y(B), ¥/ () =¥ (B)}
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(d) pokud a(a) = a(B) = 0, lze brat za definiéni obor
D(A) = C*([a, B)).
Piipadné lze uvazovat i rizné kombinace vyse uvedenych podminek.

Definice 19.1.11 (Vlastni &slo a vlastni funkce). Necht @ C RY je oteviend
mnozina, ¢ € C(2) je kladné funkce, A je linedrni operator z D(A) C L2(€2) do
L2(Q), y € D(A) je netrivialni funkce a A € R. Jestlize plati

A(y) = Aoy,

pak se ¢islo A nazyva vlastni ¢islo s vahou g operatoru A a funkce y se nazyva
vlastni funkce prislusejici vlastnimu ¢islu .

Nasledujici vysledek je zakladnim kamenem konstrukce ortogondlnich systémi
na L2(Q).

Vé&ta 19.1.12 (O vlastnich ¢islech a vlastnich funkcich symetrického operédtoru).
Necht Q C RYN je oteviend mnozina, o € C(Q) je kladnd funkce a A je linedrni
operdtor z D(A) C LZ(2) N L*(Q) do L2(Q) N L*(2), ktery je navic symetricky.
Pak vlastni funkce odpovidajici riznym vlastnim cislum jsou vzdjemné ortogondlni

v L2(Q).
Dikaz. Necht \; # A2 jsou vlastni éisla operatoru A a y; je vlastni funkce odpo-
vidajici vlastnimu ¢islu A1 a yo je vlastni funkce odpovidajici vlastnimu ¢islu As.
Pak mame (v pfedposlednim kroku vyuzivime symetrii A)
(A1 = A2) (Y1, y2) r2(0) = M(y1, ¥2) 12(0) — A2 (Y1, 92)12(0)
= (My1,¥2)12(0) — (Y1, A292) 12 (0)

=/>\1y1y20dx—/y1/\2ywdx
Q Q

= (A(y1),92)2 — (Y1, A(y2))2
= (A(11),y2)2 — (A(y1),y2)2 = 0.
O

Poznamka 19.1.13. V piipadé komplexniho prostoru LZ(Q) lze predchozi vétu
rozsifit o tvrzeni, Ze vSechna vlastni ¢isla odpovidajici symetrickému (tj. hermite-
ovskému) operatoru jsou redlnd. Mame totiz

A/Q ly|*odx = /QAy?de = (A®),y)2 = (v, Ay))2

=/y>\7ydw=/zﬂ@?dw=x/ ly|?odz.
Q Q Q

Poznamka 19.1.14. Kazdému vlastnimu d¢islu je pfifazeno nekoneéné mnoho
vlastnich funkci. To je pfedevsim zptsobeno tim, Ze diky linearité operatoru A je
libovolny redlny ndsobek vlastni funkce také vlastni funkci. V aplikacich uvedenych
nize navic uvidime, ze mohou nastat i situace, kdy je jednomu vlastnimu ¢islu
prifazen dvoudimenzionalni podprostor vlastnich funkci.
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V aplikacich nds budou zajimat jiz zminéné operatory typu A(y) = —(a(z)y’)' +
b(x)y. Pfi vhodnych okrajovych podminkéch budou mit jesté nasledujici dvé vlast-
nosti.

(i) Vlastni éisla operdtoru A jsou nezaporné, je jich spoéetné mnoho a sefadime-li
je do rostouci posloupnosti, pak mé tato posloupnost limitu rovnou nekonec¢nu.
(ii) Normalizované vlastni funkce (odpovidajici jednotlivym vlastnim ¢&isltim, p¥i-
¢emz kazdému c¢islu ptifadime takové z nich, aby jejich pocet odpovidal dimenzi
podprostoru vlastnich funkci a sou¢asné tento prostor generovaly) tvoii Gplny or-
togonalni systém.

Diikazy téchto vlastnosti v konkrétnich pripadech zalozime na hustoté funkci
z D((«, B)) (nekone¢nékrat spojité diferencovatelné funkce s kompaktnim nosi¢em
obsazenym v (a,f)) v L2(2) a na Weierstrassové aproximacni vété (o hustoté
polynomt v C([a, f]), tedy Vété 11.5.2). Tento pfistup vSak vyZzaduje omezenost
intervalu (a, ).

Piipometime, %e symetrii operatoru A ovéfujeme v prostoru L?((a, 3)) za-
timco ortogonalitu vlastnich funkei a velikost jejich normy vztahujeme k prostoru

Ly (e, B))-

Priklad 19.1.15. (i) Uvazujme prostor L?((0,1)) s pevnym [ > 0 a operator
Aly) = —" na

D(A) = {y € C*([0,1]): y(0) = y(1),y'(0) = ' (1)}

Symetrie naseho operatoru plyne pfimo z ptipadu (c) v Piikladu 19.1.10. P¥ipadna
vlastni ¢isla operatoru A spliiuji rovnici —y” = Ay, neboli " + Ay = 0. Nejprve se
zabyvejme piipadem A = 0. Zde m4 FeSeni tvar y = c1x + co a v D(A) lezi pouze
tehdy, kdyz ¢; = 0.

Zabgvejme se dale piipadem A < 0. Zde mame Feseni ve tvaru y = creVM* 4
CQe’mm. Tentokrat okrajové podminky z definice D(A) pozaduji

[AlL [AlL

c1+ co = e + coe”

[AlL [AlL

c1 — Cy = C1€ — coe
Odtud dostavame ¢; = co = 0, neboli y = 0. Proto zddné A < 0 neni vlastnim
¢islem operatoru A.
Koneéné, pro A > 0 mame feseni tvaru y = ¢; cos(v/Ax)+cy sin(v/Az). Okrajové

podminky davaji

¢1 = ¢1 cos(VAL) + ¢z sin(VAI)

o = —cp sin(VAL) + ¢ cos(VAL).
Pokud ¢; = 0 (pak musi byt ¢o # 0, aby FeSeni bylo netrividlni), prvni rovnice
déva sin(v/Ml) = 0. Pokud ¢, = 0, druhd rovnice dava sin(v/Al) = 0. Pokud
jsou oba koeficienty nenulové, prvni rovnici vynasobime ¢islem %, druhou ¢islem
é, ziskané rovnice od sebe odeéteme a dostavame opét sin(v/Al) = 0. Diky této

informaci z vy$e uvedenych rovnic jesté snadno ziskavame cos(v/Al) = 1. Nutnou
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podminkou pro splnéni okrajovych podminek je proto A = (2”7“)2 pro néjaké

n € N. Snadno se ové¥i, Ze se zdroven jednd i o podminku postacujici.
Zatim jsme zjistili, Ze vlastni ¢isla operatoru A tvori posloupnost

o (@) 6T -G

Nultému vlastnimu ¢islu odpovidaji vlastni funkce tvaru y = co. Protoze

l
13 :/ ldx =1,
0
2nm

. p ‘o . p ¢ %z 2 /
normalizaci dostavame funkci y = % Pro n-té vlastni ¢islo (T) mame odpo-
vidajici vlastni funkci tvaru

2nm . /2nm
Yy =cCp COS(TJU> + c2 s1n<T:z:).

Povsimnéme si, ze plati

s (B[ = [ o (7)o =

() () - [ ()
0
= /l %sin(mTﬂx) dx = 0.
0

Podle poslednfho vypoctu jsou funkce cos(22Tz) a sin(27%x) ortogondlni. Podle

Véty o vlastnich éislech a vlastnich funkcich symetrického operatoru (Véta 19.1.12)
jsou pro n # m ortogonalni také funkce
m . /2mm
x) +cy &n(T:z:)

2nm . /2nm 2
c1 cos(Tx> +c2 sm(Tx) a c3 cos(

a funkce
2nm . (2nm .
c1 COS(TI) + co sin (TI) a konstantni funkce.
Odtud je cos(22T) ortogonélni k funkcim 1, sin(22%)xz, cos(22%z) a sin(22Zx).

Podobné pro funkci sin(22%z). Celkové jsme dostali, ze

SR G R G MR CORTRAC O

je ortonormélni systém v L2((0,1)). Uplnost tohoto systému ovéFime pozdéji v ka-
pitole, ktera bude pfimo tomuto systému vénovana.
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(ii) Uvazujme prostor L%((0,1)) a operator A(y) = —y” na
D(A) = {y € C*([0,1)): y(0) = y(1) = 0}.

Symetrii operdtoru A zde plyne z pfipadu (a) v P¥ikladu 19.1.10. Pfi hledani
ortogonalniho systému opét Fesime diferencialni rovnici y”’ + Ay = 0 a postupujeme
velmi podobné jako vyse. Dojde vSak ke dvéma zménam. Jednak okrajové podmiky
vylouéi pfipad A = 0 (mame jen trividlni feSeni a to jako vlastni funkce neni
piipustné) a pro A > 0 dostavdme podminku

¢1 = ¢ cos(VAL) 4 ¢o sin(vV) = 0.

To je ekvivalentni podminkam ¢; =0 a sin(ﬁl) = 0. Druhé& z uvedenych podmi-

.y 2 - (12 .
nek znamena, ze A = (%) . Dostavame proto ortonormalni systém

{f2an("m))

Priklad 19.1.16 (Hermiteovy polynomy). UvaZujme vahovy prostor LZ(R) s va-
hou o(z) = e=%" a operétor Ay) = f(e’zQy’)’ na
D(A) = {y € C*(R): v,y maji nejvyse polynomialni riist na okoli nekonecna}.

Symetrie operatoru A je vidét z vypoctu

(A(y), 2)2 = / Aly)zda = — / () zde = —[y 2o~ % + / ey da
R R

R
:/ ey do = [y, — / y(e™™ ) du = / yA(z) da
R R R
= (y, A(2))2-

Déle tvrdime, Ze posloupnost {2n}52  je tvofena vlastnimi ¢&isly operatoru A a

funkce , )
Hy(z) := (=1)"e” (=)™

jsou jim odpovidajici vlastni funkce. Diky Leibnizovu pravidlu totiz méame
(e—ac2)(n+2) _ (_Qxe—x2)(n+l) — _2x(e—ac2)(n+1) _ 2(n + 1)(6—1‘2)(”)’

a proto
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Podle Véty o vlastnich ¢islech a vlastnich funkcich symetrického operatoru (Véta
19.1.12) je {H,}32, ortogonalni systém v L2(R). Snadno se nahlédne, ze kazda
funkce H,, je polynom stupné n, pfiCemz u n-té mocniny ma nenulovy koeficient.
Tyto funkce se nazyvaji Hermiteovy polynomy.

Je zndmo, ze Hermiteovy polynomy tvofi uplny ortogonalni systém (dikaz
vyzaduje techniky, jimiz dosud nejsme vybaveni). To mé za nasledek, ze vySe
uvedend posloupnost vlastnich ¢isel operatoru A obsahuje vsSechna jeho vlastni
¢isla (pokud by existovalo jesté dalsi vlastni ¢islo, odpovidala by mu netrivialni
vlastni funkce ortogonalni ke vsem Hermiteovym polynomim, coz by bylo ve sporu
s jejich uplnosti).

P¥iklad 19.1.17 (Legendreovy polynomy). Uvazujme prostor L?((—1,1)) a ope-
rator A(y) = —((1 — 2%)y’)' na

D(4) = C*([-1,1]).

Ovéreni symetrie operatoru A je opét snadné cviceni na integraci per partes, re-
spektive plyne z bodu (d) Pfikladu 19.1.10. UkaZzme, Ze posloupnost {n(n+1)}5,
je tvofena vlastnimi ¢isly operdtoru A a funkce
1 2 ny(n)
Ly (x) := (2" =1)")

T onpl

jsou jim odpovidajici vlastni funkce. Nejprve si povSimnéme, Ze plati
(2 = 1)((2® = 1)) = 2nz(2® — 1)".
Tuto rovnost (n + 1)-krat zderivujeme s vyuzitim Leibnizova pravidla

(@ = 1)((@" = 1)) 4 2(n+ Da((2® = 1)) + (n + Dn((@® — 1))
= 2na((z? — 1)) 4 2n(n+ 1) ((2? — 1)),

Ziskana rovnost se da zjednodusit na
(@ = (2 = 1)) 4 20((2® = 1)") " = n(n+ 1)((2* - 1))
Diky tomu mame

A(Ln)(x) = —((1 = 2®) L7, (x))’

- 2"1n! ((Iz - 1)((ZE2 — 1)”)(”+1))/
B 2n1m (Qx((xz — 1M 4 (22 — 1)((2? - 1)”)("+2>>
B Q:n!n(” +1)((2* = 1)™m)™

=n(n+1)L,(z).

Podle Véty o vlastnich ¢islech a vlastnich funkcich symetrického operatoru (Véta
19.1.12) je {L, }5°, ortogondlni systém v L?((—1,1)). Kazda funkce L,, je ziejmé



19.1. UPLNE ORTOGONALNI SYSTEMY 11

polynom stupné n, pfi¢éemz u n-té mocniny méa nenulovy koeficient. Tyto polynomy
se nazyvaji Legendreovy polynomy.

Zabyvejme se jesté uplnosti uvedeného systému v L?((—1,1)). Necht funkce
u € L*((—1,1)) je ortogondlni ke viem funkcim L,,. Zvolme £ > 0. Diky hus-
tote D((—1,1)) v L*((—1,1)) existuje funkce v € D((—1,1)) takova, Ze |u —
V| L2((=1,1)) < €. Na mnoziné [—1,1] pouzijme Weierstrassovu aproximacni vétu
(Véta 11.5.2) a ziskejme tak polynom P pro ktery plati max|_;j|v — P| < %
Stupen polynomu P ozna¢me m. Déle si povS§imnéme, ze

1 12
||va||§:/ |va|2dac</ —dr =%
1 -1 2

Celkové proto mame |ju— P||y < 2¢. Navic existuji redlné koeficienty ag, a1, ..., am

takové, ze
m
P=> anLy,
n=0
a proto u je ortogonalni k P. Z dosavadnich vysledki a Holderovy rovnosti dosta-
vame
[ull3 = (u,u)2 = (Pyu)2 + (u— Pyu)s = (u— Pu)s < [lu— Pllafull2 < 2e]|ull2.

Protoze ¢ > 0 bylo libovolné, dostdvame ||ul]a = 0 a uplnost systému je tim
dokézéna. Jako vedlejsi produkt také zjistujeme, Ze posloupnost {n(n + 1)}52,
obsahuje vSechna vlastni ¢isla operatoru A.

Priklad 19.1.18 (Cebysevovy polynomy). Uvazujme prostor L2((—1,1)) s vahou
o(x) = \/11_7 a operator A(y) = _(my/)/ na

D(A) = C*([-1,1]).

Ovéfeni symetrie operatoru A je opét snadné cvifeni na integraci per partes. Zde-
rivovanim se da jednoduse ovétit, Ze posloupnost {n?}2° je tvofrena vlastnimi

Cisly operatoru A a funkce
T, (z) := cos(n arccos x)

jsou jim odpovidajici vlastni funkce. Podle Véty o vlastnich ¢islech a vlastnich
funkcich symetrického operatoru (Véta 19.1.12) je {T;,}22, ortogondlni systém
v Lﬁ((—l7 1)). Funkce T}, se nazyvaji Cebysevovy polynomy. Ze se skuteéné jedné
o polynomy se da zjistit indukeci ze souc¢tového vzorce cos(a + ) + cos(a — 3) =
2 cos acos 3, nebof médme

(cost) =c
(cost) =c

T5(cost) = cos(2t) = 2 costcost — cos(0t)
(cost) = cos(3t) = 2cos(2t) cost — cost
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a obecné pro vSechnan € N, n > 2
T, (cost) = cos(nt) = 2cos((n — 1)t) cost — cos((n — 2)t).

Zaroven odtud také vidime, ze kazdy polynom 7;,, mé stupen n a nenulovy koefi-
cient u nejvyssi mocniny.

Zabyvejme se jesté uplnosti uvedeného systému v L2((—1,1)). Nechf funkce
u € L2((—1,1)) je ortogonalni ke vSem funkcim T5,. Zvolme ¢ > 0. Diky hus-
toté D((—1,1)) v L3((—1,1)) existuje funkce v € D((—1,1)) takové, Ze [ju —
vllz2((-1,1)) < &. Na mnoZziné [-1,1] pouZzijme Weierstrassovu aproximacni vétu
(Véta 11.5.2) a ziskejme tak polynom P pro ktery plati max;_; 1) |v — P| < %
Stupen polynomu P ozna¢me m. Dale si povS§imnéme, Ze

dz = £2.

v — P2 /1|vP|21dx<€2/11
L1 = A ' r L Viee

Celkové proto mame [[u — P|r2(-1,1)) < 2. Navic existuji redlné koeficienty
ag, a1, - .., Gy takové, ze

m
P= Z anT),
n=0

a proto u je ortogonalni k P. Z dosavadnich vysledki a Holderovy nerovnosti
dostavame

||U||%g((71,1)) = (w,u)2 = (P,u)rz((—1,1)) + (u = Piu)rz((-1,1)
= (u—Pou)rz-1,1) < llu—Pllrz-1ayllullz-1,1)
< 2e

lull 22 ((=1,1))-

Protoze € > 0 bylo libovolné, dostavame ||UHL§((71,1)) = 0 a Gplnost systému je tim

dokézana. Uplnost ma opét za nésledek, Ze ve vyse uvedené posloupnosti vlastnich
¢isel zadné vlastni ¢islo nechybi.

Ptiklad 19.1.19 (Laguerreovy polynomy). Uvazujme prostor L((0,00)) s vahou

—x,,/

o(x) = e™* a operator A(y) = —(re™*y’) na

D(A) = {y € C*((0,00)): ¥,y jsou omezené v pocatku

a maji nejvyse polynomidlni riist na okoli nekoneéna}.

Ovéreni symetrie operatoru A je opét snadné cviceni na integraci per partes. Uka-
zme, 7e posloupnost {n}32, je tvofena vlastnimi éisly operatoru A a funkce

Ly(z) = (=1)"e® (z"e™®)™)
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jsou jim odpovidajici vlastni funkce.

= (e L (@) = (~ )" (a(a"e )™ 4 a(ame ) ™)'

n = n+ k) z* = n+ k) aktye
=(=1) H(xkz_o(l)k( k! ) k;!+xk_1(1)k((k—1))! T)
(N (n+ ket O~ (A mE L et
=0 (kz_o(_l)k W R +m:0(_1) B—— (m+1)!>
(e n+k+ 1\ (n+ k) aktiyy
= (=0 (kz_o(_l)k(l_ ) )
- n+k) bt o\ . n+ k) z*
= (e O ) = e

= (_1)nn($neim)(n) = neian(x)'

Podle Véty o vlastnich ¢islech a vlastnich funkcich pfislusejicich symetrickému
operatoru (Véta 19.1.12) je {Ly}52, ortogonalni systém v L2((0,00)). Snadno se
nahlédne, Ze funkce L, jsou polynomy, pficemz kazdéd funkce L, je polynom n-
tého fadu s nenulovym koeficientem u nejvyssi mocniny. Nazyvaji se Laguerreovy
polynomy. Ditkaz tplnosti tohoto systému v L2((0,00)) je opét (vzhledem k neo-
mezenosti intervalu) velmi obtizny. Uplnost ma opét za nasledek, 7e ve vise uvedné
posloupnosti vlastnich ¢isel zadné vlastni ¢islo nechybi.

Poznamka 19.1.20. Pozornému ¢tenéii jisté neuniklo, Ze jsme se nezabyvali kon-
strukei @plného ortogonalniho systému na L?(Q) tfeba pro omezenou otevienou
mnozinu Q C RY, kde N > 2. Diivodem je to, ze pro dimenzi N > 2 nebude
latka téchto skript obsahovat zadné aplikace. Na druhou stranu hlubsi teorie par-
cidlnich diferencialnich rovnic i takovy vysledek poZaduje a zminény systém lze
ziskat prostfednictvim vlastnich funkci Laplaceova operatoru s nulovou okrajovou
podminkou. Tedy jako feSeni tlohy

—Au = Auv Q, u = 0 na 0f).
Vybudovani potfebné teorie je pomérné pracné, nicméné byva béznou soucasti
knih vénovanym tvodu do teorie parciilnich diferencialnich rovnic.
19.2 Abstraktni Fourierovy rady

Necht v dalsim H je Hilbertiv prostor a {®;}32, C H je ortonormalni systém.
Necht f € H a {ar};2,; C R. PoloZme

n
tn = Z akq)k.
k=1



14 KAPITOLA 19. FOURIEROVY RADY

Bude nas zajimat, s jakou pfesnosti aproximuji prvky t, pll“vek f a hlavné zda
plati t, — f v H (neboli ||t, — f|lz — 0, kde |9z = (9,9)}; a (f,9)n oznacuje
skaldrni souc¢in na Hilbertové prostoru H).

Nejprve si povéimnéme, Ze situace je jasna, pokud existuji m € N a {¢x}7, C
R tak, ze f = Y ;. c;®P). Pak jednak mame ¢, = (f,®)p pro vSechna k €
{1,...,m}, nebot

(f, @u)m = (Z ¢j®j, ‘I’k)H = (@5, ®0)m =Y ¢k = cx
=1 =1 =1

a navic pro vSechna n € {1,..., m} plati

||f7tﬂ||%—l = (fftnvfftn)H

»

NE
9
QQ
5
+

N
O
&

7

O
b@
5
+
g
Ry
o

~—

7j=1 j=n+1 j=1 j=n+1
n m
_ 2 2
= E (¢; —aj)” + E cj.
j=1 j=n+1

Zde vidime, ze nejlepsi aproximaci dostaneme, pokud ay = ¢ pro vSechna k €
{1,...,n}.

Podobny vysledek plati i pro obecné f € H.
Véta 19.2.1 (O nejlepsi aproximaci). Necht H je Hilbertiv prostor, {®x}72, C H
je ortonormding systém, f € H, {cx}32, = {(f,®r)u}i2, a {ar}7>, C R. Pro
v.sfechna n € N polozme s, :== Y p_, ;@ aty = p_, ax®Ps. Pak
@) IIf = snlla <|If — tullg pro vSechna n € N
(ii) pro pevné n € N plati || f — spllg = ||f — tulla prave tehdy, kdyz ay = cy pro
vSechna k € {1,...,n}
(iii) pro kazdé n € N plati || f — spllu = ||f — tnllm prdvé tehdy, kdyz a, = cx pro
vSechna k € N.

Diikaz. Vsechny vysledky plynou z rovnosti

I = talltr = (£ = D anoe f = Y andr)
k=1 k=1
= (D =2(£ Y wen) + (e Y adr)
k=1 k=1 k=1

= 1fI5 —2> an(f,P0)m + > Y ara;(®r, @)
k=1 k=1 j=1

n n

= fllF —2> arer + > _ai
k=1 k=1

n n

= 1£1%+D (ar —er)* =D ci.

k=1 k=1
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O

Definice 19.2.2 (Fourierova fada prvku). Necht H je Hilbertiv prostor, necht
{®r}32, C H je ortonormalni systém, f € H a {ci}32, = {(f, Pr)m}i2,. Pak

fadu
o0
E ¢, P,
k=1

nazyvame Fourierovou fadou prvku f. Cislo ¢, se nazjva k-tym Fourierovym ko-
eficientem prvku f.

Poznamka 19.2.3. Zatim nevime, zda m4 fada -, cx®x néjaky soucet v H,
¢i ¢emu se pripadny soucet rovna. Proto jsme opravnéni psat

f= Z cp P
k=1

jen ve specidlnich situacich, které jsme zminili pfed Vétou o nejlepsi aproximaci
(Véta 19.2.1). Casto v8ak budeme pottebovat struéné popsat skutecnost, ze uvazo-
vand Fourierova fada pfislusi k néjakému prvku f (byla z néj zkonstruovana jako
v pfedchozi definici). Tehdy budeme psat

o
f ~ Z CkCDk.
k=1

Priklad 19.2.4. Na prostoru L?((0,27)) jsme si zkonstruovali ortonormaln{ sys-
tém
{ L (22), —— sin(22) }
o fcosx \Fsmx fcos 7= e p
Kazdému prvku f € L?((0,27)) pak odpovida Fourierova fada (jednotlivé sé¢itance
indexujeme ponékud nestandardné, nicméné pomérné prirozené vzhledem k tvaru
vy$e uvedeného ortonormélniho systému)

f % + i (— cos(kx) + 57? sln(kx))

k=1
kde . X o )
= f(l’)ﬁd% k= ) f(z )\Fcos(k:m)d
a = " f(z )i sin(kz) dz.

0 va

Pokud multiplikativni konstantu ﬁ presuneme ze zapisu fady do definice koefi-
cientl a jesté si uvédomime, ze 1 = cos(0z), dostdvame piijemnéjsi zapis (uz se
nejedné o vyjadieni vzhledem k ortonormalnimu systému ale pouze ortogonalnimu
systému)

o = .
f~ Y + ; (ax, cos(kz) + by sin(bz)),
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kde

2T
ay == 1 f(x)cos(kz)dx  pro k€ {0,1,2,...}
T Jo
a
1 2m
by = — f(z)sin(kz) dx pro k€ {1,2,...}.
T Jo

Pokud bychom pracovali s prostorem L?((—m,)), dostali bychom opét ortonor-
malni systém

(20), = sin(22),... }
COS T S T COS| 2T Smizr), ...
NG ’

(Vo vr oo yroinn 7=

(diky 27-periodicité uvedenych funkci). Vztahy pro vypocet koeficient by se od
vztaht uvedenych vyse lisily jen v tom, Ze bychom integrovali pfes interval (—m, ).

Poznamka 19.2.5. Ortogonalni systém popsany v predchozim piikladu se pou-
ziva velice Casto. Fourierovy fady odpovidajici tomuto systému byvaji oznaceny
jako Fourierovy Tady vzhledem k trigonometrickému systému nebo struéné Fourie-
rovy Tady. Fourierovym fadam v obecném Hilbertové prostoru pfi zadaném orto-
gonalnim ¢i ortonormalnim systému se obvykle fika abstrakini Fourierovy rady.

Véta 19.2.6 (O vlastnostech abstraktnich Fourierovych fad). Necht H je Hil-
bertiv prostor, {®x}32, C H je ortonormdlni systém, f € H, f ~ > po  cx®y a
Sp 1= ZZ=1 cx @y pro vsechna n € N. Pak plati

oo
St <Iflx
k=1

o)
Yoa=I/E = lim |s,— fllz=0.

Dikaz. Zvolme n € N. Pokud v diikazu Véty o nejlepsi aproximaci (Véta 19.2.1)
polozime ay = ci, k =1,2,...,n, dostdvame

0<|If = sullZr = IF17 =D _ <.

k=1

. . o« 2z “ s i oo 2 r xs 2
Dllgoy tomu jsou vSechny ¢éstecné soucty fady » .., ¢i omezené ¢islem || f||%;, Fada
Y oreq C% konverguje a jeji soucCet je zminénym ¢islem omezeny také.

Z rovnosti || f—s, |5 = | fII3 —Y_1—, ¢; dokdzané vySe plyne druhé tvrzeni. [

Poznamka 19. 2 7. Nerovnost Zk L2 < ||fII% se nazyva Besselova nerovnost.
Rovnost Y7, ¢2 = || f||3 se nazyva Parsevalova nerovnost. Parsevalova rovnost
nemusi obecné platit. Sta¢i uvazit situaci, kdy systém {®j}%2; neni uplny a pak

vzit netrividlni prvek f € H, ktery je ortogonélni ke vsem Py.
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Dusledek 19.2.8. Necht H je Hilbertiv prostor, {®}32, C H je ortonormdlni
systém, f € H a f ~ Y poy cx®i. Pak

(i) {ex} € b2

(ii) ¢x — 0 pro k — oo

(iil) f = Y_pe, cx Py prdave tehdy, kdyz plati Parsevalova rovnost || f||3; = Y e Ci.

N&as dosavadni postup se také da obratit. Kazdé posloupnosti koeficientti z /o
muzeme prifadit Fourierovu fadu a tu se pokusit secist.

Véta 19.2.9 (Riesz—Fischerova véta). Necht H je Hilbertiv prostor, {®x 172, C H
je ortonormdlni systém a {cy}?>, € ¢5. Pak

(i) fada Zio:o% cx®y konverguje v H

(ii) ex = (32721 ¢, @) pro vSechna k € N

(i) | 3252 en®rllfr = 2205 k-

Dikaz. Prvni tvrzeni plyne z toho, ze Hilberttiv prostor je Gplny a posloupnost
{>r_1 ek®r 22, je cauchyovské, nebot pro m > n méme

m n 2 m 2 m m
HE cp Py — E qu)kH H E Ck(pkH :( E ek Py, E Ck(I)k)
H H H
k=1 k=1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
m
Z 2
Cko

k=n-+1

Druhé tvrzeni plyne ze prvniho a Cauchy—Schwarzovy nerovnosti, nebot pfi zafi-
xovaném k € N mame pro vsechna n > k

o0 n oo
‘ck a (ch(bj’q)k)hr‘ - (chq)j’q)k)H B (ch(bj’q)k>H‘
j=1 j=1 j=1
o) o0
IS ), <] 55 o, o
j=n+1 Jj=n-+1

)
—
Z‘ E Cj(I)jH n—>000
. H
Jj=n+1

Treti tvrzeni plyne z prvniho a druhého tvrzeni. O

Poznamka 19.2.10. Riesz—Fischerova véta rozsifuje nase védomosti i za situace,
kdy f ~ D72, ¢, ®y. Diky této vété ted navic vime, ze zminéna Fourierova fada
m3é vzdy souCet v H, fourierovské koeficienty souctu jsou stejné jako koeficienty
sCitané fady a pro zminény soucet plati Parsevalova rovnost.

P¥iklad 19.2.11. V piipadé trigonometrického systému na L2((—n, 7)) ma Be-
sselova nerovnost tvar

P+ D0k B < 7 mmyy
k=1
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neboli -
T
500 + ZW aj, +03) < |12y
=1
Pracujeme-li tfeba s funkci f (x) x, pak mame diky jeji lichosti

ar =0 pro vSechna k € {0,1,2,...}

a pro vSechna k € N integraci per partes dostavame

1 " 1 k T 1 T k
f/ xsin(kz)dr = — {fxw] + f/ M dx
T = . g

i . k T k
Lo (=DF (=1)*
2 (_WT —

s

2 1
)+0-= (=)

Navic

2 _ g _[xyr T
||x||L2((—7-r,71—)) —/ r¥dx = |:§:| _2€

—1T

Celkové proto mame
T~ Z 1) sin(kx)

a Besselova nerovnost zde ma tvar

9 _ 7r = 4
||x||L2((77r7r = ? kz_: 52

Brzy se dozvime, Ze plati >~ Pl % = %2. Diky tomu jsme vyse dostali Parsevalovu

rovnost, a proto

x = (—1)** L sin (k).

M8
Il )

k=1

Posledn{ rovnost viak musime chapat jako rovnost v prostoru L*((—m,7)). Z hle-
diska funk¢énich hodnot mame pouze jistotu, Ze rovnost nastava skoro vsude na
intervalu (—m, ). To plyne z pomérné hluboké Carlesonovy véty (Véta 19.4.23),
teorie Lebesgueovych prostort vybudovana v pfedchozim dile nAm pouze zarucuje,
ze
ng 2
lim (=D sin(kz) = x
l—o0 1 k

pro vhodnou vybranou podposloupnost n; — oo a pro s.v. x € (—m, 7).

Shriime si nase dosavadni poznatky o situaci pfi pevné zvoleném ortonormal-
nim systému v Hilbertové prostoru. Kazdému prvku je pfifazena posloupnost jeho
fourierovskych koeficientd a jeho Fourierova fada. Fourierova rada vSak muze byt
Fourierovou fadou vice prvkt. Jednim z téchto prvki je soucet uvedené Fourierovy
fady a jen pro tento prvek plati Parsevalova rovnost.

Nésledujici vysledek ndm ¥ika, ze ve specidlnim piipadé, kdy systém {®,,}°2 ;
je uplny, zadna Fourierova fada nemtize byt Fourierovou fadou vice nez jednoho
prvku.
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Vé&ta 19.2.12 (O charakterizaci tplnych systému). Necht H je Hilbertiv prostor
a {®r}2, C H je ortonormdlni systém. Pak ndsledujict vjroky jsou ekvivalentni.
(i) Systém {P@y}72, je dplny
(i) pro vSechna f € H plat{

fNZCk@k = f:ZCk(I)k
k=1 k=1

(iii) pro vsechna f € H plati Parsevalova rovnost
(iv) mnozina vech prvki, které vzniknou jako linedrni kombinace koneéné mnoha
proki systému {12, je hustd v H.

Diikaz. Nejprve dokazme ,,(i)=>(ii)“. Necht f € H a f ~ > 2, cx®;. Oznaéme
g :=> pey ckPy. Podle Riesz—Fischerovy véty (Véta 19.2.9) pak mame pro viechna
keN

O=cr—ce=(f, ) — (9, Px)m = (f — 9, P) 1.

Protoze systém {®;}%°, je tplny, dostdvame f — g = 0.

Ukazme, ze ,,(iii)= (). Jestlize (f,®;) = 0 pro v8echna k € N, pak mame
f ~ > 4o, 0@ a z Parsevalovy rovnosti dostavame | f||? = 0, ¢im# jsme ovéiili
uplnost systému {®;}7° ;.

Podle Véty o vlastnostech abstraktnich Fourierovych fad (Véta 19.2.6) mame
(i) = (iii)“.

Ukézali jsme tedy ,,(i)<(ii)<(iii)“.

Nyni si povSimnéme, Ze zfejmé plati ,(ii)=-(iv)“. Ukazme jesté ,(iv)=(i1)“.
Necht f € H a f ~ > ;2 cx®y. Diky (iv) ke kazdému £ > 0 existuje ng € N a
{ar}il, tak, ze

no
- ® H <e.
Hf ;ak B, <€

Véta o nejlepsi aproximaci (Véta 19.2.1) pak zarucuje, ze || f — > _, cx®illm <
pro vechna n > ng, a odtud f =Y, ¢, Py.

Dusledek 19.2.13. Kazdy Hilbertiv prostor, ve kterém existuje uplny ortonor-
malni systém, je separabilni.

Dikaz. Jako spocetnou hustou podmnozinu stac¢i vzit mnozinu vSech prvki, které
vzniknou jako linearni kombinace s racionalnimi koeficienty kone¢né mnoha prvka
systému {®@j}7° ;. O

Plati vsak i obracené tvrzeni.

Véta 19.2.14 (O existenci uplného systému v separabilnim Hilbertové prostoru).
V kazdém separabilnim Hilbertové prostoru ezistuje uplny ortonormdlni systém.

Diikaz. Budeme rozliSovat dva pripady. Nejprve necht H je Hilbertiv prostor ko-
necné dimenze. Pak staci vzit libovolnou ortonormalni bazi.

Nyni necht H m4 nekone¢nou dimenzi. Diky predpokladané separabilité v ném
existuje spoetnd hustd podmnozina. Sefadme jeji prvky do posloupnosti {x; }?0:1
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Pozadovany systém budeme nyni konstruovat za pomoci Gram—Schmidtova orto-
gonaliza¢niho procesu. Nejprve polozme ®; := “3:%, kde j; € N je nejmensi
index takovy, Ze x;, je netrivialni.

Déle vezméme j, € N jako nejmensi index takovy, ze ®; a x;, jsou linedrné

nezavislé. Polozme

Y2
Yo 1= l’j2 — ({Ejz,q)l)HcI)l a (I)Q =
lly2ll
Pokracujeme indukci, kde po ziskani prvkia ®1,®Ps,..., P, nejprve najdeme nej-
mensi index j,41 € N takovy, ze z;, ., ¢ span{®1,...,®,}, a pak polozime
- y
+1
41 1= T — Tjoi1s @)D, a Qg = ——.
Yn+ In+1 Z( Jnt1 ]) J n+ Hyn+1||H

i=1
Povsimnéme si, Zze pro vSechna n € N plati
span{zi,...,x,} C span{z1,...,x;, } = span{®4,..., D, }.

Tato vlastnost spolu s posledni ¢asti Véty o charakterizaci aplnych systémi (Véta
19.2.12) zarucuje, Ze ziskany ortonormalni systém je skuteéné tplny. O

Priiklad 19.2.15. Na zacatku kapitoly se nam podafilo zkonstruovat aplny orto-
normalni systém na prostoru ¢5. Proto je tento prostor separabilni.

Definice 19.2.16 (Izometrie, izometrické prostory). Necht (Py, 01), (P2, 02) jsou
metrické prostory a I: P, — P, je zobrazeni. Rekneme, ze I je izometrie, jestlize
pro vSechna x,y € P, plati

02(1(x), 1(y)) = o1(x, y).

Déle fekneme, Ze prostory (Py, 01), (P2, 02) jsou izometrickeé, jestlize existuje izo-
metrie zobrazujici P, na Ps.

Poznamka 19.2.17. (i) Podminka z definice izometrie implikuje, Ze defini¢ni obor
I je celé Py a I je prosté.

(ii) Pokud I je izometrie zobrazujici P; na P, pak 1! je izometrie zobrazujici P,
na P.

Véta 19.2.18 (O vztahu separabilnich Hilbertovych prostort a ¢2). KaZdy neko-
necné dimenziondlni separabilni Hilbertiuv prostor je izometricky s {.

Diikaz. 'V separabilnim Hilbertové prostoru H existuje iplny ortonormalni systém.
Necht I je zobrazeni, které kazdému prvku f € H prifadi posloupnost jeho fourie-
rovskych koeficientt {cy }32; vici uvedenému systému. Jiz vime, ze I je definované
na celém H, zobrazuje H na {» (kazda Fourierova fada spliujici > -, ci < oo
konverguje v H) a plati Parsevalova rovnost

oo

IF17 = e = Hen)ialles = 1 (F)lea-

k=1
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Ted uz si stac¢i jen uvédomit, Ze linearita skaldrniho souéinu v prvni proménné
implikuje linearitu zobrazeni I, a proto pro libovolna f,g € H mame

() = I(@llex = I (f = 9)lles = IL.f = gl
O

Nyni se budeme zabyvat takzvanymi ortogondlnimsi projekcems: Hilbertova pro-
storu H na jeho podprostor M. Ukazme si, o co se bude jednat, na jednoduchém
pfipadu Hilbertova prostoru H s uplnym ortonormalnim systémem {®;}?°, a
M := span{®y,...,P,}, kde n € N je néjaké pevné ¢islo (jednoduchost tohoto
pripadu spoéiva zejména v tom, Ze podprostor M mé koneénou dimenzi).

Definujme zde projekci P: H — M tak, ze kazdému prvku f = > 77 ¢, Py
piifadime P(f) = Y ;_; cx®j. Pak definiénim oborem P je celé H, oborem hodnot
je M aplati Po P = P. Dale diky Parsevalové rovnosti plati analogie Pythagorovy
vety

A==+ > @&=IPOlIu+If—PAHlx
k= k=1 k=n+1

z=P(f) — (f —2,y)g =0 pro vSechna y € M.

Bude nas zajimat, zda podobné vysledky plati i pro podprostory nekonecné di-
menze. Pozitivni vysledky ziskdme pro uzaviené podprostory (podprostory, které
jsou zarovein uzaviené mnoziny).

P¥iklad 19.2.19. (i) Necht Q C RY je neprazdné oteviend mnozina, ktera spliiuje
AN () < 0o. Definujme mnozinu

f€L2 /fdx—()

Pak M je zfejmé podprostor L?(Q2). Navic pokud {f,}5°, C M a f, — f v L?(2),
pak z Holderovy nerovnosti dostavame

/fd:c‘<‘/f fndm‘—i—/fndx ‘/f fnda;‘</|f ol da

n—)oo

<|If = fallee@ I 22—

Proto f € M. Nasledné M je uzavieny. Rozmyslete si, ze podprostor M je neko-
ne¢nédimenzionalni.
(ii) Definujme

M = {{xn}zozl € {y: existuje ng € N takové, ze x,, = 0 pro vSechna n > no}.

Pak M je zfejmé podprostor. Tento podprostor neni uzavieny, nebot posloupnost
jeho prvki

{1507"'}’ {1727 "}7 {17%7;)70 } {17%7%7i70""}7

konverguje v {2 k prvku {1}22, € £, \ M.



22 KAPITOLA 19. FOURIEROVY RADY

V obecném piipadé ortogonalni projekci zavedeme tak, ze k zadanému f € H
nalezeneme nejblizsi prvek podprostoru M.

Vé&ta 19.2.20 (O ortogondlni projekci). Necht H je Hilbertiv prostor a M je jeho
uzavieny podprostor. Pak pro kazdé f € H existuje pravé jeden prvek fyr € M
takovy, Ze
— = inf ||f — .
If = fmllu ylélMHf ylla

Na H definujme zobrazeni P: H — M predpisem P(f) = fur. Pak plati
(i) P(H) =M

(i) PoP =P

(iii) pro kazdé z € M plati

z=P(f) <= (f—z9)g =0 provsechnay e M

() 13 = 1PHIlE +1If = PHIF pro vsechna f € H.

Diikaz. Krok 1: Konstrukce prvku fj;.
Zafixujme f € H. Z definice infima je moZné zkonstruovat posloupnost {y,}52,; C
M takovou, zZe
— .

£ = gl "2 1= inf I =yl
Ukazme, Ze posloupnost {y,}52; je cauchyovskd. Zafixujme ¢ € (0,1). Protoze
lf — ynllzr — I, lze nalézt ng € N tak velké, ze || f — yn|lg < (14 €)I pro vSechna
n > ng. Zvolme n > ng a p € N. Pak mame

2

Yn + Yn+
2015 = ynlldr + If =yl — 4|7 = 2|

= A £ 1% + 2lynllF + 2lynsplF — 40F, yn) i — 4(F Ynyp)
— 4 £ = lyn + Ynsollzr +40F, Yn + Ynsp)

= 2[lynllF + 20lyntpllzr = lun + Ynsollir

= lynllzr + 1Yn+pllr — 2(Yn: Ynsp) o

= |Yntp — Unllr-

Protoze M je podprostor, plati W# € M a z predeslé rovnosti dostavame

Yn + Ynip ||?
lmtn = ynlEr = 2008 = yally + 17 = wossllfr) — 4 £ = L2222

<2((1+e)%I% 4 (1 +€)%1?) — 417 = (8¢ 4 4¢*)I?
< 127%.
Proto je posloupnost {1, } cauchyovska. Uplnost H pak zarucuje existenci fy; € H

takového, ze y, — fas. Protoze M je uzaviend mnozina, mame fj; € M. Protoze

norma je spojité, plati || f — fur||n = minyenr ||f — yllu-
Krok 2: ortogonalita f — fys a y proy € M.
Zafixujme libovolné y € M. Definujme funkci

e(t) = If = (Fur +ty)llir = I1f = FaellF + 2 lyllE — 26(f = fars)-
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Pak vlastnost ||f — far||g = mingenr || f — y|| g implikuje
0=¢'(0) = =2(f = far, v)-

Odtud (f — far, ) = 0.

Krok 3: jednoznacnost fas. _
Necht prvek fa; € M také spliuje far = mingens || f—ylla. Pak far—fur € M apro
prvek fus lze pouzit argumenty druhého kroku k ziskani vlastnosti (f— Fars y)=0
pro vSechna y € M. Nasledné mame

I far = el = (far — f+ f = Fars far — Fan)m
= (far = f. far — Far)m + (F = fars far — far)ir = 0+ 0 = 0.

Krok 4: dtkaz zbylych tvrzeni.
Pfipomenme, Ze jsme jiz dokazali existenci a jednoznacnost prvku fp;. Tim je také
dobie definovano zobrazeni P. Protoze kazdy prvek mnoziny M se zobrazi sam na
sebe, okamzité dostavame vlastnosti (i) a (ii).

Ve druhém kroku jsme jiz dokdzali implikaci ,=* z vlastnosti (iii). Odtud plyne
vlastnost (iv), nebot

1A NE = 1f = far + Sacllly = 1 Faalee + 1 = faallr = 2(f = fars fra)m
= faellf + 1 = faellFre
Dokazme jesté implikaci ,<=* z vlastnosti (iii). Necht z € M a plati (f —z,u) =0
pro vSechna u € M. Pak pro vSechna y € M mame (vyuZijeme, ze u:= z—y € M)
If=ult =11f—2+z=ylt = If —21H + 2 =yl +2(f — 2,2 = y)u
=f —2l% + = —ylE > 1f = 2%

Odtud ||f — z||% = mingen ||f — yl|% a podle tfetiho kroku méme z = fp;. Tim
je dikaz dokoncen. O

19.3 Fourierovy fady odpovidajici trigonometric-
kému systému

Podle ptedchoziho textu vime, Ze pokud a € R, [ > 0 a f € L?((a, a+l1)), pak funkci
f muzeme prifadit jeji Fourierovu fadu odpovidajici trigonometrickému systému

{1, cos(?ax) , sin(27ﬂ-x) , cos(%x) , sin<477rx), . }

(zabyvali jsme se jen pfipadem a = 0, nicméné nase drobné zobecnéni je opravnéné
diky I-periodi¢nosti funkci z trigonometrického systému). V zdjmu lepsi ¢itelnosti
nebudeme tento systém normalizovat (multiplikativni konstanty se projevi ve vzor-
cich pro koeficienty). Mame tedy

[~ % + ki_o:l (ak cos(@z) + by Sin(%TWfE)),
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kde -
2 [ 2
ay == 7/ f(m)cos(?x) dz. proke{0,1,2,...}

) a+l 2%
by = 7/ f(:z:)sm(TWx) dx pro k€ {1,2,...}.

Vztah funkce f a jeji Fourierovy fady je silné ovliviiovan piipadnou uplnosti or-
togonalniho systému, vii¢i némuz jsme Fourierovu fadu zkonstruovali. Nasledujici
vysledek si dokazeme v technické pasazi na konci kapitoly.

Véta 19.3.1 (O tplnosti trigonometrického systému). Nechf a € R al > 0. Pak
trigonometricky systém odpovidagjici periodé | je uiplng na L*((a,a +1)).

Diky tomuto vysledku plati

f:@+ S ag cos %igc + by, sin %—Wz (rovnost prvkii na L*((a,a +1)))
2z:1<k(z>k(1>)

a odtud
> 2k 2k
f= %0 4 Z (ak Cos(ix> + by, sin(—ﬂx>> skoro vSude na (a,a + 1)
2 — l l

(nicméné tento vysledek plyne az z Carlesonovy véty 19.4.23 uvedené nize, kon-
vergence na Lz((a, a + 1)) zaru¢uje pouze konvergenci skoro viude pouze pro pod-
posloupnost ¢asteénych souct).
dfeni vektoru pomoci baze z linedrni algebry) a navic byly pomérné snadno ziskané.
Pripomeneme-li si vSak nasi aplikaci na rovnici vedeni tepla, pak se ukazuje, Ze
tyto vysledky nejsou dostatecéné silné, nebot nezaruc¢uji bodovou konvergenci ve
vSech bodech intervalu (a,a + 1) ¢i dokonce stejnomérnou konvergenci derivované
fady, kterda by ndm umoznila prohazovani sumy a derivace.

Pravé otazce bodové a stejnomérné konvergence Fourierovy fady se zde budeme
vénovat. Nejprve vsak jesté uvedme nékolik pozndmek ke koeficienttm {a;}7°, a

{br 37y
19.3.1 Vlastnosti Fourierovych koeficientu

Predné si povsimnéme, Ze tvar trigonometrického systému je ovlivnén pouze volbou
1, ale hodnoty koeficientli zavisi také na volbé a. Mame-li totiz tfeba f(z) = z na
R a l = 27 pak v pfipadé a = 0 plati

1 [ 1 (2m)?
aozf/ xdm:f(ﬁ) = 2m,
T Jo ™ 2

1 ™
aozf/ xdx = 0.
™ —T

ale pro a = —m mame
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Na druhou stranu, méa-li funkce f periodu délky [, miZeme pii vypoctu hodnoty
koeficientu integrovat pres libovolny interval délky I a vzdy dostaneme spravnou
hodnotu koeficientu. Toho se d& vyuzit tfeba v pripadech, kdy f je navic suda
nebo licha, ke snadnému ziskani informace, ze nékteré koeficienty jsou nulové.

Priklad 19.3.2. Rozviiime funkci ¢* do kosinové fady na (0,1). Pozadovaného
vysledku ziejmé dosdhneme, pokud budeme rozvijet funkci (zadanou funkci sudé
rozsifujeme) f(z) = el*l na intervalu (—1,1). Pak mame

EILINN S -
e 5 + ; (ak cos(km) + by 51n(k7r)),

kde diky sudosti
by =0 pro vsechna k € N

a pro k € NU {0}

! b (k) 1 1+ik
-9 € . —9 ikm)x —9 ikm 1
ag /0 e’ cos(kmx) dx Re(/o e da:) Re(l gy (e ))
2 . . _ 2(e(=D)* 1)
- Re((l — ih) (e(cos(km) + isin(km) — 1)) = =55

Celkové
-1
-1+ Z 1 mn k2 5 (=) —1) cos(km) na L%((0,1)).
Poznamka 19.3.3. Pov§imnéte si, Zze v pfedchozim piikladu jsme trikem s pie-
chodem k sudé funkeci sice odstranili sinové ¢leny, ale zaplatili jsme za to nahraze-

nim intervalu (0, 1) intervalem (—1,1). Kdybychom tento krok neucinili, pracovali
bychom s ortogonalnim systémem

{1, cos(2mx), sin(27x), cos(4rz), sin(4rx),. .. }.
N4&s pristup pracuje s funkcemi
{1, cos(mx), cos(2mz), cos(3nx), cos(4dnx), ... },

kde se uz sice nevyskytuje funkce sinus, ale zase nam oproti ptivodnimu systému
pribyly nové funkce cos(mx), cos(3wx), atd.

Parsevalova rovnost

171 aasy = (%) 11 sy +ZakHcos(2'§”w)\

+ Z biHsin(wa)‘
2;

L)

2

L2((a,a+1))

L2((a,a+1))
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za kterou vdééime Vété o tGplnosti trigonometrického systému (Véta 19.3.1), ndm
nabizi novou metodu s¢itani ¢iselnych tad.

Priklad 19.3.4. Na intervalu (—m, ) pfitadme Fourierovu fadu funkci signum.
Diky jeji lichosti plati a; = 0 pro vSechna k& € N U {0}. Déle pro vSechna k € N
mame

b = 2 /07T sin(kx) da = %[ cos(kz)|g 2 —(1—(=1)").

T " kn
Proto
. o~ 2 ko -4 2
signz = Z H(l— (=1)")sin(kx) = Z Gntr sin((2n+1)x) na L°(—m, 7).
k=1 n=0

Dale méame

I siganQLg((_ﬂﬂr)) = 2/ ldx =2«
0

T

[ sin(kx)| 72—y = / sin(kz) da = 7.

—T

Proto zde mé Parsevalova rovnost podobu

oo
. 4 2
2m = ||Slgn$||2L2((—7r,w)) Zb | sin(kx) ||L2 —mm) = 2(7(2n+ 1)7T) .
n=0

2

Odtud 3777 07 2n+1)2 =%

Nékdy je vyhodné nahradit ve Fourierove fadé funkce sinus a kosinus komplex-
nimi exponencidlami. Pokud totiz polozime

ag ay — ibg ay + iby
o= — cp = — a C_fpi= ————
0 9 ) k 9 k 9
pro vSechna k € N, pak diky rovnosti
cpe T 4 e_pe T =

ap — ibg, 2km . (2km ar + by, 2km . (2km
—_— (cos(—x) +1 sm(—x)) + — (cos(—as) —1 s1n<—x>)
2 l l 2 l l
2km ./ 2km
= ag cos(Tx) + by s1n<Tx)
dostavame

= 2k 2k 2k
% + kz::l (ak cos(%x) + b sin(%x)) = Z cke‘%gj.

Soucet nekonecné fady je zde chapan jako

oo n
j2km . s 2k
E ce' T T = lim E cpe T ",
n—oo
k=—n

k=—o0
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vvvvv

=7 / e (cos (7 ) —isin () o = 7 / " e

. j2km 0 . v v/ .
Funkce cos(%T”x), sm(%%x) a €T * jsou pro vSechna pripustnd k € Z ome-

zené. Diky tomu déavaji formule pro koeficienty ay, by a ¢ dobie definovana ko-
neén4 ¢isla nejen pro funkce z nami dosud pouzivaného prostoru L?((a,a+1)), ale
dokonce pro funkce z $irstho prostoru L!((a,a + 1)) (za vnoteni L?((a,a + 1)) C
L'((a,a+1)) vdé¢ime omezenosti intervalu (a, a+1)). Proto byva zvykem budovat
teorii bodového chovani Fourierovych fad v prostoru L!((a,a +1)).

V dalsim vykladu budeme Fourierovu fadu pfifazenou funkci f € L'((a,a+1))
(prostfednictvim vypoctenych koeficienttt) znacit

Fr(x) := % + ki_o:l (ak cos(%Tﬂx) + by sin(%Tﬁx))

se standardni konvenci, ze v bodech, kde Fy(x) konverguje, znak Fy(x) také za-
stupuje hodnotu souctu fady. Dale n-ty ¢asteény soucet Fourierovy fady v bodé
z € R bude Fy,(x).

Zapis
fz) = % +§ (ak cos(%Tﬂx) + by sin<2kT7Tx)>

tentokrat bude pfi zadaném z € [a,a + [] znamenat, %e fada napravo konverguje
v bodé x a navic se v tomto bodé soucet fady rovné funkéni hodnoté funkce f (pies-
néji funkéni hodnoté upfesnéného reprezentanta uvazované Lebesgueovy t¥idy).

Poznamka 19.3.5. Necht {ar}32,, {bx}72; C R,a € R, I > 0an € N. Pak
funkce

ag ~ 2km ./ 2km

7 2 (aweos(Tw) + usin(S) )

se nazyva trigonometricky polynom. Funkce

% + ki:l (ak Cos(%Tﬂx) + by, sin(QkTﬂx))

se nazyva trigonometrickd rada a o Fourierové fadé hovoiime az tehdy, kdyz po-
sloupnosti {ax}2,, {br}re, jsou tvoreny Fourierovymi koeficienty piislusejicimi
néjaké funkei f € L1((a,a +1)).

Fourierovy koeficienty jsou pro funkci z L'((a,a + 1)) nejen dobie definované,
ale dokonce musi mit pravé tvar uvedeny v jejich definici, mé-li mit Fourierova
fada rozumné aproximacni vlastnosti.



28 KAPITOLA 19. FOURIEROVY RADY

Vé&ta 19.3.6 (O jednoznacnosti Fourerovych koeficientil). Necht a € R, I > 0,
{ar}py CR a {Br}e, C R. Jestlize

= 2k 2k
O;O—&-;(akcos(lﬂ-x) +ﬂksin(Tﬁx)) = f na [a,a +1],
pak posloupnosti Fourierovych koeficientiu funkce f jsou totoiné s posloupnostmi

{on )y a {Br}, (presnéji ag = ag, ou = ai a By = by pro viechna k € N).

Dikaz. Z predpokladii plyne

(O;O + iak cos(%Tﬁx) + Bk sin<2];ﬂx)> Cos(2777rx> = f(x) cos<2m7T

’)

na [a,a + l]. Odtud pro libovolné m € N diky ortogonalité trigonometrického
systému mame
Wx) dz

am = ?/GH f(x) cos(

L a5 Sen(5) s () ()

i ? /a+l (% + Zn: ag cos(%Tﬂa:) + B sin(%Tﬁx» COS<277lz7rx) "
¢ k=1

2 a+l 2
= - / Ay, COSQ($$> dx
a

2m
l

|
3
I

2 1
= 7am§ = Oy
Podobné pro ag a sinové koeficienty. O

Pro funkce z L?((a,a + 1)) platilo, Ze ar — 0 a by — 0 pro k — oo. Podobny
vysledek si ukédzeme i pro funkce z L' ((a,a +1)).

Véta 19.3.7 (Riemann-Lebesgueovo lemma). Nechta € R,1>0a f € L'((a,a+
1)). Pak

a-+l a-+l
/ f(z) Cos(%TWx) dz "= 0 a / f(z) sin(%Tﬂx) dz "2 0.

Specidlne a, — 0 a by, — 0 pro k — oo.

Diikaz. Diky hustoté funkei z D((a,a + 1)) v L'((a,a + 1)) mtzeme zkonstruovat
posloupnost funkei {f,,}22, C D((a,a + 1)) takovou, ze f, — f v L'((a,a +1)).
Navic podle Dusledku Véty o vlastnostech abstraktnich Fourierovych fad (Disle-
dek 19.2.8) vime, Ze pro kazdou funkci z L?((a,a + 1)) D D((a,a + 1)) konverguji
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jeji Fourierovy koeficienty k nule. K zadanému ¢ > 0 proto existuje ng € N tak, ze
If = frollLt ((a,a+1)) < € a existuje ko € N tak, Ze

a-+l
2k
/ fno () cos(%x) dx‘ <e pro vSechna k > k.

Pak pro vsechna k > kg méme

/a+lf(x) cos(%Tﬂx> dx‘

/aa-H(f(x) — fno(2)) cos(ngﬂx) dx‘ +

<

/a+l Sno () cos(%Tﬂx) dx’

a+l
S/ |f(z) = fno(z)|da + & < 2e.

Analogicky dostaneme vysledek pro funkci sinus. O

Pfipomenme, ze z chovani Fourierovych koeficient umime poznat, kdy soucet
Fourierovy fady patii do L?((a,a+1)) (to je diky Parsevalové rovnosti ekvivalentni
podmince Y~ (af 4 b7) < 00). Zde si ukdzeme, ze chovani jistych ¢iselngch fad
konstruovanych z Fourierovych koeficientti tizce souvisi s hladkosti funkce f.

Definice 19.3.8 (Po ¢astech spojitd funkce). Necht [a,b] C R. O funkci f: R - R
fikdme, Ze je po cdstech spojitd na [a,b], jestlize existuje koneény pocet bodl a =
agp < a1 < --- < apy = b takovych, ze f € C((a;j-1,a;)) pro kazdé j € {1,...,m}
a v bodech ag,...,a;, ma [ vlastni jednostranné limity (v bodech ag a a,, staci
7z vnitini strany intervalu (a, b)).

Poznamka 19.3.9. (i) V délicich bodech ay, ..., a,, funkce f nemusi byt defino-
vana.

(ii) Po ¢astech spojitd funkce je omezend a lebesgueovsky integrovatelna.

(iii) Nase definice po ¢astech Cl-funkce z teorie kiivkového integralu je ekviva-
lentni tomu, Ze f je spojitd a f’ je po ¢astech spojita.

(iv) Pokud je funkce po ¢astech C?, ziejmé jsou f a f’ po ¢astech spojité. Obracena
implikace neplati, sta¢i uvazit funkci signum.

Véta 19.3.10 (O vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koeficientit).
Nechta € R, 1 >0 an € NU{0}.

(i) Necht f € C™(R), f je l-periodickd, f*1) existuje v intervalu (a,a+1) aZ na
koneéné mnoho bodi a je po édstech spojitd na [a,a + 1]. Pak

Zk"(|ak| + |bk]) < o0.
k=1

Ddle Fy,, = f na |a,a+1], fadu Fy lze aZ n-krdt deriwovat ¢len po célenu, vysledné
fady konverguji stejnomérné na [a,a + l] k odpovidajicim derivacim funkce f a
jsou jejich Fourierovymi tadams.
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(ii) Jestlize n € NU {0} splriuje > o, k™(lax| + |b]) < oo, pak trigonometrickd
rada odpovidagici koeficientum ay, by konverguje stejnomeérné na R, soucet je -
periodickd C™([a,a + l])-funkce, Tadu lze aZ n-krdt derivovat élen po clenu a vy-
sledné tady konverguji stejnomérnée na R k odpovidajicim derivacim souctu Tady a
jsou jejich Fourierovymi Tadami.

Dikaz. Dokazme konvergenci fady uvedené v prvnim tvrzeni. Nejprve necht n = 0.
Necht @ = ag < a1 < -+ < a, = a + 1 jsou tak zvolené body, ze [’ je spojita
a omezend na kazdém intervalu (a;_1,a;), kde j € {1,...,m}. Pak pro vSechna
k € N diky spojitosti a [-periodicité funkce f méame

ay = ?/GH (:c)cos<%T7Tx) dz = % A f(zx) cos(QkTﬂm> dx
a e
-1yl % wCEL L G

o ) ZH 2/4:7?1/ f'(w)sin 75”) dz

:_%7/ f Sln )d.’l’; Z_%bk

b = / f(z)sin —x) dx = 7 Z 81n(%T7Tm) dz

Il
|
~| N
r
Z“
[\
??‘N
(@}
o
0
/
‘N)
o~
3
8
v
&Q
kh
(')
o
0
/
‘l\')
o~
3
8
N——
Q.
8

= _ {f(x)icos(%%x :+l 2k7rl/ f'(x) cos —x) dx

- 2k7rl/ f'(@)cos 7“””) dz = 21mak

.....

kosinovy Fouriertv koeﬁc1ent funkce f'. Zéroven lze ziskané vysledky mterpretovat
jako

l _ ~
lak| + |bx| = %(ml + [bk])-

Dale protoze f’ je po ¢astech spojitéd, je omezend, a proto f’ € L?((a,a +1)).
Diky tomu nam Youngova nerovnost dava

= I 1 Il /11 1 ~
_ - )< — 1+ (7 2)
> (x| + bx]) = o E ’ (|ax] + [bx]) ,%E <2k2+2(|ak|+|bk|)
k=1 k=1 k=1
I /11 ~
S% E <2k2+ak+bk) < 0.

>
Il
—
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Pokud n € N, postupujeme analogicky. Dostaneme rovnost

l

n+1 _ ~
5=) (] + e,

lak| + |bg| = (

kde Ek,gk jsou Fourierovy koeficienty funkce f("*+1). Odtud podobné jako vyse

ik”(|ak| + |bi]) = (%)HH i %(‘ak‘ + |bi|)
k=1 k=1
< ()" (it + e+ )
k=1
() S () <

Nyni se zabyvejme otazkou derivovani Fourierovy fady ¢len po ¢lenu. Predné
si povSimnéme, Ze plati

;‘ak cos(%Tﬂa:) + by sin(%%m)‘ < I;(|ak| + bk )

I
—

Odtud je vidét, ze predpoklad > 7, k" (|ak| + |bx|) < co zarucuje, Ze na funkéni
fady ziskané z ptvodni fady nula-ndsobnym az n-nasobnym zderivovanim c¢len
po ¢lenu lze aplikovat Weierstrassovo kritérium (pro stejnomérnou konvergenci;
Véta 14.2.2). Nésledné z Véty o vztahu stejnomérné konvergence a derivace (Véta
14.3.15) dostavame, ze soucty zminénych fad ziskanych derivaci ¢len po ¢lenu jsou
derivace sou¢tu puvodni Fourierovy fady.

K dokonceni dikazu potfebujeme jesté ukéazat, ze za uvedenych piredpokladii
Fourierova fada stejnomérné konverguje k funkci f. Na jednu stranu mame f €
L?*((a,a+1)), a proto podle abstraktni teorie ¢4stetné soucty Fourierovy fady F¥,,
splnuji

Frn—f v I*(a,a+1)).

Na druhou stranu, z vysledkt uvedenych vyse plyne, Ze existuje g € C([a,a + ])
takovd, ze Fy, = g na [a,a + []. Odtud plyne Fy,, — g v L*((a,a + 1)), a
proto f = g skoro vSude na [a,a + []. ProtoZze obé funkce jsou spojité, museji se
rovnat vSude (pokud by se v néjakém bodé nerovnaly, na jistém okoli by byl rozdil
funkénich hodnot alespoii poloviéni a pak by norma || f — g||2 nemohla byt nulova).
Cast (ii) plyne z toho, co bylo dokizéno vyse. O
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19.3.2 Bodové chovani Fourierovych fad

Nyni se budeme zabyvat bodovou a stejnomérnou konvergenci Fourierovy fady
pifslusejici zadané funkci f € L'((a,a + 1)). Protoze Fourierova fada je vidy I-
periodicka, je prirozené uvazovat také [-periodickou funkci f.

V dtkazu dalsich hlubsgich vysledkt pro nas bude vyhodné pracovat s nasledu-
jici reprezentaci Fourierovy fady, kterou je pfirozené odvozovat od exponencialniho
zapisu.

Véta 19.3.11 (O integralnim zapisu Fourierovy fady). Nechta € R, 1 > 0, f €
L'((a,a+1)), f je l-periodickd a n € N. Pak pro n-ty édstecny soucet Fourierovy
rady plati

Frn( / D, (x —t)f(t)dt na R,
kde
D 2”l+1 pro z=ml,m € Z
)= aamCEmebe)
l sin(4F 2)
Dikaz. Plati
= j2ET g . 1 ott —1%—’% 22T g
Frafe)= 32 e = 37 (7 [ fera)e™
k=—n k=—n a
a+l n 1 . .
= ) ] g
a k=—n

Zbyva dokazat, ze

Pokud z = ml, kde m € Z, pak plati 2k”z = 2kmm, a odtud

n

i2ba "1 2n+1
> o= 3 g=

szn —

Ve zbyvajicich pripadech dostavame ze vzorce sin acos 8 = %(sin(a +8) —sin(8 —
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= ;k;n (51n((2k —; 1>7Tz) — sin((Zk ; 1>7Tz))
_ %Sm((Qn—; 1)7rz) B % (—(2nl+ 1)7rz>
2

coz jsme chtéli ukéazat. O

Poznamka 19.3.12. Funkce D, z piedchozi véty se nazyvéa Dirichletovo jadro
(piislusejici periodé 7).

Lemma 19.3.13 (O vlastnostech Dirichletova jadra). Necht a € R al > 0.
(i) Dirichletovo jadro je sudé, nekoneéné hladké, l-periodické a

a+l1
/ Do(2)dz = 1.

(i) Jestlize h € L*((a,a +1)), pak

/a+l h(z) sim(277T (n + %)z) dz "= 0.

Dikaz. Prvni tii vlastnosti z prvni ¢asti véty jsou zfejmé. Dokazme ¢tvrtou vlast-
nost. Zvolme n € N a polozme f = 1. Diky ortogonalité trigonometrického systému
pak mame
aO 1 a+l
an(x):Ff(x):—:f/ lde=1 naR.
’ 2 lJ,
Na druhou stranu z Véty o integradlnim zapisu Fourierovy fady (Véta 19.3.11)
dostavame

a+l1 a-+l1 a+l1
Frn@ = [ Du(-tidt= [ Du(-de= [ Dap)an
Odtud plyne ¢tvrta vlastnost.
Dokazme druhou ¢ast véty. Mame

2nm

h(z) sin(zTﬂ- (n + %)z) = h(z) cos(%z) sin<2nT7Tz) + h(z) sin(%z) cos(Tz).
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Piedpoklad h € L'((a,a + 1)) navic dava

h(z) cos(%z),h(z) sm(l ) € L'((a,a +1)).

Proto dokazovany vysledek plyne z Riemann—Lebesgueova lemmatu (Véta 19.3.7).
O

Dalsim zajimavym jevem je skutecnost, ze soucet Fourierovy fady v bodé x € R
je ovliviiovan chovanim funkce f pouze na malych okolich bodu z (tfebaZe hodnoty
Fourierovych koeficientdi zévisi na chovéni funkce f na celém intervalu (a,a +1)).

Véta 19.3.14 (O lokalizaci). Nechf a € R, I > 0, f € L'((a,a + 1)) a f je
l-periodickd. Necht z € R, A€R a6 € (0,%). Pak

)
Fia)=A e /O (F(@ +2) + f@ — ) — 24) Do(2)d= "5 0.

Diikaz. Nejprve si povSimnéme, ze z Véty o integralnim zapisu Fourierovy fady
(Véta 19.3.11) a Lemmatu o vlastnostech Dirichletova jidra (Lemma 19.3.13)
plyne

at+l—x
Fin(z / D,(z—t)f(t)dt = / flx+2)D,(—2)dz

[ F@ + 2)Dp(2) dz = /j(f(x b2+ f(z — 2))Da(2) da.

_L
2

Odtud dostavame

Fin(z)— A= / (z+2)+ flz —2) —2A) Dy (2) dz

2
0 4

Stac¢i uz jen dokazat, ze Iy — 0 pro n — oo. Tento vysledek plyne z druhé casti
Lemmatu o vlastnostech Dirichletova jadra (Lemma 19.3.13), nebot funkce sin(7 2)
je odrazena od nuly na mnoziné (4, 1), a proto funkce

et N o) o) P
Xes.n) (F@ +2) + f(z - 2) 2A)Sm(27w(n 13

Xy (@t 2) + flz —2) - 24)
- Isin(Z2)

lezi v L1((—%, L)). O

Kombinaci Véty o lokalizaci (Véta 19.3.14) a druhé ¢asti Lemmatu o vlastnos-
tech Dirichletova jadra (Lemma 19.3.13) se da snadno obdrZet nasledujici jedno-
duché kritérium.
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Véta 19.3.15 (Diniho kritérium). Necht a € R, I > 0, f € L'((a,a +1)), f je
l-periodickd a x € R. Necht existuji 6 > 0 a A € R takovd, Ze

/5 [f@+2)+ flx—2)—24]
0

z

konverguje. Pak Fy(x) = A.

Dikaz. Necht § € (0, é) je jako v predpokladech véty. Funkce —%— je omezena

sin(F 2)
na (0,0), a proto mame

f(x+z)+f(xfz)f2A:f(x+z)+f(xfz)f2A z

sin(7 z) z sin(7 2)

e L'((0,6)).

Diky tomu z druhé &asti Lemmatu o vlastnostech Dirichletova jadra (Lemma
19.3.13) plyne

)
/0 (F(z+2) + F(@ — 2) — 24)Dn(2) dz "25° 0.

Odtud za pomoci Véty o lokalizaci (Véta 19.3.14) dostavame dokazovany vysledek.
O

Nyni Vétu o lokalizaci vyuzijeme k ziskdni hlavniho vysledku o bodovém cho-
vani souctu Fourierovy fady.

Véta 19.3.16 (O konvergenci Fourierovy fady). Necht a € R, I > 0, f je I-
periodickd, f' existuje v intervalu (a,a+1) aZ na koneéné mnoho bodi, f a f' jsou
po Cdstech spojité na [a,a + 1]. Pak pro viechna x € R plati

fat) + f-)

Fy(z) = 5

Pokud je navic f spojitd na jistém intervalu (o, 8) C R, pak dokonce plati
Ff,njf na’(a+§75_5)
pro kazdé § € (0, B—Ta)

Dtikaz bodové konvergence z pfedchozi véty je pomérné snadnou aplikaci Di-
niho kritéria (Véta 19.3.15). Cést o stejnomérné konvergenci viak vyzaduje dii-
kladnou pfipravu, na kterou se nyni zamérime.

Lemma 19.3.17 (O vlivu translace na Fourierovy fady). Necht a € R, I > 0,
f € LY((a,a+1)), f je l-periodickd a b > 0. Polozme g(x) := f(x +b) na R. Pak
pro véechnan € N a x € R plati

Fyn(z) = Frn(z+D).

Specidlné pokud Fr,, = Ff na R, pak Fy, = F, na R.
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Diikaz. Vliv translace si stac¢i ukdzat na jednotlivych s¢itancich Fourierovy fady.
Necht k£ € N. Pak k-ty séitanec Fourierovy fady funkce g m4 tvar

2 [ e (B2) 2 [ n(2) (25
e (o () s () (s (B))
?Aifmww%%—mmﬁﬁaﬂw%@—Mmfﬁmw
-2 /“*’ﬂs) cos( 2 (s = ) cos (272) 4 sin( B (5 - 1)) sin (254 ) s
/ #(s) (cos 73) (%erb)+sin(%%s)sin<%%(x+b))>ds
i fcw*4wt<€w+m
o3[ s (e ),

kde jsme v predposlednim kroku vyuzili rovnost
cos(a — ) cosy + sin(a — ) siny = cos acos(B + ) + sinasin(f8 + v),
ktera se snadno ovéii ze souctovych vzorct. O

Déle potfebujeme zkonstruovat I-periodickou funkci spojitou na (fé, %), majici
skok v bodé % takovou, Ze jeji Fourierova fada konverguje stejnomérné na [f% +

8, 5 — 6] pro viechna ¢ € (0, §).

Priklad 19.3.18. Necht | > 0 a W: R — R je l-periodickd funkce definovana
predpisem

0 prox:é.

Spocitejme Fourierovy koeficienty funkce W. Diky [-periodicité a lichosti funkce
W méame a, = 0 pro vSechna k € NU {0}. Déle pro kazdé k € N dostavame

b, = le/oé xsin(Qkwa) dz

W) — {x pro z € (—4, %)

il (), + o [ ()
= ];—W cos(km) + %(ﬁf [sin(%%x)}f = %7(_1;“.

Odtud
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Zafixujme § € (0,%). Déle si povimnéme, ze fada Y, (—1)**!sin(22Tz) m4
stejné stejnomérné omezené c¢astecné soulty na (—5 + 5,% — 6). To plyne tieba
z toho, Ze

(—1)F 1 sin (27 2) = — cos(km)sin (27 2) = —sin (kr (22 + 1))

a o funkcich sin(kt) z kapitoly o stejnomérné konvergenci vime, Ze maji stejné
stejnomérné omezené ¢astecné souty na [r, 2w — 7] pro libovolné 7 € (0, 7).

Podle Dirichletova kritéria pro stejnomérnou konvergenci (Véta 14.2.10) proto
dostéavame

FW,njFW na [—é—F(S,%—d]

Diikaz Véty o konvergenci Fourierovy fady (Véta 19.3.7). Nejprve se vénujme bo-
dové konvergenci. Vysledek ndm dé Diniho kritérium (Véta 19.3.15), pokud do-
kazeme, Ze

ft2)+ fla=2) = flet) = =) 1 g

h(z) == .

Za tim tcelem si staci zapsat

fla+2) = fws) | fla—2) = fa)

z z

h(z) = h1(2) + ha(z) :=

a ukazat, ze dokdZzeme najit § > 0 takové, Ze funkce hq, ho jsou omezené na (0,0).
Zabyvejme se funkci hi. ProtoZe f a f’ jsou po éastech spojité, existuji limity
f(z+) a f'(z+). Diky tomu s vyuzitim 1’'Hospitalova pravidla dostédvame

lim fatz) = flat) lim f'(x+z2)=f'(z+) €R.

Z—>0+ A Z—>O+

Odtud jiz plyne omezenost funkce hi na jistém pravém okoli poc¢atku. S funkci ho
nalozime podobné. Tim jsme zavrsili dikaz bodové konvergence.

Nyni se vénujme konvergenci stejnomérné. Nejprve uvazujme jednoduchy pii-
pad, kdy f je spojitd na R. Pak jednak podle jiz dokézané prvni ¢asti véty mame

Fen— f bodové na R.

Zaroven podle Véty o vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koeficientti
(Véta 19.3.10) dostavame

(oo}
Z lag| + bk|) <
k=1

a odtud snadno z Weierstrassova kritéria (pro stejnomérnou konvergenci; Véta
14.2.2) plyne F;,, = F na R. Proto Fy, = f na R.

V obecném pripadé pouzijeme pravé ziskany vysledek na funkci f zmodifiko-
vanou tak, aby byla spojita. Modifikaci provedeme nésledujicim zptisobem. Necht
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a<a; <ag<...am < a4+l jsou body nespojitosti funkce f na intervalu [a, a+1).
Definujme

o) = f() 3 T IOy o gy 44,

kde W je funkce z Prikladu 19.3.18. Pak g je spojitd na R, a proto Fy, = g
na R. Zaroven podle Piikladu 19.3.18 a Lemmatu o vlivu translace na Fourierovy
fady (Lemma 19.3.17) vime, Ze Fourierovy fady odpovidajici jednotlivym funkcim
W(z — aj + L) konverguji stejnomérné k W(z — a; + %) na kazdém uzavieném
podintervalu mnoziny R \ {a; + nl},cz. Z aritmetiky stejnomérné konvergence
proto dostavame dokazovany vysledek. O

Jiz delsi dobu jsme c¢tenéfi dluzni dikaz Véty o uplnosti trigonometrického
systému (Véta 19.3.1). Nyni jsme k nému jiz dostateéné technicky vybaveni.

Dikaz Veéty o dplnosti trigonometrického systému (Véta 19.5.1). Je nutno postu-
povat velice opatrné, nebot ¢ast vysledk uvedenych v této kapitole aplnost trigo-
nometrického systému vyuziva. Jedna se zejména o Vétu o vztahu hladkosti funkce
a chovéani Fourierovych koeficientti (Véta 19.3.10), kde jsme sice stejnomérnou kon-
vergenci uvazovanych funkénich fad dostali z teorie stejnomérné konvergence, ale
za identifikaci limity vdé¢ime pravé aplnosti trigonometrického systému. Zminénou
Vétu o vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koeficientt ve svém dikazu
vyuzila také Véta o konvergenci Fourierovy fady (Véta 19.3.16). Ta vsSak vyuzila
jen informaci o kvalité konvergence, identifikaci limity jsme ziskali ,nastfelenim®,
kdyz jsme pfi aplikaci Véty o lokalizaci (Véta 19.3.14) polozili A := W

Piistupme k ditkazu tiplnosti trigonometrického systému. V prostoru L?((a, a+
1)) jsou husté funkce z D((a, a+1)). Kazdé takové funkci g € D((a,a+1)) ptitadme
jeji Fourierovu fadu. Podle Véty o konvergenci Fourierovy fady (Véta 19.3.16)
zminéna Fourierova fada konverguje stejnomérné k funkci g, tedy

Fon=3F,=g na [a,a +1].

Protoze stejnomérnd konvergence na [a, a+[] implikuje konvergenci v L?((a, a+1)),
dostali jsme
Fyn—yg v L*((a,a +1)).

Proto konec¢né linearni kombinace prvkt trigonometrického systému jsou husté
v L*((a,a+1)). Odtud podle Véty o charakterizaci Gplnych systémt (Véta 19.2.12)
plyne tiplnost trigonometrického systému v L?((a,a +1)). O

Piiklad 19.3.19. (i) Uvazujme 27-periodickou funkci f, kterd na intervalu [—m, 7]
spliiuje f(x) = 2.
Spocitejme jeji Fourierovy koeficienty. Diky sudosti jednak mame by = 0 pro

vSechna k € N. Déle
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- 7r
Obrazek 19.1: Pii volbé | = 27 je pfirozené teorii Fourierovych fad aplikovat na

27n-periodické funkce, jako je zde funkce z2? rozsifend 2m-periodicky z intervalu
[—m, 7).

a pro vSechna k € N mame

ai = % /0" 22 cos(kx) dx = % [.1‘2 sin;kx)};f — % OW zsin(kx) dz
=% Oﬂ zsin(kz) dz % {xcos](;cx)]z - % Oﬂ cos(kx) dx
_ % cosi}k:ﬂ') _o— %[singm)};f _ (_1)k%
Dostévame -
Fi(z) = %772 + Z(—l)k% coskx  naR.

Navic diky spojitosti funkce f vSude na R plati F; = f na R a Fourierova rada
konverguje stejnomérné na R. Zvolime-li x = 7, dostavame

8

(oo}

1 4 1 4
7T2:§7T2+ (—1)kﬁcoskﬂ': 371'2—"2?
k=1 k=1
Odtud
F1z
K2 6
k=1
Povsimnéme si jesté, ze fada
oo N oo kn
Zk (Jak| + |bx]) = 42 w2
k=1 k=1

konverguje pro n = 0 a nekonverguje pro zadné n € N. To je v souladu s Vétou o
vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koeficientt (Véta 19.3.10), nebot
f je spojitd na R a f’ je po ¢astech spojitd na [—, 7].

(ii) Uvazujme 2m-periodickou funkeci f, kterd na intervalu [—m, 7] spliiuje f(x) =
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x*. Spocitejme jeji Fourierovy koeficienty. Diky sudosti jednak mame by = 0 pro

v8echna k € N. Déle
2 (7 2 7 2
a(]:f/ ghde =20 — Zp4
™ Jo

a pro vSechna k € N mdme (per partes provedeme jen dvakrat a na konci vypoctu
vyuzijeme jiz spocitany integrél z prvni ¢éasti prikladu)

_2 (" 4 _ 20 gsin(kx)ym 8 [T 4
ak_”/o x”* cos(kz) dx = W[x . }O— = x” sin(kz) do

= _% i 23 sin(kx) da = % [xd cos]({;kx)};f - % 0” z” cos(kx) dx
— %W?’ cosgﬂlmr) —0- llc%% /07r x? cos(kz) dx
= S
Dostavame
Fy( 7774#—5):( kgi—( l)ki—i) cos kx na R.

Navic diky spojitosti funkce f vSude na R plati Fy = f na R a Fourierova fada
konverguje stejnomérné na R. Zvolime-li x = 7, dostdvame

ffw JrZ( kglf(f 1)* kj)coslmrffﬂ +Z<87T 48).

Odtud diky identité Zk % = %2 ziskané v prvni ¢asti prikladu mame

o0 o0 4
Zizf( Zi_éwzx) :i(§_é)ﬂ4:£.
4 k2 5 48\6 5 90

k=1 k=1
Rozmyslete si, pro¢ dvojim zderivovanim zde ziskané Fourierovy fady neziskame
nasobek Fourierovy fady z prvni ¢asti prikladu.

Jiz jsme se zabyvali derivovanim Fourierovych fad. Stejné pfirozené je zabyvat
se jejich integraci.

Vé&ta 19.3.20 (O integraci Fourierovych fad). Necht !l > 0, f je l-periodickd a
po &dstech spojitd na intervalu (0,1). Fourierovy koeficienty funkce f znaéme ay, a

bi. Oznacéme
/ f(@) dt——x

Pak g je l-periodickd spojitd funkce, existuje vlastni g’ viude v (0,1) aZ na koneény
pocdet bodi a je po cdstech spojitd na [0,1]. Ddle plati

o) = 5+ 3 (weon(30) ¢ pesin(37),
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kde
Ao_loobk 1 by l%

- N A, = —— -k B, — —
2wk FE o ¢ P or Tk

pro vsechna k € N. Navic Fy,, = g na R.

Diikaz. Z teorie Riemannova integralu vime, ze uvedeny integral existuje vysledna
funkce je spojitd a ve vSech bodech spojitosti funkce f plati fo t)dt) = f(z).
Nésledné z Véty o konvergenci Fourierovy fady (Véta 19.3.16) dostavame Fon=yg
na R a zbyva nam uz jen zjistit tvar Fourierovych koeficienti funkce g.

Zabyvejme se nyni specidlnim ptipadem, kdy f je navic spojita na (0,1). Pak
mame pro vSechna k € N

Ay = ?/lg(z) cos(QkTWx) dx
0
g ()], T [ (0 3 o

l
——7%7/‘]‘ sin —az)dx _kb

J

Ol g(x) sin(Qkwa) dx

o) cos( B!+ 250 [ (50— ) cos(B) aa
= 12k:7r/ f(x) cos —x) dz = ]i

V obecném ptipads, kdy f je pouze po éastech spojitd na [0, ], integraly rozdélime

na
l al az 1
[ A ey
0 0 ai a

m

By,

2
1
2
Tl

kde 0 < a1 < -+ < ay, <! jsou body nespojitosti funkce f. Pod jednotlivymi inte-
graly miZeme provést per partes a pak integraly seCteme. Diky spojitosti funkce g
na R se vSechny hrani¢ni ¢leny opét vyrusi, a proto dostaneme stejny vysledek
jako ve specidlnim piipadé.

Pfi urcovani konstanty Ay je vyhodné pouzit Vétu o konvergenci Fourierovy
fady (Véta 19.3.16), nebot

A Ay = 1

O—/ f#)dt —0=g(0) = 20+2Akc050k) 5 _Z%bk'

Odtud 40 = 372 | 5t-by. O

Poznamka 19.3.21. (i) V piipadé, kdy fol f(x)dx = 0, pfedchozi véta iika, Ze
Fourierova fada piislusejici zobecnéné primitivni funkci k funkci f je rovna funkéni
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fade, kterou ziskdme integraci ¢len po ¢lenu z Fourierovy fady Ff.
(ii) Ve specidlnim pfipadé | = 2 mame thledné&jsi vzorce

AO > br by, ag

20 _NTZk A = —-F —_—
2 E’ k k k

k=1

19.4 Funkce s kone¢nou variaci, absolutné spojité
funkce, hlubsi vysledky o bodovém chovani
Fourierovych rad

U velké casti vysledki uvedenych vyse je mozné zeslabit predpoklady. Typicky se
jedna o predpoklad po ¢astech spojitosti funkce ¢i derivace. K nahrazeni takovych
predpokladu slab$imi potiebujeme zavést dvé nové tiidy funkci: funkce s konec-
nou variact a absolutné spojité funkce. Nové tfidy funkci maji fadu zajimavych
a uziteénych vlastnosti. Ty si zde budeme uvadét nejéastéji bez diikazu (latka se
podrobné prednasi na oboru matematika; vSechny chybéjici diikazy je mozné najit
v knihdch [Ja DPII] a [Ja IPII]; nékterd zde uvedend tvrzeni je nutné poskladat
z vét§iho poctu vysledkd uvedenych ve jmenovanych knihach).

19.4.1 Nové tridy funkci

Zacneme definici dvou novych pojmi.

Definice 19.4.1 (Variace funkce, funkce s kone¢nou variaci). Necht [a,b] C R a
f: R = R je definovana na [a, b]. Pak veli¢inu

V() = sup S (s) — Fa)l,
D =

kde supremum poéitdme pies vSechna kone¢né déleni intervalu [a,b] vyjadfena
jakoa = xg < 1 < -+- < ®,, = b, se nazyva variace funkce f na intervalu [a, d].
Jestlize V2(f) < oo, iikédme, ze f ma konecnou variaci na [a,b]. Definujme déle
funkci

v(x) = VI(f) pro z € [a, b].

Priklad 19.4.2. (i) Funkce signum ma4 na intervalech neobsahujicich po¢atek nu-
lovou variaci a na intervalech obsahujicich poc¢atek jako vnitfni bod variaci rovnou
dvéma.

(ii) Funkce sinus mé na intervalu [0, 27| variaci rovnou &tyfem.

Poznamka 19.4.3. (i) Je-li f monotonni na [a, b], pak V2(f) = |f(b) — f(a)|.
(ii) Kazd4 funkce s kone¢nou variaci na [a, b] je omezena na [a, b].

Zakladni vlastnosti pravé predstavenych pojmu nam davaji nasledujici véty.
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Véta 19.4.4 (O aritmetice funkei s koneénou variaci). Necht[a,b] CRa f,g: R —
R maji konecnou variaci na [a,b]. Pak také funkce |f|, fg, f+g, [ —g, max{f, g}
a min{ f, g} maji koneénou variaci na [a,b]. Pokud je navic funkce g odrazend od
nuly na [a,b], md také funkce 5 konec¢nou variaci na [a, b].

Véta 19.4.5 (O rozkladu funkce s kone¢nou variaci). Necht[a,b] CRa f: R = R
je definovand na [a,b]. Pak f md konecnou variaci na [a,b] prdvé tehdy, kdyZ lze
psdt

f=h—1/s

kde f1, f2 jsou neklesajici funkce na [a,b).

Poznamka 19.4.6. Diky piedchozi vété mé kazda funkce s kone¢nou variaci ve
vSech bodech intervalu [a, b] koneéné jednostranné limity.

Véta 19.4.7 (O spojitosti funkce s koneénou variaci). Necht[a,b] CRa f: R — R
md konecnou variaci na [a, b].

(i) Necht g € [a,b). Pak f je spojitd zprava v bodé xy prdvé tehdy, kdyz funkce v
je spojitd zprava v bodé xg.

(ii) Necht z¢ € (a,b]. Pak f je spojitd zleva v bodé xy prdvé tehdy, kdyZ funkce v
je spojitd zleva v bodé xg.

Véta 19.4.8 (O rozkladu spojité funkce s kone¢nou variaci). Necht [a,b] C R a
f: R = R je spojitd na [a,b]. Pak f md konecnou variaci na [a,b] prdvé tehdy,
kdyz lze psdt

f=h—J

kde f1, f2 jsou neklesajici spojité funkce na [a,b).

Definice 19.4.9 (Absolutné spojitd funkce). Necht [a,b] C R a f: R — R je
definovand na [a, b]. Rekneme, ze funkce f je absolutné spojitd na [a, b], jestlize pro
kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 s nasledujici vlastnosti. Jestlize n € N a {(a;,b;)}7_,
je soubor po dvou disjunktnich podintervalt intervalu [a, b], pak

dobj—a)<d = YT - fla)l <e

Jj=1

Poznadmka 19.4.10. (i) Kazda absolutné spojitd funkce je zfejmé stejnomérné
Spojita.

(ii) Snadno se ovéti, ze Cantorova funkce je stejnomérné spojita, ale neni absolutné
spojité (pfi zadaném libovolném § € (0, 1) umime z intervalu [0, 1] odebrat koneény
pocet intervalil, na nichz je Cantorova funkce konstantni a soucet jejich délek je
vétsi nez 1 — §. Zbylych intervali je konecny pocet, soucet jejich délek je mensi
nez ¢ a Cantorova funkce zde postupné zvétsi svoji funkéni hodnotu o jednicku).
(iii) Kazd4 lipschitzovska funkce je zfejmé absolutné spojita.

(iv) Funkce /z neni lipschitzovskd na [0,1]. Snadno se vSak nahlédne, Ze je zde
absolutné spojité.

(v) Kazda absolutné spojitd funkce mé kone¢nou variaci na [a, b].
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Véta 19.4.11 (O aritmetice absolutné spojitych funkei). Necht [a,b] C R a
f,9: R = R jsou absolutné spojité na [a,b]. Pak také funkce |f|, fg, f+g, f — g,
max{f,g} a min{f, g} jsou absolutné spojité na [a,b]. Pokud je navic funkce g
odrazend od nuly na [a,b], je také funkce % je absolutné spojitd na [a,b).

Véta 19.4.12 (O derivaci monotonni funkce). Necht [a,b)] CR a f: R — R je
neklesagici na [a,b]. Pak

() f je lebesgueovsky méritelnd na (a,b)

(ii) skoro vsude na (a,b) ezistuje viastni f’

(iii) f’ je lebesgueovsky méritelnd na (a,b)

(iv) J? f'()da < f(b) - f(a).

Poznamka 19.4.13. (i) Typicky piiklad ostré nerovnosti ve ¢tvrté ¢asti predchozi
véty nabizi funkce signum na intervalu [—1,1]. Derivace je v8ude nulovd az na
jediny bod, kde je nekonec¢na. Protoze bod ma nulovou Lebesgueovu miru, integral
z derivace je nulovy.

(ii) Ani u spojité funkce nemusi ve ¢tvrté ¢asti platit rovnost. Vzpometite si na
Cantorovu funkci, kterd mé skoro vSude nulovou derivaci. Pro Cantorovu funkci

plati f(1) — f(0) =1, ale fol f(z)dx = 0.

Protoze se funkce s konecnou variaci da napsat jako rozdil dvou neklesajicich
funkci, okamzité z predeslé véty dostavame nasledujici vysledek.

Dusledek 19.4.14. Necht [a,b] C R a f: R — R md konecnou variaci na [a,b].
Pak skoro v$ude na (a,b) existuje vlastni f' a f' € L'((a,b)).

Véta 19.4.15 (O integralu z L'-funkce). Necht [a,b] C R a f € L'((a,b)). Po-
lozme

F(z) := / f®)de pro vechna € [a,b].

Pak

(i) funkce F je absolutné spojitd na [a, b]

(ii) ve vSech bodech x € [a,b), kde f je spojitd zprava, existuje F' (x) a plati
F' (z) = f(z); podobné pro derivaci zleva

(iii) ve skoro vsech bodech = € (a,b) existuje F'(xz) a plati v nich F'(x) = f(x).

Véta 19.4.16 (O charakterizaci absolutné spojitych funkci). Necht [a,b] C R a
F: R — R je definovand na [a,b]. Pak ndsledujici vgroky jsou ekvivalentni

(1) funkce F je absolutné spojitd na [a,b)

(ii) skoro vsude na (a,b) existuje vlastni F', F' € L'((a,b)) a

F(z)=F(a)+ / F'(t)ydt  pro vdechna x € [a, b
(ili) ezistuje f € L'((a,b)) takovd, Ze

F(z) = F(a) + /1’ ft)dt pro vechna x € [a,b].
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Vé&ta 19.4.17 (Per partes pro absolutné spojité funkce). Necht [a,b] C R a
f,9: R = R jsou absolutné spojité na [a,b]. Pak

/ab fg' da = [f(x)g(2)];, — /ab fgda.

19.4.2 Hlubsi vysledky o bodovém chovani Fourierovych fad

Nyni si uvedeme vysledky z teorie Fourierovych fad, jejichz dikazy vyuzivaji vyse
uvedenou teorii o absolutné spojitych funkcich a funkcich s kone¢nou variaci.

Véta 19.4.18 (O vztahu hladkosti funkce a chovéni Fourierovych koeficienti
(verze s absolutni spojitosti)). Necht a € R, Il > 0, n € NU{0}, f[:R = R
je l-periodickd, f € C™(R), f™ je absolutné spojitd na [a,a + 1] a fO*D €
L?((a,a+1)). Pak

Zk"ﬂakl + |bk]) < o0.
k=1

Ddle Fr,, = f na[a,a+1], fadu Fy lze aZ n-krdt derivovat ¢len po élenu, vysledné
fady konverguji stejnomérné na [a,a + I] k odpovidajicim derivacim funkce f a
jsou jejich Fourierovymi radami.

Poznamka 19.4.19. (i) Znéni této véty, jako jediné z vét zde uvedenych, se nena-
chézi v citované literatute. Dlikaz je vSak témér totozny s diikazem nasi piivodni
verze Véty o vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koeficientii (Véta
19.3.10), ktery byl zaloZen na vypoctu pouzivajicim integraci per partes. Inte-
grace per partes je totiz pfipustna i pro absolutné spojité funkce.

(ii) Nase nova verze Véty o vztahu hladkosti funkce a chovani Fourierovych koefi-
cientil je oproti ptivodni verzi siln€jsi v tom, Ze jiz striktné nepozaduje omezenost
frtn),

Véta 19.4.20 (O integraci Fourierovych fad (absolutné spojitd verze)). Necht
1 >0, f jel-periodickd a f € L*((0,1)). Fourierovy koeficienty funkce f znac¢me
ar a by. Oznacme

g(z) == /0 Ft)dt — %x

Pak funkce g je l-periodickd, absolutné spojitd na [0,1], skoro viude v (0,1) existuje
vlastni ¢’ a v odpovidagicich bodech plati ¢'(x) = f(x). Ddle

Fy(z) = % + i (Ak COS(%TWI) + By, sin(%Tﬂw»,
k=1

kde

A I <= by 1 b I ag
2wk FE T T or k

pro vsechna k € N. Navic Fy,, = g na R.
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Véta 19.4.21 (Dirichlet—Jordanovo kritérium). Necht a € R, I > 0, f je I-
periodickd, f € L*((a,a+1)) a f md konecnou variaci na |a, ] C R.

. v 1z v . _ flet)+f(z—

(i) Pak v kazdém bodé x € (e, §) plati Fy(z) = %

(i1) Je-li navic f spojitd na |o, 8], pak pro viechna ¢ € (0, *BfTO‘) plati Fp,, = f na
[+ 0,8 —4].

Vé&ta 19.4.22 (O funkei s trividlni Fourierovou fadou). Necht a € R, 1 > 0, f je
I-periodickd, f € L*((a,a+1)) a f md viechny Fourierovy koeficienty nulové. Pak
f =0 skoro vsude na R.

Konec¢né formulujme Carlesonovu vétu, kterou jsme zminovali jiz dfive.

Véta 19.4.23 (Carlesonova véta). Necht a € R, 1 >0, f je l-periodickd funkce a
f € L*((a,a +1)). Potom

lim Fyn(r) = f(z)

n—roo

pro skoro vsechna x € R.

Dtikaz této véty je pomérné obtizny. Pivodni dikaz pochéazi od Lennarta Car-
lesona [Ca] z roku 1966, pozdé&ji byl zjednoduSen v [La]. Hlavnim vydobytkem
této véty je, Ze konvergence skoro vsude plati pro celou fadu a neni nutné vybirat
podposloupnost ¢asteénych souctil.

Dalsim zajimavym tématem je otazka, zda castecné soucty Fourierovy tady,
ktera byla konstruovana tak, abychom meéli co nejlepsi aproximacni vlastnosti
v prostoru L?((a,a+1)), maji rovnéz nejlepsi vlastnosti z hlediska bodové a stejno-
mérné konvergence. Zde je odpovéd negativni. MUzeme se totiZ inspirovat nasimi
zkuSenosti s cesarovskymi soucty (pfipomenme si, Ze nahradime-li konvergentni
posloupnost jejimi postupnymi priimeéry, nova posloupnost mé stejnou limitu, ale
nékdy se stane, Ze nova posloupnost konverguje, i kdyz pavodni posloupnost ne-
konvergovala) a zefektivnit na$ pfistup tim, Ze ¢astetné soucty F, nahradime
jejich pruméry

Fea+ Frot -+ Fyn

Ofn = n

Vysledek o konvergenci pak dostdvame za podstatné slabsich pfedpokladi na
funkci f, nez mély vysledky pracujici se standardnimi ¢asteénymi soucty.

Véta 19.4.24 (Fejérova véta). Necht a € R, | > 0, [ je l-periodickd funkce a
feL'((a,a+1)).
(i) Pak v kaZdém bodé x € R, ve kterém je limita lim; o w konecnd,
plati

flx+t)+ flx—1)

n—oo q.
ofn(x) = }gr(l) 5 .

(ii) Pokud je navic f spojitd na [«, 8] C R a v kragnich bodech je spojitd z obou
stran, pak

Otm = f na [a, 5.



19.4. HLUBSI VYSLEDKY O CHOVANI FOURIEROVYCH RAD 47

Priklad 19.4.25. V nékterych fyzikalnich ivahach se nahrazuje ptislusna funkce
pouze nékolika prvnimi ¢leny Fourierovy fady. Ukazme si, ze v takovém piipadé
musime byt velice obezfetni, protoze Fourierovy fady se vzhledem k bodové (éi
dokonce stejnomérné) konvergenci nechovaji dobfe na okoli nespojitosti funkee,
kterou do fady rozvijime. M4-li funkce f v néjakém bodé skok, pak hodnoty Fy ,—f
na okoli tohoto bodu zna¢né osciluji. Maximéalni vychylky s rostoucim n nemusi
jit do nuly, pouze se zmensuji okoli, kde k témto ,velkym* vychylkdm dochézi.
Tomuto jevu se fika Gibbstuv jev.

Ukazme, Ze chyba (tedy maximélni pfekmit) je u zminéného typu funkei rela-
tivné hodné velka. Jako modelovy pfiklad zvolme funkce signum. Pfipomenme si,
ze v Piikladu 19.3.4 jsme si ukazali, ze

. 4 sin((2n + 1))
signT = — Z W

n=0

na L?((—m, 7)) a soudasng, vyuzitim Véty o konvergenci Fourierovy fady (Véta
19.3.16), vime, ze fada konverguje lokalné stejnomérné k dané funkci na (—m,0)
a na (0,7), pfi¢emz v nule konverguje k nule (coz je zfejmé z tvaru Fourierovy
fady).

Budeme-li studovat ¢astecné soucty této rfady, mame

48 4 “
Fiignzont1 (x) = = Z cos((2k + 1)x) = = Re (Z e‘(%ﬂ)x)
k=0 k=0

4 Re (eim elz2n _ 1) _ 4cos(2nz) —1+isin(2nz) 2 sin(2nz)
o efie —1/) 2isinx 7 sinz
Proto ) ot
¥ sin(2nt
Fsi nx,2n - - — dt.
g 2n1(7) T /0 sint
Odtud Fjiy, 5 5,41(2) = 0pro2nz = krak=0,1,...,2n—1 a globilni maximum

se nabyva pro k = 1, tedy v bodé x,, = 5~ (nebot funkce roste na intervalu (0, 5-),
dale pak klesa, znovu roste atd., pficemz diky vyrazu sint ve jmenovateli nejvice
naintegrujeme na prvnim intervalu). Dale méme

4 nsin(2k+1)95) 2 ~sin(k+1)5%) «
D T D D | E A T

Fsignw,2n+1($n) = - .
™= 2k+1)5-  2n
Vsimnéme si, Ze posledni ¢len je vlastné (aZ na posledni ¢len v souctu, ktery v
limité ptjde k nule) riemannovsky soudet pro funkei 51%’5 na intervalu (0, 7) a tato
funkce je na daném intervalu riemannovsky integrovatelnd, nebot se da spojité
dodefinovat v nule. Dostavame

. 2 T sint
i Fuigue i () = 2(R) /0 Mt e (1179,1.18)
(posledni integral se musi spo¢itat numericky). Vzhledem k tomu, Ze funkce nabyva
hodnot mezi —1 a 1, mlze byt takova chyba v nékterych ptripadech podstatna.
Grafické znazornéni tohoto jevu je na Obrazku 19.2.
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n velké

Obrézek 19.2: Ilustrace ke Gibbsovu jevu. Se zvySujicim se n € N jde ||Fy,, — f]|2
do nuly, ale maximalni vychylky se nezmensuji.

Poznamenejme jesté, ze numerické aproximace naznacuji, ze pokud u predcho-
ziho problému nahradime klasické ¢asteéné soucty cesarovskymi soucty, ziskame
podstatné lepsi aproximace a zbavime se prekmiti, jak je zndzornéno na Obrazku
19.3.

Ofn
Ofm

n malé n velké

Obréazek 19.3: Pokud nahradime posloupnost {Fy,}52; posloupnosti {of,}02,
podle numerickych aproximaci uz k prekmittim nedochézi.



Kapitola 20

Funkce komplexni proménné

Reélnou osu jsme jiz diive nékdy nahrazovali komplexni rovinou. Vétsinu pojmi
matematické analyzy umime snadno prevést do komplexni roviny (kuptikladu Le-
besguetv integral z komplexni funkce definované na néjaké oteviené podmnoziné
R” se definuje po slozkach), nékdy ale prace s komplexni rovinou vyzaduje pod-
statné opatrnéjsi pfistup nez u proménné realné (tieba skaldrni soucin na prostoru
L*(2) s komplexnimi funkcemi se musi zavést jako (f,g) := [, fgdxz). Nekdy je
prace s komplexni rovinou nutnda, naptiklad pfi hledani kofeni polynomu. Uspo-
kojivou teorii ziskdme pouze pokud uvazujeme i pripadné komplexni kofeny a to
i tehdy, jsou-li vSechny koeficienty polynomu realné. Nékdy jsme dokonce praco-
vali 1 s funkcemi, které byly definovany pro komplexni proménnou; pfipomerime
tady komplexni exponencialu. Kupftikladu pfi hledani primitivni funkce k funkci
e sin(bz) je pohodlnéjsi pracovat s identitou e®® sin(bz) = Im(e®(@*i) nez dva-
krat pouzit integraci per partes. Vzpomerite si také na hledani fundamentalniho
systému TeSeni v teorii linearnich obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty.

V této kapitole se budeme soustfedit na zobecnéni toho, co jsme se naucili
pro funkce realné proménné, na pripad proménné komplexni. Samoziejmé tyto
funkce budou nabyvat hodnot v komplexni roviné, protoze mnozina realnych funkci
komplexni proménné s rozumnymi vlastnosti, jako je napfiklad diferencovatelnost,
je pomérné malo zajimava.

Hlavnim vysledkem této kapitoly budou metody vypoctu integrald pomoci
komplexni analogie k Vété o divergenci (Véta 17.3.6). Zejména specidlni struk-
tura komplexnich ¢isel, kterou do nich vnési operace soucin komplexnich ¢isel,
bude mit za nésledek, ze vysledky v této kapitole daleko predci vysledky, které by
nam mohla nabidnout zminéna Véta o divergenci v R2.

Struktura komplexni roviny ma i své stinné stranky. Kuptikladu pojem derivace
komplexni funkce jedné komplexni proménné neni presné totéz, co gradient funkce
z R? do R2. Tyto odlisnosti zptisobuji, Ze zde budeme muset znadnou ¢ast teorie
budovat vlastné od zacatku.

49
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20.1 Komplexni rovina, zakladni vlastnosti kom-
plexnich ¢isel, Riemannova sféra

Pfipomenime, Ze mnozinu komplexnich ¢isel jsme zavedli jako
C:={z=(21,22): 21,22 € R}
s operacemi séitani a nasobeni

z+w=(21,22) + (w1,ws2) := (21 + w1, 22 + wa)

2w = (21,22) : (whwz) = (Z1w1 — ZoW2, 21W2 + 22w1)-

Jind forma zapisu vyuziva znaceni i := (0, 1) a komplexni ¢isla pak struéné piSeme
ve tvaru
(2:1, 22) = 21(170) + 2’2(0, 1) = z1 +iz2o.

Nékdy je také prirozené reprezentovat komplexni ¢isla pomoci polarnich soufadnic.
Pak méame
Z1 = Trcosy a Z9 = rsine.

Zder = |z| = \/2? + 23 a tihel ¢ € R neni urcen jednoznaéné (nejednoznacnost ma
na svédomi pifpadné aditivni konstanta 2k7, kde k € Z). Casto se vsak preferuje,
aby ¢ bylo urcené jednoznacné, coz zajistime naptiklad tak, Ze se omezime na
¢ € (=7, 7). Uhel ¢ se vétsinou znaéi jako arg z a nazyva se argument komplexniho
¢isla z. K této problematice se jesté vratime pozdéji.

Pripomenme, Ze plati

2w = |Z|eiargz|w‘eiargw _ |2Hw‘ei(argz+argw)’

kde et = e%(cosy + isiny) pro z, y € R. Odtud
arg(z - w) = arg z + argw + 2k pro vhodné k € Z.

Pokud z = z1 +iz9 € C, komplexné sdruzené ¢islo jsme zavedli jako Z := z; — izs.
Plati [z| = |2], -2 = |2|%, 2+ Z = 2Re z, 2 —Z = 2iIlm 2, kde jsme pro z = 21 +iz
oznadili z;1 = Rez a 29 = Im z. Déle

arg(z) = —argz + 2kmw pro vhodné k € Z.
Koneéné pro w # 0 plati

2 ‘Z|eiargz

— _ Mei(arg z—argw)
w |w|eiargw |’U)|
Na C se skalarni soucin zavadi jako
(zyw) =z -w

a s timto skalarnim soucinem je C Hilbertiv prostor.
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Pripomenme jesté vztahy

|2+ w| < |2] + [w]
llz] = |wl| < |z — w]

|2 - w] = |z[[w].

MnoZina komplexnich ¢isel byva ztotoziiovana s jednotkovou sférou v R? (tak-
zvand Riemannova sféra) s vynechanym severnim pdlem, kterd je umisténa tak,
ze komplexni rovina sféru protind na rovniku a stfed sféry odpovida bodu 0 :=
0 +i0 € C. Tomuto ztotoznéni se rika stereograficka projekce a je definovano tak,
ze kazdému bodu z € C prifadime prisecik nasi sféry a polopiimky vychazejici ze
severniho pélu a prochézejici bodem z. Body, pro néz plati |z| = 1 (tedy lezi na
rovniku), se zobrazi sami na sebe. Body, pro néz plati |z| < 1, se zobrazi na jizni
polokouli, pficemz ¢im blize jsou k pocatku, tim blize je jejich obraz k jiZznimu
pdlu a samotny pocatek se zobrazuje na jizni pdl. Body, pro néz plati |z| > 1, se
zobrazi na severni polokouli, pficemz ¢im je jejich velikost vétsi, tim blize je jejich
obraz k severnimu pélu.

Obrazek 20.1: Stereograficka projekce.

Mnozinu C ¢asto rozsifujeme na C* pfidanim bodu co. Bod oo se pii stereogra-
fické projekci zobrazuje na severni pél Riemannovy sféry. Toto pfifazeni umozinuje
sndze pochopit, pro¢ pro kazdou posloupnost {z,}52,; C C spliujici |z,| — o
plati z,, — oo.

Pro z € C jsou zavedeny operace

z
z 300 =00 a — =0.
00
Pro z € C*\ {0} jsou navic zavedeny operace
z
Z+00 =00 a = =o0.
0
Nezavadi se 22, %, 0-00a 00z o00.

Pripomenime, Ze na C ani na C* nelze zavést tplné usporadani.
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Okoli jsou na C* zavedena pomoci predpisu

Uo(2) = {weC:|jw—-z|<e} prozeC
T {w e jw| > e} pro z = 0.

Prstencové okoli bodu z definujeme jako P.(z) := U (z) \ {z} (tvar okoli jsme si
pottebovali ujasnit zejména kviili tomu, ze pri konvergenci do nekonec¢na se nejedna
o konvergenci v normé). Konvergence posloupnosti {z,}°2; C C* k prvku z € C*
je zavedena podminkou, Ze pro vSechna e > 0 existuje ng € N takové, Ze z,, € U:(z)
pro vSechna n > ng.

Pripomenme jesté, ze odhad

max{Rez,Imz} < |z| <|Rez|+ |Im 2|
mé za nasledek, ze pro z € C plati
Zn e <= Rez, "2 Rez a Im Zn, "2 Im 2.

Odtud je napfiklad pfimo vidét, ze C tvoii spolu s metrikou o(z,w) = |z — w|
uplny metricky prostor.

Cviceni 20.1.1. Ukazte, Ze plati

n—oo n— oo

Zn — 0 <= — =5
Zn
n—oo n—oo
Zn — 00 — lzn| = +o0.

Nyni si uvedeme nékolik zdkladnich definic z teorie (komplexnich) funkei kom-
plexni proménné.

Definice 20.1.2 (Funkce komplexni proménné). Necht A C C* a funkce f: C* —
C je definovana na A. Pak se f nazyva funkce komplexni proménné a A je jejim
definiénim oborem.

Piiklad 20.1.3. Na C mame definované tfeba funkce e, z, Z a 22 = z- z. Na C*
miuZzeme uvazovat tfeba konstantni funkci z — 1+ 1.

Definice 20.1.4 (Limita funkce komplexni proménné). Necht a € C* je hromad-
nym bodem mnoziny A C C*, funkce f: C* — C je definovana na A a b € C*.
Rekneme, 7e f ma v bodé a limitu b, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0
s vlastnosti

z€Ps(a)NA = f(z) e U (D).

V takovém piipadé piSeme limzag f(2) = b nebo struénéji (je-li mnozina A jasné
4
dand) lim._,, f(z) = 0.

Definice 20.1.5 (Spojitost funkce komplexni proménné). Necht a € A C C* a
funkce f: C* — C je definovana na A. Rekneme, Ze f je v bodé a spojitd vzhledem
k A, jestlize pro kazdé £ > 0 existuje > 0 s vlastnosti

z€Us(a)NA = f(2z) e U(f(a)).
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Priklad 20.1.6. (i) Funkce f(z) = z je spojita ve vSech bodech, nebot pro libo-
volné a € C mame

fla+h)—fla)=a+h—a=h.
Diky tomu staci pii ovéfovani spojitosti z definice volit § := ¢.
(ii) Uvazujme funkci f(z) = 1 a bod a € C\ {0}. Pak pro kazdé h € C splifujici
|h| < |a| plati

1 1 a—-(a+h) 1 —h

ath a (a+h)-a a a+h

la|?e
2

Pokud pti zadaném e > 0 polozime ¢ := min{%, }, pro vSechna h € C spliujici
|h| < § dostéavame

2

’1 1’ Lo 1 || 1 lee

= — < — < — —
lal la+h| = lal |a] = [h] ~ |a] |q| — 14l

a+h a

Diky tomu je nase funkce spojita v bodé a.

Poznamka 20.1.7. Protoze C je metricky prostor, ve vlastnich bodech mame
k dispozici aritmetiku spojitosti a aritmetiku limit pro vlastni limity.

Cviceni 20.1.8. Vybudujte teorii (vyslovte a dokazte odpovidajici tvrzeni) pro

aritmetiku nevlastnich limit a limit v nekonec¢nu.

Hovofime-li 0 maximu modulu funkce komplexni proménné, mame na mysli
maximum realné funkce komplexni proménné |f|.

Definice 20.1.9 (Maximum modulu funkce komplexni proménné). Necht a €
A C C* a funkce f: C* — C je definovana na A. Rekneme, Ze f ma v bodé a
mazimum modulu, jestlize

lf(2)] < |f(a)] pro vSechna z € A.
Analogicky pro minimum modulu. O funkci f fikdme, Ze je omezend na A, je-li
modulus f, tedy |f|, omezeny.

Protoze spojitost zobrazeni z — f(z) implikuje spojitost zobrazeni z — |f(2)],
spojité funkce jsou na kompaktnich mnozinach omezené a nabyvaji na nich maxima
a minima svého modulu.

20.2 Holomorfni funkce

Nyni obratime svou pozornost k derivaci funkce komplexni proménné.

Definice 20.2.1 (Derivace funkce komplexni proménné). Necht 2 C C je oteviena
mnozina, f: C — C je definovana na Q a a € Q. Rekneme, Ze f ma v a derivaci,
jestlize existuje vlastni limita

o Fat ) — f(@)
h—0 h

V takovém pripadé hodnotu uvedené limity nazyvame derivaci funkce f v bodé a
a znac¢ime ji f’(a).
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V dalsim textu jiz nebudeme psat tecku pro soucin dvou komplexnich ¢isel,
tedy ab znamend a - b pro a, b € C (ale také mize byt jedno ¢ obé ¢isla redlna).

Piiklad 20.2.2. (i) Uvazujme funkei f(2) = b, kde b € C, a a € C libovolné. Pak

70 = oy HEGHE =y 2 o

(ii) Uvazujme funkci f(z) = z a a € C libovolné. Pak

oo flath)—f@) . a+h—a
Fla) = Jim === —=—— = i} ———=1.

(iii) Uvazujme funkei f(z) = z¥, kde k € {2,3,...}, a a € C libovolné. Pak

_flat+h)—fla) . (a+h)"—a"
/ = =
Flo == R
- E(k=1) j—
:limak+kak 1h + (2 ) ok 2h2+"'+hk_ak:kak71.
h—0 h
(iv) Uvazujme funkci f(z) = 1 a a € C\ {0} libovolné. Pak
o flath) @) o wm e 1 -]
/ = AT T SN arh a _ e
fila) = I}ng%) h iglg%) h iilg%) ala+h) a?®’

(v) Uvazujme funkci f(z) =% a a € C libovolné. Pak

fla+h)—fla) a+h-a &

h h h'

Limita tohoto vyrazu pro h — 0 neexistuje. To je vidét z volby h = it respektive
h=t,kdet e R.

Definice 20.2.3 (Holomorfni funkce). Necht  C C je oteviend mnozina, f: C —
C je definovan4 na Q a a € Q. Rekneme, 7e f je holomorfni v bodé a, jestlize
existuje okoli bodu @, na némz mé f derivaci. Rekneme, Ze f je holomorfni na €,
jestlize f mé derivaci vSude na 2.

P¥iklad 20.2.4. Konstantni funkce a funkce tvaru z* (pro k € N) jsou holomorfni
na C. Funkce 1 je holomorfni na C\ {0}. Funkce Z neni holomorfni na #édné
neprazdné oteviené podmnoziné C.

Standardnim zptsobem se d4 dokazat nasledujici uziteény vysledek.

Véta 20.2.5 (O aritmetice holomorfnich funkci). Necht Q C C je oteviend mno-
Zina a f,g jsou holomorfni na Q. Pak
(i) funkce f + g je holomorfni na Q a plati (f +g) = f' +¢

(iii) funkce fg je holomorfni na Q a plati (fg)' = f'g+ f¢'
(iv) pokud navic g # 0 vsude na 2, pak % je holomorfni na Q) a plati (g)’ =1 gq}fg
v) pokud navic U C C je oteviend mnoZina spliiujict f(Q) C U a g je holomorfni

na U, pak go [ je holomorfni na Q a plati (go f) (2) = ¢'(f(2))f'(2) na Q.
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Priklad 20.2.6. Necht f(z) = gjis, kde a,b,c,d € Caad—bec # 0 (f je komplexni

raciondlni lomen4 funkce s nesoudélnym ¢itatelem a jmenovatelem). Pak pro kazdé
z € C\{z €C: cz+d=0} plati

;o (az+Db)(cz+d) — (az +b)(cz+d)  ad—bc
fz) = (cz + d)? "~ (cz+4d)? 7 0.

Analogicky jako v redlném piipadé se da dokéazat i nésledujici vysledek.

Véta 20.2.7 (O derivaci inverzni funkce). Necht Q@ C C je oteviend mnoZina,
f: C— C je definovand na Q a a € C.

(1) Jestlize existuje f'(a), pak je f omezend na jistém okoli bodu a.

(i) Jestlize je f bijekci mezi Q a f(2), f(Q2) je oteviend mnoZina, f je holomorfni
va, f'(a) #0 a f~1 je spojitd na f(), pak

Pfipomenime si, Ze na funkce komplexni proménné lze pohlizet také jako na
funkce z R? do R2. Nyni se budeme zabjvat porovnanim vyse zavedené derivace
funkce komplexni proménné a diferencidlu odpovidajiciho zobrazeni z R? do R2.
Za tim ucelem budeme v dal$im znacit

z =z + iz, f(z) =Re f(z1 +1i22) +ilm f(z1 +iz2) =t u(z1, 22) +iv(21, 22)

a
F(21, 22) := (u(z1, 22), v(21, 22)).

Piedpokladejme, Ze existuje f’(a). Nejprve si povSimnéme, Ze definici derivace

funkce komplexni proménné lze prepsat do tvaru

fla+h) - fla) — f'(a)h

) h =0
Odtud
0 iy [L0E1) 1@ = @, et )= Sa) = £
o h—0 h o h—0 ‘h| ’
a proto
o Re (a4 ) — (@)~ f'@h)
h—0 |h|
~ lim u(ay + hy,as + ha) —u(ar,az2) — Re(f'(a))h1 + Im(f'(a))hs
i Ve
L et )~ f@) - @)

h—0 |h‘
i V@t s a2 + o) — v(ay, ap) — Im(f'(a))n — Re(f’(a))hs

T N
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Tim jsme ovérili, Ze obé slozky zobrazeni F maji v bodé (a1, as) totélni diferencial.
Navic diky tomu, Ze totalni diferencial je urcen jednoznacné a je reprezentovan
gradientem, dostavame

_( (ara9) fE(ar,a9) \ _ [ Re(f'(a)) —Im(f'(a))
W“”@‘(%mmm %mmg>‘<mww>rwﬂw )

Pokud na R? upfednostnime znaceni proménnych jako (z,y), pak ve vSech bodech
(z,y) € R?, pro néz existuje f'(x + iy), jsme dostali

Ou  0Ov
dx Oy
dv _ Ou
o oy

Témto identitdm se fikd Cauchy—Riemannovy podminky. Pravé jsme o nich doka-
zali, Ze jsou nutné pro existenci derivace funkce komplexni proménné.

Poznamka 20.2.8. Dalsi mozny pohled na studovanou problematiku pfinasi
funkce f: R? +— C definovana jako f(z,y) = f(z + iy). Pak mame

of du .ov of Ou Ov
=+l a — = t+t1—.
Jr Or Ox oy 0Ody Oy
Z Cauchy—Riemannovych podminek proto dostavame
of _10f
or 10y’
Dosavadni vysledky si mtizeme shrnout do nasledujiciho tvaru.

Vé&ta 20.2.9 (Prvni véta o Cauchy—Riemannovych podminkéch). Necht f: C — C
md v bodé a = ay +iaz € C derivaci. Necht funkce F, u, v jsou jako vyse. Pak
(i) funkce u,v v bodé (a1,as) € R? spliuji Cauchy—Riemannovy podminky
(ii) funkce F md v bodé (a1, az) totdlni diferencidal a plati Jg(a1,a2) = |f'(a)

(20.2.1)

2.

Poznamka 20.2.10. Vsimnéte si, Ze kazda ,redlnd“ funkce komplexni proménné,
ktera je holomorfni na néjaké oteviené mnoziné, je nutné konstantni. Diky Cauchy—
Riemannovym podminkdm je totiz nutné na této mnoziné % = ‘g—“ =0 a tedy
realné Cast funkce je konstantni. Totéz plati, je-li imaginarni slozka funkce kon-

stantni. Analogicky vysledek plati, je-li konstantni realna ¢ast.

Je pfirozené se také ptat, zda splnéni Cauchy—Riemannovych podminek posta-
¢uje k existenci derivace funkce komplexni proménné.

Véta 20.2.11 (Druhé véta o Cauchy—Riemannovych podminkéach). Necht f: C —
C, funkce u,v jsou funkci f pritazeny jako vyse a jsou definované na néjakém okoli
bodu (a1, as) € R2. Jestlize funkce u a v magi v bodé (ay,as) totdini diferencidl a
spliiugi v ném Cauchy—Riemannovy podminky, pak funkce f md v bodé a = a1 +ias
derivaci a plati pro ni



20.2. HOLOMORFNI FUNKCE 57

Dikaz. Diky existenci totalniho diferencidlu v bodé (a1, a2) mlZeme psat pro
h1,he € R dostatecné blizko k pocatku

ou ou
u(ar + hi, a2 + he) —u(ar, a2) = %(ala(m)hl + (a1, a2)he +1(hy, ha)

dy
ov ov
v(ay + hi,a2 + he) —v(ag,az) = %(aha&)hl + @(ala as)hs + n(hy, ha),

kde 1(hy, he) = o(\/h3 + h3) an(hi, he) = o(y/h3 + h3) pro \/h3 + h% — 0. Proto
pro h = hy + ihy diky Cauchy-Riemannovym podminkam mame

fla+h)— f(a)
= (u(a1 + hi,as + ho) — u(al,ag)) + i(v(a1 + hi,a0 + ha) — v(al,ag))

0 0
= (a—z(al, as)hy + 57;(&1’ az)hs + (ha, h2))

(0 9
+ 1(£(a17a2)h1 + G*Z(ala ag)ha +n(ha, h2))

0 0
= (a*;é(au az)hi + FZ(aly az)ha + Y(hy, hz))

/0 0
+ 1(—57;(6117 az)hy + 871::(%’ az)ha 4+ n(h1, hz))

9 0 . .
= (%(ahaz) - 1£(a1,a2)>(h1 +ihg) + (i, ho) +in(hy, ho).

Odtud plyne

f(a) = ;&%w — %(ahaz) _ i%(ah@)_

Doposud jsme zjistili, ze derivace funkce komplexni proménné tzce souvisi
s gradientem funkci dvou proménnych, které reprezentuji redlnou a imaginarni
slozku. Navic odpovidajici Jacobiho matice nemtze byt tvofena ¢tyimi libovol-
nymi ¢isly, ale na hlavni diagonale je dvojice shodnych ¢isel a mimo diagonélu je
dvojice ¢isel lisicich se ve znaménku. Tim vsSak specialni vlastnosti nekonci. Pozdéji
si ukdzeme, ze ma-li funkce komplexni proménné na néjaké oteviené mnoziné deri-
vaci, pak je na ni automaticky t¥idy C*°. Jiz nyni si mizeme ukézat dalsi specidlni
vlastnost tykajici se druhych derivaci.

Definice 20.2.12 (Harmonicka funkce). Necht g: RV — R je definovana a je
tiidy C? na oteviené mnoziné Q C RY. Rekneme, Ze ¢ je harmonickd na ,
jestlize

Ag=0 na €

2 2
(pfipometime, Ze Laplacetiv operdtor je definovan predpisem Ag = —gmg +--F gxf ).
1 YN
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Poznamka 20.2.13. V pristim dile skript, v kapitole vénované parcidlnim dife-
rencidlnim rovnicim, pfiddme pro pripad neomezenych oblasti jesté pozadavek na
chovan{ harmonickych funkci kolem nekonecna. To ted ale nepotfebujeme.

Véta 20.2.14 (O harmonic¢nosti slozek holomorfni funkce). (i) Necht f: C — C
je holomorfni v bodé a = ay + ias, funkce u,v jsou ji pFitazeny jako vyse a jsou
tridy C? na néjakém okoli bodu (ay, az) € R?. Paku av jsou harmonické na jistém
okoli bodu (a1, as).
(i) Nechf u: R? — R je na jistém okoli bodu (a1, as) € R? harmonickd a tiidy C?.
Pak ezistuje funkce v: R? — R definovand na témze okoli bodu (a1, as) (dokonce
tridy C?, harmonickd a spolu s u spliiujici Cauchy—Riemannovy podminky) takovd,
Ze funkce

f(2) :=u(z1, 22) +iv(z1, 22)
je holomorfni v bodé ay + ias. Analogicky pro imagindrni slozku v.

Diikaz. DokaZme prvni tvrzeni. Zderivovanim Cauchy—Riemannovych podminek
(prvni podminku derivujeme podle z a druhou podle y) mame

9%u 9% 9% 9%u

— = a — =
0x?  Ozdy Oyox Oy?
Odtud diky zaménnosti parcidlnich derivaci dostavame

0%y O%u 0%v 0%v

A = —F —_— = — —
T a2 * oy?  0zdy Oyozx 0

Vztah Av = 0 ziskdme analogicky, jen prvni podminku zderivujeme podle y a
druhou podle z.
Dokazme druhé tvrzeni. Protoze u je harmonicka, pro vektorové pole

ou Ou
Ta,y) = (Ta(r.). Tolev) = (=50 50
plati
2 2
o 0 _ 0w _ uw_ .\,

Oy Oz o2 Ox2

Protoze okoli bodu (a1, asz), kde pracujeme, je konvexni oteviend mnozina, je
pole T potencialni (podle Véty o existenci potencidlu v R?, tedy Véty 17.3.23),
neboli existuje funkce U: R? — R, ktera je na tomto okoli definovand a plati pro
ni na tomto okoli

oUu ou oUu ou
- =T — =Ty = —.
Ox ! dy a oy 7 Or

Pokud nyni polozime v(x,y) := U(x,y), dvojice funkci u a v splituje Cauchy—
Riemannovy podminky, obé funkce maji totalni diferencial, a proto ndm Druhé

véta o Cauchy—Riemannovych podminkéach (Véta 20.2.11) déva pozadovany vysle-

dek. Mame-li zadanou imaginarni slozku, postupujeme podobné s polem <%Z’ — %)
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Poznamka 20.2.15. Pokud v situaci ze druhé ¢asti predchozi véty mame u = 0
(nebo obecnéji u konstantni), samoziejmé vyjde, ze v musi byt konstantni, srov-
nejte s Poznamkou 20.2.10.

Véta 20.2.16 (O ortogonalité izoc¢ar). Necht f: C — C je holomorfni na oteviené
mnoziné Q C C a funkce u,v jsou ji pritazeny jako vyse a jsou tridy C1. Jestlize
/' # 0 vsude na 2, pak pro viechna c1,co € R je mozné mnoZiny

{(z,y) eR*: z+iy € Q u(z,y) =c1} a {(z,y) ER*: z+iy € Q, v(z,y) = 2}

lokdlné popsat jako obrazy C*-kfivek a jsou ortogondini (v bodech primiku obrazi
jsou tecné vektory ortogondlng).

Diikaz. Nejprve si ukazme, Ze v bodech praniku jsou ortogonalni gradienty funkci
u a v. Z Cauchy-Riemannovych podminek pro skalarni sou¢in gradienttt mame

Ou Ou Jv Ov ou Ou Ju Ou
v = (3220, 322)) - (230 (B 32) =
ox’ dy ox’ Oy ox’ dy dy’ Ox
Ted uz stadi jen zkonstruovat zminéné kiivky a uvédomit si, Ze tecny vektor je
kolmy ke gradientu (diky tomuto pozorovani a kolmosti gradientii budou kolmé
i te¢né vektory, nebot pracujeme v R?). K tomu stac¢i vyuzit Vétu o implicitni

funkci (Véta 12.4.13). Pokud napiiklad v bodé priniku méme g—Z # 0, muzeme
pracovat s funkei G(z,u) = u(z,y) — ¢1 a vyjadfovat y pomoci x. Dostaneme

9G du
0 ]
Y@ = -5 = o
By By
ou
Tomu odpovida tecny vektor (1, —3:), ktery je kolmy na Vu = (g—:, %Z). O

Q
<

Nyni pfejdeme ke studiu holomorfnosti souc¢td mocninnych fad v komplexni

N~ z o ~ P . ~ z oo " z z N
proménné. Piipometime si tfeba mocninnou fadu e® := )™~ /5 kterd ma soucet
vSude v C a navic v C konverguje lokalné stejnomérné. Dalsim prikladem muze

byt mocninna fada > -, z". Ta méa polomér konvergence rovny jedné a plati

S 1
Zz”:: pro |z| <1

n=0

. , e ; _emtl L
(roznasobenim se ovéii, ze i v C plati 1 4+ z 4 --- + 2" = 1 7=, limitni pfechod
je pak uz snadny).

Véta 20.2.17 (O holomorfnosti sou¢tu mocninné fady). KaZdd mocninnd tada
f(z) == 30" ganz™ s kompleznimi koeficienty definuje na svém konvergenénim
kruhu holomorfni funkci. Na konvergenénim kruhu navic plati

o0
f(z) = Z nanz" L.
n=1
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Diikaz. Konvergenci mocninné fady na vnitiku jejiho konvergenéniho kruhu jsme
ziskali jiz v kapitole o mocninnych fadach. Zbyva ndm dokazat, ze uvnitt konver-
gencniho kruhu plati vzorec z véty.

Staci se zabyvat pfipadem, kdy polomér konvergence R € (0, c0]. Pro snazsi
Citelnost si ozna¢me pro vSechna m € N

o0 m o0
g(z) := Znanznfl, Sm(2) := Z an 2" a E,.(z):= Z an2".
n=1 n=0 n=m+1

Zafixujme z € C splitujici |z] < R a g € (0,00) tak malé, aby |z| + ¢ < R. Zvolme
€ > 0. Prepisme si

E(z+h) — En(z)
+( h

Fixujme € > 0. UkdZeme, Ze pti vhodné volbé p a m plati

):;A1+A2+A3.

|A1| + |A2| + |A3] <3¢ kdykoliv |h| < o.

Nejprve si povS§imnéme, Ze vzorec o™ — " = (a—fB)(a" 1 +a" 23+ .-+ 377 1)
dava odhad

|As|

i an(z—l—hi”—z"

n=m-+1
0o

> lanl
n=m-+1

e}

D lanln(zl+ )"

n=m-+1

IN

(Z+h)n_1+(Z+h)n_22:+"-+zn_1

IN

Protoze navic |z| + o < R, existuje ms € N takové, ze pro kazdé m > m3 mame
|As| < e (uvédomte si, ze fada > | |an] (W#)n konverguje).
Dale diky tomu, 7ze (z")" = nz""1, existuje ms € N takové, ze pro kazdé
m > mg mame |As| < e.
Zafixujme nyni jedno m € N tak velké, 7Ze plati oba odhady |As| < £ a |[A3] < e.
Pi{padnym zmensenim o nyni dosdhneme toho, Ze (opét vyuzivame (2") = nz""1)

Sm(z+h) — Spn(2)
h

Tim je dikaz dokoncen. O

|A| = — 5 (2)| <e.

Iteraci pfedchozi véty okamzité dostavame jesté siln€jsi vysledek.

Dusledek 20.2.18. KazZdd mocninnd Tada s komplexnimi koeficienty definuje na
svém konvergencénim kruhu holomorfni funkci, kterd je nekonecénékrdt spojité di-
ferencovatelnd a jejiz derivace jsou rovny odpovidajicim derivacim puvodni Tady
clen po élenu.
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Priklad 20.2.19. Pokud aplikujeme pfedchozi vétu na funkei f(z) = e*, mame

o0 n o0 —

(ez)/:Z( ) anl Zkl_

n=0 n=1

Dalo by se také postupovat pies teorii souvisejici s Cauchy—Riemannovymi pod-
minkami. Mame totiz

u(r,y) =e“cosy a  v(x,y)=e"siny.
Pro tyto funkce plati

ou ou . v, .
— =e¢e"cosy, — = —e"siny, — =¢e"siny a — =¢e"cosy.

Jy Ox

Vidime, Ze vSechny ¢tyfi parcidlni derivace jsou spojité a jsou splnény Cauchy—
Riemannovy podminky. Proto nam Druha véta o Cauchy—Riemannovych podmin-
kéch (Véta 20.2.11) dava

0 0
F'(2) = £ i) = (o1, 22) =15, 22)
= €% 08 29 + 167! sin 2 = €M1 7172 = @7,

Poznamka 20.2.20. Spolu s dosavadnimi vysledky samoziejmé plati i obecné&jsi
verze ziskané posunutim. Tedy pokud > 7 a,(z — z9)" mé polomér konvergence
R € (0,0¢], jedné se o holomorfni funkci a plati pro ni

o0
"(z) = Z nan(z — 29)" L.
n=1

Priklad 20.2.21. Naésledujici ¢tyfi elementarni funkce je moZné zavést na C
(vzorce jsou inspirovany Taylorovymi fadami na R)

oo Z2n+1 o ZQn
sin z := nz::o(—l) Ek cos z 1= nz::o(—l) ok

o L2ntl X L2n
smhz:zzm, coshz::z:ﬁ
=0 n=0
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Vsechny ¢tyfi fady maji polomér konvergence rovny nekonecénu a plati

0 22n+1 ’ 0 2n

2 ) =5 e
00 on , o] Z2n—1 e Z2k+1
o -1 n( c ) = 1" = - -1
cos’ z nz:%( ) (2n)! ;( ) (2n —1)! 1;)( ) (2k +1)!
= 7SinZ
0o o2n+1 / e 20
sinh' 2 = 3 () = 2 gy = @052
| |
—Z\@2n+ 1)1 & (2n)!
oo on 0o L2n—1 o 22k+1
VS () S e S e e
cosh’ z nzz:o (2n)! nz::l (2n —1)! ]CE:;J (2k + 1)! sinh z
Dale méame
. . o iz)™ —iz)" 2(iz)* s
e —e 3o (T)r -4 n!) Zk 0 _(2k+DT e 2 i
e < - YV g gy e
% 2i 2 k=0 2+ 1)1
iz —iz oo (iz)"™ (=ix)"
e% +e > neo n‘ T Z 2 2
_ ] — = cosz
2 k=0 Qk
e* —e” % _ ZZO:O %7: - (_wf!) _ i A = sinh z
5 9 = (2k+1)
e +e* _ Z;.Lo:oznfv!b_k% :i 22 = cosh z
2 2 k=0 (2k)!

Poznamka 20.2.22. Je piirozené se ptat, zda naSe rozsifeni uvedenych Gtyt re-
alnych funkci na holomorfni funkce komplexni proménné je jediné mozné. Pozdéji
uvidime, ze tomu tak skutecné je.

Poznamka 20.2.23. Podobné jako v realném piipadé i zde mulZeme nazyvat
funkci f komplexni proménné analytickou funkci v bodé zy € C, jestlize 1ze psat

o0
= Z an(z — 20)"
n=0

na jistém okoli bodu zy. Pokud je funkce analytickd ve vSech bodech oteviené
mnoziny €2 C C, tikame, Ze je analytickd na €.

Pozdéji si ukdzeme, Ze kazda holomorfni funkce je analyticka. To je dalsi odlis-
nost od realného pifipadu, kde naptiklad zhlazovaci jadro (tfeba funkce = — eﬁ
roz$ifend z intervalu (—1,1) nulou na celé R) je tiidy C°°(R), ale neni realné
analytické.
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20.3 Integrace podél krivek

V dikazu Véty o harmoni¢nosti slozek holomorfni funkce (Véta 20.2.14) jsme mohli
vidét, Ze je-li znama jedna slozka holomorfni funkce, hledani pfedpisu pro druhou
slozku odpovida hledani potencidlu k zadanému dvojrozmérnému vektorovému
poli na R2. Navic dikazy vét o existenci potencidlu, na které jsme narézeli v pred-
chozich semestrech, pracovaly s konstrukcemi zalozenymi na kfivkovém integralu
druhého druhu. Neni proto zddnym prekvapenim, ze kfivkovy integral sehraje
dilezitou roli i ptfi hledani primitivni funkce k funkci komplexni proménné.
Nejprve vSak musime teorii kiivkového integralu vybudovat. Teorii zde vybudu-
jeme o néco jednodussi nez v kapitole o kiivkovém a plosném integralu. Kuprikladu
budeme uvazovat jen kiivky definované na omezenych uzavienych intervalech.

Definice 20.3.1 (Kfivka). Necht [a,b] C R. Krivkou tiidy C' v C nazyvame
zobrazeni ¢ € C'([a,b]; C) (v krajnich bodech uvazujeme jednostrannou derivaci
z vnitini strany intervalu). Kvivkou po édstech tridy C' v C nazyvame zobrazeni
¢: la,b] — C, pro které existuje n € N a uzaviené intervaly [ag,a1], [a1,a2],
ooy [an—1,an] takové, ze a = ap < a1 < ag < -+ < ap = b a Yljg;_,,q,] Do
j € {1,...,n} jsou kiivky tiidy C'. Je-li ¢ kiivkou po &astech tiidy C! v C,
tfikdme, Ze je requldrni, jestlize plati

¢(t)#0  nala,b]

(v pFipadé krajnich bodt a vyse citovanych délicich bodf bereme jen jednostranné
derivace).

Mnozina (¢) := ¢([a, b]) se nazyva geometricky obraz kiivky . Pokud existuje
¢©'(t) (tentokrat uz jako oboustranna derivace), pak se nazyva tecny vektor ke
kiivee ¢ v bodé ¢(t). Rekneme, Ze ¢ je jednoduchd, jestlize ¢ je prosta na [a,b) a
na (a,b], a p~! je spojita na obrazu intervalu (a,b). Rekneme, ze ¢ je uzaviend,
jestlize p(a) = ¢(b). Rekneme, Ze ¢ je Jordanova kiivka, jestlize je jednoducha a
uzaviena.

Definice 20.3.2 (Soucet kiivek, opacnd kiivka). Necht (¢, [a,b]) a (¢, [c,d]) jsou
k¥ivky v C a ¢(b) = 9(c). Pak definujeme soucet kiivek ¢ @ 1 predpisem

~Je(t) pro t € [a, b]
(p@u)(t) = {1/J(t—b+c) prot € [b,b—c+d].

Opacnou kiivkou ke kiivce (¢, [a,b]) nazyvame kiivku (S¢p,[—b, —a]) danou
predpisem
Op(t) = o(—t) pro t € [—b, —al.

Definice 20.3.3 (Kiivkovy integral). Necht (¢, [a,b]) je po ¢astech C'-kiivka v C
a f: C — C je definovand na (y). Jestlize existuje Lebesguetv integral

b
[ o= [ rempeo,
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pak se nazyva krivkovy integrdl funkce f pres kfivku ¢. Dale zavadime délku
krivky @ v C jako

b
o= [ 160

Poznamka 20.3.4. (i) Délka kiivky je definovani vidy (pro po ¢astech C*-
kiivku). K¥ivkovy integral existovat nemusi. Postacujici podminkou existence je
tfeba spojitost funkce f na (p), coz je situace, se kterou zde budeme vzdy praco-
vat.

(ii) Pfedpoklddejme, Ze funkce f je spojita na (). Integrand pak nemusi byt defi-
novany v bodech ag, ay, as, .. ., a, z definice po &astech C'-kiivky. Pokud v uvede-
nych bodech integrand dodefinujeme tieba nulou, Lebesguetiv integral skryvajici
se za kfivkovym integralem se tim nezméni. Zaroven vsak uz existuje dokonce
jako integral Riemanntv. Pfipomenme, ze pak mizeme mimo jiné pouzivat i Vétu
o zdméné stejnomérné limity a Riemannova integralu (Véta 14.3.9).

Poznamka 20.3.5. Integral v definici délky kiivky je totozny s integralem prvniho
druhu, kterym se poéitaji délky kiivek z [a, b] do R? (nijak se zde neprojevuje, 7e
jsme mnozinu C oproti R? opatfili jesté komplexnim nasobenim). Naproti tomu
kiivkovy integral je ve své podstaté integralem druhého druhu. Diky tomu bude mit
(komplexni) kiivkovy integral mnoho vlastnosti (redlného) kiivkového integralu
druhého druhu.

Navic mame

b
/ f(2)dz = / F(1(t) + o) (£ (1) + igh (1)) dt
b

- / (ulior (£), @2(8)) + 1001 (), 2(6)) (4 (1) + g (£)) b

a

= / b (ulpr(6), 22 ()1 (6) = v(P1(8), 22(1)Ph (1)
il (8), @2 ()P (1) + 1w(1 (1), (D) (1))

= /ab((U(wl(t),wz(t)), —v(p1(t), 2(1))) - (£1(1), (1))
+i(0(p1(8), @2(8)), uler (£), 92(1))) - (2 (1), (1)) ) .

Pokud tedy ozna¢ime kiivku @(t) := (p1(t), 2(t)), redlné vektorové pole T(t) =

(F(e1(8), p2(1)), 1 (1(2), p2(1))), kde f(z,y) = f(z + iy), potom miizeme psit

[1ra= [ (F@ppn + if@mo)a= [ T

P

Velikost kfivkového integralu se da odhadovat obdobné jako u kfivkového in-
tegralu druhého druhu v RY.
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Tvrzeni 20.3.6 (O odhadu velikosti ki¥ivkového integralu). Necht (¢, [a,b]) je po
¢astech C-k¥ivka v C, f: C — C je definovand na (@) a existuje fso f(z)dz. Pak

’/W /) dz‘ < /: | fle®)l¢'(t)] dt.

Diikaz. Pro Riemanniv integral plati odhad

/abg(t) dt‘ < /ab lg(t)| dt, (20.3.1)

coz lze nalézt ve Vété o monotonie integralu, integralu z absolutni hodnoty (Véta
7.5.3). Protoze je tento vysledek pro nés dilezity, ukazme ho pro jistotu jesté jed-
nou, jinym zpusobem. Budeme pouzivat stejné znaceni jako v pfedchozi poznamce,
jen pro lepsi Citelnost nebudeme podrobné rozepisovat argumenty jednotlivych
funkci. Diky identité ziskané na konci pfedchozi poznamky a Cauchy—Schwarzoveé
nerovnosti mame (pfechod z pfedposledniho Ffadku na posledni vysvétlime pod
vypoctem)

2 2 2
’Lfdz‘ - (Rbe[afdz) +(Im[pfdz) |
:/a (Re‘/wfd2>(u50/1_v90,2)dt+/a (Im[Dde)(v¢1+uwé)dt

b
:/ (Re/fdz,lm/fdz) (upy — v, v + uph) dt
a 0 0

b
</
a

b b
:‘/fdz’/ Va2 1 02 <p1’2+g0’22dt:‘/fdz‘/ If1l¢'| dt,
© a © a

/ de‘\wp’l — vy, v + uph| dt
]

kde jsme vyuzili (pro ta ¢ z defini¢niho oboru k¥ivky, kde existuje ¢’ (t))

|(up) — viph,veh 4 upy)|* = (up] — vpy)? + (V] + uph)?

= up)* — 2upivgh + v%eh” + 020" + v ugh + u?ph?
= u?ph” +02ph” + 0?0 + ulph?
2 2
= (u® + %) (91" +¢h).
2
Z odhadu ‘fso f dz‘ < ‘fso fdz f: |f]l¢’| dt plyne dokazovany vysledek. O

Véta 20.3.7 (O vlastnostech kiivkového integralu). Necht ¢, ¥ jsou po édstech
Cl-krivky v C a funkce f,g: C — C jsou definované na (p) U (¥). Pak plati
(1) [,(f(2) +g(2)dz = [ f(z)dz+ [ g(2)dz a [, cf(z)dz = c [, f(z)dz, kdy-

koliv integrdly na pravych strandch ezistuji a ¢ € C
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(ii fe dz-—ff dzaféBwf dz:fwf( dz—&—fw 2)dz, kdykoliv
mtegmly na pravych stmnach existugi

(iii ‘fso f(z dz‘ < supyy | flly, kdykoliv integrdl nalevo existuje
(iv) je-li {fn}22, posloupnost funkci komplexni proménné, které jsou spojité na
mnozing (), a fn, = f na (p), pak existuje fgp f(z)dz a plati

[Ofn(z)dz ”imfof(z)dz

(v) necht h: C — C md spojitou derivaci na néjaké oteviené mnoziné obsahujict
(p). Oznacme n:= ho @ (se steyngm definicnim oborem jako md ¢). Pak n je po
ddstech C*-krivka v C, plati n'(t) = (h(p(t))) = B (p(t))¢'(t) aZ na konecny pocet
bodi a

[ fwdw= [(fomEn e

n ®

Diikaz. Pripomenme, Ze na kiivkovy jednorozmeérny integral v definici kfivkového
integralu miZeme pohlizet jako na Riemanntv integral, jestlize je integrovana
funkce spojita.
Prvni ¢ast véty plyne z linearity Lebesgueova (popiipadé Riemannova) inte-
gralu. Diikaz druhé ¢asti je snadnym cvicenim na Vétu o substituci (Véta 15.12.1).
Treti ¢ast plyne z vypoctu vyuzivajicitho Tvrzeni o odhadu velikosti kiivkového
integralu (tedy Tvrzeni 20.3.6; defini¢éni obor kiivky ¢ znacéime [a, b])

‘[pf(z)dz‘ =

< suplf| / ¢(1)] dt = sup |1¢,.
(¥) a (¢)

0 < [ ool

Dokazme c¢tvrtou ¢ast. Diky stejnomérné konvergenci je funkce f také spojita a
ji odpovidajici integral existuje. Déle stejnomérna konvergence f,, = f na ()
zarucuje, Ze na [a, b] mame (Re ¢’ a Im ¢’ jsou omezené na [a, b]; pfipometime kon-
venci, podle niZ ¢’ dodefinovdvdme nulou v kone¢né mnoha bodech, kde derivace
neexistuje)

Re(fn(e(t)¢'(t)) = Re(f((£))¢' (1) a Tm(fn(e(t))¢' (1)) = Im(f((t))¢ (£))-

Pozadovany vysledek nyni dostaneme z Véty o zaméné stejnomérné limity a Rie-
mannova integralu (Véta 14.3.9).

Dokazme péatou ¢ast. Kiivka 71 je zfejmé po ¢astech Cl-kiivka z [a,b] do C.
Diky Cauchy-Riemannovym podminkam a Druhé vété o Cauchy—Riemannovych
podminkdch (Véta 20.2.11) navic v bodech, kde existuje ¢'(¢t), mame (redlnou
slozku funkce h reprezentujeme jako funkci u a imaginarni jako funkci v; dale
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macime §(t) = (p1(t), pa(t)) € R?)
' (t) = m(t) +iny(t)

= %(Q(t))%(ﬂ + %(@(t))gog(t) + i%(fﬁ(t))go'l(t) + i%(@(t))cp;(t)
= %(@(t))%(ﬂ + g—z(&(t))gpg(t) - i%(@(t))%(t) + i%({ﬁ(t))gp;(t)
- (%(@(t)) N 1%(95(’5))) (p1(t) +ipa(t)) = R ()¢ (t).

Nyni uz jen sta¢i pouzit definici kiivkového integralu a dostavame
b b
/f(W) dw = / Fn()n' (t) dt = / F(h(e®)H (o)’ () dt
n a a
— [(Fem@i () d
@

O

Poznamka 20.3.8. Jestlize v bodu (v) pfedchozi véty je navic derivace funkce h
nenulové na (), potom, pokud je ¢ reguldrni k¥ivka, je také n regularni kiivka.

P¥iklad 20.3.9. Uvazujme kiivku () = Re'’, kde R > 0 a t probih4 interval
[0,27] (¢ probiha proti sméru hodinovych ruciéek kruznici o poloméru R centro-
vanou v pocatku), a funkci f(z) = 2", kde n € Z. Pokud n € Z\ {—1}, mame

2m o
/f(z) dz :/ (Reit)n(Reit)/dt:iRn+l/ i+t gy
@ 0 0
ei(n+1)t]2,r

_ +pn+l
= iR [i(n—i-l)

= 0.
0

Pokud n = —1, mame

/Pf(z)dz = /027r

Definice 20.3.10 (Primitivni funkce). Necht @ C C je oteviend mnozina a f, F:
C — C jsou definované na Q. Rekneme, Ze funkce F je primitivni funkcik f na ,
jestlize

1 ) 27
—(Re'") dt :/ idt = 2mi.
Relt 0

F'(2) = f(2) pro vsechna z € Q.
7 vlastnosti derivace okamzité plyne nasledujici vysledek.

Véta 20.3.11 (O vlastnostech primitivni funkce). Necht Q@ C C je oteviend
mnozina a f,F,g,G: C — C jsou definované na 2, F je primitivni funkci k f
na  a G je primitiond funkci k g na Q.

(i) Jestlize o, 8 € C, pak oF + BG je primitivnd funkei k af + Bg na Q.

(ii) Jestlize ¢ € C, pak F + ¢ je primitivng funkci k f na Q.

(iii) Je-li H primitivnt funkei k fG na Q, pak FG — H je primitivni funkei k Fg
na 2.
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Na rozdil od pfipadu funkci z R do R u funkci komplexni proménné ne-
plati, Ze kazda spojitd funkce ma funkci primitivni. Kupfikladu funkce z — Rez
nemé primitivni funkci, nebot redlnd slozka pfipadné primitivni funkce by podle
Druhé véty o Cauchy—Riemannovych podminkdch (Véta 20.2.11) musela spliiovat
u(z,y) = 12—2 + C, coz neni harmonicka funkce. Srovnejte tento piiklad také s Po-
znamkou 20.2.10. Pravé podminkami zarucujicimi existenci primitivni funkce se
nyni budeme zabyvat.

Véta 20.3.12 (O charakterizaci existence primitivni funkce). Necht @ C C je
otevrend mnozina a f: C — C je spojitd na ). Pak ndsledujici vyroky jsou ekvi-
valentnd.

(1) Funkce f md na Q primitivni funkci.

(ii) Pro kazdou uzavienou po cdstech Cl-krivku o, jejiz obraz lezi v §2, plati

Lf(z) dz = 0.

(iii) K¥ivkovy integrdl z funkce f mezdvisi na cesté v Q.

Poznamka 20.3.13. Nezévislosti na cesté v 2 rozumime, Ze pro kazdou dvojici
po &astech Cl-kiivek (i, [a,b]) a (1, [c,d]) spliujici (), () C Q, ¢(a) = ¥(c) a

p(b) = (d) plati
z)dz = z)dz.
[pf( ) [pf( )

Véta o charakterizaci existence primitivni funkce plyne z nésledujici dvojice
lemmat.

Lemma 20.3.14 (O vypoétu kiivkového integralu pomoci primitivni funkce).
Necht Q2 C C je oteviend mnoZina, f: C — C je spojitd na Q a F je primitioni
funkce k f na Q. Pak pro kaZdou po cdstech C*-kvivku (¢, [a,b]), jejiz obraz lezi
v ), plati

/ﬂamzﬂww—ﬂwm.

Diikaz. Staéi se omezit na Cl-kiivky. Pak mame (vzorec pro (F(¢(t))) ndm dava
pata ¢ast Véty o vlastnostech kiivkového integrilu, tedy Véta 20.3.7)

[ 10rae= [ fee®d = [ (Plot)) dt = Flelb) - Plo(a).

O

Lemma 20.3.15 (O vztahu nezévislosti na cesté a existence primitivni funkce).
Necht Q@ C C je oblast a f: C — C je spojitd na ). Jestlize krivkovy integrdl
z funkce [ nezdvisi na cesté v Q, pak f md v Q primitivni funkci.

Specidlné pri zafizovaném a € ) poloZme

ﬂa:LﬁmmW
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kde faz f(w)dw je krivkovy integrdl z funkce f pres libovolnou po cdstech C*-
krivku s pocatecnim bodem a, koncovym bodem z a obrazem leZicim v Q. Pak F
je primitivnt funkce k f v Q.

Diikaz. Zafixujme bod a € €. Pro kazdy bod z € Q2 pak diky souvislosti 2 existuje
lomen3 ¢ara s koneénym poctem segmentt konecné délky, ktera lezi v €2 a spojuje
body a a b. Tu mizeme parametrizovat tfeba tak, kazdy jeji bod bude odpovidat
vzdalenosti, kterou urazime po nasi lomené ¢are mezi uvedenym bodem a bodem a.
Zparametrizovanou lomenou ¢aru oznacme (., [0,1,]). Definujme jesté funkci

F(z):= / f(z)dz pro vSechna z € Q.

z

Ovéime, ze F je skuteéné primitivni funkci k f v Q. Zvolme z € Q). Pak existuje
d > 0 takové, Ze Us(z) C Q. Zafixujme h € C spliiujici |h| < 0 a definujme kiivku
Y(t) := z + th pro t € [0,1]. Potom plati (nezévislosti na cesté vdééime za tieti
z nésledujicich rovnosti, spojitosti f za zévéreény limitni pfechod)

1
(Bp2)®¢-tn

h
1 I
:h/wf(w)dw:h/o =+ thyhdt

— f()+ / (F(z +th) — f(=))dt "3 £(2).

Protoze kiivkovy integral z funkce f nezévisi na cesté v €, i funkce F' zkon-
struovana ve znéni véty dava totéz. O

Poznamka 20.3.16. (i) Pokud mé Q vice komponent, miZzeme proces popsany
v ditkazu provést na jednotlivych komponentach.

(ii) Z dikazu pfedchozi véty je vidét, Ze pro existenci primitivni funkce v dané
oteviené mnoziné staci overit, ze kiivkovy integral z f nezéavisi na cesté v dané
mnoziné pouze pro kfivky tvorené lomenymi ¢arami.

(iii) Dokonce se d4 predchozi kritérium modifikovat tak, Ze se uvazuji jen jednodu-
ché uzaviené lomené cary. To plyne z Lemmatu o rozkladu uzaviené lomené cary
(Lemma 20.3.19) uvedeného nize.

(iv) Pokud je © navic konvexni, nezdvislost na cesté je ekvivalentni tomu, ze je
nulovy kfivkovy integral pfes obvod kazdého trojuhelnika leziciho v €. Skutecné,
v pripadé konvexni mnoziny miZeme bod a spojovat s ostatnimi body pomoci
useCek. V takovém piipadé se v hlavni ¢asti dikazu predchoziho lemmatu ob-
jevi trojice krivek tvotici obvod trojuhelnika. Ziskdme tak primitivni funkci a jeji
existence pak implikuje nezavislost na cesté i pro obecné po éastech C'-kiivky
diky Lemmatu o vypoétu kfivkového integralu pomoci primitivni funkce (Lemma
20.3.14).
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Dikaz Véty o charakterizaci existence primitivni funkce. Lemma o vypocétu kiiv-
kového integrélu pomoci primitivn{ funkce (Lemma 20.3.14) ndm davé ,(i)=-(ii)“
a ,(1)=(iil)“. Podle Lemmatu o vztahu nezavislosti na cesté a existence primitivni
funkce (Lemma 20.3.15) déle mame ,,(iii)=-(i)“. Zbyva ukazat ,,(ii)=-(iii)“, ale to
je snadné. Mame-li totiz kfivky ¢ a 1 pfedepsanych vlastnosti, sta¢i na uzavienou

kiivku ¢ @ (64) pouzit vyrok (ii). O
Priklad 20.3.17. Jestlize n € N, pak funkce f(z) = z™ mé v C primitivni funkci
F(z) = ZnT i:ll . Nésledné krivkovy integral pies libovolnou uzavienou po ¢astech

C'-kfivku v C z funkce f je nulovy.

Jestlize n € —2, -3, ..., pak funkce f(z) = 2" ma v C\ {0} primitivni funkci
F(z)= “;:11 . Proto kiivkovy integral z funkce f pfes kazdou uzavienou po éastech
Cl-kiivku v C, jejiz obraz neobsahuje pocatek, je nulovy.

Jiz diive jsme si ukézali, ze pro C'-kiivku ¢(t) = Re'’, kde R > 0 a t probih4
interval [0, 2], plati

1 21 1 ) 27
/ ~dz = —(Re') dt = / idt = 2ri.
v Z o Re 0

Proto funkce < nemé primitivni funkci v oteviené souvislé mnozing C\ {0}. Tomuto
zvlaStnimu jevu (v porovnéni s redlnym piipadem, kde % primitivni funkci ma na
otevienych souvislych mnozZinach (—oo, 0) a (0, 00); nicméné uz pii studiu existence
potencidlu v RY jsme si uvédomili, ze R je dosti specialni metricky prostor, nebot
v ném je kazda souvisld mnozina automaticky intervalem) se budeme vénovat
pozdéji.

Je také pfirozené zabyvat se otdzkou jednoznacnosti primitivni funkce.

Vé&ta 20.3.18 (O jednozna¢nosti primitivni funkce). Necht Q@ C C je oblast a
[, F1,Fy: C — C. Jestlize Fy a Fy jsou primitivni funkce k f na Q, pak existuje
c € C takove, ze

Fi(z) = Fa(2)+c¢ na Q.

Diikaz. Polozme F(z) := Fi(z) — F3(z) na Q. Pak F'(z) = 0 na Q. Zafixujme
a € §). Pro kazdé b € Q) zkonstruujme lomenou ¢aru ¢ lezici v  a spojujici a a b.
Lemma o vypoétu kiivkového integralu pomoci primitivni funkce (Lemma 20.3.14)
nyni dava

F(b)zF(a)—l—/F’(z)dz:F(a)—l—/Odz:F(a).
Odtud ¢ = F(a) = Fi(a) — F»(a). O

Zéavérem jesté uvedme jeden uziteény vysledek s technicky naro¢néjsim diika-
zem. Domluvme se, ze lomené ¢ary, o kterych se bude hovorit, automaticky para-
metrizujeme tak, Ze hodnota parametru odpovida draze, kterou urazime po lomené
¢are do uvazovaného bodu z pocateéniho bodu. Useckou budeme nazjvat lomenou
¢aru s jedinym segmentem. Preskladdnim budeme rozumét, ze lomenou ¢aru pie-
piSeme jako spojeni vhodnych lomenych ¢ar (¢asto ¢asti jednotlivych segmentit),
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tyto dil¢i lomené ¢ary preparametrizujeme, aby byl pocatecni bod obrazem nuly,
a pak vzniklé lomené ¢ary vhodné pospojujeme do nékolika novych lomenych car.

Lemma 20.3.19 (O rozkladu uzaviené lomené ¢ary). KaZdou uzavienou lomenou
cdaru je mozné preskladat do konecného poctu jednoduchych uzavienych lomengch
car a koneéného poctu dvojic obrdcené orientovanych usecek.

Dikaz. Domluvme se, Ze segmentem budeme nazyvat ¢ast lomené ¢ary mezi dvéma
zlomy. Nasi lomenou ¢aru ozna¢me ¢, jeji délku ozna¢me [ a pocet jejich segmentt
ozna¢me n € N. Dva rizné segmenty se mohou protinat v zddném, v jednom nebo
v nekoneéné mnoha bodech. Déle kazdou c¢ast segmentu ohranicenou priseciky
s ostatnimi segmenty, které se s uvazovanym segmentem protinaji v jediném bodé
(sem spadaji i zlomy), nazyvejme fragmenty. Kazdy segment ma minimalné jeden
a maximalné n fragmentt. Fragmentti ma ¢ proto nejvyse n?. Nyni z lomené ¢ary
odstranime dvojice prekryvajicich se fragmentti probihanych v opa¢ném sméru.

Krok 1: odstranéni dvojic prekryvajicich se fragmentt probihanych v opacném
smeéru.
Pokud neexistuje dvojice fragmentt piedepsaného typu, v tomto kroku nepro-
vaddime nic. Ukazme si postup pro opacny pripad. Konstrukci miizeme provést
tfeba tak, Ze najdeme minimélni ¢; € [0,1) tak, Ze ¢(t1) je po¢ate¢nim bodem
fragmentu, ktery se prekryva alespon s jednim fragmentem obihanym v opa¢ném
sméru. Z téchto fragmentt vyberme takovy, jehoZ koncovy bod ¢(t4) mé nejvyssi
moznou hodnotu ¢isla ¢4 € (0,1].

Necht déle ta,t3 € (0,1) jsou takova ¢isla, Ze ¢(t2) je koncovy bod prvniho
z na$i dvojice fragmentii a ¢(t3) je po¢ateéni bod druhého z nasi dvojice fragmenti.

Nyni oznacme @1 := @|i, 1, @ 02 := @l[o,t,] D @l[ty,y- Dostali jsme dvé uzaviené
lomené ¢ary (pfipadné jednu lomenou ¢aru a bod, nebo dva body; s body uz dale
nepracujeme).

Na kazdou ze ziskanych lomenych ¢ar nyni aplikujeme pfedepsanou proceduru
a takto budeme pokracovat i s lomenymi ¢arami ziskanymi v dalsi generaci. Proces
se musi zastavit po koneéném poctu krokt, nebot pokazdé zmizi dva fragmenty a
jejich celkovy pocet je omezeny ¢islem n?2.

Celkové jsme dostali uzaviené lomené ¢ary @1, 2, . .., ©m. Protoze kazda z uve-
denych lomenych ¢ar obsahuje nejméné tii fragmenty, i ¢islo m je konec¢né.

Krok 2: odstranéni pirebytecnych smycek.

Nyni se budeme zabyvat zpracovanim lomenych car, které jsme ziskali z prvniho
kroku. Ty z lomenych ¢ar, které jsou jednoduché, jiz upravovat nebudeme. Zby-
vajici lomené ¢ary podrobime dalsi procedute, ktera se da popsat jako odstranéni
prebyteénych smycek. Pti této procedute kazdou z upravovanych lomenych c¢ar roz-
lozime na dvé nebo vice uzavienych lomenych ¢ar podle metody, kterou podrobné
popiseme nize.

Pro jednoduchost znaceni predpokladejme, Ze stile pracujeme s lomenou ca-
rou ¢ délky [ a Ze dosud neni jednoducha. Pokud existuje alepoii jedno tg € (0,1)
tak, ze ¢(tg) = ©(0), vezméme toto ¢islo maximalni mozné a kiivku ¢ rozlozme
na S"‘[Qto] a @ = go\[to,l] (pFipomerime, Z%e okamZité posouvame parametrizaci,
aby pocatecni bod byl obrazem nuly). Prvni z uvedenych kiivek se zatim vénovat
nebudeme, pokracujme s @. Jedné-li se o jednoduchou kfivku, jsme s ni hotovi.
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Jinak nalezneme minimalni éislo ¢; € (0,1 — ¢p) takové, Ze existuje alesponi jedno
s € (0,1 — to] spliyjici @(t1) = @(s) (diky prvnimu kroku a volbé& t jako maxi-
malniho mozného méame zaruceno, Ze nebudeme muset odstranovat prvni fragment
kiivky @). Cislo s zafixujme jako nejvétsi mozné. Nyni provedeme rozklad na @,
(odstratiujeme piebyteénou smycku a nechdvame ji ¢ekat na dalsi zpracovéni) a
@ = @lio,t] © Pl[s,1—to]- Nyni uzavienou lomenou ¢aru ¢ podrobime pravé po-
psanému procesu (bud je ¢ jednoduché, nebo najdeme ty € (0,1 — tg — #1) jako

minimalni moZny podateéni bod piebyteéné smycky a smycku odfizneme).
Protoze kazda odfiznutd smycka nas pripravi pfinejmensim o t¥i fragmenty,
proces se jednou musi zastavit a budeme mit jednoduchou uzavienou lomenou
c¢aru. Pak se postupné vénujeme uzavienym lomenym caram, které jsme dostali
v prvnim kroku nebo jako odfiznuté smycky. Kazda tispésné zpracovanad lomena
¢ara mé minimalné tii fragmenty. Proto budeme po kone¢ném poctu kroku hotovi.
O

20.4 Cauchyova véta, komplexni logaritmus

V této sekci si koneéné ukazeme, ze kazda holomorfni funkce je nekonecnékrat
spojité diferencovatelna. Tento vysledek je zaroven uziteCnym kritériem existence
primitivni funkce. Staci si totiz uvédomit, ze pokud ma spojita funkce f primitivni
funkci F' na oteviené mnoziné §2, pak je zde F' holomorfni, tudiz tfidy C°°, a proto
je 1 funkce f holomorfni. Proto funkce, kterd neni na 2 holomorfni (i kdyby byla
spojitd), nemiize mit na Q primitivni funkci.

Tento typ vysledk ndm zptistupni Cauchyova véta. Jedna se o jeden ze zéklad-
nich vysledki teorie funkci komplexni proménné. Jeji znéni do znacné miry pfipo-
mind Lemma o vypoétu kiivkového integralu pomoci primitivni funkce (Lemma
20.3.14), které zobectiuje v tom sméru, ze obraz kiivky ¢ jiz nemusi lezet v oteviené
mnoziné, kde je zkoumana funkce f holomorfni. Postaci, kdyz ¢ bude Jordanova
kfivka a funkce f bude holomorfni na Int ¢. Navic nebude nutné predpokladat, ze
funkce f ma primitivni funkci F', to poplyne z toho, Ze f je holomorfni.

Situaci vystihuje Jordanova véta, kterou si pfipomenime (vyslovime ji v kom-
plexni verzi, ktera snadno plyne z verze pro R?, srovnejte s Vétou 17.3.17).

Véta 20.4.1 (Jordanova véta). Necht ¢ je Jordanova kitwka v C. Pak existuji
souvislé mnoziny Int ¢ (vnitiek ¢) a Ext o (vnéjsek ¢) takové, Ze plati

(1) Int ¢ je omezend a Ext ¢ je neomezend

(ii) Int pU{p)UExt p = C, pridemz mnoZiny na levé strané jsou po dvou disjunktni
(iii) O(Int ) = (Ext @) = ().

Pfipomerime si jesté jednu definici (opét rovnou uvadime komplexni verzi, srov-
nejte s Definici 17.3.20).

Definice 20.4.2 (Jednoduse souvisld oblast). Oblast  C C se nazyva jednoduse
souwisld, jestlize pro kazdou Jordanovu kiivku ¢: [0, 1] — € existuje spojité funkce
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H:[0,1)2 = Q a bod z € Q takovy, 7e

H(t,0) = p(t) pro vSechna t € [0,1], H(0,s)=H(l,s) pro vSechna s € [0, 1]
a H(t,1) =z pro vSechnat € [0,1].
Podminku z predchozi definice lze interpretovat tak, ze krivku ¢ je mozné v )

spojité stahnout do bodu.
Cauchyovu vétu si uvedeme v nékolika verzich.

Véta 20.4.3 (Cauchyova véta (prvni verze)). Necht ¢ je reguldrni Jordanova po
édstech C-krivka v C, funkce f: C — C je spojitd na Int ¢ a holomorfni na Int ¢.

Pak
/ f(z)dz =0.
©

Diikaz zde budeme prezentovat jen pro specialni piipad, kdy f’ je spojita na
Int , coz je pfipad pro ktery vétu puvodné dokéazal Cauchy. Obsahly dikaz pro
obecnou situaci je mozné nalézt napiiklad v [Ce].

Diikaz pruni verze Cauchyovy véty ve specialnim pripadé. Predpokladejme navic,
7e funkce f’ je spojitd na Int . Dikaz bude zalozen na Greenové vété (Véta
17.3.18). Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze ¢ je kladné obihand
(jinak pfejdeme k opacné kiivce, pfi¢em?z zména znaménka se neprojevi diky nu-
lovosti vysledného integralu). Pouzijeme-li zapis kiivkového integrélu z Pozndmky
20.3.5, mame

[ 110 = [ (F@psm + if@mo)

Nyni aplikujeme jiz avizovanou Greenovu vétu (Véta 17.3.18) a

Af<z>dz:[ntw(igﬁv-gi‘“) da(z,9) =0

diky Cauchy-Riemannovym podminkdm (20.2.1). O

Ke Cauchyové vété je mozné pristupovat jesté tak, ze budeme mit holomorfni
funkci na néjaké oblasti a uvnit¥ této oblasti budeme integrovat po uzavienych
kiivkach. Zacneme jednim pomocnym tvrzenim.

Tvrzeni 20.4.4 (Cauchyova véta pro trojuhelnik). Necht M C C je uzavreny
nedegenerovany trojuhelnik a f: C — C je holomorfni na néjaké oteviené mnoziné
Q C C spliujici M C Q. Necht ¢ je requldrni Jordanova po cdstech Cl-krivka

parametrizujici OM . Pak
/ f(z)dz =0.
©
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Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze ¢ je kladné orientovana.

Oznac¢me
= ‘/ f(2) dz‘.
©

Rozdélme pivodni trojuhelnik na ¢tyfi podtrojuhelniky tak, ze nalezneme
stredy tusecek tvoricich hranici ptuvodniho trojihelnika a tyto stfedy spojime.
Hranice vznikl§ch trojuhelnikd zparametrizujme pomoci po ¢astech C'-zobrazeni
U1, 2,3, 14 tak, aby se jednalo o kladné obihané regularni Jordanovy kiivky.
Protoze se integraly pres pridané tsecky vyrusi, mame

/ feyde= [ f)de+ [ f)de+ [ fe)de+ [ f(2)de
%] Y1 P2 3 Py

>

)
) )

Obrazek 20.2: Rozdéleni trojuhelniku v dikazu Cauchyovy véty pro trojihelnik se
znazornénim smeéru obihani. Nové trojihelniky maji hrany polovi¢ni délky oproti
trojuhelniku ptvodnimu. Pfidané segmenty pii integraci probihdme dvakrat, ale
s opacnou orientaci. Proto se integraly pfes né vyrusi.

Proto musi existovat j € {1,2,3,4} takové, ze | [, f ”; z)dz| > 4. Ozna¢me
1 = ;. Dale rozdélime trojuhelnik, ktery je obihan krlvkou 1, na Ctyfi pod-
trojihelniky postupem uvedenym vyse a pokracujeme indukci. Dostaneme po-
sloupnost kiivek {¢x}52, takovych, ze pro vSechna k € N plati

‘/ f(z) dz‘ > %, diam(Int ¢ U (@) = Qik diam(Int ¢ U (p))
Pk

Int pr41 U (@rr1) C Int op U (@p).

Diky Cantorové vété o priniku kompaktt (Véta 11.7.11) pak existuje a € Int p U
(p) takové, Ze

n Int @r41 U (Qrt1)) =

Protoze existuje f/(a) a kazdy polynom m4 primitivn{ funkei, dostavdme z Véty o
vlastnostech kiivkového integralu (Véta 20.3.7) pro vSechna k € N (funkce n: C —
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C uvedena nize spliiuje |n(h)| = o(1) pro |h| — 0)

A
47§

- /% (f(a)+f’(a)(za))dz+[pkn(za)(za)dz‘
= /wn(z—a)(z—a)dz‘

[ 1@ =] (@) + @@ - ae - w) ]

c
< by, sup Iz — )l sup |z — al < < sup n(z — & = < sup otz — a)l.
o lon) (o) 25 (o0 28 4k )

Diky vlastnosti |n(h)| = o(1) pro |h| — 0 platnost predeslého odhadu pro vSechna
k € N implikuje A = 0. O

Véta 20.4.5 (Cauchyova véta (druhd verze)). Necht Q C C je jednoduse souvisld
oblast a f: C = C je holomorfni v Q. Pak pro kaZdou uzavienou po édstech C'-
krivku @ spliugict (@) C Q plati

/wf(z)dz =0.

Dikaz. Nejprve si uvédomime, ze misto uzaviené ktivky stac¢i uvazovat jednoduché
lomené ¢ary. Tuto situaci poté prevedeme pouzitim definice jednoduse souvislé
oblasti (Definice 20.4.2) na integraly pfes uzaviené trojuhelniky a ¢tyfihelniky,
¢imz dikaz dokonc¢ime. Pristupme nyni k detailnéjsimu dikazu.

Krok 1: pfechod k jednoduché lomené ¢are.

Vyuzijeme poznamky doprovazejici Lemma o vztahu nezévislosti na cesté a exis-
tence primitivni funkce (Lemma 20.3.15). Pokud totiz dokédZeme pozadovany vysle-
dek pro vSechny jednoduché lomené ¢ary, dokazeme tim existenci primitivni funkce.
Diky tomu pak obdrzime pozadovany vysledek i v obecném prfipadé z Lemmatu o
vypoétu kiivkového integralu pomoci primitivni funkce (Lemma 20.3.14).

Krok 2: integral pfes (ne)degenerovany trojihelnik, integral pres (ne)degene-

rovany ¢tytuhelnik.
Cauchyova véta pro trojihelnik nam pro libovolny nedegenerovany trojuhelnik
s vrcholy z1, 22, 23 takovy, Ze cely vCetné hran lezi v ), dava, zZe kfivkovy integral
z funkce f pres jeho obvod (uvaZzujeme spojnici bézici z bodu z; do bodu zs,
déle z bodu z3 do bodu z3 a konecné z bodu z3 do bodu z;; jednotlivé segmenty
kupiikladu parametrizujeme vZzdy afinnim zobrazenim a zachovidvame naznacenou
orientaci) je nulovy. Je vSak zfejmé, Ze nulovost integralu dostaneme i v situaci,
kdy obihdme degenerovany trojuhelnik (at uz zdegeneroval do tsecky nebo do
bodu).

Ukazme si dale, ze nulu ziskdme i pfi integraci pres ¢tyfahelnik. Presnéji, pfi
integraci pfes po ¢astech afinné parametrizovanou lomenou ¢aru spojujici libovolné
Ctyti body 21, 29, 23, 24 (lomend ¢4ra prob&hne body v tomto pofadi a pak z bodu
z4 zamifi do z1). Zde miizeme dosud ziskany vysledek pro trojuhelnik aplikovat
na trojthelniky (pfi obihdni zvolime smér odpovidajici uvedenému poradi) zadané
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body z1, 29, 23 a 23, 24, 21. Pfes tiseCku spojujici body 23,21 probéhneme dvakrat
ale s opacnou orientaci, proto se integraly opét vyrusi.

B «
= &

<3 R4 %24 z3

Obrazek 20.3: Verze Cauchyovy véty pro ¢tyithelnik. Pfidanim jednoho segmentu
vytvorime dva trojuhelniky. P¥idany segment pfi integraci probihame dvakrat, ale
s opac¢nou orientaci. Proto se integraly pfes néj vyrusi. Ctvefice bod@ miize byt
rozmisténa zcela libovolné a postup stale funguje.

Krok 3: rozklad integralu pfes jednoduchou uzavienou lomenou ¢aru na troji-
helniky.
Uvazujme lomenou ¢aru ziskanou v prvnim kroku. Necht je parametrizovéna z in-
tervalu [0, 1] a tato parametrizace je linedrni vzhledem k délce ¢dry. Necht zobra-
zeni H € C([0,1]?) a bod z € Q odpovidaji nasi lomené ¢afe jako v definici jed-
noduse souvislé oblasti. Piedné diky tomu, ze H je spojité zobrazeni, je H([0,1]?)
kompaktni podmnozinou mnoziny . Diky tomu (C \ Q je uzaviend mnozina)
existuje A > 0 takové, ze

Upa(a) CQ  pro viechna a € H([0,1]?).

Dale funkce H je stejnomérné spojita. Proto existuje > 0 takové, ze

|H(t1, 51) — H(tg, 32)| S %
kdkaliV t1,t2,51,82 € [07 1], |t1 —t2| <da |81 — 82‘ <.

Oznac¢me koncové body jednotlivych segmentti nasi lomené cary jako zpo :=
H(tQ,O), 20,1 = H(tl,O), 20,2 = H(tg, 0), <. R0,m T H(tm, 0), kde 0 = to < tl <
ty < -+ < t,, = 1. MlzZzeme predpokladat, ze 0 < t; —t;_1 < ¢ pro vSechna
j € {1,...,m}, v opa¢ném piipadé piili§ dlouhé segmenty rozdélime na mensi.
Definujme nyni novou lomenou ¢aru tak, aby postupné spojovala body

21,0 = H(to,é), 2171 = H(tl,(S), 2172 = H(tg,(S), ceey Zl,m = H(tm, (5)

Pro v8echna j € {1,...,m} pak 2o j_1, 20,5, 21,j—1, #1,; € Ba(20,;). Protoze mnozi-
na Ba(zj) je konvexni, v Ba(z;) lezi i kazda tusecka spojujici libovolnou dvo-
jici uvedenych bodi. Protoze Ba(zj) C €, podle druhého kroku dostdvame nu-
lovy integrél pies obvod (zobecnéného) étyfuhelnika, ktery je zadan pomoci bodt
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20,j—1, 20,5, #1,55 #1,j—1 (body jsou obihany v uvedeném pofadi). Pokud tento vy-
sledek vyséitdme pies viechna j € {1,...,m} (pozor na zp o = 20,m & 21,0 = 21,m),
integraly pfes tsecky spojujici dvojice bodt zp ; a z1,; se vyrusi a dostdvame, Ze
k¥ivkovy integrél pres pivodni kiivku je roven integralu ptes k¥ivku novou (po
vyscéitani vychazi, Ze integraly se lisi ve znaménku, pfi¢emz nova kiivka je obihana
v opa¢ném sméru).

{1,...,m} plati |z ; — 21,j-1| < %. To ndm umozZni proces zopakovat. Tentokrat
zkonstruujeme body

22,0 += H(f(), 2(5), 22,1 ‘= H(th 2(5), 22,2 1= H(tQ, 2(5)7 ce ey R2m = H(tm7 26)

Pro vechna j € {1,...,m} pak plati z1 ;_1, 21 j, 22,j—1, 22,; € Baz1,j a dostavame,
Ze integral pfes tieti kiivku je roven integralu pies druhou kfivku. Je tedy roven
integralu ptvodnimu.

Podobné pokracujeme i v dalsich krocich. Proces zakoné¢ime po k krocich, kde
k € N spliiuje kd < 1 < (k+ 1)0.

Nyni budeme pracovat s trojahelniky spojujicimi z, z j_1, 2,; (2 je bod z de-
finice jednoduse souvislé oblasti). Podle Cauchyovy véty pro trojahelnik jsou inte-
graly pres vSechny tyto trojuhelniky nulové. Diky vyruseni integralt pres pridané
useCky dostavame, Ze integral pres lomenou ¢aru zkonstruovanou v k-tém kroku
je nulovy. Nulovy je proto i puvodni integral.

20,5—1

20,5

20,j+1

21,541 z

Obrazek 20.4: Myslenka konstrukce z dikazu druhé verze Cauchyovy véty.

O

Z predchozi véty a Véty o charakterizaci existence primitivni funkce (Véta
20.3.12) dostavame nasledujici vysledek.

Dusledek 20.4.6 (Existence primitivni funkce pro holomorfni funkce). Necht
Q C C je jednoduse souvisla oblast a f: C — C je holomorfni na Q. Pak f md
na Q primitivni funkci.

Véta 20.4.7 (Cauchyova véta (tfeti verze)). Necht k € N a ¢, 1,...,pk jsou
requldrni Jordanovy po ¢dstech C-krivky v C, pro které plati

Int p; U (p;) CInte pro vSechna j € {1,...,k},
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(Int; U {pi)) N (Intp; U(p;)) =0 kdykoliv i # j
a vSechny uvedené kiivky jsou obihdny ve stejném smyslu. PoloZme  := Int ¢ \
U?Zl(Int ©j U {p;)). Necht funkce f: C — C je holomorfni na Q a spojitd na Q.
Pak

k
/f(z)dz:z f(z)dz

Treti verzi Cauchyovy véty budeme typicky pouZzivat jen ve velice jednoduchych
situacich. Kupiikladu ¢ bude obihat velky ptlkruh nebo obdélnik, k bude velmi
malé, a 1,...,pr budou obihat malé kruhy a dokonce f bude holomorfni na
mnoziné 2 mimo stfedy téchto malych kruhti. Pak je zcela korektni dikaz zalozeny
na nasledujici konstrukci, kdy mnozinu €2 rozdélime na dvé disjunktni jednoduse
souvislé oblasti 2 a 5 jako na Obrazku 20.5.

o
O

O 0
75 )

Obrazek 20.5: Dukaz treti verze Cauchyovy véty v jednoduchém piipadé: prida-
nim nékolika lomenych ¢ar probihanych dvakrat v opa¢nych smeérech vytvorime
jednoduse souvislé oblasti 21 a (29, na které se da pouzit prvni verze Cauchyovy
véty.

Dale se budeme vénovat zavedeni komplexniho logaritmu jako inverzni funkce
diky tomu, Ze komplexni exponencila je 2mi-periodicka (e*171*2 = e*1(cos zp +
isin z2)). Podobné jako jsme pii zavedeni funkce arcsin byli nuceni ztzit defini¢ni
obor funkce sin, i zde budeme zuzovat defini¢ni obor komplexni exponencialy.
Pomérné prirozené je pracovat treba s mnozinou

{2221 +122 e C: 21 ERaZQ € (—7‘(‘771')}\{0}

(vodorovny péas bez poc¢atku) a zavést (na pravé strané nasledujici rovnosti bereme
jiz zavedeny redlny logaritmus)

log z :=log |z| + iarg z.
Pak totiz mame

elogz — elog|z|+1argz log|z|elargz

=e = |z|(cos(arg z) + isin(arg z)) = z.
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P1i praktickém pouziti se vSak nékdy ukazuje jako vyhodnéjsi vybirat argument
komplexniho ¢isla i z jinych intervalii. To nas vede k zavadéni i jinych verzi loga-
ritmu. Standardné pouzivané terminologie dokonce zasla tak daleko, ze se ke kom-
plexnimu logaritmu pfistupuje jako k vicezna¢né funkci (podobné jako se zavedly
dvé hodnoty druhé odmocniny z komplexniho ¢éisla) a uvaddime vSechny pfipustné
hodnoty logaritmu (posunuté o i2km, kde k € Z). Naptiklad (mnohoznaéné funkce
jako argument ¢i komplexni logaritmus budeme znacit velkym pismenem)

Logi = {i(§ + 2km): k € Z}.

Pokud naopak jako logaritmus bereme hodnotu z pfedem zvolené mnoziny, kde
je exponenciala prosta, fikdme, ze jsme zvolili jednoznacnou vetev komplexniho
logaritmu.

Doposud jsme se na problémy spojené se zavedenim komplexniho logaritmu di-
vali spiSe z pohledu ztzeného definiéniho oboru komplexni exponencidly, tedy z po-
hledu oboru hodnot budouci jednozna¢né vétve komplexniho logaritmu. Vénujme
se také podobé defini¢niho oboru pfipoustéjiciho existenci jednoznacné vétve kom-
plexniho logaritmu.

Véta 20.4.8 (O komplexnim logaritmu). Necht Q C C je jednoduSe souvisld
oblast, 1 € Q a 0 ¢ Q. Potom je v oblasti Q) definovand funkce logg, splriujici

(i) '8 ? = 2 na Q

(ii) logg, je holomorfni na Q

(iii) ezistuje 6 € (0,1) takové, Ze logg r = logr (napravo je redlny logaritmus) pro
vSechna r € (1 — 0,1+ 9).

Diikaz. Funkce L je holomorfni v © (0 ¢ (2), a proto podle druhé verze Cauchyovy
véty (Véta 20.4.5) integral z této funkce nezavisi na cesté v Q. Pro kazdé z € Q

polozme
1
logg z := / —dz,
o ?

kde ¢ je lomena cara lezici v Q s pocateénim bodem 1 a koncovym bodem z.
Diky souvislosti mnoziny ) takova lomena cara existuje alespon jedna a navic
z fakt uvedenych vyse plyne, ze hodnota logg, z nezavisi na volbé lomené cary, a
proto je definice korektni. Standardni postup (jako v ditkazu Lemmatu o vztahu
nezavislosti na cesté a existence primitivni funkce, tedy Lemmatu 20.3.15) ukazuje,
7e logg, je holomorfni na Q a plati zde logf, z = +

z"

Dokazme vlastnost (i). Zde si staél povS§imnout, Ze
1 ! 1 1 /
(ze* oBa Z) =e 982% _ ze7 %8 f]og, z = 0.

Podle Véty o jednozna¢nosti primitivni funkce (Véta 20.3.18) je ze™!°%2# kon-
stantni na €. PYi volbé z = 1 navic mame

e~ 10g52Z|Z:1 = 160 =1.

Proto je zminéna konstanta rovna jedné a odtud plyne (i).
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Zbyva treti vlastnost. V tomto piipade€ si sta¢i uvédomit, ze pro ¢isla z = r+i0,
kde r € R je dostate¢né blizko k ¢islu 1, mizeme v definiénim vztahu pro logg z
vzit tsecku spojujici body 1 a z (k¥ivkovy integrél proto probihd jen ¢ast redlné
osy). Pak mame

1 "1
logQr = / —dz :/ —dt = [logt]{ = IOgT‘.
0 Z 1t

O

Poznamka 20.4.9. (i) Pfi zavedeni funkce log, v ditkazu pfedchozi véty jsme
jsme nemuseli pouzivat jen lomené ¢ary. Slo pouzit i po ¢astech C''-kiivky. Pokud

Q:=C\ {t+1i0: ¢t <0},
lze volit kiivky nasledujicim zpisobem. Pro z € ) budeme pouzivat znaceni z =
rel? kde r = |z| a 6 € (—m, 7). Kfivku v definici logg, 2z zvolme tak, Ze nejprve

bézime po realné ose z bodu 1 do bodu r a pak po kruznici centrované v pocatku
bézime z bodu r do bodu z. P¥imy vypocet pak dava

1 "1 (S 0
logQZZ/fdz:/ fdt—|—/ —.t(relt)’dt:[logt]{—k/ idt = logr + i6.
0 Z 1 0 o ret 0

V této situaci hovotime o hlavni hodnoté logaritmu (nejéastéji pouzivanad vétev
komplexniho logaritmu).

Obrazek 20.6: Znazornéni kiivky z vypocétu hlavni hodnoty logaritmu.
Pokud bychom kupiikladu vzali Q := C\ {0 +it: ¢ > 0}, dostali bychom vétev
logaritmu pracujici tak, ze
logg z = log |z| + iarg z, kde argz € (—2F, Z).
Pokud bychom vzali 2 := C\ {0 +it: t < 0}, dostali bychom argz € (=%, 37).

(ii) Pfedchozi véta hovoii jen o vétvich komplexniho logaritmu, které maji
v bodé 1 nulovou hodnotu. Existuji i vétve, které zde maji hodnotu i2kmw pro
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k € Z\ {0}. Pro né plati prvni dvé vlastnosti z véty. Pi jejich ditkazu staéi polozit
. 1
logg z :=12km+ [ —dz
o 2

a pak postupovat jako vyse.

Poznamenejme jesté, ze nékteré identity, na které jsme zvykli z teorie funkci
realnych proménnych, pro komplexni logaritmus neplati. Kupiikladu méme

log(zw) = log z + log w + i2km pro jediné vhodné k € Z,

kde k zavisi na volbé z,w a vétve komplexniho logaritmu; to se tyka prace s jedinou
vétvi, pokud naopak pracujeme s logaritmem jako s vicezna¢nou funkci, rovnost
plati i bez korekéniho ¢lenu i2kw, tedy

Log(zw) = Log z + Log w.

Pro hlavni vétev logaritmu navic plati

oo

log(1 + 2) Z ”H pro |z| < 1.

To plyne z toho, Ze oba vyrazy se rovnaji v bodé 0 a navic oba maji na B (0)
derivaci rovnou .

Podobné jako v redlném pfipadé, zavedeni logaritmu ndm umoziuje zavést jesté
obecnou mocninu. Ta je zavisla na volbé vétve logaritmu. Pokladame

20— eozlogz7

kde a € C a z bereme pouze z defini¢niho oboru uvazované vétve logaritmu. Navic
byva obvyklé volit jen takové vétve logaritmu, ze plati log 1 = 0. Pak totiz mame

1a :ealogl :eo — 1

20.4.1 Aplikace Cauchyovy véty na vypocet integralu
Zde si ukazeme dva priklady aplikace Cauchyovy véty. Jednak se budeme zabjvat

obtiznym integralem takového typu, jaké nam v dalsi kapitole prichysta Fourierova
transformace. Déle se budeme vénovat dvéma obtiznym realnym integralim.

Piiklad 20.4.10 (Ptiklad souvisejici s Fourierovou transformaci). Zabyvejme se
integralem

I(\€) ::/ oM o2

— 00

kde ), ¢ € R. Vidime, 7e integrand patii do L' (R) pro kazdé A > 0 a £ € R. Piedné
si povSimnéme, ze volba £ := 0 dava

I(A,0) == 2 g = [
(A, 0) / e x 3

—0o0
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Daéle plati I(A, &) = I(A, =€) (stadi provést substituci y = —z). Proto budeme
pracovat jen s & > 0.
Integral si jesté prepiSme do vhodnéjsi podoby

IN€) = /Oo o Natin$)?-DE 4 T /oo e AaHiT)? g

Pocitame proto integral typu
o0
J ::/ e~ Matin)® dz,
— 0o

kde > 0 (v naSem piipadé je p := 71'%)

Pozor, formalné by se mohlo zdat, ze integral substituci z+iu = y ,,pfevedeme”
na nam dobfe znamy pripad integralu ffooo e’ dy. To ale neni mozné. I kdyz
formalné v tomto pripadé by vysledek vysel spravné, pozdéji si ukazeme piiklad,
kdy by tato ,substituce” vedla ke Spatnému vysledku. Uvédomme si, Ze takovou
substituci nemtzeme provést, protoze proménna y by byla komplexni.

Na chvili zafixujme R > 0. Cauchyovu vétu pouzijeme na holomorfni funkci
f(z)= e~ a na kiivku © =1 D Y2 D s D py, kde

p1(t) =t +1i0 prot € [-R, R]
pa(t) = R+ it pro t € [0, y]
p3(t) = —t +ip pro t € [-R, R]
ea(t) = —R+i(pn—t) pro t € [0, p].
<— ij
¥3
\L P4 P2 /F
$1
—R 0o — R

Obrazek 20.7: Znazornéni kiivky z pfikladu souvisejiciho s Fourierovou transfor-
maci.

Nejprve si povSimnéme, Ze diky druhé verzi Cauchyovy véty (Véta 20.4.5)

mame
2
/e*)‘z dz = 0.
o]

Nyni se budeme vénovat integralim pres jednotlivé ¢asti krivky ¢. Ozna¢me

Jo :=/ e dz.
Y2



20.4. CAUCHYOVA VETA, KOMPLEXNI LOGARITMUS 83

Pak mame
2 N2 2,2 :
|J2‘ < sup |e—>\z |£ = ;1 max ‘e—/\(R-i-zt) | = 4 max |e—>\(R —t )e—12/\Rt
p2
(02) te(0,u] te[0,u]
_ 2_ 2y R
e MEE ) Bgee

Podobné dostaneme
Jy = / e 4y e,
P4

Dale

Az? r M2, Rotoo [0 e m
Ji ::/ e v dz:/ e dt T = e dt =4/,
%5} —R — 00 )\

kde jsme pfi limitnim prechodu pouzili tfeba Lebesgueovu vétu o monotonni kon-
vergenci (Véta 15.8.15).
Pro zbyvajici integral J3 mame

R e’}
h:/eﬂfwzf/ &W”N&ijf/ e M+ gt — .
®3 -R — 000

Zde nam limitni pfechod umoziiuje Lebesgueova véta o majorizované konvergenci
(Véta 15.8.17) a L'(R)-majorantu ndm dévé odhad

‘efA(t+iu)2| _ |ef)\(t27/»¢2)efi2)\ty| _ ef,\(thﬁ).

Celkové jsme dostali

oz/eﬂfwszhh+h+Jﬁﬁf”¢§+0—J+0
%2}

WMHmﬂl_J_¢W
lme , -

Odtud konecéné dostavame

Proto

7(252

I(A\ &) =e">

0 X T <262
/ e A@HTH? g = Xe*Tg pro véechna A >0 a £ € R.
— 00

Poznamka 20.4.11. Specidlni volba A = 7 v pfedchozim ptikladu dava
(oo}
/ e—ﬂmze—iQTrzg de = e—wﬁz.
— o0

Tento vysledek budeme v teorii Fourierovy transformace interpretovat tak, ze
2 .
funkce e™™" se transformuje sama na sebe.
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Priklad 20.4.12 (Fresnelovy integraly). Spoéitame Fresnelovy integréily

) /O Teos@)dr a () /O ~ sin(2?) du.

Pf¥edné poznamenejme, Ze substituce ¢t = z2 dava

(J\/’)/Ooocos(xQ)dxz(N)/ooo;j;dt.

Z tohoto zapisu je snadné ukazat, Ze uvedeny integral neexistuje jako Lebesgueiuv
a existuje jako Newtontiv (¢i zobecnény Lebesguetiv). Podobné pro druhy integral.
MiZeme vSak psat (plné napravo je Lebesguetv integral)

R

oS R
(N)/O cos(z?)dz = lim (N)/O cos(z?)dz = lim cos(z?) dz.

R—o0 R—oo J
Ozna¢me I := fOR cos(z?) dz. Podobné dostavame
(J\/)/ sin(z?)dz = lim Jg,
0 R—o0
R . , o
kde Jg := [, sin(z?)dz.

Cauchyovu vétu budeme nyni aplikovat na holomorfni funkci ¢’ a kiivku
Y =¢1 D P2 @ s, kde

e1(t) =t 410 pro t € [0, R]

©o(t) = Re' pro t € [0, §]

@3(t) = —te'x pro t € [-R,0]
Re'%

Obrazek 20.8: Znazornéni kiivky z vypoctu Fresnelovych integrald.

Nejprve si povSimnéme, Ze diky druhé verzi Cauchyovy véty (Véta 20.4.5)

mame
)
/elz dz =0.
]
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Nyni se budeme vénovat integralim pies jednotlivé ¢asti kiivky ¢. Méame

R
J1 ::/ el dz:/ (cos(t?) +isin(t?)) dt = Ig +iJg
Y1 0

0 R
22 2 i . 42 im
J3::/ e'* dz:f/ e“&eze‘?dt:f/ e el dt
®3 -R 0

. B . oo ) T V2T 21
:_<%+1\%)/0 et 2t —(\2+1\}§>\f 2 T2

Posledni integral nam da trochu prace. Pfimym vypoctem ziskame

2~ a1

Jy = / ei22 dz — /Z eiRQem"iReit dt — /Z eiRQ(cos(Zt)+isin(2t))iReit dt
P2 0 0

— /4 e—R2 sin(2t)eiR2 cos(2t)iReit dt.
0

Odtud a z odhadu sins > %s platného pro viechna s € [0, 5] dostdvame

™

|J2| S /4 ‘efRQ sin(Zt)eiR2 cos(2t)iReit| dt = R/4 e,RQ sin(2t) dt S R/Z e,RZ% dt
0 0 0
m _ p24t Y s _ p24t Y s _p2, R—+oco
R R N T
A Py) B P v L R

Celkové jsme dostali

. - V2r 2
0:/elz2dz:J1+J2+J3R1+ lim Ip+i lim Jp40— Y28 (V2T
© R—+o00 R—+o00 4 4

Proto
(N)/O cos(z?) dz = (./\/)/0 sin(z?) dz = @

P#i odhadu integralu Js jsme narazili na situaci, ktera se v aplikacich Cauchy-
ovy véty vyskytuje pomérné ¢asto. D4 se popsat obecnéji.

Lemma 20.4.13 (Jordanovo lemma). Necht Rp > 0, Q := {z € C: Imz >
0,]z2]| > Ro}, « >0 a f: C — C je spojitd na Q. Pro kazdé R > Ry definujme
krivku I'r predpisem
Tr(t) = Re' pro t € [0,7].
Definujme jeste Mp = maxr) |f|. Jestlize nastal jeden z pripadi
(i) a=0a RMgr — 0 pro R — 400
(ii) « >0 a Mg — 0 pro R — 400,
pak
(2)el®* dz =)
I'r
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Analogické tvrzent plati pro Q :={z € C: Imz < 0,|z| > Ro}, o > 0, krivky
Tr(t) = Re' pro t € [m, 2]
a integrdly fFR f(z)e = dz.

Diikaz. Podrobné se budeme zabyvat jen pfipadem s horni polorovinou, druhy
pfipad se dokaze podobné. Pocitejme

f(z)el** dz‘ =

7T i .
‘ / f(Reit)eiaRc‘tiReuf dt‘
T'r 0
7T . . . P .

:‘/ f(Relt)ech(coat-i-lbmt)iRe1t dt‘

0

ﬂ- . . . . 0 .
S/ |f(Relt)||elaRCOSte_aRSlntiRelt‘ dt < RMR/ e—aRsmt dt

0 0

™

5 . 5
—2RMp / e oRsint 4t < ORMp / e @RIt 4t
0 0

V pfipadé a = 0 pozadovany vysledek plyne hned z posledniho odhadu. Pro a > 0
staci jiz jen dokoncit vypocet

™

5 us
2

™

2RMR/2 e—oREt gy — 2RMR[—e*aR%f} = MpT(1— e oRy
0 «

2R 0

a jsme hotovi.

20.5 Cauchyuv vzorec a jeho dusledky

Nyni pfistoupime k postupnému dikazu tvrzeni, ze kazda holomorfni funkce méa
derivace vsech fadd. Od této chvile budeme velice ¢asto integrovat pres kladné
orientované kruznice centrované v zadaném bodé z; € C a o poloméru r > 0.
Takovou kiivku budeme znacit C(zp), pfesnéji

Cyr(20)(t) = 20 + re't pro t € [0, 27].

Véta 20.5.1 (Cauchytv vzorec). Necht I' je kladné orientovand Jordanova po
édstech C'-kfivka v C. Necht f: C — C je holomorfni na IntT' a spojitd na IntT.
Pak pro kazdé zg € IntT" plati

_ 1 [ fG)
f(20) = i Fmdzo

Navic f md v IntT' derivace vsech Tadu a pro kazdé zg € IntT' a kazdé k € N plati

F®)(zg) = k!/rf(z) dz.

2mi (Z — Z(])kJrl
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Diikaz. Zafixujme zg € IntT'. Protoze IntT" je oteviend mnozina, existuje r > 0
takové, ze B, (zp) C IntT'. Pak mame

1 27 1 .
/ dz = / —.tire‘t dt = 27i.
Cr(z0) 2 — 20 o re

Aplikujme nyni tfeti verzi Cauchyovy véty (Véta 20.4.7) na kiivky I" a C,.(z0) a na

funkei == Z) ,

dostavame

ktera je holomorfni na IntT'\ {20} a spojitd na IntT \ {zo}. Celkové

f() dz— f (ZO)’:’;M/C(Z)MdZ_f(ZO)‘

27 Jr 2z — 2o o) 2~ 20

:’%/ f(z) — f(20) dZ’
T JC,(20) Z— 20

L 12— 1)

2 (o, on| 2= 20

$e) = Ste)|

zZ— 20

IN

’ZCT‘(ZO)

=r sup

(Cr(20))

Protoze existuje f'(zp), je vyraz ‘f(zif(g%” omezeny na jistém okoli bodu zg.

Protoze navic r > 0 mohlo byt libovolné malé, mame

f(2)

o z_zod*f%)\ 0,

coz je ekvivalentni prvnimu z dokazovanych vzorci.
Nyni dokazme druhy vzorec pro k = 1. Zafixujme 2y € IntI" a zvolme d > 0
dost malé, aby Bay(z0) C IntT'. Pak pro kazdé h € C splitujici |h| < d plati

faoth)—fl) L1 [ S0, O
rZ—

h ~ h2ri (20 + h) _E% szzo

_ 1 f(2)
- 2mi /F (z — (20 + 1)) (z — 20) dz.
Déle pro vSechna z € (I') mame
1 1 ‘ ) h ‘ || M
(z— (20 + h))(z — 20)2| — d(2d)2  4d3’

‘ (z=(20+h))(z—20) (2—20)?
Tedy

‘f(20+h)—f(20)_1/(f( d‘

h 27 z— z9)?

1 1
B ’%/Ff(z)<(z—(zo+h))(z—zo) a (z—zo)z)‘
1 1
= 9 9P us )((z—(ZOJrh))(z—zo) - (z—zo )‘gf

Al
27TC4d3

|h|—0
—

C 0.

I /\
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Proto plati f'(zg) = %mfr ) 4.

(2—20)2
Dtikaz existence f”(zp) a odpovidajictho vzorce zacneme vyuzitim vzorce pro
1/ (z0) ve formuli

f'lzo+h)—f'(2) 11 f(z) Lo 11 f(z) .
h ~ h2ni F(z—(z0+h))2d h27ri/r(z—z0)2d
1 1 1 1
= 2 Ff(z)ﬁ((z— (20 +h))2 (2_20)2)‘12'

Pak postupujeme podobné jako vyse.
Pokracujeme indukci. V kazdém kroku je kli¢ovym momentem odhad vyrazu

1 1 k
hz—(z0+h)F  h(z—20)F (2 —z0)kH!
_ (a- 20)" T — (2 — 20)(2 — (20 + h))* — kh(z — (20 + h))*
h(z — (20 + h))F(z — 2zo)F+1
(2 = 20)"*" — (2 = 20)((z — 20) — )" — kR((2 — 20) — h))*
h((z = 20) = h)*(z — 20)**!

B \k h h_\\k
10— ke - )
h((z — 2z9) — h)k
Zde si vypomiizeme pomoci binomické véty. O

Dusledek 20.5.2 (O holomorfnosti derivaci). Je-li f holomorfni v oteviené mno-
zine Q C C, pak zde md parcidlni derivace vsech 7ddi a vsechny jsou zde holo-
morfni. Navic funkce u,v: R? — R2 reprezentujici redlnou a imagindrni slozku
funkce [ jsou nekonecnékrdt diferencovatelné v odpovidajici mnoziné a vSechny
jejich derivace jsou harmonickeé.

Dikaz. Okolo kazdého bodu z € © umime zkonstruovat maly kruh B,.(z), ktery
lezi v Q. Za Jordanovu kiivku pak zvolime C,.(z). Z pfedeslé véty dostaneme, ze
funkce f ma v bodé z derivace vsech Fada. Déle podle Prvni véty o Cauchy-
Riemannovych podminkach (Véta 20.2.9) a Druhé véty o Cauchy—Riemannovych
podminkéich (Véta 20.2.11) mame

0 .0 0 L0
f'(z) = 3*3(21722) - 187;(21722) = 872(21’@) +1£(21722)~

u 5 9v reprezentuji realnou slozku (niZe ji budeme fikat
ox oy

, / / ou ov
U) holomorfni funkce f’ a vyrazy — Gy o8
V). Proto jsou vSechny parcidlni derivace prvniho fadu harmonické.

N4&s proces miiZeme iterovat. Cauchy—Riemannovy podminky pro f” jsou

Povsimnéme si, ze vyrazy

imagindrni slozku (nizZe ji budeme Fikat

ou oV 0%u 9%v 0%u 0%

or oy~ o ozoy 02 oyox
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ou v Pu v Pu v
dy o — oydr  Oy2  Owdy 022
Zde vidime, ze vSechny parcidlni derivace druhého fadu jsou harmonické.
Postupujeme indukci. Protoze v kazdém kroku derivujeme vSechny funkce pod-
le vSech proménnych, kazd4 parcidlni derivace % (nebo %) se docka
okamziku, kdy bude ukazano, Ze je harmonicka. O

Cauchyuv vzorec ndm umoznuje dokazat fadu dalsich vysledki.

Véta 20.5.3 (O stfedni hodnoté). Nechtr >0, zo =21 +iz0 € C a f: C—= C je
holomorfni na B(z0) a spojitd na B,(zy). Pak

1 -
= — d s
£(0) /¢ Fds

2mr

kde pod krivkovym integrdlem proniho druhu mdme funkci f: R? — C definovanou
predpisem f(x,y) = f(x +iy) a ¢: R — R? je krivka definovand predpisem

¥(t) = (21 + rcost, zo + rsint) pro t € [0, 27].

Diikaz. Pouzijme Cauchytiv vzorec na kiivku I'(t) = 2z + re'’, kde t € [0, 27]. Pak
mame

1 I .
f(20) = 5= J) dz = — Mirelt dt
27 Jp 2 — 29 27 Jy reit
1 2
= — f(z1 +rcost+i(zg + rsint)) dt
2 0
1 27 -~ 1 -~
= — f(z1+rcost,zo +rsint)rdt = — [ fds.
2mr Jo 27r Jy

O

Véta 20.5.4 (Princip maxima modulu). Necht Q C C je oblast a f: C — C je
holomorfni na Q. Jestlize f na Q nabyvd svého mazima modulu (vzhledem k §2),
pak je konstantni na €.

Diikaz. Predpokladejme, Ze existuje zy € €2 takové, ze
[f(2)] < 1f(20)] pro vSechna z € ().

Protoze (2 je oteviend, existuje o > 0 takové, ze B,(z) C Q. Diikaz rozdélime do
nékolika krokt.

Krok 1: dtikaz konstantnosti |f| na B,(zo).
Pro v8echna r € (0, p) mizeme aplikovat Cauchytv vzorec na kiivku C,(z) a

dostavame
1 1 [ .
211 J e, (z0) 2 — 20 2 Jo |z — 20]

| f(20)] o—
1 o | f (20 + reit)|
foe

om T 2

27
rdt:i/ |f(z0 + re)[dt < |f(z0)]-
0
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Vidime, Ze v pfedchozim vypoétu jsou vSude rovnosti. Navic funkce z — |f(2)| je
spojitd na €, a proto musi platit |f(z)| = |f(z0)| na (Cy(z0)). Protoze r € (0, o)
bylo libovolné, mame

[f(2) = 1f(z0)]  ma Bo(z0).

Krok 2: dtikaz konstantnosti f na B,(z).
Pokud | f(z0)| = 0, podle pfedchoziho kroku plati f = 0 na B,(zp) a v tomto kroku
jsme hotovi. Necht naopak plati

[f(2)]7 = f(2)f(2) = |f(20)]* >0 na By(z).

Pak f # 0 na B,(z0). Odtud funkece f splituje f = M na B,(zp), a proto je zde
holomorfni. P¥ipomerime, Ze holomorfni funkci f mame pfifazenu dvojici funkeci
u, v splnujici Cauchy—Riemannovy podminky

Ou  Ov ou ov

or oy oy oz

pro (z—21)%+ (y — 22)? < o (pouzivame znaceni zo = 21 +i23). Stejné jako funkce
u, v reprezentuji holomorfni funkci f, musi funkce u, —v reprezentovat holomorfni
funkci f a splnovat Cauchy-Riemannovy podminky, coz zde znamena

Ou 0(-v)  Ov ou  O0(-v) v

dx 9y Oy a dy or oz

Porovnanim obou sad podminek dostavame

Ou Ou _Ov _ Ov

Odtud je f konstantni na B,(zo).

Krok 3: dikaz konstantnosti f na €.

Protoze () je oblast, mizeme kazdy bod z € 2 spojit s bodem z; lomenou ca-
rou (oznaéme ji ¢) splilujici (¢) C Q. Navic tento obraz je kompaktni, a proto
mé kladnou vzdélenost od C\ Q. Ozna¢me tuto vzdalenost 26. Navic diky kom-
paktnosti {p) existuje kone¢né pokryti této mnoziny koulemi se stfedy v (p) a
s polomérem r := min{p, 0} (véechny tyto koule lezi v Q). Oznacme stfedy uvede-
nych kouli z1, 23, . ..z, priCemz jsme je mohli sefadit tak, ze plati

20 € BT<2’1),21 S BQT(ZQ),ZQ S BQT(23>, ooy Zm—1 € BQT(Zm)7Z S BT(Zm).

Jiz vime, Ze f = f(z0) na B,(z0). Specidlné f(z1) = f(z0). To navic znamena,
ze f nabyva svého maxima modulu (vzhledem k Q) také v bodé z;. I na tento bod
muzeme pouzit prvni dva kroky dikazu a dostavame

f=f(z0) na Ba,.(21).

Odtud f(z2) = f(z0). Ted aplikujeme prvni dva kroky ditkazu na mnoZinu Ba,(23).
Pokra¢ujeme indukei. Nakonec obdrzime f(z) = f(z0). O
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Poznamka 20.5.5. Pokud je funkce f spojitd na Q a Q je navic omezena, je
zde rovnéz spojitd funkce z — |f(z)|, a proto zde nabyva svého maxima. Podle
predchozi véty se pak v pripadé nekonstantni funkce f toto maximum modulu
miZe nabyvat pouze na hranici.

Poznamka 20.5.6. Analogickd véta (princip maxima) plati i pro funkce harmo-
nické. To si dokézeme v dalsim dile skript, v kapitole vénované parcialnim diferen-
cidlnim rovnicim. Alespoii pro piipad Q C R? toto neni nijak prekvapivy vysledek,
diky Vété o harmoni¢nosti slozek holomorfni funkce (Véta 20.2.14).

Dausledek 20.5.7 (Princip minima modulu). Necht 2 C C je oblast a f: C — C
je holomorfni na Q a f # 0 na Q. Jestlize f na Q nabyvd svého minima modulu
(vzhledem k Q), pak je konstantni na Q.

Dikaz. Staci predchozi vétu aplikovat na holomorfni funkci % O

Poznamka 20.5.8. Bez podminky na nenulovost funkce f nemutze Princip mi-
nima modulu (Disledek 20.5.7) platit. Kupfikladu nekonstantni holomorfni funkce
f(2) = z m4 minimum modulu v poéatku.

Véta 20.5.9 (Morerova véta). Necht Q C C je oteviend mnoZina a f: C — C je
spojita na Q a jeji krivkovy integrdl nezdvisi na cesté v . Pak f je holomorfni
na €.

Diikaz. Podle Véty o charakterizaci existence primitivni funkce (Véta 20.3.12) exis-
tuje funkce F': C — C, kterd je primitivni funkci k f na €. Podle Dusledku o
holomorfnosti derivaci (Dusledek 20.5.2) je pak f = F” holomorfni na . O

Véta 20.5.10 (Cauchyovy nerovnosti). Necht Q C C je oteviend mnoZina, f:
C — C je holomorfni na Q, zo € Q ar > 0 je dost malé, aby B,.(z9) C Q. Pak pro
vsechna k € N plati

k!

1f®(z0)] < = sup |f].
™ (G0 (o))

Diikaz. Podle Cauchyova vzorce pro k-tou derivaci (Véta 20.5.1) mame

() (5, :7_/ ——=—dz| < — sup ————lc
| £ (20)] 271 Jo (20 (2 — zp)FH1 =27 (o (o)) (2 — 20)F 1 Cr(20)
k! supc, (2 k!
= —71)@;(_&)) |f|27rr =— sup |f]
2w r r (Cr(20))

O

Véta 20.5.11 (Liouvilleova véta). Necht f: C — C je holomorfni a omezend
na C. Pak je f na C konstantni.

Diikaz. Pouzijeme-li Cauchyovu nerovnost pro k = 1, dostavame pro kazdé zo € C
ar>0

1 C
1f'(z0)] <= sup [f] <= "Z70.
T (Cr(20)) r
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Odtud f/ = 0 na C a podle Véty o jednoznac¢nosti primitivni funkce (Véta 20.3.18)
musi byt f konstantni. O

Dusledek 20.5.12 (Zékladni véty algebry (prvni verze)). KaZdy nekonstantni
polynom s komplexnimi koeficienty md na C alespon jeden koren.

Drikaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje polynom P(z) = ag + a1z + a2 +
-+ apz" (pfedpokladame, ze n > 1 a a,, # 0), ktery nema na C kofen. Pak %
je holomorfni na C a navic plati % — 0 pro z — oo (proto je % omezena

na C). Podle Liouvilleovy véty (Véta 20.5.11) je pak ﬁ konstantni na C. Proto

je i P(z) konstantni na C, coz je ve sporu s predpoklady. O

Dusledek 20.5.13 (Zékladni véty algebry (druhd verze)). KaZdy nekonstantni
polynom s komplexnimi koeficienty md na C pocet kotend (zapocitanych vietné
ndsobnosti) rovny svému stupni.

Diikaz. Necht P(z) = ag + a1z + a22®> + -+ + a,2", n > 2 a a, # 0. Podle
Prvni verze zékladni véty algebry (Dusledek 20.5.12) mé P kofen. Oznaéme jej
wy. V zapise ptivodniho polynomu piSme z = (z — w1 ) +w; a pak podle binomické
véty dostavame

P(2) =ag+ a1z + a2’ 4+ - + a, 2"
=ag+a1((z —w1)+wi)+ax((z —w1) + w1)2 +ootan((z—wr) +w)”
tbo 4+ b1 (z —wi) +bo(z —wy)? H - bz —wp)"

(nové koeficienty se vypodéitaji ze starych; plati b,, = a,,, ostatni vztahy jsou slozi-
t&j81). Protoze P(wi) = 0, musi byt by = 0. Proto lze psat

P(2) =by(z —wy) + bo(z —w1)? + -+ by(z — wp)"

= (2 —wy) (bl +ba(z —w1) + o+ bz — wl)”‘l) =: (z —w1)Q().

Nyni aplikujeme uvedenou proceduru na polynom Q(z). Proces se zastavi presné
po n krocich a budeme mit

20.6 Posloupnosti a fady holomorfnich funkci

Nyni se budeme zabyvat konvergenci posloupnosti a fad holomorfnich funkci.
Vsechny vysledky staci vyslovit jen pro posloupnosti (v pfipadé prace s fadou
lze standardné pracovat s posloupnosti jejich ¢asteénych souctit).



20.6. POSLOUPNOSTI A RADY HOLOMORFNICH FUNKCI 93

Véta 20.6.1 (Prvni Weierstrassova véta). Necht Q C C je oteviend mnoZina a
{fn}52, je posloupnost holomorfnich funkci na Q, kterd konverguje lokdlné stej-
nomeérné na 0 k funkci f: C — C. Pak funkce f je holomorfni na Q a pro kazdée
k € N plati

loc

f,(zk) = [ na §2.

Diikaz. Zafixujme zg € C a r > 0 dost malé, aby platilo B,(z9) C €. Pro kazdé
z1 € B(20) pak s vyuzitim stejnomérné konvergence na B,.(z) a Cauchyova vzorce
(Véta 20.5.1) pro jednotlivé funkce f, dostavame

Flz) "2 fn(z1)=1/c( )f”(")dz nj}mi/ 1) o,

2l z2—2 2mi Cr(z0) 2 — 21

Ziskanou rovnost mzeme zderivovat podle z; (podrobnosti jsou uvedeny v dikazu
Cauchyova vzorce pro vyssi derivace) a dostavame

ooy L f(z)
(=)= 2771/0,‘(,20) G—2) dz.

Specidlné f’(z;) existuje. Tento vysledek dokézeme ziskat v libovolném bodé mno-
Ziny . Proto je f holomorfni na .

Lokélné stejnomérnou konvergenci derivaci dokazeme za pomoci Cauchyovych
nerovnosti (Véta 20.5.10). Zafixujme k € N, zp € Q a r > 0 dost malé, aby
platilo Bs,(z9) C Q. Pro v8echna z € B, (zp) pak plati B,(z) C Ba,(20), a proto
z Cauchyovych nerovnosti dostdavame

k! k!
) = FP @) < 5 osup [fa—fI< 5 sup |fa = f.

r(2)) Bar(20)

Odtud f,gk) = f®) na B,(z). Diky tomu, Ze zy bylo libovolné, jsme ziskali poza-
dovany vysledek. O

Poznamka 20.6.2. (i) Toto tvrzeni je opét velice tizce spjaté se specidlnimi vlast-
nostmi holomorfnich funkci. V redlném piipadé podobné tvrzeni neplati. Naptiklad
k funkci |z| ¢ C1(R) je mozné stejnomérné dokonvergovat funkcemi z C*(R). Na
druhou stranu, ve velice specidlnim pfipadé mocninnych fad jsme méli stejno-
mérnou konvergenci ¢astecnych souctu a jejich derivaci k souc¢tu a jeho derivacim
uvnitf konvergenéniho kruhu. Pozdéji si ukazeme, ze holomorfni funkce maji tzky
vztah pravé k mocninnym rfadam.

(ii) Jiz dfive dokdzand (sice elementarné, ale také pomérné pracné) Véta o holo-
morfnosti soué¢tu mocninné fady (Véta 20.2.17) plyne z Prvni Weierstrassovy véty
(Véta 20.6.1).

Nyni si ukdZeme, Ze stejnomérnou konvergenci holomorfnich funkci neni zdaleka
nutné ovérovat napri¢ celou mnozinou, pro kterou chceme stejnomérnou konver-
genci dokazat.
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Véta 20.6.3 (Druhd Weierstrassova véta). Necht Q C C je omezend oblast a
{fa}22, je posloupnost holomorfnich funkei na 2, které jsou navic spojité na 2.
Jestlize je posloupnost {fn}22, stejnomérné konvergentni na 02, pak je {fn}2
také stejnomerné konvergentni na 2.

Diikaz. Necht n,p € N. Podle Véty o principu maxima modulu (Véta 20.5.4) pro
vSechna z € () mame

|fn+p(z) - fn(z)‘ < Hé%x ‘fn-‘,—p - fn|

(funkce f,4p — fn je spojitd na Q, proto zde nabyva svého maxima modulu. Po-
kud uvedené hodnoty neni nabyvano v zadném bodé mnoziny €2, je ji nabyvano
v néjakém bodé mnoziny 0f). Pokud je uvedené hodnoty nabyvano v néjakém bodé
mnoziny €, pak je f,4p, — fn konstantni a uvedené hodnoty je nabyvano v kazdém
bodé mnoziny 052).

Odtud je vidét, ze splnéni B—C podminky pro stejnomérnou konvergenci na 02
implikuje splnéni B-C podminky pro stejnomérnou konvergenci na ). O

Prvni Weierstrassova véta (Véta 20.6.1) mé nasledujici uzite¢nou aplikaci.

Véta 20.6.4 (O holomorfnosti integralu zavislého na parametru). Necht Q C C
je oteviend mnozina, [a,b) CR a F': CxR — C je funkce definovand na Q2 X [a, b].
Necht navic

(i) funkce F je spojitd na Q X [a, b]

(it) pro kazdé s € [a,b] je funkce z — F(z,s) holomorfni v Q.

Pak funkce

b
f(z) ::/ F(z,s)ds
je holomorfni v Q.

Diikaz. Pro snazsi znaceni predpokladejme, Ze [a, b] = [0,1] (staci pod integrdlem
provést afinni substituci, ktera se projevi pozadovanou zménou mezi a multiplika-
tivni konstantou).

Pro kazdé n € N definujme funkce (jedn4 se o analogii riemannovskych sou¢tit)

falz) = % > F(z,1).
j=1

loc
Ziejmé se jednd o holomorfni funkce. Nyni ukazeme, ze f, = f na ). Zvolme bod
z0 € Q ar > 0 takové, aby Ba,(z0) C . Zvolme e > 0. ProtoZe spojita funkce na
kompaktu je stejnomérné spojita, miazeme nalézt § > 0 takové, ze

|F(z,81) — F(z,82)] < e kdykoliv z € B,(z0), 51,82 € [0,1] a [s2 — s1] < 6.
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Proto pro viechna n > 1 a z € B,(z) dostavdme

Fal2) = £(2)] = \i / (F(2.2) ~ F(z.9) ds
j=17"%

< Zl/fl |F(z,i)—F(z,s)|ds:Zlﬁlads:s.
J= n Jj= n

loc
Tedy f, = f na {2 a Prvni Weierstrassova véta (Véta 20.6.1) ndm déva pozadovany
vysledek. O

20.7 Taylorovy a Laurentovy rady

Jiz jsme si ukazali, ze kazdd mocninna fada definuje na svém konvergen¢nim kruhu
holomorfni funkci. Zde naopak ukézeme, Ze kazda holomorfni funkce se da lokalné
reprezentovat mocninnou fadou (je analytickd). To je velmi odlisny vysledek od
teorie funkci realné proménné. Tam totiz existence derivace ve vsech bodech ne-
implikuje jeji spojitost (piipomenme funkci 22 sin(%) v pocatku dodefinovanou
nulou), uz viibec neimplikuje existenci derivaci vyssich f4dd a nekoneéna diferen-
covatelnost nezaru¢uje analyti¢nost (pfipomenime zhlazovaci jadro).

Véta 20.7.1 (O Taylorové fadé ptislusejici holomorfni funkci). Necht Q@ C C je
otevrend mnozina, zg € (1, f: C — C je holomorfni na Q a R > 0 je tak malé, Ze
Br(z) C Q. Pak existuje jednoznacné uréend posloupnost komplexnich koeficientd
{an}22, takovd, Ze

flz)= z an(z — 20)" na Br(z).
n=0

Navic pro kazdé n € NU{0} ar € (0, R) plati

I AICONR _ S
= B ~/Cr(zo) ( 4

n! 27i 2z —zp)nt1

Dikaz. Zvolme z € Br(zp) a zafixujme r € (0, R) takové, ze z € B,(zy). Podle
Cauchyova vzorce (Véta 20.5.1) pak méme

1 f(w)
flz) = 3 S dw.

Dale si povSimnéme, Ze plati

1 1 1 1

_ _ _ _ - _ _ z—z20 "
w—z w—z—(z2—2)) w—201 P
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Navic, protoze |z — zg| < r a vSude na (Cy(29)) mame |w — 29| = r, plati

oo
1 Z—2Zo\"
—— = E ( ) pro vSechna w € (Cr(20))
1— 2= w — 2o

w—zo0 n=0

a fada napravo konverguje stejnomérné vzhledem k proménné w € (C,(2p)). To
ndm umoziuje upravit nds prvni vzorec do tvaru (stejnomérnou konvergenci vyu-

Zivdme k prohozeni sumy a integralu)

1 1 > — n

f(z)= G fw) dw = — (Z ZO) f(w) dw
T JCp(z0) W — 2 21 Je, (z0) F N — 207w — 20

1 oo

f(w) .
Tm n=0 <L1'(ZU) W dw) (Z N ZO) '

Nyni jesté pouzijeme Cauchytiv vzorec pro vyssi derivace (Véta 20.5.1) na posledni
integral a mame

© £(n)(,
=3 Ty
n=0 :

Jednoznacnost posloupnosti koeficientti plyne z teorie mocninnych rad. O
Predchozi vétu muzeme vyuzit k dikazu nasledujiciho zajimavého tvrzeni.

Véta 20.7.2 (O jednoznacnosti). Necht 2 C C je oblast, f: C — C je holomorfni
na Q a mnozina {z € Q: f(z) = 0} md alespori jeden hromadny bod leZici v Q.
Pak f =0 na Q.

Diikaz. Necht zg € Q je uvedeny hromadny bod. Pak diky spojitosti holomorfnich
funkci mame f(z9) = 0. Zvolme R > 0 takové, aby Bg(z9) C Q. Podle Véty o
Taylorové fadé piislusejici holomorfni funkci (Véta 20.7.1) existuje posloupnost
koeficientti {a, }72, C C takova, ze

flz)= Zan(zfzo)” na Br(zp).
n=0

Ukazeme, Ze vSechny uvedené koeficienty jsou nulové. Pro spor predpokladejme,
ze alesponi jeden koeficient nulovy neni. Necht ¢ € NU {0} je nejnizsi index odpo-
vidajici nenulovému koeficientu. Pak nemuze byt ¢ = 0, nebot méme f(zy) = 0.
V uvedené situaci mtizeme psat

f(z) = Z an(z —20)" = (2 — 29)? Z an(z — 2z9)" ¢ na Bg(zp).

Na pravé strané je soucin funkci, pro néz existuje prstencové okoli bodu zy, kde
musi byt obé nenulové. To je vSak ve sporu s tim, Ze zy je hromadnym bodem
mnoziny {z € Q: f(z) = 0}. Proto jsou vSechny koeficienty nulové a f = 0
na Bpg(zg).
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Nulovost funkce f na celé mnoziné 2 se nyni dokdze stejnou konstrukci jako
ve tfetim kroku diikazu Véty o principu maxima modulu (Véta 20.5.4; bod zg
spojime lomenou ¢arou s libovolnym bodem z € €2, lomenou ¢aru vhodné pokry-
jeme konecné mnoha kruhy a pak si uvédomime, zZe nulovost f na néjakém kruhu
implikuje nulovost na vSech kruzich, které s nim maji neprazdny prinik). O

Poznamka 20.7.3. (i) Z pfedeslé véty okamzité dostavame, ze pokud se dvé ho-
lomorfni funkce rovnaji na podmnoziné mnoziny €2, kterd ma v {2 hromadny bod,
pak se uvedené funkce rovnaji vsude v Q.

(ii) Protoze redlné osa mé alespon jeden na ni lezici hromadny bod, nase rozsifeni
funkci cos, sin, cosh a sinh z realné osy do komplexni roviny bylo jediné mozné
roz§ifeni uvedenych realné analytickych funkci na funkce holomorfni.

(iii) Pfedchozi véta automaticky plati pro redlné analytické funkce. M4-1i totiz
mnozina nulovych boda takové funkce hromadny bod, jednad se samoziejmé i o
hromadny bod holomorfni funkce ziskané tak, ze v ptavodnim Taylorové rozvoji
realnou proménnou z konvergencniho kruhu proniknutého s redlnou osou nahra-
dime komplexni proménnou z konvergenéniho kruhu.

Ted jsme schopni také rozsifit znéni Liouvilleovy véty (Véta 20.5.11).

Véta 20.7.4 (Liouvilleova véta (obecnéjsi verze)). Necht f: C — C je holomorfni
na C a q,L, Ry € [0,00). Jestlie

lf(z)| < L|z|* kdykoliv |z| > Ry,
pak f je polynom stupné nejvyse [q] (dolni celd édst &isla q).

Diikaz. Zafixujme R > Ry. Podle Véty o Taylorové fadé piisluSejici holomorfni
funkei (Véta 20.7.1) miizeme psat

f(z) = Z anz" na Byg(0).
n=0

Navic podle uvedené véty a Cauchyova vzorce pro vyssi derivace (Véta 20.5.1)
mame pro kazdé n > ¢

(n) 1 1
|a/n| — |f (0)| — ‘/ f(Z) dz’ S 7LRqR7n712ﬂ,R:LRq7’n.
n! 2T CR(O) Zn+1 2T

Protoze R > Ry bylo libovolné velké, musi platit a,, = 0. Odtud f(z) = Zf]zo anz"

na Bgr(0) a z Véty o jednoznac¢nosti (Véta 20.7.4) dostavame, Ze toto vyjddieni
plati na celém C. O

Poznamka 20.7.5. Véta o Taylorové fadé piislusejici holomorfni funkci (Véta
20.7.2) sice nikdy neslibuje polomér konvergence rovny nekoneénu, nicméné u ho-
lomorfni funkce na celém C tomu tak skutec¢né je. Pro kazdé R > 0 miZeme pouzit
Vétu o Taylorové radé prislusejici holomorfni funkci zvlast. Pokazdé dostaneme
mocninou fadu konvergujici na Bg(0). Pro kazdou dvojici polomért vSak musi
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mit ziskané fady stejné koeficienty (snadno se ziskd spor v opaéném piipadé). Né-
sledné mame jednu fadu, kterd ma polomér konvergence (n&jaky mit musi), ktery
je vétsi nebo roven kazdému kladnému ¢islu. Proto je polomér konvergence roven
nekonecnu.

Vyise jsme si ukdzali, Ze je-li funkce f holomorfni v oteviené mnoziné €2, pak
je mozné ji lokalné vyjadrit mocninnou fadou se stfedem v bodé zg € 2. Nyni se
budeme zabyvat otazkou, zda je mozné pristup zobecnit v tom sméru, Ze vysu-
neme bod zp ven z () a naopak pripustime obecnéjsi objekty, nez jsou mocninné
fady. Ukéze se, ze rozumné vysledky je mozné ziskat tehdy, kdyz f je holomorfni
na néjakém mezikruzi a jako stfed pro rozvoj funkce volime stfed uvedeného mezi-
kruzi. Poznamenejme, Ze za¢indme budovat teorii, jejimz hlavnim vysledkem bude
obdoba Cauchyovy véty s podstatné SirsSim uplatnénim pfi pocitani integralu.

Pro oteviené mezikruzi se stfedem zy a s poloméry 0 < a < b < oo budeme
pouzivat znaceni

Buv(20) :={z € C:a < |z — 2| <b}.

Vé&ta 20.7.6 (O Laurentové rozvoji). Necht zop € C, 0 < a < b < 00 a funkce
f: C — C je holomorfni na By (z0). Pak existuje jednoznacné uréeny systém
koeficientd {a, }52 _ o C C takovy, Ze plati

— 00
oo
flz)= Z an(z —20)" pro vechna z € By p(20)
n=-—oo
s konvenct
S —1 k
Z an(z — 29)" = klil& Z an(z — 20)" + thDEO Z an(z — 29)".
n=-—oo n=—k n=0

Navic pro vdechnan € Z ar € (a,b) plati

1
27‘(’1 C7'(ZO) (Z — Zo)n+1

Diikaz. Nejprve dokazme jednoznac¢nost uvedeného rozvoje. Predpokladejme, Ze
funkci f muZeme rozvinout predepsanym zpusobem. Zacneme tim, Ze si pfepiSeme

00 -1

Z an(z—zo):Zan(z—zo)—l— Z an(z — 20)
n=0

n=—oo n=—oo
oo o0 1 n
= Zan(z—zo) + Za_n(z — Zo) .
n=0 n=1

Prvni z fad plné napravo je klasickd mocninna fada, pro niz lze nalézt R; € [0, o]
takové, ze uvedend fada konverguje na Br, (z0) a nekonverguje na C\ Bg, (z0). Na
druhou z fad se da pohlizet jako na jinou mocninnou fadu, do niz byla dosazena
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hodnota ﬁ Pro uvedenou fadu opét existuje jisty polomeér konvergence Ry €
[0, cc]. Povsimnéme si zde, Ze pro Ry > 0 a z # zp mame

1 1
< Ry <= z—2zy > —.
Z— 20 Ry

Protoze leva strana nasi identity o rozkladu fady konverguje na B, (20), znamena
to, ze
1

— <a<b<R;.

Ry
Pokud nyni zafixujeme r € (a,b), snadno se nahlédne, Ze obé fady na pravé strané
uvedené rovnosti stejnomérné konverguji na (Cy(zp)) (kazdd mocninnd fada kon-
verguje lokalné stejnomérné na svém konvergencénim kruhu, pozor na prevracené
hodnoty ve druhé fadé). Diky stejnomérné konvergenci miizeme prohodit sumu a
integral v nésledujicim vypoctu provadéném pro vSechna j € Z (piipomenime, Ze

funkce -——= mé na C\ {2z} primitivni funkci pro vSechna n € Z\ {-1})
f( n 7j—1
»/C".(zo) (Z—ZO J-‘rl _Z (07 Z—ZO dz

:aj/ (z—zo)_ldz:Zﬂiaj.
Cr(zo0)

Tim jsme ziskali dokazovany vzorec pro koeficienty a zaroven jednoznacnost koefi-
cientti.

Nyni dokdZeme existenci. Zafixujme z1 € By, 4(20). Zvolme jesté § > 0 tak malé,
aby a + 26 < |21 — 20| < b—2§. Oznaéme o :=a+d a B = b — §. Protoze funkce
f (Z) je holomorfni na mnoziné B, ;(20) \ {21}, diky pfedchozim volbam mizeme
poumt tfeti verzi Cauchyovy véty (Véta 20.5.1) na trojici k¥ivek

= Cg(20), ¢1:=Cqu(z0) a g := Cs(z1).

Obrazek 20.9: Volba neprotinajicich se kruznic v dtkazu existence Laurentova
rozvoje.
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Pokud navic vyuzijeme Cauchytv vzorec (Véta 20.5.1) pro f(z1) prostfednic-
tvim kfivky Cs(z1), dostdvame

/ O / O / O
C[S(ZO) zZ— 2z C’a(zo) zZ— 21 C(S(Zl) zZ— 2z

:/ /(z) dz + 27if(z1).
CQ(ZO)

zZ— 21

Nyni si upravime jednotlivé integrandy ve zbyvajici dvojici integralti. Jednak pro
z € (Cs(zp)) mame

oo
1 . 1 . 1 1 . 1 2(21—20)”
2—21 22—+ —21 2—21—HB=2 22z z—2z0/ "’

zZ—2z0 n=0

pfi¢emz fada napravo konverguje stejnomérné na (C(zo)) diky tomu, Ze
|21 — 20| < b—2§ a |z — 20l =8=0b—0.
Déle pro z € (Cy(20)) méme
o0

2—z zm—zot+az—2z @ z—zpl— ZZE Tz — 2 21— 20/
1 1— 20+ 20 1— 201l — =2 1= 20 F=\21 — 20

pri¢emz fada napravo konverguje stejnomérné na (C,(29)) diky tomu, ze
|z —z0l =a=a+§ a |21 — 20| > a + 2.

Pokud nyni naSe rozvoje dosadime do vysSe ziskané integralni rovnosti a vyuzijeme
stejnomérné konvergence, obdrzime

1 fz) 4, 1 f(2)

Tﬂ Cs(20) zZ— 2z B TTI'I Cao(z0) zZ—z
[ee)
1 f(z)
1 42 (21 - z0)"
Z<27ri /Cﬂ(zo) (z _Zo)n+1 z (21 Zo)

n=0
1 f(2) n—
+ n_z:oo(% /CQ(ZO) =) dz>(21 — zo)" L.

Ziskali jsme integrély, jejichz integrandy jsou holomorfni na B, ;(2). Diky tomu
mizeme zafixovat r € (a,b) a dvakrat aplikovat t¥eti verzi Cauchyovy véty (Véta

dz

f(z1) =
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20.4.7), abychom postupné ziskali

o0

= ;)Gm /cz.uo) (z—fZ;“ dz) (21— 20)"
0
’ 7’L—Z—oo<21ﬂ-1 »/Cr(zo) (Zf_(Z)O)n dZ) (21 = Zo)n71

o0

Z(an /Cr(zo) (zfiz;”“ dz) (21 - ZO)"

-5 ()

m=—o00 (z0) (Z o ZO)
— /1
e oo 2mi Cy(z0) (Z — Zo)"""
Odtud vidime, Ze funkci f je mozno rozvinout pozadovanym zpusobem. O

Definice 20.7.7 (Laurentova fada, reguldrni ¢ast Laurentovy fady, hlavni ¢ast
Laurentovy fady, reziduum). Necht zg € C, 0 < a < b < oo a funkce f: C — C
je holomorfni na B, ;(zy). Pak fada z pfedchozi véty se nazyva Laurentova fada
funkce f na mezikruzi B, (20), jeji ¢ast Yoo an(z—20)™ se nazyvéa requldrni édst
a Cast E;ifoo an(z — 20)™ se nazyva hlavni ddst.

Pokud 0 = a < b, zavadime

Res,, f:=a_;

a nazyvame jej reziduum funkce f v bodé zg. Pokud b = oo, definujeme
Ress [ = —a_y

a nazyvame jej reziduum funkce f v nekonecnu.

Piiklad 20.7.8. Uvazujme funkci f(z) = ﬁ
holomorfni na mnoziné C\ {0,1} (v takovéto situaci fikame, ze f ma v uvedenych
bodech singularitu; pokud takovy bod neni hromadnym bodem posloupnosti bodi,
v nichz ma f singularitu, hovofime o izolované€ singularité). Pokud chceme funkei f
rozvijet do Laurentovy fady se stfedem v pocatku, mame dvé moznosti jak vybrat
(maximalni) mezikruzi, By 1(0) a B1,00(0). Mnohdy existuji rychlejsi postupy nez
je pocitani integralti uvedenych v predchozi véteé.
Napriiklad na By 1(0) mizeme poéitat

1 1 1 | =
f(z):z(z—l):z—l_;:_;z —;:—Zz.

n=-—1

Jednda se o funkci, kterad je

O Laurentovu fadu se zde jedna diky jednoznac¢nosti koeficientl, kterou zarucuje
predchozi véta. V tomto pripadé je zavedeno reziduum a plati pro néj Resg f = —1.
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Na Bj,0(0) mame

00 —2
11 11 1\e 1 .
fG=irm1-3= 0(G) 3= X

a opét se jednd o Laurentovu fadu. V tomto pfipadé je zavedeno pouze reziduum
v nekonecnu a plati pro néj Res,, f = 0.

Véta o Laurentoveé rozvoji mé nékolik zajimavych dtsledkt. Prvni z nich uka-
zuje, ze pojem reziduum v nekonecnu je korektni v tom smyslu, ze jeho hodnota
nezavisi na volbé z.

Dusledek 20.7.9 (O korektnosti rezidua v nekoneénu). Necht r € [0,00), zp € C
a f: C— C je holomorfni na C\ B,(zy). Pro kaZdé Zy € C pak ezistuje 7 € [0, 00)
takové, Ze f je holomorfni na C\ B#(Zy). Navic v obou pFipadech ddvd Laurentiv
rozvoj shodnou hodnotu rezidua v nekonecnu.

Diikaz. Z¥ejmé staéi volit 7 = r 4 |2y — zo|. Pak totiz mame pro vSechna z € C
spliujici |z — Zp| > 7

|z — 20| > |2 — 20| — |20 — 20| > 7

Zafixujme dale o > r. Podle véty o Laurentové rozvoji méa koeficient a_; odpovi-

dajici stfedu zp tvar
1

= — f(z)dz.
2mi CQ(ZO) ( )

Definujme nyni g := ¢ + 1 + |2y — 20| Pak (C\,(20)) lezi ve vnittku kiivky C3(%),
a proto podle tfeti verze Cauchyovy véty mame

/cg<zO) Jd= /c@«zo) JE)d=

Podle Véty o Laurentové rozvoji (Véta 20.7.6) je ziskand prava strana rovna islu
27ia_y (a_1 je koeficient p¥i funkci (2 — Zp) ! v Laurentové rozvoji odpovidajicim
stfedu Zp), coz jsme chtéli ukazat. O

Dausledek 20.7.10 (Riemannova véta). Necht zp € C, b > 0 a f: C — C je
holomorfni a omezend na By (20). Pak

(i) hlavni édst Laurentova rozvoje funkce f na mezikruzi Boy(zo0) je identicky
nulovd

(ii) existuje vlastni lim,_,., f(2)

(iii) po dodefinovdni touto limitou je funkce f holomorfni na By(20).

Diikaz. Necht L > 0 je takové, ze |f| < L na By (z0). Zafixujme r € (0,b). Pak
pro vSechna n < —1 mame podle Véty o Laurentové rozvoji (Véta 20.7.6)

1 1
lan| = —’/ Ll < —Lr " 2mr = Lr .
21l ) (z0) (z — zo)nt 2
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Protoze r mize byt libovolné blizko k pocatku, dostavame a,, = 0 pro vSechna
n < —1. Proto je hlavni ¢ast Laurentova rozvoje identicky nulova a mtzeme psat

f(z) = Z an(z —20)"  pro viechna z € By (20).
n=0

Odtud okamzité plynou zbyla tvrzeni. O
Piiklad 20.7.11. Funkce f(z) = ©=! je homomorfni na C\ {0}. Zvolime-li

z
libovolné b > 0, dostavame (piSme z = 21 + i22)

e —1 ‘ et eiZQ -1 ‘ et eiZQ _ eiZQ + ei22 -1
z z z
l[e*t — 1]  |coszg — 1+ isin zs]

<C.

|21] N

Podle predchoziho vysledku po dodefinovani limitou bude funkce 927_1 holomorfni
na By(0). To plati pro libovolné b > 0. Ovérili jsme tedy, Ze funkce f je holomorfni
na C.

Dusledek 20.7.12. Necht zg € C,a >0 a f: C — C je holomorfni a omezend na
Ba,so(20). Pak pro kaZdé z; € C md Laurentiv rozvoj funkce f na By |z, —z),00(21)
nulové koeficienty u kladngch mocnin. Navic existuje vlastnd lim,_, o, f(2) a rovnd
se koeficientu u nulté mocniny (hodnota zminéného koeficientu nezdvisi na z1 ).

Dikaz. Necht L > 0 je takové, Ze |f| < L na Bgoo(20). Zafixujme z; € C a
r € (a+ |z1 — 20|, 00). Pak pro vSechna n > 0 mame podle Véty o Laurentové
rozvoji (Véta 20.7.6)

1 1
lan| = —‘/ (. | < —Lr " 2mr = Lr ",
27T CT(Zl) (Z — Zo)n+ 27T

Protoze r mize byt libovolné velké, dostavame a,, = 0 pro vSechna n > 1. Odtud

0
f(z) = Z an(z — 29)" pro vechna z € By |z, —2],00(21)-

n=—oo

Rada konverguje stejnomérné pro |z — zg| zdola odrazené od a + |21 — 2o|. Odtud
lim, o f(2) = ap. Diky jednozna¢nosti limity hodnota koeficientu ay nezavisi na
volbé stfedu z;. O

20.8 Izolované singularity, Reziduova véta

Definice 20.8.1 (Izolované singularity a jejich typy). Necht f: C — C a zg € C*.
Funkce f mé v bodé zq izolovanou singularitou, jestlize je f holomorfni na néjakém
prstencovém okoli bodu zy a neni holomorfni v bodé zy. O izolované singularité
fikame, Ze je



104 KAPITOLA 20. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

) odstranitelnd, jestlize existuje vlastni lim,_,,, f(z)
) pol, jestlize lim,_, ., f(z) = o0
i) podstatnd, jestlize lim,_,,, f(z) neexistuje.

(i
(i
(i

i
i

Piiklad 20.8.2. (i) Funkce 2=l mé v bodé z = 1 odstranitelnou singularitu,

z—1
. 2_ 4 v . . .
nebot lim,_,; % = 2. Funkce 1‘; ma v bodé zy = oo odstranitelnou singularitu,

nebot lim,_, o 42 = 1.

(ii) Funkce * mé v bodé zg = 0 pél. Funkee f(z) = 2*

mé v bodé zy = 0o pol.
(iii) Funkce f(z) = e* ma v bodé z = 0 podstatnou singularitu (uz jen pouhs
restrikce uvedené funkce na redlnou osu ma v poc¢atku dvé hromadné hodnoty).
Funkce f(z) = ¢* ma v bodé zy = oo podstatnou singularitu (restrikce uvedené
funkce na redlnou osu mé v nekone¢nu dvé hromadné hodnoty).

Jestlize f: C — C ma v bodé zp € C (budeme ted chvili pozadovat, aby
2o # 00) izolovanou singularitu, pak podle Véty o Laurentové rozvoji (Véta 20.7.6)
existuje b > 0 a posloupnost {a, } C C takové, ze

o0
n=—oo
oo

fz)= > an(z—2)"  pro viechna z € Boy(20).

n=—oo

Chovani Laurentovy fady ndm v takovém pripadé mutze napovédét, o jaky typ
izolované singularity se jedna.

Véta 20.8.3 (O charakterizaci odstranitelné singularity). Nech? f: C — C md
v bodé zy € C izolovanou singularitu. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md v bodé zy odstranitelnou singularitu

(ii) funkce f je omezend na néjakém prstencovém okoli bodu zg

(iii) hlavni édst Laurentovy fady funkce f se stiedem zg je identicky nulovd

(iv) funkce f lze v bodé zy dodefinovat (nebo predefinovat), aby byla holomorfni
v bod€ zg.

Dikaz. Ziejmé plati ,,(i)=(ii)“, ,,(iv)=(1)“ a ,(iii)=-(iv)*. Dale podle Riemannovy
véty (Dusledek 20.7.10) mame ,,(ii)=(iii)“. O

Poznamka 20.8.4. Domluvme se, ze pokud f: C — C ma v bodé zy € C od-
stranitelnou singularitu, funkci budeme v pripadé potfeby v uvedeném bodé holo-
morfné dodefinovavat a vyslednou funkci budeme opét znacit f.

Nyni se za¢neme pfipravovat na charakterizaci pdlu.

Definice 20.8.5 (k-ndsobny nulovy bod funkce). Necht zy € C, f: C — C je
holomorfni v bodé zy a k € N. Rekneme, ze funkce f mé v bodé zy k-ndsobny
nulovy bod (nebo k-ndsobny koten), jestlize

f™(20) =0 pro viechna n € {0,1,...,k — 1} a F®) (z0) # 0.

Poznamka 20.8.6. Pokud plati f(™(z5) = 0 pro vSechna n € N U {0} a jisté
zp € C a f je holomorfni na jistém okoli bodu zg, pak podle Véty o Taylorové radé
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prislusejici holomorfni funkci (Véta 20.7.1) na jistém okoli bodu zy plati f = 0.
Navic pak podle Véty o jednozna¢nosti (Véta 20.7.2) musi platit f = 0 na celé
mnozin€, kde je f holomorfni. Pro netrivialni holomorfni funkci je ¢islo k urceno
jednoznacné.

Lemma 20.8.7 (O rozkladu holomorfni funkce majici kofen). Necht zy € C,
f: C — C je holomorfni v bodé zy a k € NU {0}. Pak ndsledujici vgroky jsou
ekvivalentni.

(i) Bod zy je k-ndsobngm kotenem funkce f

(ii) existuje funkce g: C — C, kterd je holomorfni v bod€ zy, spliiuje g(z9) #0 a

f(2) = (2 — 20)*g(2) na jistém okoli bodu zg.
Diikaz. Implikace ,,(ii)=-(i)“ plyne z Leibnizova pravidla. Dokazme nyni implikaci
»1)=(i))“. Pro k = 0 je to zfejmé. Necht tedy k € N a plati
f™(20) =0 pro viechna n € {0,1,...,k—1} a F® (z) #0.

V Taylorové rozvoji funkce f pro okoli bodu zy pak miizeme provést nasledujici
apravu

< pn) (s, e =
f(z) = Z fT('O)(z —z)" = Z an(z — 20)" = (2 — 2)F Z an(z — 20)" ",
n=~k n=~k

n=0
Nyni staéi polozit g(z) :== > oo, an(z — 20)" . O

Lemma 20.8.8 (O rozkladu funkce s pélem). Necht zp € C a f: C — C md
izolovanou singularitu v bod€ zy. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md v bodé zy pdl

(ii) emistuje jednoznacné c&islo k € N a funkce h: C — C, kterd je holomorfni
v bodé zp, spliiuje h(zp) #0 a

1
f(z) = ——h(z) na jistém prstencovém okoli bodu z.
(z — z0)k
Diikaz. Implikace ,(ii)=-(i)“ plyne z aritmetiky limit. Dokazme nyni implikaci
»({1)=(@i)“. Protoze lim,_,,, f(z) = oo, existuje prstencové okoli bodu zy, kde

f # 0. Diky tomu je funkce % holomorfni na témze prstencovém okoli. Navic plati

lim,_, ., ﬁ = 0. Proto po dodefinovani funkce % nulou v bodé zy dostaviame

(netrividlni) holomorfni funkci, pro kterou ndm pfedchozi lemma (Lemma 20.8.7)
dava cislo k € N a funkci g: C — C, ktera je holomorfni v bodé z,, spliuje

9(z0) #0 a .
—— = (2 —20)"g(2) na jistém okoli bodu 2.

f(2)
Odtud
vt
(z — 20)* g(2)

Staéi polozit h = 1 na uvedeném okoli (pfipomenime, Ze g(zo) # 0). Jednoznac¢nost
¢isla k plyne z jedgnoznaénosti nasobnosti nulového bodu. O

f(z) =

na jistém prstencovém okoli bodu zp.
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V situaci popsané predeslym lemmatem fikdme, ze f méa v bodé zg pdl ndsob-
nosti k. I tento jev se d& charakterizovat chovanim Laurentovy tady.

Véta 20.8.9 (O charakterizaci pélu). Necht f: C — C md v bodé zy € C izolo-
vanou singularitu a k € N. Pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f md v bodé zy pdl ndsobnosti k

(ii) ewmistugi ¢isla a_g,a_gs1,...,a—1 € C a funkce g: C — C takovd, Ze g je
holomorfni v bod€é 2y, a_; #0 a

a_ a_ a_
f(z) = k B 1

(z—20)F (2 —zp)k1 po—— +9(2)

na jistém prstencovém okoli bodu zg.

Diikaz. Implikace ,(ii)=(1)“ je zfejma. Dokazme implikaci ,(i)=-(ii)“. Za¢neme
tim, Ze holomorfni funkci h z predchoziho lemmatu vyjadiime pomoci jejiho Tay-
lorova rozvoje a ten pak upravime

1 1 o0 oo
= h(z) = bu(z—20)") = > bn(z—2)" "
£ = oD = Gy (; (2 = z0)") ;::0 (2 — %)
bo by br—1 - n—k
_ It bo(z — 20)" ",
P e s +Z720+7;€ (z — 20)
Odtud plyne pozadovany vysledek. O

Z predchozich vysledki okamzité dostavame charakterizaci podstatné singula-
rity.

Véta 20.8.10 (O charakterizaci podstatné singularity). Necht f: C — C md
v bodé zy € C izolovanou singularitu. Pak ndsledujici vgroky jsou ekvivalentnd.

(i) Funkce f md v bodé zy podstatnou singularitu

(ii) hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce f se stfedem zy md nekoneéné mnoho
nenulovych koeficientii.

Nyni se kone¢né za¢neme zabyvat pripadem izolované singularity v nekone¢nu.
Predeslé vysledky byly zalozeny na praci s Laurentovym rozvojem v bodé zy. Lau-
rentv rozvoj se stfedem v nekone¢nu nemame zaveden. Proto musime zvolit jiny
pristup. Zkusime se inspirovat definici rezidua v nekone¢nu a pracujme s Lau-
rentovymi rozvoji funkce f na mezikruzich tvaru B, oo (21) a budeme si v8imat
vlastnosti téchto Laurentovych rozvoji, které nezavisi na volbé stfedu z;.

Necht f je holomorfni na jistém prstencovém okoli nekoneéna, neboli existuje
a > 0 takové, Ze f je holomorfni na B, (0). Pak pro kazdé z; € C muZeme
funkci f rozvinout na mezikruzi B, |;,|c(21) do Laurentovy fady (rovnou ji
piSeme ve tvaru, ktery se ndm bude hodit nize)

0

flz)= Z an(z—zo)"—i—Zan(z—zo)".

n=-—00 n=1
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Prvni z uvedenych fad konverguje lokdlné stejnomérné na B, |.,| 0 (21) a jeji li-
mitou pro z — oo je ¢islo ag. Naopak druhé z uvedenych fad rozhoduje o limitnim
chovani pro z — oo. Proto prvni fadu nazyvame reguldrni cdst a druhou fadu
hlavni cdst.

Vé&ta 20.8.11 (O charakterizaci izolovanych singularit v nekone¢nu). Necht f:
C — C ma v bodé oo izolovanou singularitu.
(i) Funkce f md v nekoneénu odstranitelnou singularitu prdvé tehdy, kdyZ hlavni
¢ast Laurentovy tady funkce f v nekonecnu je identicky nulovd. Navic jsou oba
vyroky ekvivalentni tomu, Ze funkce f je omezend na jistém prstencovém okoli
nekonecna.
(ii) Funkce f md v nekoneénu pol pravé tehdy, kdyZ hlavni édst Laurentovy Fady
funkce f v nekonecnu obsahuje jen konecny pocet netrividlnich cleni.
(iii) Funkce f md v nekoneénu podstatnou singularitu pravé tehdy, kdyZ hlavni
¢ast Laurentovy Tady funkce f v nekonecnu obsahuje nekonecny pocet netrividlnich
clend.
Dikaz. Dokazme prvni ¢ast. Pokud hlavni ¢ast Laurentovy fady se stfedem z; je
identicky nulové, funkce ma v nekonec¢nu limitu rovnou koeficientu ag. To znamena,
ze funkce f méa v nekonecnu odstranitelnou singularitu. Odtud zase dostavame, ze
funkce f je omezend na jistém prstencovém okoli nekone¢na. Konecné, omezenost
implikuje identickou nulovost hlavni ¢asti Laurentovy fady podle Dtisledku 20.7.12.
Nyni se zabyvejme druhou ¢asti. Ma-li hlavni ¢ast Laurentovy fady nenulovy,
ale kone¢ny pocet nenulovych koeficientt, snadno se da dokdzat, ze lim,_, o f(2) =
oo (reguldrni ¢ast konverguje stejnomérné na jistém prstencovém okoli nekoneéna a
na hlavni ¢ast mizeme pouzit aritmetiku limit). Pokud naopak lim,_, ., f(z) = oo,
je funkce ﬁ na jistém okoli nekone¢na netrividlni a ma nulovou limitu. Odtud

existuje ¢islo k& € N a funkce h: C — C takova, ze ﬁ = ﬁh(z) a h je
holomorfni a odrazena od nuly na jistém prstencovém okoli nekoneéna (skuteéné,

lze psat z = zl—ﬁ—% aF, (w)= ﬁ, novou funkci v poc¢atku spojité dodefinovat
Zl+a
nulou a pak v poc¢atku pouzit Lemma o rozkladu holomorfni funkce majici koten,

tedy Lemma 20.8.8). Diky tomu muZeme psét

1
f(z2) =(z— Z1)k@ =: (z — 21)"g(2),

kde g: C — C je holomorfni a omezena na jistém okoli nekonec¢na. Podle prvni
¢asti muzeme funkci g rozvinout do Laurentovy fady se stfedem v bodé z;, ktera
ma4 jen nulové koeficienty v hlavni ¢asti, a pak mame

0 0
) =GE-2)%E) =G-2)" Y (z-z)"= ) (z—-z)"",
n=—o00 n=—o00
coz jsme chtéli ukazat.

Treti ¢ast plyne z predchozich dvou. Skutecnost, ze f ma v nekonecnu podstat-
nou singularitu je ekvivalentni tomu, Ze je zde singularita, ktera neni ani odstra-
nitelna ani pdl, coz je ekvivalentni tomu, Zze hlavni ¢ast Laurentova rozvoje musi
mit nekoneény pocet netrivialnich clent. O
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Poznamka 20.8.12. (i) Tvar fad pouzitych v odvozeni piedchozi véty sice zavisi
na volbé z; € C, nicméné jevy vystupujici ve znéni predchozi véty uz nikoliv.

(if) Je mozné definovat nésobnost pélu v nekone¢nu jako nejmensi k € N takové,
ze funkce % je omezena na néjakém prstencovém okoli nekonecna.

Poznamka 20.8.13. Povsimnéte si, Ze za reziduum v nekoneénu jsme vzali koe-
ficient, jemuz prislusejici ¢len nepatii do hlavni ¢asti Laurentovy fady. Na druhou
stranu jsme jako u klasického rezidua vybrali ¢len Laurentovy fady, ktery neméa
primitivni funkci na prstencovém okoli stfedu Laurentovy fady. Podivejme se jesté
na vztah rezidua a chovani funkce f pfi integraci pfes kruznici. V ptipadé z; € C
méame podle Véty o Laurentové rozvoji (Véta 20.7.6; pro dostateéné malé r > 0)

1
Res., f /C( )f(z)dz

~om

a odtud .
Res,, f = lim —/ f(z)d=.
CT(ZU)

7‘—)0+ 27T1

Pro zp = oo zvolime z; € C a pak pro vSechna dostateéné velkd R > 0 mame

1
ReSoo f = TA1= o0 f e
1 27i CRr(z1) ( )
a odtud 1
o) = = I 27 -
Res f R_1>I-l|/—100 2mi ~/CR(21) f(Z) ’

Ukazme si jesté, jak patologické je limitni chovani funkce s podstatnou singu-
laritou.

Véta 20.8.14 (Casorati—-Weierstrassova véta). Necht f: C — C md v bodé 2 €
C* podstatnou singularitu. Pak pro kazdé w € C* existuje posloupnost {z,}52, C
C takova, ze

Zn — 20 a f(zn) = w.

Diikaz. Necht pro spor existuje w € C* takové, ze pro néj existuji €, > 0 splitujici
z € Ps(20) = f(z) ¢ U (w).

Nyni budeme rozlisovat dva pfipady. Nejprve necht w € C. Zde definujeme funkci
h(z) := ﬁ Ta je pak omezend na Ps(z) a holomorfni, a proto funkce h ma
v bodé zy odstranitelnou singularitu (podle Véty o charakterizaci odstranitelné
singularity, tedy Véty 20.8.3 respektive Véty o charakterizaci izolovanych singularit
v nekoneénu, tedy Véty 20.8.11). Specidlné h mé v zp limitu. Pak ma také funkce
fz)=w+ ﬁ v bodé zp limitu. Proto zde nemiZe mit podstatnou singularitu,
coz je ve sporu s predpoklady véty.

Zbyva pripad w = oo. V tomto pfipadé je f omezend na Ps(zp), coz odpovida
odstranitelné singularité. To je opét ve sporu s predpoklady véty. O
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Plati dokonce silngjsi vysledek. Ditkaz 1ze nalézt napiiklad v monografii [SaZy].

Véta 20.8.15 (Picardova véta). Necht f: C — C md v bodé zy € C* podstatnou
singularitu. Pak v kaZdém prstencovém okoli bodu zy nabyvd vsech hodnot z C
kromé nejvyse jedné.

Priklad 20.8.16. Funkce e® na prstencovych okolich nekoneéna nabyvé vsSech
hodnot kromé nuly. Podobné pro funkci e* na prstencovych okolich pocatku.

Hlavnim vysledkem naseho snazeni v této kapitole je nésledujici zobecnéni
Cauchyovy véty.

Véta 20.8.17 (Reziduova véta). Necht T' je kladné orientovand Jordanova po
édstech Ct-krivka, k € N a aq,as,...,a, € IntT. Necht f: C — C je holomorfni
na Int T\ {a1,as,...,ar} a spojitd na IntT'\ {a1,as,...,ar}. Pak

k
/ f(z)dz = QWiZResa]. f.
r =

Dikaz. Protoze bodil ay,as,...,a; je koneény pocet, okolo kazdého z nich umime
zkonstruovat kruznice s tak malym polomérem (polomér volime pro vSechny kruz-
nice stejny, oznacme jej 1), Ze jsou vzniklé uzaviené kruhy po dvou disjunktni a
v8echny lezi v Int T". Nyni aplikujeme t¥eti verzi Cauchyovy véty (Véta 20.4.7), kde
polozime

p:=T a @; = Cy(a;) pro viechna j € {1,...,k},

a dostavame i
f(z)dz = / f(z)d=.
/F ]:Zl CT(aj)

Ted uz staci na kazdy z integraltt napravo pouzit vzorec pro reziduum z Véty
o Laurentové rozvoji (Véta 20.7.6). O

Poznamka 20.8.18. Povsimnéte si, Ze jsme v diikazu nepotfebovali, aby f byla
holomorfni na celé mnozing IntT" \ {a1,as,...,ax} a spojitd na mnoziné IntT \
{a1,as,...,ax}. Holomorfnost a spojitost miZeme oZelet na malych okolich bodu
a1, az,...,a. Sta¢i ndm, kdyz umime zkonstruovat kruznice s vlastnostmi jako
v ditkazu, dokonce ani nemuseji mit stejny polomeér.

Existuje analogické tvrzeni pro reziduum v nekonec¢nu, které nam miize usnad-
nit praci v situacich, kdy f ma v IntI'" nepfijemné mnoho singularit.

Véta 20.8.19 (Reziduovd véta pro reziduum v nekoneénu). Necht T' je kladné
orientovand Jordanova po cédstech Cl-k¥ivka. Necht f: C — C je holomorfni na
ExtT' a spojitd na ExtT'. Pak

/ f(z)dz = —2miResco f-
r
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Dikaz. Zvolme R > 0 tak velké, aby (I') C Br(0). Pak diky t¥eti verzi Cauchyovy
véty (Véta 20.4.7) a definici rezidua v nekoneénu mame

/ fz)dz = / f(z)dz = —2miResq f.
r Cr(0)

O

Poznamka 20.8.20. Pojem kladné orientované k¥ivka znamenad, Ze vnitiek kiivky
je obihan tak, Ze lezi nalevo proti sméru obihani. Pfi praci s reziduem v nekonecnu
je prirozené situaci vnimat tak, Ze obihame vnéjsek kiivky. Pokud by ten mél
leZet nalevo proti sméru obihani, zménilo by se ndm znaménko integralu. Mohli
bychom vyrusSit toto zadporné znaménko se zadpornym znaménkem pravé strany.
Jinymi slovy, pokud I" obiha v kladném smyslu Ext ', pak

/ f(z)dz = 2wiRes f-
r

~ .

Plati jesté jedno zajimavé tvrzeni.

Véta 20.8.21 (O souétu rezidui). Necht k € NU{0} a a1, a2,...,ar € C. Necht
f: C— C je holomorfni na C\ {a1,as,...,ar}. Pak

k
Resoo f + ZResa]. f=0.

j=1

Diikaz. Zvolme R > 0 tak velké, aby ay,as, ..., a; € Br(0). Podle Reziduové véty
(Véta 20.8.17) a Reziduové véty pro reziduum v nekoneénu (Véta 20.8.19) pak
mame

k
27TiZResaj = f(z)dz = —27iRess f.
=1 Cr(0)

O

Funkcim, se kterymi jsme vySe pracovali, se obvykle fika meromorfni funkce.
Uvedme si pfesnou definici.

Definice 20.8.22 (Meromorfni funkce). Necht Q@ C C je oteviend mnozina a
K C Q je nejvyse spoCetnd mnozina, ktera nema zadny hromadny bod v Q. Jestlize
funkce f: C — C je holomorfni na 2\ K a v bodech mnoziny K mé pdly, fikame,
ze f je meromorfni funkce na €.

Poznamka 20.8.23. (i) Nevyluujeme mozZnost, ze nekonecno je hromadnym
bodem mnoziny K.

(i) V definici pouzivame nasi tmluvu, Ze v8echny odstranitelné singularity jiz byly
odstranény prostiednictvim dodefinovanim limitou.

(iii) Typickym piikladem meromorfni funkce na C je raciondlni lomena funkce.
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20.9 Aplikace Reziduové véty na vypocet inte-
grala
20.9.1 Metody vypoctu rezidui

Abychom méli z Reziduové véty (Véta 20.8.17) v aplikacich prospéch, potfebujeme
se nejprve naucit rezidua efektivné pocitat. Nékdy je vyhodné pracovat s Lauren-
tovou radou, jindy pouzit vzorce, které si predstavime nize.

Piiklad 20.9.1. (i) Uvazujme funkei f(z) = ﬁ Na By 1(0) pak mame

11 I, = .
O D P

k=0 n=—1

a odtud Resy f = —1.
Déle na B o (0) plati

0 —2
11 1 . .

f(Z):gl T :;21@77002 :n;mz

a odtud Resy, f = 0.
Podle Véty o souétu rezidui (Véta 20.8.21) jesté dostavame

Res; f = —Reseo f — Resg f = 1.

(ii) Uvazujme funkci f(z) = e*. Protoze plati

®© ok
w v
e’ = E W pro vSechna w € C,
k=0
mame
1 2 zk i z"
ez = E — = pro vSechna z € C\ {0}.
] —m)!
= k! nzfoo( n)!

Odtud Resy, f = —1a Resg f = 1.

Véta 20.9.2 (Prvni véta o vypoc¢tu rezidui). Necht zg € C, funkce f: C — C md
v bodé€ zg izolovanou singularitu a funkce g,h: C — C jsou v bodé zy holomorfni.
(i) Md-li f v bodé zy odstranitelnou singularitu, pak Res,, f = 0.

(ii) Ma-li f v bodé zy pdl ndsobnosti nejvyse k € N, pak

(k=1)

Res., f = lim (ﬁ(z — zo)kf(z)>

zZ—r20
(iii) Md-li f v bodé zy pol ndsobnosti jedna, pak

Res,, (fg) = g(z0) Res,, f.
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Specidlné pokud g(zo) = 0, pak md funkce fg v bodé zy odstranitelnou singularitu.
(iv) Jestlize h md v bodé zy jednoduchy kofen, pak

Res., (1) = if((zz?)'

Diikaz. V prvnim piipadé po dodefinovani limitou dostaneme holomorfni funkci
s Taylorovym rozvojem na okoli bodu zg, tedy s nulovym reziduem.

Ve druhém pripadé mame pro vSechna z z dostateéné malého prstencového
okoli bodu zg

o0 oo

(z—20)"f(2) = (z — 20)F Z an(z — 20)" = Z an(z — 20)" "

n=—k n=—k
o0
= Z m—1(z — 20)™.
m=0

Proto pro vSechna z z dostateéné malého redukovaného okoli bodu zyp méme (vy-
uzivame lokélné stejnomérnou konvergenci)

(G- =)

- 1 Z Am_pm(m —1) ... (m —k+2)(z — z)™ F L.

Odtud (ztistala ndm Taylorova fada a ta uz konverguje stejnomérné na néjakém

okoli zg) , e
lim (m(z - zo)kf(z)) =a_; = Res,, f.

Z—rZ20

Tteti vzorec plyne z druhého, nebot v uvedené situaci méme

Res., (fg) = lim (2 — 20) f(2)g(2) = g(20) lim (2 — 20) f(2) = g(20) Res., f.

Z—20 zZ2—20

Na odvozeni ¢tvrtého vzorce lze opét pouzit druhy vzorec (diky podmince na
nasobnost kofenu funkce h mé vysledek dobry smysl)

(9N 9(z) _ . Z—20 _ . zZ— 2z
Res,, (E) = Zlgrzlo(z - zo)@ = zli)rrzlo g(z)m = zli)rrzlo g(z)m
_ 9(20)
h(z0)

Priklad 20.9.3. Podle treti ¢asti predchozi véty mame

1
-1

bt
z(z—1)

1
Re81 = *|z:1 Re81 =1.
z z
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Mizeme pouzit i ¢tvrtou ¢ast

Res 1 — Res % _ %|Z:1 _1_1
6512(2_1)— eblz—l_(z—l)/|zzl_l_
a druhou ¢ast
1 . 1 1
Resy z2(z—1) - l1_>r111((z— 1)2(27 1)) - il—%; =1

Druhou ¢4st mtizeme pouzit s libovolné velkym &k € N (ale zbyte¢né to prodluzuje
délku vypoctu), tfeba pro k = 3 mame

R 1 i (1( 1)3 1 )/I i
—— =lim(-(z—-1)°———=) =lim =
. z2(z—1) 2-1\2 : z(z—1) =12

1 1 1
:hmf(z—2+f) — lim -2 =1.
2 z

z2—1 z—12 23
Nyni se zaméime na pocitani rezidua v nekonec¢nu.

Véta 20.9.4 (Druhd véta o vypoctu rezidui). Necht funkce f: C — C md v ne-
konecnu izolovanou singularitu.

(i) Plati Reso f = Resp g, kde funkce g je definovand predpisem g(w) = —ﬁf(i)
(ii) Ewistuji-li R, K > 0 takovd, Ze | f(z)| < % kdykoliv |z| > R, pak Reso f = 0.
(iii) Md-li f v nekonecnu pdl ndasobnosti nejuyse k € N, pak

Ress f = lim (—1)* L (zk”f(k“)(z)).

Dikaz. 'V prvnim piipadé na jistém prstencovém okoli nekoneéna méame
o0
flz)= Z anz".
n=—oo
Proto na jistém prstencovém okoli pocatku plati

1 1 1 = 1y\n > 1
gw) =——5 (;)Z—@ > “n(;) == D
n=-—oo n=-—o0o

Zde vidime, Ze koeficient a_; doprovazi Cinitel f%, coz jsme piesné chtéli ukazat.
Ve druhém piipadé riistovd podminka pozaduje (spolu s Vétou o charakterizaci
izolovanych singularit v nekoneénu, tedy Vétou 20.8.11), aby mél Laurentv rozvoj
na okoli nekonec¢na tvar
—2
Z apz”.

n=—oo

Odtud je vidét pozadovany vysledek.



114 KAPITOLA 20. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Ve tietim pripadé zase na okoli nekone¢na méame

-2
Z anz" +a_ 17+Zan

n=—oo

Odtud (o tvar koeficientti derivace prvni sumy se nemusime pfili§ zajimat)

1

(k+1) n—k—1 k+1
f Z bz a1 (=DM R+ 1)
Z posledni formule nam limitni pfechod dava pozadovany vysledek. O

Poznamka 20.9.5. PovSimnéte si, Ze zadna z vét o vypoctu rezidui ndm nenabizi
vzorec, ktery by se dal pouzit v pfipadé podstatné singularity. V uvedené situaci
byva nejcastéji nutné pouzit Laurenttv rozvoj. Obcas se da pouzit i Véta o souctu
rezidui (Véta 20.8.21).

in(l
Priiklad 20.9.6. Naleznéme hodnotu rezidua Resg bl:fg). Postup pres Laurentiiv
rozvoj vyuziva vzorce

sin(%) = nijo % pro z € C\ {0} (20.9.1)

a (pozor, rozvoj se musi uvést ve tvaru odpovidajicimu tomu, Ze chceme pracovat
s mezikruzim sousedicim s pocatkem)

3 __= <7>n pro z € By 3(0).

Proto

sin(2)

-G )56 meemo

Podle Cauchyovy véty o souéinu fad (Véta 8.5.12; rozmyslete si, Ze tato véta plati
i pro absolutné konvergentni fady s komplexnimi ¢leny) méme napravo absolutné
konvergentni zobecnénou fadu stabilni vii¢i pferovnani (podle Definice zobecnéné
fady a jeji konvergence, tedy Definice 8.5.8 a Véty o pferovnani absolutné konver-
gentni fady, tedy Véty 8.5.6). Proto je ve vysledném souétu vyraz z~! doprovazen
koeficientem

1 < (Chk(L)E
Zf§ (2k+1 '9’f:7; (2k +1)! *7sm(§)'

Odtud
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Mizeme také postupovat pies Vétu o souétu rezidui (Véta 20.8.21). Tento pFistup
in(1

je v naSem pripadé velice efektivni, nebot funkce % mé v C* jen velmi maly

pocet singularit a zaroven se mimo pocatek vyskytuji pouze singularity s velice

snadno spocitatelnymi rezidui. Dostavame

1 .71 1
1 1 1 1
Reso w o fReSB w _ ReSOO Sln(z) = —Sln(—) + O’

— -3 -3 3

nebot
N sin(3) _ sin(3) s — s (1>
B R P

a

1 1 1 1 0 3\ "
z—3:21_§:22(’> pro 2 € Bs.0c(0),
z n=0

coz spolu s (20.9.1) dava nulovou hodnotu rezidua v nekoneénu.

Pri aplikacich budeme také pouzivat nasledujici vysledek o integralu pres cast
kladné orientované kruznice.

Tvrzeni 20.9.7 (O obihdni ¢asti kruznice). Necht zp € C a funkce f: C — C md
v bodé zg jednoduchy pdl. Necht a, 3 € R splnuji a < B a 8 — a < 2w. Pro kazdé
€ > 0 definujme krivku o, predpisem

@ (t) = 20 +ee'  prot e, f
Pak

513& /% f(z)dz = (8 — a)iResy, f.

Dikaz. 'V nasi situaci na jistém prstencovém okoli bodu z plati

a

F) = 2+ Y anle = 20)™

2 —
n=0

Oznacme h(z) =Y .° an(z — 29)". Pak h je holomorfni na jistém okoli bodu z,
a proto existuje M > 0 takové, Ze |h| < M na jistém okoli bodu z;. Diky tomu
pro vSechna dostate¢né mald € > 0 mame

p :
(2)dz = / a—_iiise‘t dt + /
o o €€

Dokazovany vysledek nyni plyne z odhadu

h(z)dz = (B — «)iRes,, f —|—/ h(z)dz.

e =

e—=04

‘/ h(z) dz‘ <suplhll, < M(S—a) —" 0.
Pe <¥’a>

O

Poznamka 20.9.8. Povsimnéte si, Ze pro 8 — a = 27 se dostavame do situace,
kde stejny vysledek dava Reziduova véta (Véta 20.8.17). Té vsak postadi izolovana
singularita libovolného typu a navic neni potfeba limitni prechod £ — 0.
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20.9.2 I’Hospitalovo pravidlo

Techniky vypoctu rezidui v sobé Casto zahrnuji limitni proces. Pocitani limit ndm
muze ¢asto usnadnit I’Hospitalovo pravidlo. Pfimé pfeneseni tohoto vysledku z te-
orie funkci jedné realné proménné neni mozné, protoze jeho diukaz byl zaloZen na
vétach o stfedni hodnoté, které v komplexnim oboru neplati. Mizeme vSak vyuzit
specidlni vlastnosti holomorfnich funkei (zejména véty charakterizujici jednotlivé
typy izolovanych singularit prostfednictvim chovéni Laurentovych fad). Dokonce
dostaneme o néco silnéjsi vysledek, nez jaky zname z teorie funkci jedné realné
promeénné.

Véta 20.9.9 (Hospitalovo pravidlo). Necht f,g: C — C a zg € C*. Necht na
jistém prstencovém okoli bodu zy jsou funkce f,q holomorfni a plati zde g’ # 0.
Necht plati jedna z podminek

(1) lim,—y,, f(2) =lim, ., g(2) =0

(if) lim,—, ., g(2) = 0.

Pak lim,_, ,, % existuje praveé tehdy, kdyz existuje lim,_, .,

padé navic plati
!
tim L&) gy )

=20 g(2) =m0 g(2)

f'(2)
g'(z)

. V takovém pri-

Poznamka 20.9.10. Oproti verzi z teorie funkci jedné realné proménné je naSe

véta silnéjsi v tom, Ze navic davé ekvivalenci existence lim,_, ., % alim,_,,, %.
V komplexnim piipadé totiz nenastavaji analogie patologickych jevt jako tfeba

. sinz . sin’ x
0 - llm e — 1im .7 -
z—+oo r +sinx * x—+oo ' +sin’ ¢
Nez pristoupime k dikazu komplexni verze I’Hospitalova pravidla, pfipravme

.....

Lemma 20.9.11 (O derivaci Laurentovy fady). KaZdou Laurentovu fadu je mozné
derivovat clen po ¢lenu na jejim konvergencénim mezikruZzi.

Diikaz. Nechf 0 <a<b<+00,20€Ca

[e.9]

f(z):= Z an(z — 20)"

n=-—oo
je Laurentova fada konvergentni na mezikruzi B, ;(29). Oznacme

-1

g(z) := Z an(z — 20)" a h(z) := Z an(z — 2z9)".
n=0

n=—oo

Pak regularni ¢ast g je holomorfni funkce na By(2) a lze ji zde derivovat ¢len po
¢lenu. Zbyva ziskat podobny vysledek pro hlavni ¢ast h. Tu lze psat jako

M=) = n(zjzo)’
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kde n(w) = Y07, a_,w™ je holomorfni funkce na Bi 1(0). Funkei 7 mﬁieme de-

rivat ¢len po ¢lenu uvniti jejiho konvergenéniho kruhu Proto pro 0 < =+ < %
dostavame
1 1oy = 1
W) =i (=) ):( - ) = (=)
(Z) n 2~ 2 Z— 2 nz:l’fl(l 1w |w—ﬁ (2—20)2
e ’
= Y (W Za— (=)

n=1 ( o n Z o ZO

To jsme chtéli ukazat. O

Diikaz I’Hospitalova pravidla. V dlikazu budeme rozlisovat nékolik pripad.

1) Pripad zp € C, lim,_,,, f(2) = lim,_,,, g(2) =0
Uvazované funkce maji v bod€ zy odstranitelnou singularitu. Proto lze psat na
jistém okoli bodu zq

f(2) = f'(z0)(2 — 20) + fﬂ(;o) (z — 20)* + 7f’”éz0) (z—20)%+...
a g//(zo)

g(Z):g’(zo)(z—Zo)—‘,- 5 (2_20)24_%(2

Nyni se snadno nahlédne (diskutujte polohu prvniho nenulového koeficientu v roz-
vojich funkei f a g), ze plati

—Zo)3+....

11

f) _ o Fe)(z—z0) + T e — 20 + R e -2 4
+ 4 (;0)(2— 20)2 + L2/ ézO)( —20)3+...
o), Y 2 /
20) + 5 (2 — 20) + 5> (2 — 20) +o imf(,z)
(

gz z—z0)+%(z°)(z—zo)2+... 2=z g'(2)

2) Piipad zp € C, lim,_,,, g(z) = 0o, f nemda podstatnou singularitu v zg
Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze zy = 0. Navic mizeme predpokladat,
ze f neni konstantné nulova (jinak by $lo pouzit zjednodusenou verzi nasledujiciho
postupu). Proto existuji k£ € N a m € Z takova, Ze

g(z) = bopz k4 b,kHz*’”l + ... a fz)=anz"+ g1 2™

b_r # 0 a an, # 0. Odtud

0 pro —k<m

mg(j)): Z%: pro —k=m
oo  pro —k>m.

Na druhou stranu je z vyse uvedenych zapisi také vidét (pozor na derivovani pro
m =0)
0 pro —k<m

f/(Z) _ (—k)a_y,

—hb ., Dbro — k=m

00 pro —k > m.
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Proto obé limity existuji a rovnaji se.
3) Piipad zp € C, lim,_,,, g(2) = oo, f ma podstatnou singularitu v zg
Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze zy = 0. Tentokrat mtuzeme psat

g(2) =b_pzF 4 b2t = 27ER(2),
kde h je holomorfni funkce, ktera je nenulova na jistém okoli poc¢atku. Diky tomu

fle) _ _f) _ Zkf(z)i

g(z)  z7Fh(z) h(z)
Limita vyrazu Gplné napravo pro z — 0 nemuze existovat, protoze jednak mame
ﬁz) — ﬁ € C\{0} a jednak m4 funkce z* f(z) v poéatku podstatnou singularitu
a proto ma podle Casorati—Weierstrassovy véty (Véta 20.8.14) mezi hromadnym
hodnotami pfinejmensim nulu a nekonec¢no. Ty musi byt také hromadnymi hod-
notami funkce g. Zabyvejme se nyni podilem ;i,,. Diky Lemmatu o derivaci Lau-
rentovy fady (Lemma 20.9.11) mame v éitateli funkci s podstatnou singularitou
a ve jmenovateli funkci s pélem. To je situace, ve které umime ukézat, Ze limita
podilu neexistuje. Celkové jsme tedy ukazali, Ze v naSem pripadé neexistuje zadna
z dvojice studovanych limit.

4) Pripad zp = 00, lim, o f(2) =lim, 0 g(2) =0

Predpokladejme, ze existuji k € N a m € N takova, ze

g(2) =b_pz P 4b_p_ 1274 a F(2)=a_mz ™ a2 L
b #0aa_, #0 (pokud f =0, dikaz je snazsi). Pak mame

0 pro —k>-m
a_

limM: - pro —k=-m
200 g(2) *
o pro —k<-—m.
Dale plati
0 pro —k > —m
lim F'(z) =Rk o k= —m
z—00 g'(2) (k)b
00 pro — k < —m.

Proto obé limity existuji a rovnaji se.

5) Pfipad zp = o0, lim,_,o g(z) = 00, f nemd podstatnou singularitu v neko-
nec¢nu
Predpokladejme, Ze existuji k € N a m € Z takova, ze

g(z) :bkzk'i‘b}c,lzk_l + ... a f(z) :am2m+am,1z’”_1+,,,7
b #0 a a,;, # 0 (pokud f =0, dikaz je snazsi). Pak mame

0 prok>m
f(2) ) _
lim =47 prok=m
z—00 g(2) k
oo pro k< m.
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Dale plati
0 pro k >m

!
lim fl(z) = % pro k=m
200 g'(2) g
oo pro k< m.

Proto obé limity existuji a rovnaji se.

6) Piipad zyp = oo, lim, o g(2) = 0o, f ma podstatnou singularitu v nekoneénu
Opét se pomoci Casorati-Weierstrassovy véty (Véta 20.8.14) ukaze, Ze ani jedna
z uvazovanych limit neexistuje. O

Piiklad 20.9.12. Spoéitejme Resy $51. Protoze

sin’
e —1|,=0=0 a (e —1)|,—0 = €*|,=0 = 1,

zadand funkce ma v pocatku jednonasobny pol. Proto nam druhé ¢ast Prvni véty
o vypoctu rezidui (Véta 20.9.2) spolu s dvakrat aplikovanym 1’"Hospitalovym pra-
vidlem (Véta 20.9.9; v obou aplikacich se jedné o pfipad s nulovou limitou Citatele
a jmenovatele) dévaji

e* —1 1 e* —1 oozler—1 .oef—1+4 ze?
Resg —5— = — lim z— = lim (.2 )_11111.7
sinz  0l2=0 sinz 20 sin’z z—0 2s8in zcos z
e® + e + ze® 2
= lim —— =-=1
2—02cos?z —2sin“z 2
Cviceni 20.9.13. Spoditejte limity
.oef—1 . sinz . 1—cosz . sinhz . coshz—1
lim ,  lim , lim ———— lim a lim ———.
z—0 z z—0 Zz z—0 z z—0 z z—0 22

Nyni si ukdzeme, jak muiZeme za pomoci Reziduové véty (Véta 20.8.17) poci-
tat nékteré typy integrali. Ve vétsiné pripadd budeme integrovat funkce redlné
proménné. Zadany integral si vhodné prevedeme na kiivkovy integral funkce kom-
plexni proménné podobnym zpusobem, jako jsme pocitali Fresnelovy integraly
pomoci Cauchyovy véty. Nase prvni ukazka integrace zalozené na Reziduové vété
vs8ak bude ¢isté komplexni.

20.9.3 Piimy vypocet kfivkovych integralu
Priklad 20.9.14. Spocitejme

1
e[
C2(0) L+z

Pouzijeme Reziduovou vétu (Véta 20.8.17) v kombinaci s Prvni vétou o vypocétu
rezidui (Véta 20.9.2). Funkce f(z) = 1+1Z2 = (271)1(2#) je totiz holomorfni na C\
{-i,i}. V bodech —i a i mé jednoduché pédly. Oba body —i a i se vyskytuji ve
vnittku kiivky C5(0), proto se oba budou podilet na hodnoté integralu I.
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\

C5(0)

Obrézek 20.10: Vypocet kiivkového integralu z funkce f(z) = ﬁ pres kruznici
C5(0). Obé izolované singularity se nalézaji uvnit¥ kruhu, proto se obé podili na
hodnoté integralu.

Podle ¢étvrté ¢asti Prvni véty o vypoétu rezidui (Véta 20.9.2) méme

R 1 1 1 1 1
eS_j = = = — = ——
1422 (14220 22|20 —2i 2i
& 1 1 1
Res;

T+22 (14 22)].4 B 22| ,—; T2
Proto Reziduova véta (Véta 20.8.17) dava

. 1 1 01 1
I = 27T1(Res,i Ty + Res; T z2) = 27T1(—5 + 5) =0.
Poznamka 20.9.15. Postupovat jsme také mohli pfes Reziduovou vétu pro re-
ziduum v nekoneénu (Véta 20.8.19) kombinovanou s druhou ¢asti Druhé véty o
vypoctu rezidui (Véta 20.9.4; plati Resq, ﬁ = 0). Takovy ptistup by byl obzvlast
vyhodny pfi pocitani integralu
1
/ —dz
C2(0) L+z

pro n € N\ {1}, pokud by n bylo velmi velké éislo.

20.9.4 Integraly typu [~ f(z)dx

Predpokladejme, Ze funkce f: R — R je spojitd na realné ose a je ji mozné
rozsifit na funkci f: C — C, kterd je holomorfni na mnoziné {z € C: Imz >
0} \ {a1,...,ar} (pfiemz vSechny body a,...,a; lezi v horni poloroving). Inte-
gral budeme pocitat casto jako Newtondv, i kdyz Casto existuje i jako Lebesgu-
etv. Budeme zde kombinovat Reziduovou vétu (Véta 20.8.17) a Jordanovo lemma
(Lemma 20.4.13). Definujme kfivky

v1.r(t)=t+10 prot € [-R, R],
0o r(t) = Re' pro t € [0, 7]
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az

+

$1,R —>

Obrézek 20.11: Vypocet redlného integralu pfes interval (—oo,00) pomoci inte-
grace pres horni pilkruh.

a YR = Y1,Rr D Y2R.

Jsou-li nyni splnény pfedpoklady Jordanova lemmatu (Lemma 20.4.13), dosta-
vame pro vSechna R > max{la1/,...,|ax|}

k
271 Res,. f = dz = dz + d
g s, | LRf(Z) : / £(2) dz /mf(z> :

$1,R
g () / b F(z)dz +0.

Priklad 20.9.16. Spocitejme integral

e 1
I::/ —dz.
oo L+ a8

Funkce f(z) = ﬁ je holomorfni viude na C az na Sest boda €(5173) kde

j €40,1,...,5}. Ve zminénych Sesti bodech mé jednoduché pdly. Z téchto bodi
lezi v horni poloroviné prvni tfi.

V Jordanové lemmatu (Lemma 20.4.13) mame « = 0. Proto potfebujeme od-
hadnout

1 R—+00

1 0.

RMpr = R ma <R
R =R max |f| < Rz

Diky tomu mtzeme pouzit vyse uvedeny postup. Potfebujeme vSak jesté spocitat
rezidua odpovidajici trojici bodt €(5+75) kde j € {0,1,2}. Ve viech piipadech
pouzijeme ¢tvrtou ¢ast Prvni véty o vypoétu rezidui (Véta 20.9.2) opirajici se o
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vzorec m = 6%. Proto mame

Res iz f+ Resiz+z) [+ Reszr23) f

_ 1 1 1 1 _ 1 —i%ﬂ' —i%ﬂ' —i%’ﬂ
= 5(7 + mrre g —g (e T e )
]. :5 21 L1
_ —igm —igm —igm
6(6 +e +e )
1( 57r+ 7r+ m .(.57T+.7T+.7T>)
= —|cos — + cos — + cos — —i(sin — + sin — + sin —
6 6 2 6 6 2 6
1 3 3 1 1 i
O N .
6 2 2 2 2 3
Celkoveé dostavame
i 2
I = 27Ti(ReSei% f+ Resei(%Jr%) f+ Resei(%ug) f) = 27ri(—§> = gTr.

Predchozi postup se da s drobnou modifikaci pouzit i v pfipadé, ze funkce f
méa singularitu na realné ose. V takovém pripadé singularitu obéhneme pomoci
puloblouku jako v nasledujicim prikladu. Ve vypoctu vyuzijeme jesté Tvrzeni o
obihani ¢asti kruznice (Tvrzeni 20.9.7).

Priiklad 20.9.17. Spocitejme integral

° 1
I = ——dux.
/,oo1+:c3 !

Uvedeny integral neexistuje jako Lebesguetv. Existuje vSak jako integrél ve smyslu
hlavni hodnoty a presné tomu bude odpovidat nasledujici konstrukce. Nejprve si
povSimnéme, ze funkce f(z) = ﬁ je holomorfni vSude na C az na tfi body
e(5H1%) kde j € {0,1,2}. Ve zminénych tfech bodech ma jednoduché pdly. Po-
divejme se jesté na polohu jednotlivych bodti. Bod !5 lezi v horni poloroving, bod
el™ = —1 lezi na realné ose (pravé tento bod si vynuti konstrukei malé pilkruznice)
a bod €% lezi v dolni poloroving. Zafixujme R > 1, ¢ € (0,1) a definujme kiivky

P1,Re(t) =t 410 prot € [—-1+¢,R]
0o r(t) = Re' pro t € [0, 7]

©3,Re(t) =t 410 prot € [-R,—1—¢]
Q1e(t) = —1 4 gel(™) pro t € [0, 7]

aPRe = P1,Re DP2RDY3ReDPae.
Z Reziduové véty (Véta 20.4.8) mame

1 1 1 1
——dz=27iRes iz = 27i =27
/@R_’E 1423 €3 1423 (1+ 23)’|Z=e;% Sz2|2=ea§
orile-idn _ 2 ( 27r) 2 ( 1 \/§>
= 2ri—e = —7i(cos — —isin — ) = =7wi|—= —i—
3 3 3 2 2
T T
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P4.e
—>

+

¥P3,R.e —> -1 P1,Re—>

Obrazek 20.12: Lezi-li na redlné ose bod se singularitou, mtzeme si vypomoci
malou pilkruznici.

Nyni se budeme vénovat integraci pfes jednotlivé kiivky tvorici kfivku ¢p .. Nej-
prve si pov§imnéme, Ze podle Tvrzeni o obihdni ¢4sti kruznice (Tvrzeni 20.9.7)
mame

/ 1 q E—L()JJr ‘R 1 . 1 —i T
—F az —Tl1hRes_ = —T1 = = —1—.
pr. 1+ 23 "1+ 23 (1+2%) -1  3(—1)2 3

Déle podle Jordanova lemmatu (Lemma 20.4.13; pouzivime max(y, , ) [f| <

1 R—+o0
/ T dz" = 0.
¥Y2,R

Nyni si pov§imnéme, Ze pro vSechna & > 0 existuji R > 1 tak velké a e € (0,1)
tak malé, Ze (rozmyslete si podrobné)

e 1 1 1
)p.v./ fdx—/ —,dz—/ fdz(q.
— 1+:Cd $1,R,e 1 Jrzd ¥3,R,e 1 +ZS

Celkové jsme proto dostali

V/“’;dx_i_iz_(_iz)_i
PV 1+ T B3 3/ V3

Pristup, ktery jsme si zde ukazali, je Casto mozné s mensimi ¢i vétsimi modifi-
kacemi pouZzivat i pfi integraci pfes interval (0, 00). Asi nejsnazsi je situace, kdyz
je funkce sudéa. Tehdy miZeme psat

/Ooof(x)dxzé/Zf(x)dx

a na pravou stranu se mizeme pokusit pouzit vyse predstaveny postup.

Neékdy miuze byt modifikace postupu dokonce velmi vyhodna. To ndm uka-
zuje nasledujici priklad, kde vhodna modifikace snizuje poc¢et bodu se singularitou
uvnitt kfivky a tim vyznamné zkracuje vypocet.
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Priklad 20.9.18. Spocitejme integral

ee] m—1
I ::/ v dz,
’ o 1l4am

kde m,n € N a m < n. Zafixujme R > 1 a definujme kiivky

v1,r(t) =t+1i0 pro t € [0, R]
o, r(t) = Re't pro t € [0, 27“]
3, r(t) = —tel pro t € [-R,0]

a YR =¢Y1,R D Y2 rDyYsR.

$1L,R —>

Obrazek 20.13: Obihani kruhové vysece za tcelem pocitani rezidua jen v jediném
bodé.

Funkce f(z) = ﬁ—; ma na vnitfku kiivky ¢ g jedinou singularitu, a sice jed-
nonasobny pdl v bodé ' . Proto diky Reziduové vété (Véta 20.8.17) a étvrté Gasti

Prvni véty o vypoctu rezidui (Véta 20.9.2) méme

m—1 m—1 m—1
z . z .z 1
dz = 2miRes ;= = 27 S| gz = 2@
on L+2" er 14 zn (14 zn)iz=en n z=en
21l jmm—n)
= —¢ n
n

Nyni se zabyvejme integraly pres jednotlivé ¢asti k¥ivky ¢ . Pfedné mame

Zm—l R mm—l Resto0
/ 1+anz:/0 T de " =" I p.
¥P1,R

Déle analogickym postupem jako v diikazu Jordanova lemmatu (Lemma 20.4.13)
se d4 ukdzat (lisime se jen v tom, Ze mame kratsi integracni dréhu), ze

Zm1 R—+oc0
/ T dz "= 0.
$2,R
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Zbyva posledni integral. Pro ten mame (pro snazsi zapis k¥ivku obihdme v opa¢ném

smeéru)
m—1 R P28 \m—1
telZ o
. 142 0 1+ (tel%)n

R _1 j2mm
= — e dt R2oeo —e‘%;mf
m,n
0 1+t
Celkové jsme dostali
. ymlm=n) . pijmm ) jmm )
27w e = 271 e el n 27 n T 2i
T el n 1T n &1 new —e R
T 1
n sin T2
n

20.9.5 Integraly typu [~ _c“"R(z)dx

Pro tento typ integralti najdeme uplatnéni pfi pocitdni Fourierovy transformace,
ale 1 pii Cist€ redlné integraci, nebot cos(ax) = Ree'*” a sin(az) = Ime'*®.

Budeme predpoklddat, ze R(z) = ggg, kde P, (@ jsou polynomy, polynom @

nen{ identicky nulovy (miize vSak mit kofeny prvniho stupné, pfi jejich pfitomnosti
si opét muzeme vypomoci malymi obloucky a integral chapat jako integral ve
smyslu hlavni hodnoty) a st P < st Q.

Zakladni schéma feSeni si ukazme na jednoduchém pripadé, kdy polynom @

nem4 realné kofeny. Polozme f(z) := eiaz%. Je-li a > 0, volime kiivky

v1,r(t) =t +10 pro t € [-R, R]
wo.r(t) = Re't pro t € [0, 7]

a pak zavddime pr := @1 r @ p2,r. Pro a < 0 volime

v1,r(t) =t +10 prot € [-R, R]
o r(t) = Re™™ pro t € [0, 7]
a pak opét polozime ¢r := ¢1 r ® Y2 R.
Pak
f(z)dz oo / e R(z) dx
¥1,R -

(pokud st P < st @ — 2, vychézi ndm Lebesguetv integral; pokud st P = st @ —
1, integral konverguje jako Newtontv prostiednictvim Dirichletova kritéria (Véta
7.6.11; jako Lebesguetv nikoliv). Z Jordanova lemmatu (Lemma 20.4.13) dale
plyne

/ f(z)dz fzgeo
$2,R
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a>0 a<0

Y2.R
$1,R —>

Y1,R —>
Y2 R

/

Obrézek 20.14: Volba kiivky v zavislosti na o € R\ {0}. Pozor, pro a < 0 se jedna
o obihani v zadporném smyslu.

Jsou-li body {ai,...,ap} C C\ {z € C:Imz = 0} vSechny kofeny polynomu Q,
celkové jsme dostali (pozor na smér obihani v pfipadé o < 0)

/oo ¢ R(z) dr — 27712{]'6{17”_,,6}: Im a; >0} Resq,; f proa>0
—27i Z{je{l,‘..,k}: Ima; <0} Resq, f pro a <0.

— 00

Modifikaci postupu a vysledku pro pripad, ze () ma i readlné koteny, si ukazeme
pozdéji.

Priklad 20.9.19. Necht a,b > 0. Spocitejme Newtontv (¢i zobecnény Lebesgu-

elv) integral
*° zsin(ax)
I:= ———-da.
/0 2

Nejprve si povSimnéme, ze nam zde skuteéné muze pomoci pravé probirand me-

toda, nebot
1 [*° zsin(ax) 1 * gela®
I==- [ 2R =21 2 da.
2/_Oo 20 T2 m/oox2+b2 o

Zabyvejme se dale funkci f(z) = ;fr;z. Tato funkce je holomorfni na mnoziné

C\ {-ib,ib} a ve zminénych dvou bodech m4a jednoduché pdly. Protoze a > 0,
dostavame

1 ) Zeiaz 1 ) selaz 1 ) Zeiaz
1= 5 Im (27T1 ReSib m) = 5 Im <271m ‘Ziib) = 5 Im (27T1TZ|Z:ib)

1 T
== Im(ﬂie*ab) = —e %,
2 2
Nyni si spocitame jeden integral, jehoz integrand mé poély na realné ose.

Priklad 20.9.20. Necht a,b > 0. Spoéitejme integral ve smyslu hlavni hodnoty

°° zsin(ax)
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Opét si prepisSme

1 ° zsin(ax) 1 0 gelar

— 00
Po piepisu jsme dostali dvé singularity na realné ose. Tim se dostavame do situ-
ace, kterd neni zahrnuta v pojmu integralu ve smyslu hlavni hodnoty, jak jsme
si jej pfedstavili v Definici 15.3.6. Ukazeme si, ze Reziduovd véta (Véta 20.4.8)
nam umozni interpretovat zkoumany integral takovym zptsobem, ktery pfirozené
zobecni dosud pouzivany pojem integrdl ve smyslu hlavni hodnoty.

iaz

Nyni zafixujme ¢ € (0,b) a R > 2b. Polozme f(z) = 5,

01,:(t) =t+10 prot € [-b+e,b—¢]
P2.6(t) = b4 eel™V pro t € [0, 7]
w3 Re(t) =t+10 prot € [b+ ¢, R]
¢4.r(t) = Re' pro t € [0, 7]
ws.re(t) =t +10 prot € [~R,—b— ¢
w6 e(t) =—b+ gel(m=t) pro t € [0, 7]

b Ple —> +b P3,R.e —>

Y5 Re—>

Obrazek 20.15: Lezi-li na realné ose bod se singularitou, muZzeme si vypomoci
malou pulkruznici.

Nejprve mame

lim Rl_i}rJrrloo(/%R& £(2) dz+/m £(2) dz+/ Yf(z)dz)

oo xeia:}c
= p.v. / dz.

2 _ p2
Ceo T2 —D

Doporucujeme c¢tenéfi si uvédomit, ze diky tomu, Ze vSechny integraly jsou ko-
necné, v tomto pripadé€ neni dilezité, v jakém poradi se limity provadéji, prehoze-
nim poradi limit se vysledek nezméni. Dale podle Tvrzeni o obihani ¢asti kiivky
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(Tvrzeni 20.9.7) dostavame (pozor, ¢asti kruznic obihdme v zdporném smyslu)

(z)dz + (2)dz =20 —mi(Res_p f + Resp f).

$6,e P2.e

Navic Jordanovo lemma (Lemma 20.4.13) d4vé

R— o0

fz)dz"="0

P4,R

a diky holomorfnosti funkce f na Int pg . jesté mame wa f(z)dz =0.
Celkové jsme dostali

1 e iaz

1=3 tm (mi(Res - f + Resy f) ) = ;1m(m((z2_m;),|z__b + ﬁpﬂ))

1 —iab iab 1
=3 Im (wi%) =3 Im<7ri cos(ab)) = gcos(ab).

Poznamka 20.9.21. (i) Rozmyslete si, Ze pokud bychom body —b a b obihali
pomoci spodnich ptilobloukt, dostali bychom stejny vysledek, ale vypocet by byl
delsi.

(ii) Pov§imnéte si, Ze n4s postup vlastné v situaci, kdy pfipoustime realné kofeny
polynomu @), rozsifuje vyse ziskany vzorec pro a > 0 na vzorec

/ e R(z) da

= 2mi Z Res,, f + mi Z Resq, f

{je{1,....k}: Ima;>0} {s7€{1,....k}: Tma;=0}
a pro a < 0 na vzorec

/ e’ R(z) dz

— 00

= —27i Z Resq, f —mi Z Res,, f-
{je{1,...,k}: Ima,;<0} {je{1,...,k}: Ima;=0}
20.9.6 Integraly typu fo% R(cost,sint) dx

Predpokladejme, Ze funkce R spliiuje R(x,y) = %, kde P, @ jsou polynomy, a

Qz,y) #0  proa®+y° =1

Nas typ integralu se da prevést na krivkovy integral pres jednotkovou kruznici
centrovanou v pocatku. Vyuzijeme nasledujici tvahu s vhodnou funkci f: C — C
(v praxi postup provaddime v obraceném sméru a funkci f konstruujeme)

2 2m
/ f(z)dz = f(e)iel dt = / R(cost,sint) dt.
C1(0) 0 0
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Priklad 20.9.22. Necht a € C, |a| # 1. Spocitejme integral

2
dt
I(a) := -
(@) /0 1—2acost+ a?

it —it oo ,
€ fe _ miZeme psat

2

Protoze cost =

I(a)_/% dt _/ 1 dz

Jo l1—alét+e ) +a2  Jo o)l —alz+ 1) +aiz
7/ idz

"~ Joyoy ezt —(14a?)z+a

Jmenovatel ziskané funkce ma jednoduché kofeny v bodech a a % Proto pro |a| <
1, a # 0 mame

i i
= 27
az?2 —(1+a?)z+a ™ (az? — (14 a?)z 4+ a)'|.=a
i 27
a2—1 1—a?

I(a) = 2miRes,

= 27i

a pro |a| > 1 dostavéame
i . i
= 27i
az2—(1+a?)z+a (az2 — (14 a?)z+a)|,_1
i 2m

ST e T et

I(a) = 2wiRes1

Je-li @ = 0, pfimym vypoctem ziskdme I(0) = 2m, coz formalné odpovida vzorci
pro |a| < 1.

20.9.7 Integraly typu [~ z*7!f(z)dx

Budeme piedpokladat, ze o € (0,1) a funkci f miZzeme holomorfné prodlouzit

na C s vyjimkou kone¢né mnoha bodu ay,...,ak, z nichz zadny nelezi na kladné
realné poloose ani v poc¢atku. Navic predpokladejme, ze
C
2 < —
<

na jistém prstencovém okoli nekonecna. Ziejmé pak uvazovany integral existuje
jako Lebesgueiiv i Newtontv (funkce o € (0,1) — [;~ 21 f(z)dz se nazjyvé
Mellinova transformace funkce f).

Kromé toho, Ze jsme do komplexni roviny rozsifili funkci f, potfebujeme ho-
lomorfné rozsiFit také funkci ®~!. PFipometime, Ze obecnd mocnina je zavedena
prostfednictvim logaritmu, u néhoz mizeme volit z vétsiho poctu vétvi. Zde volbu
podiidime volbé integracni drahy, kterou zvolme nejdfive. Zafixujme velmi malé
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¢islo € € (0,1), velmi velké ¢islo R > 1 a velmi malé ¢islo n € (0, 7). Definujme
kiivky

©1,Ren(t) = prot € [, R)
p2.rn(t) = Re' pro t € [n,2m — 1]
CPS,R,s,n(t) = (R - t)eiin prot e [0 R— E]
Paeq(t) = el pro t € [n, 2w — 1]
& PRen ‘= PLRen DP2,Ry D P3,Ren D Paen-
©Y2,Rn
0 P1,R.e,m
+ ¥3,R,em

Obrazek 20.16: Pii vypoctu Mellinovy transformace se vyuziva kiivka, kterd ma
kladnou realnou poloosu ve svém vnéjsku.

Vétev logaritmu nyni zvolime tak, aby byla holomorfni na vnittku zvolené
kiivky. Volime proto logaritmus s argumentem probihajicim interval (0, 27). Tato
volba se projevi jak pii vyhodnocovani dil¢ich integrali, tak pri pocitani rezidui.
Zabyvejme se nyni integraly pfes jednotlivé kiivky. Reziduova véta (Véta 20.8.17)
nam dava pro vsechna e, 7 dostateéné mald a R dostateéné velka

/ 227 (2) z-27r12Resa 2271 f(2).
PR

Déle si povsimnéme, ze pro R dostateéné velké diky rtistové podmince pro funkci f
plati na (p2 ) (prvni logaritmus je komplexni, ostatni jsou realné)

22711 (2)] = F ()o@ D8] = | (2 JoleDow 2 iare)
= |F(2)lfele D108 ol Diare=| — | ()| foleD1ox
= I < Clep?,

a proto

< Clz|*% < Clz|et 0.

$2,R,n

’/ 2271 f(2)dz
$2,R,n

ProtoZze f je holomorfni v pocédtku, je na jeho okoli omezend. Odtud (obecnou
mocninu opét odhadujeme jako vyse, tedy |22t < |z]*71)

‘/@ 2271 (2) de

0
< Ol2|* Yy, < Clz* 570,
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pri¢emz limita je stejnomérnd vaéi n € (0,1). Nyni si uvédomme, Ze ke kazdému
libovolné malému £ € (0, 1) existuji Ry > 0, €9 € (0,1) a ng € (0, 1) takovd, zZe

‘/%YR’M 227 f(2)dz — /00 7 f(x)da| < €

0

pro vechna R > Ry, € € (0,£9) a n € (0,79). Skutecné, jednak se totiz prostied-
nictvim Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17) druhému
z integraltt umime libovolné priblizit integraly probihajicimi interval (e, R). Déle
tfeba na mnozinég [e, R] x [0, 1] je integrand stejnomérné spojity (na kladné redlné
poloose dodefinovavame argument naseho logaritmu jednostrannou limitou, tedy
nulou), tudiz vezmeme-li nyni 7 velmi malé, integrandy pod obéma integraly jsou
si libovolné (stejnomérné) blizké. V prvnim integralu vsak mame o malicko delsi
integracni drahu, coz se opét projevi velmi malo diky omezenosti integrandu.

Pii praci s integralem pies kiivku o3 g, pracujeme podobné. Dojde viak ke
dvéma zménam. Jednak se zméni znaménko (diky obracenému smyslu obihéni).
Dale pro n blizké nule je argument logaritmu ve vyrazu

a=1 _ e(a—l) log z

Py — e(a—l)(log\z|+1argz) — |Z|a—1el(a—1)argz

blizko k hodnoté 27. To se nakonec projevi multiplikativni konstantou el(*=1)27 —

ei27ra

Celkové jsme dostali

2mi b
a—1 a—1
/0 x f (1’) dx = 71 cizra JE 1 Resa]. z f (Z)

Poznamka 20.9.23. PovsSimnéte si, Ze z vypocétu provedeného vyse je vidét, ze
pro obecnou mocninu plati

2% = |2|*
bez ohledu na to, z jakého intervalu bereme argument logaritmu.

Priklad 20.9.24. Za pomoci préavé predstavené metody a ¢astecnych vysledkii

spocitejme
oo Ia—
=
1

Protoze funkce f(z) = yome= mé vS8echny pozadované vlastnosti, dostdvame (ne-
zapomenme, 7ze pii vypoctu rezidui pouzivime vyse zavedenou vétev logaritmu
potazmo obecnou mocninu)

1
dr  kdea€(0,1) a8 >0.
x

oo ol 2 zo1 2mi 2rifpe—lemila—1)
do = —— Res_ = (gt
0 5‘1‘-’17 €z 1_61271'04 68524_6 1—612”"( B) 1_6127ra
= 71./80471 2i = Wﬂa71

eife —e—imte  gin(wa)’



132 KAPITOLA 20. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

20.9.8 Integraly typu fo Y1 —2)°f(z)dx
8 Budeme predpokladat, ze o € (0,1) a funkci f miZeme holomorfné prodlouzit
na C s vyjimkou kone¢né mnoha bodd aq,...,a, z nichz zadny nelezi na tsecce

{z € C: Rez € [0,1],Imz = 0}. Navic pfedpokladejme, Ze funkce f m4a od-
stranitelnou singularitu v nekone¢nu. Ziejmé pak uvazovany integral existuje jako
Lebesguetv; k tomu jsme samoziejmé nepotiebovali znat chovani funkce f kolem
nekonecna, to souvisi jen s metodou vypoctu integralu nize.

Kromé toho, Ze jsme do komplexni roviny rozsifili funkci f, potfebujeme ho-
lomorfné rozsitit také funkci z*~1(1 — z)~“. O to se nam opét postard vhodné
zvolen4 vétev logaritmu. Tentokrat bude mit rozsifena funkce x%~1(1 —x)~“ skok
na tseéce {z € C: Rez € (0,1),Im z = 0}.

Reseni zahajime volbou integra¢ni drahy. Zafixujme velmi malé é&islo € € (0,1),
velmi velké ¢islo R > 1, velmi malé ¢islo n € (0,7) a ¢islo § € (5, 7) takové, aby
na tseéce {tel’:t > 0} nelezela zadna singularita (takovy paprsek jisté najdeme,
nebot bodt se singularitou je jen koneény pocet). Definujme kiivky

P1,e,(t) =t +iesiny prot € [ecosn, 1 —ecosn)
P2.en(t) =1+ eellm=t) pro t € [n, 27w — 1]
Y3.en(t) =1—t—liesiny prot € [ecosn, 1 — e cosn)
Oacnmo(t) = ee!®™0 prot € [n,27 — 0 — 1)
5, R,emo(t) = te T pro t € [e, R]
06, Rrn0(t) = Rel(t+0) pro t € [, 2w — 1)
07, Rem0(t) = (R )el(@=m prot € [0, R — €]

gogsng(t)*eei( prot € [2m — 0 4+ n, 2w — 1)

A PR.em0 ‘= P1,e,nDP2,e,nDP3,e,nDPP4 .m0 DP5, Re,m;0 DP6, R0 DPT,R,e,m;0 DP8 e m;0-

Obrazek 20.17: Kladné obihana kfivka, ktera ma ve svém vnéjsku spojnici pocatku
s bodem 1 + i0 (znaceni k¥ivek je zkraceno).

Zabyvejme se nyni rozsifenim funkce x*~1(1 — )~ na holomorfni funkci.
Nejprve si ji pfepiSme do vhodnéjsiho tvaru

N1l —2)7 = 1( a )a.
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Nyni funkci 2 + (%) rozsifime na z — (%) prostfednictvim volby vhodné
vétve komplexniho logaritmu. Nejprve si pov§imnéme, Ze zobrazeni
z 1

— =-1
* 1—=2 +1—z

je dobfe definované na C*, je prosté a mnozinu {z € C: Rez € [0,1],Imz = 0}
zobrazuje na mnozinu {z € C: Rez € [0,00),Imz = 0} U {c0}. Volime proto
logaritmus s argumentem probihajicim interval (0,27) a dostdvame tak funkci
1(:2)*, kterd je holomorfni na C\ {z € C: Rez € [0,1],Im z = 0}.

Nez vyhodnotime integraly pres jednotlivé kiivky, zkusme prostudovat chovani
argumentu vyrazu (=) pii integraci pres kiivky @1 ¢, a 03 . Jednak pro body
tvaru t 4+ 16, kde t € (0,1) a § > 0 je velmi malé ¢islo, mame

t+i0 (46 (1 —t+i6) t—t2—562+10

1—(t+1i6) 1—t—1i02 |[1—t—1ij]?

Bude-li tedy ¢ odrazeno od ¢isel 0 a 1, postupné zmensovani ¢isla 0 povede k tomu,
Ze argument vyrazu lf(tfi 5 pijde do nuly (vyraz (7%;)* pak jde stejnomérné
K (15)).

Naopak pro body tvaru ¢t —id, kde ¢t € (0,1) a § > 0 je velmi malé ¢islo, mame

z

t—i0  (t—-i6)(1—t—i6) t—t*—62—10

1 —(t—id) 1—t+i02 |1 —t+1id?

Bude-li tedy ¢ odraZeno od ¢isel 0 a 1, postupné zmensovani ¢isla § povede k tomu,
7e argument vyrazu % pijde do hodnoty 27 (vyraz (;%;)* pak jde stejno-
mérné k ($£)%e?™).

Nyni jiz mizeme vyhodnotit integraly pfes jednotlivé kiivky. Pfedné, protoze
bodt ay,...,ar je jen koneény pocet, jsou-li €,n dostatecné mald a R dostatecné
velké, mame

/@R,am %(1 iz>af(2) dz = QWijiReSaj %(1 i Z>af(z)

Déle integraly pfes kiivky o p, Qa.em0 @ 98, n0 umime udélat libovolné malé
volbou € > 0. Ukazme si to tfeba na prvnim ze zminénych integralti. Mame

R R R HC=R

1 a
< 2me— (%) C < Ce”.
e

2

Jesté si uvédomme, Ze tyto odhady jsou stejnomérné vici n a nezavisi na 6. Vy-
hodnotme integral pres kiivku g, r ;9. Ten umime ucinit libovolné blizky hodnoté
27ie!™* lim, o f(2). Skute¢né, pro R dost velké je f(z) libovolné (stejnomérné)
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blizko k lim. o f(2), 725 je libovolné (stejnomérné) blizko k ¢islu —1 Pfipo-
menme jesté, Ze jsme a-tou mocninu definovali holomorfné na okoli bodu —1 a
plati (—1)® = (el™)“. Navic vyuzivame, Ze

1
/ —dz =271
Cr(0)

(sice ve skuteCnosti neintegrujeme pfes celou kiivku Cg(0), ale volbou 7 velice
malého se umime uvedené hodnoté libovolné piiblizit). Proto jsme dostali (znaku
konvergence ddvadme vyznam popsany vyse)

[ () e 2mid™ i (o).
©6,R,m:0

1—2z Z—+00

Daéle integraly pies kiivky ©s5 r.c,n:0 & ©7,R,e,n;0 s€ s libovolnou pfesnosti vyrusi,
opét nezavisle na #. To umime zafidit pro zafixovana R a ¢ postupnym zmensova-
nim ¢isla 7 diky stejnomérné spojitosti integrandu. Tedy

/sos,R,g,w §<1 - z)af(z)d“r/ , %(ﬁz)af(z)dz — 0.

P7,R,e,n

Pripomenme jesté vysledky ziskané vySe, podle nichz se integralem pfes kiivku

©1,R,e,n umime libovolné piiblizit zadanému integralu a integrdlem pies kiivku

©3,R,e,n Zase —e?™_pasobku zadaného integralu. Tedy

1 z a
/39175,,72(1—2 dz—)/ Y1 —2)™f(z)dx

[PS,E,n %(1 i Z>af(2) dz — —e27rai /01 xa,l(l . x)iaf(x) da

Celkové mame

1 [
—1 - im :
/0 7 (1—x) % f(x)dz = e27m‘1 ( E Res,, 7<1 — z) f(z)—e™ Zlgrolo f(z))
Piiklad 20.9.25. Pro kazdé a € (0,1) méame

1 . .
2 : 2
/ 1:0‘71(1 —xz) %dx = e (=€) = 1— ! - = il
0

1— 6271'041( emal _ g—mad sin(ﬂ'a) :

20.9.9 Integraly typu [;° f(z)logzdx

Budeme predpokladat, ze funkce f je spOJlté na R, sudd na R a existuje koneény
pocet bodi ay,...,a; € {z € C: Imz > 0} a rozsifen{ funkce f, které je spojité na
{z€C: Imz>0}\{a1,...,ar} aholomorfnina {z € C: Imz > 0}\{a1,...,ax}.
Necht navic plati ristovd podminka

max |f(2)|Rlog R fgeey,
{z€C: Im 2>0,|z|=R}
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Tentokrat budeme pracovat s funkci logaritmus takovou, Ze jeji argument lezi
v intervalu (—%, 2) (niZe uvidime, Ze potiebujeme interval obsahujici [0,7]). Za-

definujme jesté integracéni drdhu. Zafixujme velmi malé ¢islo € € (0,1) a velmi
velké ¢islo R > 1. Definujme kfivky

V1,Re(t) =1 pro t € [¢, R]
©2 r(t) = Re' pro t € [0, 7]
P3,Re(t) =1 prot € [-R, —¢]
©4.(t) = ™) pro t € [0, 7]

a YRe ‘= P1,Re D P2, R D P3,Re D Pae-

Obrazek 20.18: Kladné obihana kiivka, jejiz obraz lezi v uzaviené horni poloroviné
a pii vhodné volbé parametri mé ve svém vnitiku vSechny body horni poloroviny
se singularitou.

Nyni vyhodnotime integraly pfes jednotlivé kiivky. Protoze bodt a,...,ay je
jen konec¢ny pocet, je-li € dostateéné malé a R dostatecné velké, mame

k

/ f(z)logzdz = 27riZResaj(f(z) log z).
PR,e

j=1

Déle diky rtstové podmince plati
’/ f(z)logzdz‘ <ULy, , max |f(z)logz|
Y2, R ’ <<F2,R,€>

<7R \f(z)|10gRR_:>FO° 0.

max
{z€C: Im 2>0,|z|=R}
Navic diky spojitosti funkce f v poc¢atku mame

‘ f(2) logzdz’ <y, max |f(2)log z| < meCloge =20 0.
P4, Pd,e

Déle dostavame (zvétSovanim R a zmenSovanim e se mizeme libovolné pfiblizit
integraltim na pravych stranich)

/ f(Z)logZdZ%/oof(x)logxdx
P1,R,e 0
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0
/ f(z)logzdz — / f(lz])(log || + im) de.
P3,R,e —00

Celkové
e %) k
2/ f(z)logxdx + iw/ f(z)dx = 27 Z Res, (f(2)log 2).
0 0 j=1

o . .o . , ve L e1e o , (e’
Povsimnéte si, zZe jsme navic zjistili, ¢emu se rovna fo f(z)da.

Priiklad 20.9.26. Spoditejme integral

/°° log = d
o (42?2 7
Vidime, Ze na mnoziné {z € C: Imz > 0} ma funkce f(z) = ﬁ jedinou

singularitu a tou je dvojnasobny pdl v bodé i. Proto pro vypocet rezidua tentokrat
pouzijeme druhou éast prvni Véty o vypoctu rezidui (Véta 20.9.2) a dostavame

(]. =+ 22)2 z—1 (Z + 1)2 z—i (Z + 1)4

= —4i(i3) n o i

16 8 4

Diky tomu po dosazeni do obecného vysledku dostavame

< logx o0 1 T T T
[ [T aam(T )= T T
/O (1+22)2 3””/0 Tra22 =5 "] 2 "1

Odtud
/wbidw__z o /m#dx_z
o (14 22)2 4 o (1+2a2)2 4

Poznamka 20.9.27. Predchozi integral dokonce existuje jako Lebesguetv.

20.9.10 Integraly obsahujici exponencialu

Tentokrat ctendfi nenabidneme univerzalni postup konéici obecnym vzorcem, ale
pouze mu na prikladu ukazeme mysSlenky, které se ¢asto hodi v podobnych situa-
cich.

Priklad 20.9.28. Pro a > 0 spoditejme integral

°° sin
/ ! (ax) de
o sinhz
Nejprve si integral pfepiseme do vhodnéjsiho tvaru (pfechod k integralu ve smyslu
hlavni hodnoty zpiisobuje singularita v po¢atku)

/ M dz = 1/ sin(az) de = 1Im p.v./ ° dz.
0

sinh x 2 sinh x 2 oo Sinh z

— 00 —
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V dlohach naseho typu se d& vyuzit periodicity komplexni exponencialy, diky niz
méme sinh(z + 27i) = sinh z na C. Tato vlastnost ndm pfinese jisté vyhody pii
nésledujici volbé integraéni dréhy (pokousime se obihat pas {z € C: Im € (0,27)},
davdme si pozor na kofen jmenovatele v pocétku a jeho kopii v bodé 27i).

Zafixujme velmi malé ¢éislo € € (0,1) a velmi velké éislo R > 1. Definujme
kiivky

¢1,Re(t) =t +10 prot € [e, R]
P2,r(t) = R+1t pro t € [0, 2n]
w3 Re(t)=R—t+2ni prot € [0,R —¢]
©4.(t) = 2mi + ge™ pro t € [0, 7]
©5.Re(t) = —t + 2mi prot € [e, R]
v,r(t) = —R+i(2m —t) pro t € [0, 27]
w7.Re(t) =t +10 prot € [-R, —¢]
@g.c(t) = ec™?) prot € [0, ]

aPRe =P1LReDP2RDY3ReDVae®Ps5ReDPs,RDPrRDPse-

\C‘ ¥5,R,e @ ¥3.R,e ﬁ

¥6,R —+ i ¥2,R

(0.
L% P7,R,e + ©1,R,e —j\

Obrazek 20.19: Kladné obihand kiivka z prikladu na integral obsahujici exponen-
cialni funkci.

vvvvvv

jmenovatel jednonasobny kotfen. Proto

elaz elaz laz e—ﬂ'a
s 0 = 2R =2 e = 2
PR, 2
efﬂ'a
= 27T1ﬁ = 2mie ",

2

Déle pii integraci pres kfivky ¢4 . a g . pouzijeme Tvrzeni o obihani ¢4sti kruznice
(Tvrzeni 20.9.7). Dostavame

elaz d es04 . elaz ) elaz | ) e—27ra
sinhz 0 eI Gy T T 2 T T T e
Pa,e 2
e—27ra

s ia—2Ta
= —T1 X1 — e
2
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iaz iaz 0

elaz es0L . e e e .
/ - dz —" —miResy — = —Tl——|,20 = —7i = —7i.
o5 sinh z sinh z sinh’ z cosh 0

Jesté si povSimnéme, Ze mame

eiaz eiaz oo eia:v
lim lim (/ - der/ — dz) :p.v./ — dz
e=04 R—oo\J, . sinhz or.p. SiDhz o Sinhz

a
elaz elaz 00 eia(m+2ﬂ'i)
lim lim (/ - dz+/ o dz)z—p.v./ de
e>04 R—oo\ J,, o sinhz os5.n.. Sinhz oo Sinhz
o iax
_ e
= —e 27mp.v./ . dz.
_ oo Sinhx
Konecné

eiaz Rest eiaz Rest
/ dz "3 a dz 0,
¥2,R ®

sinh z o.r SIDh Z
nebot pro z; + ize € C spliiujici |z1] = R a 22 € [0, 27] plati

iaz1 n—az2 —az2 1
_g leert o, e <2 Rtoc,
|ezlelzz _ 67’3167”2‘ ||ez1| _ |efz1|| eR _ efR

‘ eiaz

sinh z

Celkové jsme ziskali

o iax 1
p.v. [OO Sienhx dlE = 1_67_27“1 (7271'167”(1 =+ ﬂ_ieizﬂ-a + ﬂ_l)
1 — e 70 2 1 — e 70
=i ( e ™) =i ¢ = witanh(w—a).
(I —e ™) (1+e"72) 1+e-ma 2

Proto

°° sin(ax) 1 Ta T Ta
dr = =1 ('t h(—)):ft h f).
/0 sinhz 0T grmmani{s Qan(Z

Priklad 20.9.29. Pfivypoctu integralu v Pfikladu 20.4.10 jsme slibili, Ze ukazeme
priklad demonstrujici, ze ,zdména proménnych® typu x = y + ia pro =, y a o €
R neni moZné a jeji pouziti mize (na rozdil od Pfikladu 20.4.10) skutecné vést
k nespravnému vysledku.

Postupem analogickym jako v Pt¥ikladu 20.9.28 mtiZzeme spocitat, ze

2 2
/ S P / ©  dr=2ni. (20.9.2)
{Imz=—1} < {Imz=1} *

_.2
Skutecné, staci jen vyuzit toho, ze Resy *—— = 1 diky Prvni vété o vypoctu rezidui
(Véta 20.9.2) a toho, ze pro ¢ = £R+it, t € [-1,1] je

2
. e *
lim dz =0.
R—+o0 YR VA
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Na druhou stranu, pokud piseme

—22 +oo [ —(z—i)?
/ ¢ dz = / ei, dz,
{Imz=—1} * —00 Tr—1

nesmime pouzit zaménu proménnych z = y+2i. Pak by totiz vyse uvedeny integral

presel na
+o0 —(y+i)2 —2?
/ 67, dy = / ¢ dz,
—0 Yy +1 {Im z=1} z
2

—22 —z
/ 4= / S P
{Imz=—-1} % {Imz=1} *

To je ale zjevné ve sporu s (20.9.2).

coz by vedlo k

20.10 Analytické prodlouzeni, I'-funkce

Pii aplikacich Reziduové véty (Véta 20.8.17) jsme casto nardzeli na situaci, kdy
jsme méli zadanou funkci f: R — R a potiebovali ji prodlouzit na funkci f: C—
C, ktera je holomorfni na pozadované mnoziné. Zatim nam jisté informace o této
problematice poskytuje druha ¢ast Véty o harmonic¢nosti slozek holomorfni funkce
(Véta 20.2.14) a také Véta o jednoznacnosti (Véta 20.7.2), kterd ndm dévé jedno-
znacnost holomorfniho prodlouzeni z mnoziny s hromadnym bodem. Jinym typem
tloh muZe byt situace, kdy méme zadédnu holomorfni funkci na néjaké oteviené
mnoZiné a ptame se, jestli mizeme (a jak) prodlouzit tuto funkei na vét$i mnozinu
popfipadé na celou komplexni rovinu tak, aby vysledna funkce byla holomorfni na
zminéné vétsi mnoziné. Zde si ukdzeme, jak se daji holomorfni prodlouzeni kon-
struovat, pokud se nam jiz podarilo ziskat prodlouzeni na vhodnou ¢ast komplexni
roviny. V dal$im budeme casto pouzivat znaceni

Ct:={z€C: Imz >0} a C ={z€C: Imz < 0}.

Lemma 20.10.1 (O holomorfnim napojeni). Nechf Q1 C Ct a Qs C C~ jsou
neprdzdné oteviené mnoZiny. Necht M C R je oteviend mnoZina a pro mnoZinu
M:={z€C: Reze M,Imz =0} plati

QN =M
a pro kaZdé t € M existuje ¢islo r(t) > 0 takové, Ze kruh B (t 4-10) spliuge
By (t+10) C 9 UM U Q.
Necht funkce f1, fo: C — C splriugi

[ jsou holomorfni na Q; a spojité na Q; UM vzhledem k Q; UM pro j € {1,2}
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a plati f1 = fo na M. Pak mnozina Q1 UM U Qy je oteviend a funkce
QUM
£(2) = fi(z) proz e
fa(z) proz € Qy
je holomorfni na Q1 UM U Q.

Diikaz. Otevienost mnoziny €2 := 1 UM U2, plyne snadno z definice. Zabyvejme
se otazkou holomorfnosti funkce f. Potfebujeme dokdzat existenci f’ v kazdém
bodé& mnoziny M. Zafixujme libovolné zy € M. Zvolme r > 0 tak malé, aby

BT(Z()) C Ql UM U QQ
a definujme pomocnou funkci

1 f(w)

F(z)=—
(2) 271 Jo, () W — 2

dw pro z € B.(zp).

Stejné jako v ditkazu Cauchyova vzorce (Véta 20.5.1; do podilu w dosa-
dime defini¢ni vztah pro F' a pak odhadneme 3y~ (MEZ)Z ) dostaneme,

1
(w—z)(w—(z+h
ze na B, (zg) existuje F’ a plati pro ni

') = fw)
Fl(z) = G /Cr(zg) (w—22 dw pro z € B,(2).

Speciélné F' je holomorfni na B,(zp). Dalsim krokem je dikaz, ze F' = f; na
B,(20) N C*. Zvolme z € B,.(20) NCT a polozme

p1(t) =20+t pro t € [—r,7]
@a(t) = 2o + e’ prot € [0, 7]
@3(t) = 2z +re'® prot € [x,27]
wa(t) =20 — ¢ prot € [—r,r].
Pak
Cr(20) = p2 @ @3,
ale také

Cr(20) = (1 © 2) © (93 © 1),

priemz ¢1 @ 2 a w3 D 4 jsou Jordanovy kiivky. PovS§imnéme si, ze podle Cau-
chyova vzorce (Véta 20.5.1) mame

1) 1 /@ f(w) duw,

2mi w—z

podle prvni verze Cauchyovy véty (Véta 20.4.3) plati (pfipomertime, Ze z € Ext o3P

®a) fw)
w
O_/<Pa®<ﬂ4w_zdw
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Obrazek 20.20: Konstrukce k pfevedeni integralu pfes kruznici na dva integraly
pres pilkruznice.

a zfejmeé

Proto celkové méame

F(z) = ! /@ f(w) dw

27 w— 2z
1
= 5. f(w) dw
2mi z

P1®p2 @3By W

1 f(w) 1 flw)
a %/Pl@tpz w_zdw+ 27ﬂ/503®604 w_zdw B fl(Z)

Analogicky se dokdze F' = fy na B,.(z9) N C~. Diky spojitosti F' a f dostavdme
f = Fna B,(zp), aproto je f holomorfni na B, (zp). Protoze zy € M bylo libovolné,
jsme hotovi. O

Poznamka 20.10.2. Lemma ziejmé plati i kdyZz mnoZiny napojujeme na pfimce,
ktera je posunutd ve sméru imaginarni osy. Uvedena primka ani nemusi byt vodo-
rovna. Dokonce se dé pracovat i s nékterymi obecnéjsimi kfivkami, my ale takovy
vysledek nebudeme potfebovat.

Véta 20.10.3 (Schwarztv princip zrcadleni). Necht Q C C* je oblast, neprdzdny
interval (a,b) C R splriuje

L:={z€C: Rez € (a,b),Imz =0} C 90

a pro kazdé z € L existuje r > 0 takové, Ze B.(z) NCT C Q. Necht f: C — C
je holomorfni na Q, spojitd na QU L vzhledem k QU L a f je redlnd na L. Pak
funkce

flz) =

fZ) proze{fweC :weQ} =0
je holomorfni na QU L U Q*.

~ {f(z) pro z € QU L



142 KAPITOLA 20. FUNKCE KOMPLEXNI PROMENNE

Diikaz. Diikaz bude zaloZen na pfedchozim lemmatu. Potfebujeme proto dokazat,
ze f je holomorfni na Q* a spojita na L U Q*. Holomorfnost na 2* plyne z toho,
ze pokud zafixujeme zo € Q*, pak pro kazdé z € Q* \ {29} mame
J2) = f(z0) _ B -1 _ JE) - [G) _ <f<z> - f(zo>>
zZ— 20 Z— 20 Z— 20 Z— 20

_ (f(?) — /(o)

E— ) =P (Zo).

Proto je fholomorfni (a tedy i spojitd) na Q*. Zbyva ukazat spojitost na L. Podle
predpokladu pro kazdé zg € L a ¢ > 0 existuje d > 0 takové, ze

2€B5(20)N(CTUL) = [f(2) = flz0)| = |f(2) = f(z0)] <e.

Pokud naopak mame z € Bs(z9) N C™, pak zZ € Bs(29) N CT, a proto z informaci
uvedenych vysSe a z predpokladu o realnosti f na L dostavame

|f(2)=f(20)| = [F(Z)—F(Z0)| = |f () — f(Z0)| = |f(Z)~f(Z0)| = | [ ()~ f(20)| < &.
Tim je dikaz dokoncen. O

Nyni se budeme zabyvat holomorfnim rozsifenim Eulerovy I'-funkce. Pfipo-
menme, Ze jsme ji zadefinovali na (0, c0) jako

[(z) := / et dt.
0
Jedna se o C*°((0, 00))-funkei a na (0, 0o0) splituje I'(z + 1) = zI'(z). Protoze plati
|tz|:‘elogtRezeilogtImz‘:tRez prot>0az€@,

mé dobry smysl (niZze uvedeny integral konverguje) vzorec
o0
IXZ)::(/i e 't*"1dt  kdykoliv Rez > 0. (20.10.1)
0

Miuzeme vsak dosdhnout jesté vétsiho definiéniho oboru holomorfniho prodlouzeni.

Véta 20.10.4 (O holomorfnim prodlouzeni I'-funkce). (i) Funkce T' zavedend po-
moci vzorce (20.10.1) je holomorfni na mnoziné Q = {z € C: Rez > 0}.

(i1) Pro kazdé z € Q plati T'(z + 1) = 2I'(2).

(iii) T'-funkci je mozné holomorfné rozsirit na C\ {0,—1,—-2,-3,...} vzorcem

I'(z+k)

I'(z) .=
e Py Y Py o e
pro vdechna k € N a z € {w € C: Rew € (—k,—k+ 1],w # —k + 1}.
(iv) Holomorfni rozsitent z édsti (iil) ma v bodech 0, —1,—2, ... jednondsobné pdly
a plati

(=™

Res,, I' = (Cm)!

pro vsechna m € {0,—1,—-2,...}.
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Diikaz. Dukaz prvni ¢asti zalozime na Vété o holomorfnosti integralu zavislého na
parametru (Véta 20.8.15). Ta se v8ak d4 pouzivat jen pfi integraci pfes omezené
intervaly. Proto pro kazdé n € N definujme pomocnou funkci

Tn(z) = /1 e P dt kdykoliv Re z > 0.

Podle citované véty se jedna o holomorfni funkce. Dale mame

() =T = | [T eetans [Teteal
0 n
1

o [ed]
< / le™t* Y dt + / le t* 1 dt
0 n

1

< /;tR“—lclH/oo e iRl e,
N 0 n

Proto je I' na vSech mnozinach tvaru {z € C: § < Rez < M} stejnomérnou

limitou posloupnosti holomorfnich funkci. Prvni Weierstrassova véta (Véta 20.6.1)

ndm diky tomu dévéa holomorfnost funkce I' na mnoziné {z € C: Rez > 0}.
Dokazme druhou ¢ast. Zadefinujme pomocnou funkci

h(z) =T(z+1) — 2I'(2) pro Rez > 0.

Tato funkce je pak holomorfni na {z € C: Rez > 0} a navic je nulovd na
mnoziné {z € C: Rez > 0,Im z = 0}. Podle Véty o jednoznacnosti (Véta 20.7.2)
pak dostavame, ze h = 0 na {z € C: Rez > 0}, coz jsme chtéli ukazat.

T'(z+1)

Zabyvejme se tieti ¢asti. Funkce == je holomorfni na {z € C: Rez >

—1} \ {0}. Zéroveri na {z € C: Rez > 0} plati @ = I'(2). Vyse jsme tedy
zkonstruovali holomorfni rozsifeni I'-funkce na mnozinu {z € C: Rez > —1}\{0},
které ma v pocatku jednonasobny pél. Ve druhém kroku pouzijeme rovnost

F(Z)_F(z+1) CHED rgo)
B z oz (24 1)z

k holomorfnimu rozsifeni na mnozinu {z € C: Rez > —2}\ {0, —1}. Pokrac¢ujeme
indukci.

Posledni tvrzeni plyne ze étvrté Gasti Prvni véty o vypoétu rezidui (Véta
20.9.2), nebot pii zadaném m € {0,—1,—2,...} miizeme pracovat s ¢astenym
rozsifenim

D(z+|m|+1)

na mnoziné {z € C: Imz>m—1 0,—1,...,m}.
G+ m)z+|m—1)...2 7iné { I }
Pro néj mame
D(z+|m|+1) r)
Res,, (z+|m|+1) — Res,, G0z _ COEZem _ (21

(z+|m)(z+m|—1)...2 2z + |m)| 1 (—m)!’
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Véta 20.10.5 (O asymptotickém chovani I'-funkce). Pro s > 0 plati

I'(s) = (Z)géx/%(l—i—O(%)) pro s — 0.

Dikaz. Nejprve si pepiSme za pouZiti substituce ¢t = y+/s + s

sl'(s) =T(s+1) = / ettt dt = / e*yﬁﬂ(y\/g+ 5)°y/sdy
0 -V

- \/g(Z) /_O;eyﬁ@ + %)de.

Ve zbytku diukazu ukazeme, ze funkce
Ds(y) = X(—ys e*y*/g(l + L )S
(=+/5,00) Vs

2
bodové konverguji k funkei e~ T, piesnéji

M

§—00 _¥

D(y) "= e 2 pro vSechna y € R,
a pro vSechna s > 1 plati

e”¥(1+y) proy=>0
2
2

(§]

P,(y) < h(y) := {

pro y < 0.

Pak totiz kombinaci Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17)
a Heineho véty (Véta 5.4.1) ziskdvame

coz je dokazovany vysledek véty.
Bodova konvergence

e—y\/§<1 + ﬁ)g _ e—y\/§+slog(1+%) 520 e—%

NG

se snadno ovéi{ Taylorovym rozvojem vyrazu log(1 + %)
Zbyvéa ukazat, ze funkce h shora odhaduje ®5 pro vSechna s > 1. K tomu nam
staci dokazat, Ze zobrazeni

hy:s— —yys+ slog(l + %)
je nerostouci na [1,00) pro vSechna y > 0 a neklesajici na (max{1,y?},co) pro
vsechna y < 0.
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Mame
Y
y y sy y 2,5 y
o) =L +log(1+ L) - (14 L) BV
y(8) = =5 7 Tlog(1+ = I+ Zas/s UV I L2
Definujme pomocnou funkei
() = log(1 +u) — —2— — ¥ — log(1 + ) L S
= |lo — — — =lo — = — =
gk e T G L NPT
Pro ni plati na (-1, 00)
)= 3 1 14w 3 3(1+u?) Fu?
u) = — — - = - — =— )
g 1tu (I+uw? 2 (1+uw? (+uw? (1+u)? 1+ )2

Diky této rovnosti a vlastnosti g(0) = 0 dostéavame

g>0 na(—1,0] a g <0 na|0,00).

Proto
/ = 2
hy(s) >0 pro vSechna y < 0 a s > max{1,y}
a
h;(s) <0 pro viechna y > 0a s > 1.
Tim je dikaz dokoncen. O

Poznamka 20.10.6. (i) ProtoZe pro n € N plati n! = nI'(n), z pfedchozi véty

plyne rovnost

|
lim —%  —1

n—oo (2)n4/2mn ’

které se tika Stirlingova formule.
(ii) Tvrzeni pfedchozi véty plati dokonce v zesilené formé

V2 1
I'(s) = eslogsy—s 17T (1 + O(F>) pro s — 00,
S|2

S2

kde s € {z € C: |argz| < m — 0} pro n&jaké 0 < § < m. Dikaz je mozno nalézt
v [StSa AnlI, Theorem A.2.3].

20.10.1 Konformni zobrazeni, globalni Cauchyova véta

V oddile vénovaném Vété o regularnim zobrazeni (Sekce 12.8) jsme vidéli, ze pre-
chod k jinému soufadnému systému (kuptikladu od kartézskych soufadnic k polar-
nim) ndm muZe pomoci vyfesit parcidlni diferencidlni rovnici. Tyto transformace
byly reprezentovany zobrazenimi z RV do RY, u nichZ jsme potfebovali, aby byla
dostatecné hladké, invertovatelna a aby i inverze byla dostatec¢né hladka. I v kom-
plexni roviné se podobné transformace studuji. Jako vyhodnda vlastnost se zde
ukazuje, kdyz pouzité zobrazeni alespon lokalné zachovava thly. Takova zobra-
zeni se nazyvaji konformni zobrazeni a sehrala vyznamnou tlohu v historii feSeni
Laplaceovy rovnice.
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Definice 20.10.7 (Konformni{ zobrazeni). Necht f: C — C a Q C C. Rekneme,
ze funkce f je konformni na (Q, jestlize je holomorfni na 2 a prosta na €.

D4 se ukazat (napfiklad [Ru, Véta 10.33]), ze konformni zobrazeni mé nenulo-
vou derivaci vSude na 2.

Nenulovost derivace mé za nasledek, Ze konformni zobrazeni zachovava thly
mezi kiivkami. Je-li totiz 29 € Q a (¢, [a, b]) reguldrni C*-kiivka spliujici

a<0<b a »(0) = zo,

pak pro , jednotkovy tec¢ny vektor® ¢ v bodé zy mame vztah

e(t) — ¢(0)

7, = lim LA

=04 [p(t) — (0)]
nebot

. t)—(0 t)—(0
P(0) _ Mmoo HEEEED () —¢(0)
[ O)] lim,o |2B=2Q@| 50 |2l=20)) 504 [o(t) — @(0)]

kde jsme pouzili, Zze prislusné limity existuji a jsou nenulové. Diky holomorfnosti
f v bodé zy muZeme pséat na jistém okoli bodu zg

f(Z)=a0+a1(2—zo)+a2(z—z0)2—|—...,

kde ag = f(20), a1 = f'(20) # 0 a konvergence fady na pravé strané je stejnomérna.
Odtud (opét pouzivame, Ze piislusné limity existuji a jsou nenulové)

=t SEO IO o mlplt) —60) +ax(e() ~ o(0))

+...
=0 | f(p(1) = FeO)] 120 |ar(p(t) = ¢(0)) + az(p(t) = ¢(0))* + ... |
= H%.

Odtud vidime, zZe funkce f prevadi kazdou kfivku na kfivku, jejiz ,,jednotkovy
te¢ny vektor® v bodé f(zo) je ﬂ—il—nésobkem puvodniho ,, jednotkového teéného
vektoru“. U vSech takovych kfivek proto dochazi k rotaci tohoto vektoru o stejny
uhel reprezentovany céislem ﬂ—i‘ (s jednotkovou velikosti).

Jednim z hlavnich vysledku teorie konformnich zobrazeni je néasledujici tvrzeni
(dtikaz je napfiklad v [Ru, Véta 14.8])

Véta 20.10.8 (Riemannova véta). Necht Q@ C C je jednoduse souvisld oblast a
Q # C. Pak existuje konformni zobrazeni mnoZiny Q2 na B1(0).

Poznadmka 20.10.9. Z Liouvilleovy véty (Véta 20.5.11) je okamzité vidét, ze
nemiZeme konformné zobrazit C na By (0).

Poznamka 20.10.10. Inverze ke konformnimu zobrazeni je opét konformni (diky
Vété o derivaci inverzniho zobrazeni, tedy Vété 20.2.7). Je proto mozné konformé
prevadét libovolné dvé jednoduse souvislé oblasti, které jsou vlastnimi podmnozi-
nami C, na sebe.
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Na zavér se budeme vénovat zobecnénim Cauchyovy véty (Véta 20.4.5) a Re-
ziduové véty (Véta 20.8.17) pro piipad, kdy nepracujeme s jednoduchou kiivkou
(nékteré body budeme obihat vicekrat). Nejprve si zavedeme nékolik novych poj-
miul.

Definice 20.10.11 (Index bodu vzhledem ke kfivce). Necht a € C, ¢ je uzaviend
po ¢astech Cl-kiivka v C a a ¢ (¢). Indez bodu a vzhledem ke kiivce ¢ je definovan

predpisem
1 d
Indya:= — / i .
2mi pZ—a

Nyni si uvedeme zakladni vlastnosti naseho nového pojmu.

Véta 20.10.12 (O vlastnostech indexu bodu vzhledem ke kiivce). Necht ¢ je
uzaviend po cdstech Cl-krivka v C.

(i) Pro vsechna a € C\ (p) je Ind, a definovdn a roven celému cislu.

(i) Funkce z — Ind,, z je konstantni na kazdé oblasti obsazené v C\ (p).

(ili) Ezistuje neomezend oblast obsaZend v C\ (), na niz je Ind, roven nule.

Diikaz. Dokazme prvni tvrzeni. Necht [a, 8] zna¢i defini¢ni obor k¥ivky ¢. Defi-
nujme pomocnou funkci

P(t) ::/ (p(s;cpl(s) ds prot € [o, (].

)—a

Zavedme jesté funkci
n(t) == e?® pro t € [a, A].

Pak pro vSechna t € [«, 5], kde existuje ¢'(t), mame

0 (1) = Oy (8) = n(t) — o

Diky tomu plati

(H0_y _ 70—~ n(t) 57 (() — @) — n(e)¢/ (1)
s—al ~ (D) — a)? B COEDE

Proto (¢ je po &astech Cl-ktivka; na hladkych ¢astech kiivky pouzijeme jedno-
znacnost primitivni funkce, pro napojeni spojitost; jde o stejny princip, ktery jsme
pouzivali pfi dikazu jednoznacnosti zobecnéné primitivni funkce u Newtonova in-
tegralu) existuje K € C takové, zZe

n(t) = K(p(t) — a) pro vSechna t € [a, f].
Specialné uzavienost kiivky ¢ dava

&) = () = K(p(a) - a) = K(9(8) - a) = n(8) = ).
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Proto existuje k € Z takové, ze (o) = (8) + 2kmi. Odtud
B _
Ind, a := L/ sD(t;go’(t) dt = M = k.

2mi )—a 27i

Tim jsme dokézali prvni tvrzeni.
Dokazme druhé tvrzeni. Nejprve si povsimnéme, ze funkce a — Ind, a je spojitd
na C\ (p). Skuteéné, mame totiz

1 1 1 1 b—a
Ind, a — Ind b:—,/ — dz:—,/idz.
v v 2mi w(z—a sz) 2mi J, (z —a)(z —b)

Délka integracni drahy je koneénd, pfi zafixovaném a je vyraz |z — a| odrazeny od
nuly ({(¢) je kompaktni) a pro b dostateéné blizké ¢islu a je vyraz |b — a| libovolné
maly a vyraz |z — b| odraZzeny od nuly.

Nyni jiz jen staci spojit libovolnou dvojici bodu lezicich v téze souvislé podmno-
ziné mnoziny C \ {p) vhodnou lomenou ¢arou. Kazdy bod méa na této ¢are okoli,
kde je index konstantni (je spojity a nabyva pouze celych hodnot), a nakonec
pouzit Borelovu pokryvaci vétu (Véta 11.7.3).

Dokazme tfeti éast. Protoze (p) je kompaktni, existuje R > 0 takové, ze (p) C
Bpg(0). Polozme a := —R. Pak funkce z — ﬁ je holomorfni na {z € C: Rez >
—R}, proto zde mé primitivni funkci a odtud Ind,(—R) = 0. Diky druhé casti
musi byt index nulovy pfinejmensim na mnoziné C \ Bg(0). O

Definice 20.10.13 (Cyklus). Necht m € Na (¢;, [a;j,b;]) jsou uzaviené po ¢astech
Cl-kiivky v C. Pak objekt I' := (p1,92,...,9m) se nazyva cyklus. Pro cyklus
zavadime

/ f(z)dz := Z f(2)dz, Indra := Zlnd% a a (T) := U (@57,
r j=17%;

j=1 j=1
maji-li pravé strany defini¢nich vztahti smysl.
Véta 20.10.14 (Globélni Cauchyova a reziduové véta). Necht Q C C je oblast,
I'=(¢1,...,0m) je cyklus takovy, Ze (I') C 2, a Indra = 0 pro viechna a ¢ Q.
Pak
(i) (Cauchyova véta) Pro kazdou funkci f: C — C holomorfni na Q plati

/Ff(z)dz =0.

(ii) (Cauchyiv vzorec) Pro kazdou funkci f: C — C holomorfni na Q a kaZdy
bod w € Q\ (T') plati

1
fw)Indrw = — Mdz.
27 Jrpz —w
(ii) (Reziduovd véta) Necht f: C — C je holomorfni na mnoZiné Q\ A, kde A =
{a1,...,a,} C Q je koneénd, a AN (T') = 0. Pak

n

/ f(z)dz = 27riZ(Resak fIndray).
r

k=1
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Diikaz. Nejprve dokazeme druhou ¢ast véty. Predpoklddejme, Ze f je holomorfni

na 2. Polozme ) )
ooy = o POETY
f(z) pro z = w.

Pak je g spojita na Q x Q. Diky tomu, Ze g je stejnomérné spojita na kompaktnich
podmnozinidch mnoziny €2 x 2, muZeme jesté poloZit

h(w) = / g(z,w)dz pro w €
r

a dostavame spojitou funkci na .
Necht nyni ¢ je libovolna Jordanova po ¢astech Cl-kiivka v Q takova, Ze
Int ¢ C Q. Pak

/wh(w)dw:/w/rg(z,w)dzdw:/F/wg(z,w)dwdzzo,

nebot z — g(z,w) je holomorfni funkce na € (diky Vété€ o charakterizaci odstra-
nitelné singularity, tedy Vété 20.8.3).

Proto integral z funkce h nezavisi na cesté v €). Odtud podle Morerovy véty
(Véta 20.5.9) je funkce h holomorfni na €.

Oznacme jesté

O :={z € C: Indr z =0}.

Pak C\ Q C Q; (podle jednoho z pfedpokladii véty). Navic (I') Ny = 0. Mazeme
proto polozit

hi(w) := g % dz pro w €

a funkce h; je pak holomorfni na ; (1ze pouZzit postup z ditkazu Cauchyova vzorce,
tedy Véty 20.5.1, pro k = 1).

PR

h(w)Ag(z,w)dzAWdz f(z)dzf(w)/F LI

rz—w Z—-w
= 1) dz — 27if(w) Indr w = fz) dz = hi(z).
rZ—w rz—w

Proto

) h(w) proweQ
H(w):= {hl (w) prow € O

je dobfe definovanad holomorfni funkce na C. Navic mame (pfipomenme, Ze Indp
je nulovy vné dostatecné velkého kruhu centrovaného v pocatku; nize provedené
prohozeni limitnich procesi ndm umoznuje Lebesgueova véta o majorizované kon-
vergenci, tedy Véta 15.8.17, nebot |f| je omezend na (I'))

lim H(w) = lim hy(w) = lim Mdz:/ lim Md
r

w—r00 w—r00 w—r00 r zZ — W w—oo Z — W

z=0.
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Proto je H omezena na C. Podle Liouvilleovy véty (Véta 20.5.11) je tudiz kon-
stantni, tedy konstantné nulova. Proto pro vSechna w € Q \ (') plati

0= H(w) /f Lz fw) [~

f(2)

re—w

dz — 27if(w) Indp w.

Tim jsme dokézali druhou ¢ast véty.
Dokazme prvni ¢ast véty. Zvolme w € Q \ (I'). Oznacme g(z) := (2 — w) f(2).
Podle druhé ¢asti véty aplikované na funkci g pak mame

/f / 9). L a2 = arig(w) Indr w = 0.

Pristupme k diikazu t¥eti ¢asti. Pro kazdé k € {1,...,n} necht Ly(z) oznacuje
hlavni ¢ast Laurentovy fady funkce f na mezikruzi By, (ax) (existuje prstencové
okoli bodu ag, kde f je holomorfni a podle Véty o Laurentové rozvoji, tedy Véty
20.7.6, zde muzeme zkonstruovat Laurentovu fadu; zaroven hlavni ¢ast této fady
konverguje na C\ {aj}). Polozme jesté

9(z) = £(2) = ) Lu(2).
k=1

Pak funkce g je holomorfni na €2 a podle jiz dokdzané prvni ¢asti véty mame

0:/Fg(z)dz:/Ff(z)dz—;/FLk(z)dz

Zbyvé ukazat, ze pro kazdé k € {1,...,n} plati
/ Ly (z)dz = 2wiRes,, Ly Indr ar = 27iRes,, fIndr ag.
r

Prvni rovnost plyne z toho, ze Laurentova fada Lj konverguje stejnomérné na (I")
a z toho, ze vSechny jeji ¢leny tvaru (ZCT),, kde j € N\ {1}, maji primitivni
funkci na C\ {ax}, a proto se pii integra(n pres uzaviené kiivky tvorici cyklus T’

vynuluji. Zbyva jen ¢len s vyrazem —ak Jeho koeficientem je reziduum Res,, Ly
a to je stejné i pro funkci f. Tim je dtkaz dokoncen. O



Kapitola 21

Fourierova transformace

V kapitole o Fourierovych fadach jsme si predstavili metodu feSeni diferencial-
nich rovnic, kterd vyuzivala proces, kdy jsme funkci f € L((a,a + [)) nahradili
posloupnosti jejich Fourierovych koeficienti (vzhledem k trigonometrickému sys-
tému). Upfednostnime-li komplexni zapis Fourierovy fady, pak maji ndmi pouzi-

vané vzorce tvar
o0
i 2km
Fy(z) = E cpe U

k=—o00

1 a+l i2kn,
k=7 fl@e " tde pro k € Z.

Tento proces nyni zmodifikujeme. Nebudeme Fourieriv koeficient pfirazovat pouze
¢islu k € Z, ale kazdému ¢islu ¢ € R pomoci predpisu

F()(E) = / f(x)e 27 e,

¢imz dostaneme funkci tvofenou Fourierovymi koeficienty, které se rika Fourierova
transformace funkce f. Zaroven doslo k tomu, Ze ptavodni perioda délky [ byla
prodlouzena na celé R.

Opét nas bude zajimat, pro které prostory funkci je funkce F(f) definovana
a zda je mozné z tvaru funkce F(f) ziskat zpétné piedpis pro funkci f. Uvedeny
predpis bude mit tvar (plati ale jen nékdy)

fa) = / F(F)()e>e de.

Zaroven zjistime, ze Fourierova transformace ma fadu pozoruhodnych vlastnosti,
které ji stavi do role mocného néastroje pfi hledani feseni obycejnych i parcial-
nich diferencidlnich rovnic, ale i ziskavani informaci o vlastnostech funkci. Opét
se vSak nebude jednat o nastroj univerzalni. Pfi poc¢itani Fourierovy transformace
a ,zpétné“ Fourierovy transformace se budeme bézné setkavat s obtizné spoci-
tatelnymi integraly. Casto ndm v takovych piipadech pomohou metody vypoctu

151
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integralti, které jsme si osvojili pfi studiu komplexni analyzy. V celé kapitole bu-
deme typicky uvazovat funkce f: R — C.

21.1 Schwartztv prostor S(RY)

Abychom dostali vysledky aplikovatelné i na parcidlni diferencialni rovnice (zde
zatim trpime a7 tragickym nedostatkem metod FeSeni), budeme se muset naudit
transformovat rovnéz funkce vice proménnych a jejich parcidlni derivace. Pfipo-
metime zde zkracené znaceni, kdy pro multiinder o = (o, ..., an) € (NU {0}V
piseme

aa1+a2+~~+mvf

Def =
! 0zt 0xy? ... 0z QN

(nulandsobnou parcidlni derivaci chapeme tak, Ze podle uvedené proménné nede-
rivujeme). Znacime jesté
@ a1 Q2

o) := a1+ s+ -+ an a ¥ =xftag? . iy

(¢islo |« se nazyva vyska multiindezu o). V souladu s timto zna¢enim se ¢asto pise

Def = a(%wf. Konecéné a <  znamena, ze a; < §; pro véechna ¢ =1,2,... N.

V celé teorii Fourierovy transformace budeme eukleidovskou normu prvku x €
RY znagit |z|.

Poznamka 21.1.1. Nejéastéji budeme pracovat s nekoneéné hladkymi funkcemi.
U nich jsou parcialni derivace zaménné.

P¥iklad 21.1.2. Necht N =4 a a = (1,3,0,5). Pak pro f € C>®(R")

f

01023013

a @ = xyahas.

D*f =
Podobné jako teorii Fourierovych fad, i teorii Fourierovy transformace budeme
budovat v nékolika krocich. Opét za¢neme praci s prostorem, ktery neni piilis

vvvvvv

Definice 21.1.3 (Schwartziv prostor). Necht N € N. Pak Schwartziv prostor
S(RY) je mnozina viech funkci f € C°(RY), které splituji

[ flla,s := |z*DP f||poemny < 0o pro viechna o, 8 € (NU{O}H)N. (21.1.1)

Piiklad 21.1.4. (i) Ziejmsé plati D(RY) C S(RY) c C=(RY).

(ii) Funkce f(z) = e~ l=1” patii do S(RN)\ D(RY).

(iii) Z&dn4 netrivialni raciondlni lomend funkce neni v S(R™) vlivem nedostateé-
ného poklesu na okoli nekonec¢na.

(iv) Funkce f(z) = e~ 1*| nepatii do S(RY), nebof nemé dostatecnou hladkost.
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Definice 21.1.5 (Konvergence ve Schwartzové prostoru). Necht f € S(RY) a
{fa}o2, C S(RY). Rekneme, Ze posloupnost {f,}5, konverguje k funkci f ve
Schwartzové prostoru, jestlize

— 00

ap =20 pro viechna a, 8 € (NU {0})".

N
Pak piseme f, °5 ) f.

Poznamka 21.1.6. Konvergence ve Schwartzové prostoru neodpovida zadné nor-
meé. K tomu se vratime v pfistim semestru.

Poznamka 21.1.7. Neni t&zké vidét, ze podminku (21.1.1) z definice Schwartzova
prostoru (Definice 21.1.3) 1ze ekvivalentné vyjadfit i jinak, totiz

|||w‘|a‘Dﬁf||Loo(RN) < oo pro viechna «, 8 € (NU {0})V
nebo
(1 + [2))!*'DP f|| g ny < 00 pro viechna o, B € (NU {0})"
nebo
11+ |-’L‘|2)‘a|DBf||Loo(RN) < oo pro viechna a,3 € (NU{0})".

Kupfikladu vzdy mame |z|* < (1 + |z|)® a na druhou stranu miZeme vyuZzit
odhady
2lel|z|> pro |z] > 1
(1+|z)> < || pro |z| >
2l pro |z| <1,
odkud dostavame
(1 + |x‘)|a‘Dﬁf||L°°(RN) < 2|a‘”|x||a‘DﬁfHL°°(JRN) + 2|a‘||DBf||L°°(]RN)-

Tento typ tvah ndm ukazuje, ze trojice novych podminek je vzajemné ekvivalentni.
Podobné miizeme postupovat pii dikazu ekvivalence tfeba prvni z vyse uve-
denych podminek a podminky (21.1.1). Na jednu stranu trividlné méame

|12 DP f|| oo vy < M|z D fl oo ).
Na druhou stranu méame odhady

la|
N7 |z1]ll pokud |z1| = max{|zy]|, |z2],. .., |zN]}

laf
|zl < N5 |ao|lel  pokud |22| = max{|z1], |za], ..., |zn|}

a z nich plyne

N
@ Lo o
121D £l oo vy < N5 |2l DP | o v
j=1
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Véta 21.1.8 (O zakladnich vlastnostech Schwartzova prostoru). (i) Schwartziv
prostor tvori algebru vzhledem ke scitani a ndsobeni funkct.

(ii) Necht f € S(RY), a € (NU{0}HY a P je polynom v RN. Pak D*f € S(RY)
a PfeSRY).

(iii) S(RY) c LP(RYN) pro vsechna p € [1, ).

(iv) S(RY) je husty v LP(RYN) pro vsechna p € [1,0).

Diikaz. Prvni ¢ast véty plyne z aritmetiky derivace. Druha ¢ast je zfejma. Dokazme
treti ¢ast. Necht f € S(RY). Nejprve si pov§imnéme, Ze ziejmé plati

f e L=@®RY).
Dale snadno ziskavame
¢ N
If] < W na R™,
a proto
f e LYRY).

Pro ostatni p € (1,00) si vypomiizeme interpola¢ni nerovnosti

- 1

Iy < s Iy e 6=

Ctvrta ¢ast nyni plyne z D(RY) C S(RY) a hustoty D(RY) v uvedenych Lebes-
gueovych prostorech. O

Dalsi ¢asto pouzivanou operaci bude konvoluce, se kterou jsme se seznamili
pri zhlazovani funkci. Pfipomernime, Ze se jedna o komutativni operaci pracujici
s dvojici funkci f, g definovanou jako

(fxg)(z) = flz—y)g(y)dy.

RN
Nejprve se zabyvejme otazkou, pro jaké dvojice funkci mé konvoluce smysl.

Véta 21.1.9 (O vlastnostech konvoluce). (i) Nechf f,g € L*(RN). Pak fxg =
g f € LNRM).

(ii) Necht f € L®(RY) a g€ LY (RN). Pak fxg=g* f € L=(R").

(iii) Necht k € N, f € CH(RY), SUD| o<k, zery | D f(x)| < 00 a g € L'(RYN). Pak
frg=gxfeCHRY).

(iv) Necht f,g € S(RN). Pak f xg=gx f € S(RY).

Dikaz. Dokazme prvni ¢ast. Odhad se d4 pomérné snadno ziskat z Fubiniho
véty (Véta 15.11.2), pro niz vSak potfebujeme lebesgueovskou méfitelnost funkce
(z,y) = f(xz—y)g(y). Tu ziskdme z lebesgueovské méritelnosti funkei (z, y) — g(y)
a (z,y) — f(x—y), jejichZ soufinem je zkoumand funkce. Ziejmé existuje posloup-
nost hladkych funkci s kompaktnim nosiéem {g,,}°2,, kterd konverguje pro skoro
viechna y € RY k funkci g. (Zde vyuzivime kromé Véty o hustjch podmnozinach
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LP(Q), tedy Véty 16.4.3, i Vétu o konvergenci skoro vSude a tplnosti Lebesgue-
ovych prostorii, tedy Vétu 16.3.3.) Protoze je ziejmé také funkce (x,y) — gn(y)
méFitelna na RY x RV, plyne méfitelnost g na RN x RN z Véty o méfitelnosti
bodové limity méFitelnych funkei (Véta 15.4.40). Analogicky postupujeme u funkce
f. Opét existuje posloupnost hladkych funkei {f,}52,, kterd pro skoro vSechna
z € RY konverguje k f(z), tedy pro skoro viechna (z,y) € RY x RY konverguje
fn(z —y) k f(z — y). Lebesgueovskd méfitelnost (z,y) — fn(z — y) je disledkem
jeji spojitosti. Proto aplikaci Véty o méritelnosti bodové limity méfitelnych funkci
(Véta 15.4.10) je métitelna i f(z — y) na RY x RV,

Nyni ptistupme k odhadu normy. Diky Fubiniho vété (Véta 15.11.2) mame

Il = [ | fe=vswanfas< [ ] ire=powlayas
RN RN JRN

= [ [ @ ldddalds = [ 1w latldy
RN RN

= ”fHLl(]RN)”g”Ll(RN)-

Komutativita se dokéze jednoduchou substituci x —y = z (stejné ve vSech ¢tyfech
Castech véty, diikaz uz nebudeme opakovat)

(f*9)(x /fx— Wdy= | F2)g(x—2)dy = (g% f)(x)-

RN

Druhé ¢ést plyne z odhadu (méFitelnost integrandu se ovéfi jako vyse, jen u funkce
f si pfipomenime, Ze funkce z L>°(R") jsou lokalné integrovatelné, a v tomto smyslu
pouzivame aproximaci pomoci hladkych funkei)

|(fxg)(z)| = ‘/RN fl@—y)g(y) dy‘ < /RN |f(z —y)llg(y)| dy

< [ Il o)l d = e e gl oy

Tteti ¢ast plyne z vicendsobné aplikované Véty o derivaci integralu podle parame-
tru (Véta 15.10.3). Za integrovatelné majoranty pfi postupném derivovani bereme
funkci

y— sup |D*f(2)||g(y)l.
la| <k, z€RN

Spojitost nejvyssi derivace plyne z Véty o spojitosti integralu zévislého na para-
metru (Véta 15.10.1).

Dokazme ¢étvrtou ¢ast. Podle tieti ¢asti mame f g € C°(RY). Vénujme se
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nyni otézce pozadovaného poklesu. Pro kazdé a € (NU {0})" mame
[z (f x 9) ()|
o [ te-pewa] < [ lo— gyl - ligw)dy
RN RN

< /RN 21 (|2 — |+ Jy[*D) (@ = y)l|9(y)| dy
=200 [ o=yl s - plle@dy+ 2 [ 17 =l gl dy
RN RN
< 21t £ ()| Lo @y gl ey + 2% £l ey 9] g (@) | oo vy -
Napravo jsme dostali konstantu, kterd nezavisi na € RY (pouzivdme Pozndmku

21.1.7). Podobné dokdzeme pozadovany pokles i pro parcialni derivace funkce f
g. O

Poznamka 21.1.10. Existuji i vysledky pracujici s dal§imi dvojicemi prostord.
Plati naptiklad uziteéna Youngova nerovnost tvrdici, ze pokud f € LP(RY), g €
LA(RN), kde % + % > 1, pak pro r € [1,00] definované pfedpisem % = % + % -1
mame

1f * gl @~y < 1flle@™)llgll La@ny-

Ditikaz plyne z odhadu zaloZzeného na Holderové nerovnosti a na rovnostech % =

5 — 7 (meboli ¢'(1 =) =p)a =7 — L (neboli p'(1 — ) = q)

(Fro)@l < [ 1= 0)llat)ldy
RN
= [ =)l = ) ol dy
— a2\ [P q v _a)e(1=2) v
< ([ el an) ([ 1=l a)
P-4 g 4
X (/RN l9(y)l y)
= ([, e =) Plat)"dy) " 11 el
= ([, 1@ = 0Pl dy) U5 ol
Proto Fubiniho véta (Véta 15.11.2) dava
| N ealr @ < 181 ol [ [ 1f@ =) lgtl" dyas

WAt lolteo, [ [ 10 =) dala(o)l”dy

= (1A p e l1911 o ey -
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21.2 Fourierova transformace na Schwartzové
prostoru

Skalarni sou¢in prvkd z,¢ € RY v tomto oddile budeme znaéit (z, €).

Definice 21.2.1 (Fourierova transformace na Schwartzové prostoru). Necht f €
S(RY). Pak (primou) Fourierovou transformaci funkce f nazjvame funkci & €
RN s F(f)(€) zadanou ptedpisem

FO© = [ fa)e 9 da
RN
a inverzni (zpétnou) Fourierovou transformaci funkce f nazyvame funkci & €
RN s F~1(f)(€) zadanou piedpisem

FHNO© = | @) da.

Poznamka 21.2.2. (i) Protoze S(RY) C LY(RY) a e 278 = cos(27(z, £)) —
isin(27(z, €)), plati F(f)(€) € C pro vechna ¢ € RY. Podobné je viude definovana
funkce F1(f).

(ii) V literatufe se asto také pouziva znaceni f := F(f) a f := F~1(f).

(ili) V literatufe se Fourierova transformace zavadi i jinymi ptedpisy. Casto se
napriklad pouzivaji vzorce

F(E) = (2;) / H@)e 9

-1 ! i(z,€)

FNE) = @ F Ju fx)e™> dx.
Ziskame tim samoziejmé odlisné funkce od funkci z nasi definice. Nicméné takto
zavedend Fourierova transformace ma podobné vlastnosti jako ta naSe (nize si
kuptikladu odvodime vzorce popisujici chovani Fourierovy transformace k parcialni
derivaci a konvoluci, ,,druha“ Fourierova transformace méa podobné vzorce liSici
se jen v konstantich). Nase definice se ukdze byt vyhodnd zejména v souvislosti
s Fourierovou transformaci Diracovy distribuce, k ¢emuz se dostaneme v pristim
semestru.

Priklad 21.2.3. Pfipomenme, Ze aplikaci Cauchyovy véty se da spocitat pro
libovolné A € R\ {0} (méme N = 1)

Fle ™)) = ﬁ

Specialné .7:(6_7””2 () = e~™¢" . Diky Fubiniho véts (Véta 15.11.2) navic z prvniho
vysledku plyne pro libovolné N € N

N
2

Fle e = (3) Te
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Snadno se daji dokazat nasledujici vlastnosti Fourierovy transformace.

Lemma 21.2.4 (O zakladnich vztazich pro Fourierovu transformaci). Necht f €
S(RN). Pak plati (od druhé do cturté cdsti je integracni proménnou x)

(i) FHANE) = F(H(=E), F-UNHE) = F(HE), FHHE) = F(HE)
(ii) F(f(x — 2))(€) = e 2O F(f(x))(€) pro viechna z € RY

(iii) F(f(2))(§ —n) = F(e*=D f(x))(€) pro vsechna n € RV
(iv) F(f(ex))(€) = el N F(f(2))(£) pro vsechna € € R\ {0}.

Cviceni 21.2.5. Provedte ditkaz Lemmatu 21.2.4.

Piiklad 21.2.6. (i) Podle prvni ¢asti pfedchozi véty a pfedchoziho piikladu méame
pro libovolné A € R\ {0}

N 22
.7:_1(6_’\“”‘2)(5) = (;) P o x pro vSechna N € N.

(ii) Podle druhé ¢asti pro vsechna £ € R plati
. 2 2
el27r§effr§ _ f(efﬂ'(l‘Jrl) )(5)

Zaroven nam prvni ¢ast predchozi véty umoznuje odvozovat vlastnosti inverzni
Fourierovy transformace od vlastnosti Fourierovy transformace pfimé. Toho bu-
deme casto vyuzivat a vénovat se v dilkkazech jen pfimé Fourierové transformaci.

Fourierova transformace také zachovava nékteré symetrie.

Lemma 21.2.7 (O zachovéani parity pfi Fourierové transformaci). Necht [ €
S®RN) aj e {l,....,N}. Je-li f sudd v proménné z;, pak je F(f) sudd v pro-
menné &;. Analogicky pro lichost v promeénné x;. Specidlné v pripadé N = 1
mame

2 [, cos(2mzf) f(x) dw pro f sudou

FHE) = {—21 fooo sin(2nz) f(z)dz  pro f lichou.

Dikaz. Pro jednoduchost znaceni predpokladejme, ze j = 1. Pak mame

FNE© = [ flojem 27 dz

RN
= / (/ flze,... ,:L’N)e*izm151 dxl)e*iQ’T(“Eﬁ”'*INgN) dzs...dzy.
RN 1

/f(xla"wa)e_igﬂxlgl dxz,
/f 1'17..., (COS(Qﬂ'xlfl)_iSin(27T£U1€1))d{E1
_/ (f(z1,...,zN) + f(=21,...,2N)) cos(2mz1&1) day
0

fi/oo(f(azl,...,:cN) — f(=z1,...,zN))sin(2wz1&1) day.
0

Ze ziskané formule jsou vidét vSechna dokazovana tvrzeni. O
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Lemma 21.2.8 (O zachovani radialni symetrie pii Fourierové transformaci). Ne-
cht f € S(RYN) je radidlné symetrickd. Pak i F(f) je radidlné symetrickd. Specidlné
v pFipadé N = 3 p¥i zdpisu f(x) = g(|z|) mdme pro kazdé & € R?\ {0}

|£| / 0)osin(2mp|¢]) do

Drikaz. Necht ¢ € RN \ {0}. Pak existuje takova regularni ortogonalni matice A,
ze
&:=(0,...,0,/¢]) =
Zaroveii také mame & = A~1€ = ATE. Pak
FON = [ fe 20 da = [ gllahe e Oz
RN RN
— [ otlaahe 29 an = [ glyle 00 ay
RN RN
= [ attae .
RN
Odtud je vidét, ze hodnota F(f)(&) zavisi pouze na |€|.
Pokud N = 3, zapis F(f)(§) obdrZeny vyse miuzeme dale upravovat za pomoci

sférickych soufadnic y; = gsinncos, yo = esinnsiney, y3 = pocosn, n € (0,7),
P € (0,27), 0 € (0,00) a pak jesté provést substituci t = cosn

F(F)(E) = / o((yl)ei2melel dy
RS
27 T (e’
— / g(g)e_mw‘”)s7"&@2 sinndedndy

9 /Oo / 2motlé] 3¢ g ) - ()2 e izmatlel s d
- v S
, I R R T A

i sin(27p|€]) /
= 2#/ 9(0)*—=—>d 0)osin(27o|¢|) do.
0 mol¢] |§|

(=)
(=)
[}

O

Poznadmka 21.2.9. Pro N = 1 je radidlni symetrie totéz co sudost (a méme
i zjednodusené vyjadieni Fourierovy transformace). Pro N € N\ {1,3} je také
mozné formuli ziskanou v prvni pulce pfedchoziho dikazu jesté upravovat, ale
nikdy nevyjde tak jednoduchy vzorec jako pro N = 3. K tomuto tématu se jesté
vratime v dalsim semestru.

Véta 21.2.10 (O zékladnich vlastnostech Fourierovy transformace). Necht f, g €
S(RY) a a € (NU{0})N. Pak plati

(i) F(Df)(€) = (127E)*F (f)(&), FHD*f)(§) = (i Wﬁ)“}' HA©)
(i) D*(F(f)(§)) = F((—i2max)* f(2))(€), D*(F~ (f)( )) = FH((i2mz)* f(x))(€)
(i) supgepn [F(S)E] < 1fllzr @), supgery [FHF)(E)] < Hf”Ll(RN)
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(iv) F(f) € S®RY), F71(f) € SRY)
(V) Jan fF(9)dw = fon F()gdz, [pn fF7Hg)dw = fpn F1(f)gda
(vi) F(f*9)(€) = F(NEF(9)(&), FH(f*9)(€) = FHHEF (&)

Drikaz. Dokazme prvni ¢ast véty. Nejprve si uvédomme, ze D*f € S(RY), a proto
ma leva strana prvni rovnosti smysl. Budeme integrovat per partes, pfi¢emz hra-
ni¢ni ¢leny vymizi diky poklesu na okoli nekonecna z definice Schwartzova prostoru.
Dostavame

F(Daf)(f) = /RN Daf(x)efi%r(zé) dx = (_1)\a| » (x)DaefiQﬂ'(z,g) dz

= (-1l - (2)e™ 2758 (—i2m€)™ da = (i27€) F(f)(&).

Druha rovnost se dokaze analogicky.

Druhé ¢ast se ziska z Véty o derivaci integralu podle parametru (Véta 15.10.3).
Majoranty parcialnich derivaci ptivodniho integrandu maji tvar |f(z)|(27)lel|z|*
a jejich piislugnost do L!(RY) plyne z definice Schwartzova prostoru. Analogicky
pro inverzni Fourierovu transformaci.

Pri dikazu treti ¢asti véty staci pouzivat jednoduché odhady typu

|.F(f)(§)‘ = ’ . (.’E)e_iQTr(w,f) dx‘ S/R |f(x)e—i27r(a:,£)|dx

N

_ / @) dz = || £l 1 ).
]RN

Dokazme ¢tvrtou ¢dst. Podle druhé ¢asti méame F(f) € C*°(RY). Déle podle prvni
a druhé ¢asti mame pro libovolna o, 8 € (NU {0})V

E*DPF(f)(€) = 2 F((—i2m)? f(2)) (&) = (i2m) P71l (—1)PLFE (D> (27 £)) (£).

Nyni si povsimnéme, ze f € S(RY) implikuje D*(z° f) € S(RY). Proto diky tieti
¢asti je prava strana posledni rovnosti omezena. Protoze o, 8 € (NU {0})V byla
libovoln4, dostali jsme F(f) € S(RY). Podobné pro inverzni Fourierovu transfor-
maci.

Pata ¢ast plyne z Fubiniho véty (Véta 15.11.2; podobné pro inverzni Fourierovu
transformaci)

fF(g)da = /]RN f(x) </sz g(y)e 2 w) dy) dz

= [ o[ s@e e a) = [ oF ()

Dokazme Sestou ¢ast. Nejprve si povS§imnéme, Ze podle druhé ¢asti Véty o vlast-
nostech konvoluce (Véta 21.1.9) mame fxg € S(RY), a proto je Fourierova trans-

RN
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formace F(f x g) dobfe definovana. Déle mame diky Fubiniho vété (Véta 15.11.2)

F(fx9)(€) = /RN flz—1)gy) dy) dz

— [ iz o278 (1 _ 1) da
L= ogm( ] | flo = y)dr) dy

= F()EF(9)(E)-

Podobné pro inverzni Fourierovu transformaci. L

o—i2m(@,) (
RN

Poznamka 21.2.11. Pravé predchozi véta je diavodem, pro¢ je Fourierova trans-
formace v literatufe definovand rtznymi zpusoby. Nékteré definice totiz vedou
k tomu, Ze se v prvni a druhé ¢asti nevyskytuje multiplikativni konstanta 27. Toto
zjednoduseni vSak byva vyvazeno multiplikativni konstantou komplikujici vzorce
v Sesté casti.

Poznamka 21.2.12. Povsimnéte si, Ze v paté ¢asti pfedchozi véty nam pro apli-
kaci Fubiniho véty (Véta 15.11.2) v diikazu stacilo predpokladat, ze f, g € L'(RN).

Poznamka 21.2.13. Chovéani Fourierovy transformace vuéi derivaci umoziuje
dokézat jinym zpﬁsozbem vztah z Pfikladu 21.2.3. Uvazujme pouze pripad N = 1.
Funkce f(z) = e ™ fesi nésledujici lohu

y +2mzy =0
y(0) = 1.

Protoze F(f)(0) = [, f(z)dz = [ e=™" dz = 1, pouzitim vztahu (i) z predchozi
véty vidime, ze F(f) fesi stejnou rovnici jako f. Diky jednoznac¢nosti feseni této
rovnice musi platit, ze F(f) = f.

Nyni si ukdzeme, ze pojmenovani inverzni Fourierovy transformace je skutec¢né
zaslouzené.

Véta 21.2.14 (Schwartzova véta). Fourierova transformace je na prostoru S(R™)
prostd, zobrazuje S(RY) na S(RY) a inverznim zobrazenim k Fourierové transfor-
maci je na S(RY) inverzni Fourierova transformace.

Diikaz. Necht f € S(RY) a z € RN. Pro kazdé € > 0 polozme
L= [ ebme e £ () ) at
RN

:/ oi2m(@,8) g—elél® (/ e 127 W) £ (4)) dy) de.
RN RY

Pak podle Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17) s majo-
rantou |F(f)| (pfipomeiime F(f) € S(RY) C L'(R")) kombinované s Heineho
vétou (Véta 5.4.1) plati

E*}O+ _

I =" FHFE)) ().
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Nyni pouzijeme Fubiniho vétu (Véta 15.11.2; jeji aplikace je opravnéné, nebot 2N-
rozmérny Lebesguetv integral z vyrazu eiQ”(m’f)e_EKFe_iQ“(y’f)f(y) existuje diky
tomu, ze velikost vyrazu je mozné odhadnout pomoci e*5|€|2|f(y)| € LY(R?*N)) a
pak pouzijeme substituci y = z + x

= [ g [ eiroe9e ag) g
RN RN

= f(z+ac)(/ e 127 (2 8) el d§) dz = f(z+x).7-"(e_5‘5‘2)(2) dz.
RN RN RN
2212
Jesté vyuzijeme toho, ze F(e=<l6%)(2) = (g)%e_ = (podle Piikladu 21.2.3), a

provedeme substituci n = %

N 2,2
L=[ fe+nFed)@a=(T)" [ fetne " d
RN 13 RN
_ 1 VE N\ lnf?
= [l )
Odtud dostavame
c 1 )
L8 (@)e” 1" dy = f(x)
T2 JRN

podle Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci (Véta 15.8.17) s majoran-
tou e 1" supgw || (piipomenime f € S(RY) c L*®(RY)) kombinované s He-
ineho vétou (Véta 5.4.1). Celkové jsme dostali F~1(F(f))(z) = f(z). Rovnost
F(FL(f))(z) = f(x) se dokdze podobné. O

Poznamka 21.2.15. Povsimnéte si, ze pokud bychom se rovnost F 1 (F(f))(z) =
f(z) pokouseli dokédzat pfimo ze vzorce

FAFEM@ = [ fe o acay,

méli bychom problémy se zdivodnénim opravnénosti uziti Fubiniho véty (Véta
15.11.2; netrividlni funkce (y, &) — |f(y)]| zcela jisté nelezi v L1 (R?V)).

Predchozi véta se da pouzit k odvozeni dalSich zajimavych vlastnosti Fourierovy
transformace na S(RY).

Véta 21.2.16 (O vlastnostech Fourierovy transformace na S(RY)). Necht f,g €
S(RY). Pak

(i) F(fg) = F(f)xFlg) a F'(fg) = F ' (f)»F ' (9)

(ii) [on fgde = [ F(f)F(9)daz = [on F~Yf)F1(g)dx, specidiné pro f = g
platd || fll2eny = [F (Pl p2@ny = 1F ()2 @)

Diikaz. Podle Sesté casti Véty o zakladnich vlastnostech Fourierovy transformace
(Véta 21.2.10) a Schwartzovy véty (Véta 21.2.14) mame

FFEHN*FH9) =FFNFF 9) = fg-
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Odtud
FHfg)=F HFFHH*F H9)) =F HH*F 9)

Tim je dokdzéana druha rovnost z prvni ¢asti véty. Prvni rovnost se dokaze podobné.

Dokazme druhou ¢ast véty. Pouzijeme Schwartzovu vétu (Véta 21.2.14), pa-
tou ¢ast Véty o zédkladnich vlastnostech Fourierovy transformace (Véta 21.2.10)
, kterou aplikujeme na dvojici funkci f a F~1(g), a pak jesté vyuzijeme prvni
¢ast Lemmatu o zékladnich vztazich pro Fourierovu transformaci (Lemma 21.2.4).
Obdrzime

/ fgda = / fFF Y dr= | FHF @ de= | F(HFg)dr
RN RN

RN RN

Podobné se dokaze i druhé rovnost ze druhé casti véty. Zbytek dikazu je snadny.
O

Poznamka 21.2.17. Prvnimu faddku druhého tvrzeni z ptedchozi véty se Fika
Parsevalova rovnost a druhému radku Plancherelova rovnost.

Doposud jsme si ukazali, ze Fourierova transformace mé fadu uziteénych vlast-
nosti, které se nam budou pozdéji hodit v aplikacich na feSeni parcialnich diferen-
cidlnich rovnic. Nase teorie mé vSak jednu zavaznou slabinu: Schwartztv prostor je
pro aplikace prilis maly. My se jej v dalsim textu pokusime nahradit vhodnym Le-
besgueovym prostorem. Rozumnym kandidatem je prostor L'(R™) (pfipometime,
7e pro f € L*(RN) m4 vzorec definujici F(f)(£) dobry smysl). Pozdéji viak zjis-
time, ze F(L'(RY)) # LY(RY), coz je v aplikacich nevyhodné. Druhou moznosti
je vybudovat teorii Fourierovy transformace pro L?(RY), k ¢emuz nas motivuje
Plancherelova rovnost. Zde ziskdme priznivéjsi vysledky. Pripomerime jesté, ze
mezi prostory L'(R™) a L2(R") neplati Z4dna mnozinové inkluze.

21.3 Fourierova transformace na L'(RY)

Podle bodu (v) Véty o zakladnich vlastnostech Fourierovy transformace (Véta
21.2.10) je vidét, ze Fourierovu transformaci pro funkce z L' (RY) mtizeme defino-
vat uplné stejnym vztahem jako na Schwartzové prostoru. Mame tedy

FUNE = [ | fwpe 29 do

RN

FHNE = |  fl@)e 0 da.
RN
BohuZel, na tomto prostoru neni pravda, Ze jej Fourierova transformace zob-
razuje na sebe. Dokonce ani Fourieriiv obraz integrovatelné funkce nemusi byt
integrovatelné. Ukazme si to v nésledujicim ptikladé.
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Priklad 21.3.1. Nechf —oo < a <b < o0 a f(z) = X[a,)- Pak

b
) , h— -0
f(f)(g) = / f(m)e—127r(3:,f) dr = / e_IQTmf dz = e—izia_efmﬂgb pro 5
R a = — Dro E#£0.
Ve specidlnim pripadé —a = b > 0 pak mame
2b pro¢ =0
f = .
(f)(g) {sm(frggb) pro 5 7& 0.

Snadno se da ovéfit, Ze ziskana funkce nepatii do L(R).

Diky pfedchozimu piikladu nemuze platit analogie Schwartzovy véty (Véta
21.2.14) na LY(RY).

Zabyvejme se nyni otazkou, které z vysledkd, jez jsme ziskali pro Schwartzav
prostor, se daji pfenést do L'(R"). Pfekontrolovanim dfikazti se snadno ovéii, ze
zustavaji v platnosti Lemma o zakladnich vztazich pro Fourierovu transformaci
(Lemma 21.2.4), Lemma o zachovani parity pfi Fourierové transformaci (Lemma
21.2.7) a Lemma o zachovéni radidlni symetrie pfi Fourierové transformaci (Lemma
21.2.8). Vétu o zakladnich vlastnostech Fourierovy transformace (Véta 21.2.10)
musime lehce pfeformulovat (a vynechévame klasifikaci obrazu Fourierovy trans-
formace ze ¢tvrté ¢asti pivodni véty; dikaz prvni ¢asti véty je obtizny, pro ostatni
¢asti je mozné postupovat velmi podobné jako v piipadé Schwartzova prostoru).

Véta 21.3.2 (O zékladnich vlastnostech Fourierovy transformace na L!(R™)).
Necht f,g € L*(RY) a a € (NU{0})N. Pak plati
(i) jestlize f € CI*/(RN) a DPf € LY(RY) pro vsechna B < a, pak

F(Df)(€) = (12ng)°F(£)(&) o  FHDf)(E) = (—i2m)*F 1 (f)(§)
(ii) jestlize z f(x) € LY(RY), pak
D(F(£)(€)) = F((—i2m2)* f(2))(§) a D*(FTH(f)(€)) = F~'((i2mz)* f(2))(€)

(iii) f]RN ff(g) dz = fRN ]:(f)g dz, f]RN f]:_l(g) dz = f]RN F_l(f)g dx
(iv) F(f x9)(&) = F(N)E)F(9)(&), F 1 (f*9)(€) = FH(NIEF H(g)(©)-

Diikaz. Jak jsme jiz uvedli, sta¢i dokdzat pouze ¢ast (i). Ziejmé staci uvazovat
a = (1,0,...,0), obecny piipad pak dostaneme indukci. Budeme pracovat jen s
N > 2 (zjednoduseni ditkazu pro ptipad N = 1 pfenechavame ¢tenaii jako cviceni).
Méame

8f —i27(z,£)
o (z)e dz

L SIGE

. R af —i2m(x,§)
= lim ( —(x)e ’ dxl) dzs ... dzy.
R—+oo JpN-1 R 6l‘1

Posledni rovnost je diisledkem Fubiniho véty (Véta 15.11.2) a Lebesgueovy véty o
majorizované konvergenci (Véta 15.8.17), pfi¢emz majorantou je funkce |8an1|
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Opét diky Lebesgueové vété o majorizované konvergenci mizeme prohodit li-
mitu a integral pres RV 1. Ziejmé pro viechna (z,...,7rx) € RV~ mame

f af —i27(z,£) —i2n(z,£)1R : f —i2n(z,£)
/ o —(x)e Sdxy = [f(z)e e —|—27T1§1/ f(x)e S day.
1 —R

Neni tézké si uvédomit, ze

R
lim / f(z)e 2@ dx1> dzg...dzy = f(x)e 2@ qg,
R—+oo JpN-1 R RN
Staci tedy uz jen ukazat, ze
lim |f(R,z2,...,xN)|d22... dey = 0.

R—+toco JpN—1

Z¥ejmé existuje 1 € R takové, ze
/ |f(Z1,29,...,zn)|dze ... doy < +00.
RN—l
Potom pro vsechna R > |T1| mame
S,
f(R, To, ... ,l'N) = f(l‘l,l‘g, .. ,J?N) + / 7f(.731,$2, - ,l‘N) dxl,
7 Oy

tedy

R
~ of(x1,x0,...,2x
|f<R,JI2,...7.’L‘N)| S |f(3?1,.fl?2,...,37]\])|—‘1-/~ ‘ f( ! 8211,’1 N) d.’L‘l.

Proto pro vSechna R > |Z;| plati

/N 1|f(R7x27---,$N)‘dl’2...d.’l?N
RN—

< 00.

< F1,@9,...,on)|dzs. .. d H ‘
—/sz_l |f(T1, 22 zy)|dzs . TN + By 1 (11BN 1)

Velmi podobnym zptisobem se d4 navic pro Ry > Ry > |Z1] odvodit odhad

/ |f(Ra,xo,...,xN) — f(R1,22,...,zn)|d2y ... dey
RN—I

< 7] -
~ 1 0x1 IL1((R1,Ro) xRN 1)

Ten nam okamzité dava Bolzano—Cauchyovu podminku pro limitu (pouzivdme
predpoklad 8(% € L*(RY) a Lebesgueovu vétu o majorizované konvergenci, tedy
Vétu 15.8.17)

lim |f(R,z2,...,zN)|des ... dey € R.
R—+oo JpNn-1
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Nyni si uz jen sta¢i uvédomit, ze diky predpokladu f € L!(R¥) tato limita nemtze
byt nenulova (staci pouzit Fubiniho vétu, tedy Vétu 15.11.2, na funkci | f|).
Analogicky dostaneme, Ze

lim |f(R,z2,...,zNn)|d22... doy = 0.

R——oo Jpn—1
Tim je dikaz dokoncen. O
Cviceni 21.3.3. Dokazte podobné zbylé ¢asti z predchozi véty.
Dalsi vlastnosti ndm dava nasledujici véta.

Véta 21.3.4 (O vlastnostech Fourierovy transformace na L'(RY)). Zobrazeni F
a F~1 jsou spojitd linedrni zobrazeni z LY(RY) do C(RY)NL>®(RY) a pro kaZdou
funkci f € LY(RN) plati

() 1700 Lo ) < 1l s 1200 Loy < 1oy

(it) limyg) 100 F(f)(§) = limyg) 00 FH()(§) =0

(iii) F(f) a FL(f) jsou stejnomeérné spojité na RY.

Drikaz. Spojitost F(f) a F~1(f) je diisledkem Véty o spojitosti integralu podle
parametru (Véta 15.10.1), kde za majorantu bereme funkei |f|. Pfislusnost do
L>(RY) a nerovnosti v ¢asti (i) plynou z odhadt typu

N

\F(E)] = ’ n (CL’)e—iQTr(x,S) dx‘ < /R |f($)e—i27r(x,§)|dx
= [ @l de =17l

Vlastnosti uvedené ve (ii) maji podle Schwartzovy véty (Véta 21.2.14) funkce
z S(RY). Diky hustoté S(RY) v L'(RY) dokézeme pro kazdé ¢ > 0 najit g €
S(RY) takové, ze || f — gl| 1 gy Nutné pak existuje R > 0 takové, Ze pro vSechna
¢ € RY spliujici [¢] > R plati

[F(HE|=IF(f —9) (&) +F(g)E| < [F(f — )|+ [F(g)(&)I
SNf = gllermny + [F(9)(E)] L e+ = 2e.

Analogicky dokéazeme, Ze lim¢|_, 4 o0 FYHHE) =0.

Podobné se dokéze i ¢ast (iii), nebot podle Schwartzovy véty (Véta 21.2.14)
pro g € S(RY) mame F(g) € S(RY), coz je stejnomérné spojita funkce (skuteéns,
k zadanému ¢ > 0 existuje R > 0 takové, ze |F(g)| < € na RN \ Bg(0), a zéroven
je F(g) spojitad na Bag(0), tedy stejnomérné spojitd na Bag(0)). O

Nyni se budeme zabyvat otazkou, nakolik je F~! inverznim zobrazenim k F
na L'(RY). Podle Ptikladu 21.3.1 na L'(RY) nemtizeme ziskat vysledek srovna-
telny se Schwartzovou vétou (Véta 21.2.14) na S(RY). Lze vSak ziskat uvedeny typ
tvrzeni pro jistou podmnozinu L'(RY). Nejprve si odvodime jeden pomocny vy-
sledek, ktery zobectiuje Fundamentélni lemma varia¢niho po¢tu (Lemma 13.3.3).
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Lemma 21.3.5. Necht f € L}, (RY) a pro kazdé ¢ € D(RY) plati

loc
fepdx =0.
RN

Pak f = 0 skoro vsude na RV .

Diikaz. Uvazujme konvolué¢ni zhlazeni funkce
fule)i= (Frn)(e) = [ wnla =) ) dy,
R

Piipometime, Ze wy () := kNw(kr), kde w € D(RY) je regularizator. Podle pied-
pokladu pak plati
fL=0 na RV,

Zéaroveli podle Véty o vlastnostech zhlazeni funkce (Véta 16.5.6) mame f, — f
skoro vsude na RY, z &ehoz plyne dokazovana vlastnost. O

Véta 21.3.6 (O inverzi na L'(RY)). Necht f € LY(RY) a F(f) € LY(RY). Pak
F~YF(f)) = f skoro vsude na RYN. Specidiné pokud f € L*(RY) a F(f) =0
na RN, pak f = 0 skoro vsude na RV .

Diikaz. Protoze F(f) € LY*(RY), je funkce F~1(F(f)) dobfe definovana na RV a
podle Véty o vlastnostech Fourierovy transformace na L!(R"Y) (Véta 21.3.4) plati
FYF(f)) € L*(RY). Zafixujme nyni p € D(RY). Pak

FUFede= | FOF Hp)de= | [FF Hp)dz= [ foda
RN RN RN RN

Posledni rovnost plyne ze Schwartzovy véty (Véta 21.2.14), ostatni rovnosti vyuzi-
vaji rovnosti z paté ¢asti Véty o zakladnich vlastnostech Fourierovy transformace
(Véta 21.2.10) a Pozndmku 21.2.12. Proto

/ (f_l(f(f)) — fledz =0 pro VéechnagoeD(RN).
]RN

Odtud diky Lemmatu 21.3.5 dostavame dokazované tvrzeni. O
Posledni vétu je mozné v jednodimenzionalnim ptipadé zesilit.

Vé&ta 21.3.7 (O bodové rovnosti pro Fourierovu transformaci). Necht f € L'(R),
zo € R a plati

(i) existugi viastni limity f(xo+) a f(xo—)

(ii) existugi takovd ¢&isla o € (0,1] a 0, M > 0, Ze

|f(z) = f(xo+)| < M|z — 20| pro x € (2o, To + 0)
|f(z) = f(zo—)| < M|z — 20| prox € (w0 — 4, 20).

Pak )
FHF(f)(xo) = 5 (f(@ot) + flao—))
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s konvenci, Ze integrdl v definici F~' chdpeme jako

/m...dgzz lim n...dg.

— 00 n—oo —n

Diikaz. Dukaz provedeme tak, ze zadanou funkci f rozlozime na tfi funkce s vhod-
nymi vlastnostmi a vysledek dokazeme pro tyto funkce jednotlivé. Pro funkci f
pak vysledek bude plynout z linearity integralti vyskytujicich se na levé strané
dokazované rovnosti.

Krok 1: rozklad funkce f
Definujme

fi(z) = %(f(onr) + flag—))e w0
fa(x) == %(f(xm—) — f(zo—)) sign(z — z)e~@=0)*

f3(x) == f(x) — fi(x) — fa(2).
Povsimnéme si jesté, Ze zapis tfeti funkce je mozné zjednodusit na f3(x) = f(z) —
g(z), kde
flzo+)e= @20 pro x> xq
g(z) =<0 pro © = xg
flzo—)e=@=v0)"  pro z < xq.
Krok 2: Dukaz pro funkci f

Pro prvni funkci médme f; € S(R). MiZzeme proto na ni pouzit Schwartzovu vétu
(Véta 21.2.14) a dostédvame

Flao) = N FA o) = [ ([ e y)ay) ag
= lim ' el2meod (/R 8712ﬂy£f1 (v) dy) d¢,

n—+oo J

kde posledni rovnost plyne z Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci (Véta
15.8.17), s majorantou & +— |f]R e~ 12mY¢ f) (y) dy|, jejiz ptislusnost do L'(R) plyne
z toho, Ze funkce & — [, e 72 f1 (y) dy = F(f1)(€) patii do S(R).

Krok 3: Dtkaz pro funkci fo
Pro kazdé n > 0 pocitejme (korektnost pouzitych tprav zdiivodnime pod vypoé-
tem)

= [ imof( [ e nwan)ae= [ ([ e omta)a

e~ i2m(y— »Lo)f s1n 27rn -
= [ 20 W= [ pey o),

7127‘( - xo — )

_ / folt + xo)s1n(21rnt) dt.
R e
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Fubiniho vétu (Véta 15.11.2) na prvnim fadku jsme byli opravnéni pouzit diky
tomu, ze _ _
2708V fo (y)] = [ fa(y)

a funkce (y,&) — fa(y) patii do LY(R x (—n,n)).
Dosadime-li do ziskaného vzorce predpis pro funkci fo, dostavame

o) oo (- [ o) gy [ siilont)

o Tt Tt

In(f2)

=0.

Na druhou stranu mame
1

S Falot) + o)) = 3 (5 (o) = Flzo)) = 5 (Flat) = fao=))) = 0.

Proto i pro funkci f5 plati pozadovana rovnost.
Krok 4: Dtkaz pro funkci f3
Nejprve si povsimnéme, ze plati

f3(wo+) = f3(xo—) =0

a navic, protoze funkce x e~ (@=20) je lipschitzovskd na R, i pro funkci f3
plati podminka (ii) ze znéni véty (zméni se v8ak parametry M a §), kterd zde ma
specialni tvar

|fs(z)| < M|z — z0]® pro z € (xg — d,z9 + 9J).
I tentokrat pracujeme s funkei z L!(R), a proto miizeme pséit

sin(27nt)

7t

In(fs) == [ T;eﬂ”oi ( /R o—i2mE fg(y)dy)d§: /R F(t + o) dt.

Integral napravo nyni rozdélime na dvé ¢asti. Pfedné diky vlastnostem funkce f3
uvedenym vyse mizeme k zadanému e > 0 nalézt 6 € (0,6) tak malé, Ze plati

5 . .
’/~f3(t+$o)wdt‘ < /~|f3(t+x0)|idt
-3 T 3

mt]
< /(S~J\;[|t°‘1 dt = 27]:/135 <e.
Definujme nyni funkci
h(t) = wm\(i@'

st NN

Ftm = [

e 72T () dy = / (cos(2myn) — i sin(2wyn))h(y) dy.
R

R
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Odtud

/ __ f3(t + o)
R\(—46,0)

sin@mnt) g, / sin(27tn)h(t) dt
R

= —Im(F(Reh)(€)) — i Im(F(Im h)(€)).

Proto diky druhé ¢asti Véty o vlastnostech Fourierovy transformace na L'(RY)
(Véta 21.3.4) dostavame

/ Fa(t + 2g) SRCTD) gy novgo
R\(~3.,5) it

Celkové mame )
lim 7,(f3) =0= §(f3(330+) + f3(z0—))-

n—-+o0o

Tim je dikaz dokoncen. O

21.4 Fourierova transformace na L?(R")

Tentokrat konstrukci zalozime na Plancherelové rovnosti, kterou ndm pro funkce
z S(RY) poskytuje Véta o vlastnostech Fourierovy transformace na S(RY) (Véta
21.2.16), a na hustoté funkei z S(RY) v L2(RV).

Stagi totiz pro kazdou funkei f € L2(RY) vzit posloupnost {f,}5°; C S(RY)
takovou, ze f,, — f v L?(R"). Diky Plancherelové rovnosti

”fm - fn||L2(]RN) = ”]:(fm - fn)”L?(RN) = ”]:(fm) 7-7:(fn)||L2(RN)

pak cauchyovskost posloupnosti {f,,}°°; v L%(RY) implikuje cauchyovskost po-
sloupnosti {F(f,)}5; v L2(RY). Diky tomu existuje funkce g € L?(RY) takova,
ze
F(fa) =g v LARY).

UkaZme jesté, Ze funkce g nezavisi na volbé aproximujici posloupnosti {f,}52; C
S(RYM). Necht {h,}22, je druhd takové posloupnost. Jako vyse dostaneme, 7e
existuje g € L?(RY) takové, ze F(h,) — g v L*(RY). Nyni staci stejny proces
aplikovat jesté na posloupnost

f17h17f23h27f37h37'~-

a vyuzit jednoznacnost limity.
Diky pfedchozi konstrukci je korektni nasledujici definice Fourierovy transfor-
mace na L?(RY).

Definice 21.4.1 (Fourierova transformace na L?(R")). Necht f € L?(R"). Pak
Fourierovu transformaci funkce f definujeme jako

F(f) = lim F(fa),

kde {f,}5; C S(RY) je libovoln4 posloupnost spliujici f, — f v L2(RY).
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Doposud jsme si predstavili tii pfistupy k Fourierové transformaci. Z uvah
uvedenych pied definici je jasné vidét, ze pro funkce z S(RY) dava nase definice
totéz co definice na S(RY). Naopak otézka, zda na L'(R™) N L2(RY) definice pro
prostor L'(R™) a pro prostor L?(R") davaji stejnou funkci, je netrivialni.

Véta 21.4.2 (O kompatibilité definic Fourierovy transformace). Necht funkce
f € LYRN)N L3(RY). Pak definice Fourierovy transformace pro prostor L*(RY)
a pro prostor L2(RY) ddvaji stejnou funkci.

Diikaz. Dtkaz rozdélime do dvou krokt. Nejprve ukaZzme, ze pro kazdou funkci
f € LY(RY) N L2(RY) existuje takova posloupnost {f,,}52, C S(RY), Ze

fo=f vLIYRY)Y a  f, > f v I*RY).
Opét vyuzijeme konvoluéni zhlazovani. Pro kazdé n € N polozme

fn = (fXB,(0) *Wn-

Pak diky Vété o vlastnostech zhlazeni funkce (Véta 16.5.6) pro obé p € {1,2}
mame

| .fr — f”LP(JRN) = ||(fXBn(O)) * Wy — f”LP(JRN)
<N (fxB) = ) xwn + fxwn — fllLe@y)
<N fxBn) = fllLe@yy + IIf *wn — fllzr @y "0

(vlastnost || fx g, 0) = fll Lr &™) " 0 nam davéa Lebesgueova véta o majorizované
konvergenci, tedy Véta 15.8.17). Proto ma posloupnost {f,}>2 ; v8echny pozado-
vané vlastnosti.

Nyni pfistupme k hlavnimu kroku dtikazu. Budeme pracovat s pravé zkon-
struovanou posloupnosti, pficemz za¢neme od definice Fourierovy transformace
v L?(RY) (Definice 21.4.1) a po tpravé pouzijeme prvni ¢ast Véty o vlastnostech
Fourierovy transformace na L!(R"Y) (Véta 21.3.4). Pro viechna ¢ € RY dostévame

lim fa(z)e 27@8) qg
n—oo RN

= lim (fn(];) — f(x))efi%'r(x,g) dx + f(x)efiQTr(x,{) dz
RN

n—oo RN

(x)e*i%(z’g) dz,
RN

coz jsme chtéli ukazat. O

Poznamka 21.4.3. Analogie ke v8emu, co bylo dosud uvedeno o Fourierové trans-
formaci na L?(R"), samoziejmé plati i pro inverzni Fourierovu transformaci.

Nyni si ukaZeme, ze Fourierova transformace ma na prostoru L?(R") nékolik
pifjemnych vlastnosti, které na prostoru L!(R") neméla.
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Véta 21.4.4 (O vlastnostech Fourierovy transformace na L?(RY)). Pfimd i in-
verzni Fourierova transformace jsou prostd spojitd linedrni zobrazeni prostoru
L2(RYN) na L*(RY), kterd jsou navzdjem inverzni. Tato zobrazeni mavic zacho-
vavaji skaldrni soucin, specidlné plati Plancherelova rovnost

I£lz2eny = IF(Hllz2@yy = IF T (H 2@y

Diikaz. Pfipomenme, Ze podle Véty o vlastnostech Fourierovy transformace na
S(RYM) (Véta 21.2.10) mame zachovani skalarniho sou¢inu (potazmo Plancherelovu
rovnost) pfi Fourierové transformaci a inverzni Fourierové transformaci pro funkce
z S(RY). Diky spojitosti skalarniho sou¢inu odtud dostavame stejné vlastnosti i
v obecném piipadé, nebot pro {f,}5° 1, {9,152, C S(RY), kde f,, — f v L2(R")
a gn — g v L?>(RY), mame

(.f?g) A (fnagn) = (]:(fn)vf(gn)) - (]:(f)vf(g))

Linearita Fourierovy transformace plyne z linearity limitniho procesu v jeji definici.
Prostota plyne z linearity a Plancherelovy rovnosti, nebot

IF(F) = F@lle2@ry = IF(F = 9llz@yy = 1f = gll2@)-

Spojitost plyne ze stejného odhadu aplikovaného na funkce f,, f, kde {f,}52; C
L?(RN) a f, — f v L>(RY). Analogicky pro inverzni Fourierovu transformaci.

Déle k zadané funkci f € L?*(RY) sestrojme posloupnost {f,}5; C S(RY),
pro kterou plati f, — f v L?(R™). Diky spojitosti piimé a inverzni Fourierovy
transformace pak méame

F(fa) = F(f) vL2RY) a  FHF(f) = FHFS) v LARY).
Odtud diky Schwartzové vété (Véta 21.2.14) dostdvame

f fu=F HF(fa) = FHEFS)),

tedy F~1(F(f)) = f (rovnost v prostoru L?(RY)). Analogicky se dokéze rovnost
F(F~L(f)) = f. Navic zde vidime, 7e oborem hodnot obou transformaci musi byt
celé L2(RY). O

Disledek 21.4.5. Necht f € L2(RY), pak (ndsledujici rovnost chapeme ve smyslu
rovnosti na L?(RY))

F(f)= lim fx)e™27@8) g,
R— o0 BR(O)

Diikaz. Uvazujme posloupnost poloméri { R, }52; C (0, 00) spliujici R,, — +o0 a
definujme

fn = fXBRn (0)-
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Pak {f,}>2, c LYRY)N LA RY) a f, — f v L2(RY) (podle Lebesgueovy véty
o majorizované konvergenci, tedy Véty 15.8.17). Navic podle Véty o kompatibilité
definic Fourierovy transformace (Véta 21.4.2) mame

F(f) = lim F(fy) = lim [ fo(z)e 2@ dz
n— 00 n—oo JpN
= lim f(x)e™27@8) g,
Protoze limita existuje pro kazdou volbu posloupnosti {R,, }22; C (0, c0) splitujici
R, — o0, dostavame, ze tato limita je pokazdé stejnd a plati limita ve spojité
proménné (podle Heineho véty, tedy Véty 5.4.1). O

Poznamka 21.4.6. Vlastnosti Fourierovy transformace uvedené v Lemmatu o
zékladnich vztazich pro Fourierovu transformaci (Lemma 21.2.4), Lemmatu o za-
chovani parity pfi Fourierové transformaci (Lemma 21.2.7) a Lemmatu o zachovani
radidlni symetrie p¥i Fourierové transformaci (Lemma 21.2.8) je moZné pfenést
z S(RY) na L?(R") beze zmény.

Véta o zdkladnich vlastnostech Fourierovy transformace (Véta 21.2.10) se pii
zobecnéni do L2(RY) opét jevi jako problematicka. Kupiikladu o konvoluci dvou
funkci z L?(R™) vime jen, ze lezi v L (R™), coZ je prostor, pro jeho# prvky obecné
nemame zarucenu existenci Fourierovy transformace.

21.5 Aplikace Fourierovy transformace

Nyni si ukdZeme, jak se d4 Fourierova transformace pouZzivat pii feSeni diferen-
cidlnich rovnic. Soucasti téchto feseni je vidy pocitani Fourierovych transformaci
funkci, které ve studovanych rovnicich vystupuji. Zde se ¢asto vyuzivéa teorie spjata
s Reziduovou vétou (Véta 20.8.17).

Priklad 21.5.1. Spocitejme ]-'(w%ﬂ) Nejprve si povS§imnéme, Ze transformovana
funkce f(z) = %7 nelezi v S(R), nelezi ani v L' (R), ale lezi v L*(R). Podle vyse
uvedeného dusledku mame

R

X x .

——)(€) = li TRt R.
]:(x2+1)(€) R%[Rx2+1e . pro ¢ €

Jedna se o integral typu, ktery jsme si predstavili v aplikacich Reziduové véty

(Véta 20.8.17) jako [~ el**R(z)dx s FeSenim ve tvaru

— 00

/OC T R(z) dz = 271 3 et k}: Ima, >0y ROSa, € R(2)  proa >0
—2T) et k}: Imay <0} ReSq; €77 R(2)  pro oo <0,

kde body {a1,...,ax} C C\ {z € C:Imz = 0} jsou vSechny kofeny polynomu ve

jmenovateli. V nasem pripadé proto méme pro & < 0

e7i27rz§ Ze7i27rz§

x o . y o . 2w
f(m)(g) = 27iRes; e 27r1<22 1y |.=i = mie
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a pro & > 0 (3lo by také vyuzit lichost funkce f)

—i2mz€ —i27mz€

ze

2 2mé
(2 + 1)y ==

—27i = —mie”

T . ze
f(x2+1)(§):_2mRes‘i 241

Celkové (trividlné méme F(355)(0) = 0)

x sl —27 v
]:(3327—1—1)(5) = —risign e 2l pro viechna ¢ € R.

Priklad 21.5.2. Hledejme feSeni diferencidlni rovnice

x2

y'—y=e"
Predpoklddejme, Ze existuje funkce y € S(R), kterd uvedenou rovnici spliiuje.
Pak podle Véty o zékladnich vlastnostech Fourierovy transformace (Véta 21.2.10)
mame )
(2miE)* Fly) — Fly) = F(y" —y) = Fle™).
Proto -
 F(e™) . JmeT ¢
1+ (2162 14 (2m€)2

(druhou rovnost ndm dava Piiklad 21.2.3; tento vysledek nebudeme déle pouzivat,
mame jej jen pro kontrolu, Ze ndm vysla funkce ze Schwartzova prostoru). Odtud
a z Véty o zékladnich vlastnostech Fourierovy transformace na L'(RY) (Véta
21.3.2; tuto vétu pouzivame kvuli tomu, ze jedna z funkci v konvoluci nelezi ve
Schwartzové prostoru) dostavame

Fly) =

2

) = ()

_ 2

y:fffl(

Spocitejme proto jesté

Fl(1 + (127r§)2) B /Oo 1+ (12775)2&2#& @

Opét se jedna o integral typu ffooo el%” R(x) dz. Proto dostavame pro x > 0
1 i2mzx eiQﬂ'zz e %
.7:71< ) = 2miRes = 2mi —i = .
1+ (27€)? i B (27z)? 2z o= 2

K prodlouzeni tentokrat pouzijme sudost a spojitost obrazu pfi inverzni Fourierové
transformaci. Dostavame

o lal
71<1+ (127r§)2> T2

Celkové mame

Ed 1 [
y(z) = e 5 C = —7/ ele=tle=t* g,
2 2/ .
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Poznamka 21.5.3. Nase omezeni se na hledani feSeni ze Schwartzova prostoru
sehralo podobnou roli jako volba pocéateéni podminky, nebot znamena

_ . _ . _ . / _ . / _

Jesté jasnéji je vidét, Ze néktera Feseni neni mozné pomoci Fourierovy transformace
nalézt, pokud bychom pracovali s diferencidlni rovnici

2
x

y// +y= e~
Pak bychom totiz sledovanim postupu uvedeného vyse dosli ke vzorci

_ Fe™®") _ \/%e_’T252
1— (2762 1-—(276)?°

Funkce uplné napravo neni spojitéd, proto neni Fourierovym obrazem zadné funkce
z L'(R). Dokonce ani nelezi v L?*(R), a proto neni ani obrazem 7adné funkce
z L*(R). Na druhou stranu Véta o globélni existenci a jednoznac¢nosti pro rovnici
n-tého Fadu (Véta 8.5.1) nam Fikd, Ze pro kazdou pocateéni podminku existuje
feSeni uvedené rovnice na R.

Nékomu se muze zdat vysledek ve tvaru konvoluce dvou funkci jako ponékud
neuspokojivy. Musime se vSak smifit s tim, Ze feSeni nékterych komplikovanéjsich
uloh mé podstatné jednodussi zapis pomoci konvoluce nez pomoci skladani a arit-
metickych operaci s elementarnimi funkcemi. Nékdy se feSeni dokonce pomoci
skladani a aritmetickych operaci s elementarnimi funkcemi neda vyjadfit vibec.

F(y)

Priklad 21.5.4. Hledejme feSeni poc¢atecni tlohy
up — Au =0 na (0,7) x RY
u(0, ) = up(x) na RY.
Tentokrat budeme provadét Fourierovu transformaci pouze v prostorové proménné
x (vzdy pro pevné t € [0,T]). Pro jednoduchost pisme F(u) =: U a F(ug) =:

Up. Otézku, zda opravdu mutizeme prohodit derivaci podle ¢asu a integral (tedy
Fourierovu transformaci) odlozime na konec pfikladu. Pak mame

Us(t,€) +4m2[€U(t,€) = 0
U(0,¢) = Uo(&)-
Pro kazdé ¢ € RY jsme dostali linearni diferencilni rovnici prvniho fadu s jedno-
znacnym feSenim
U(t.€) = Up(e 1™,
Odtud a z Ptikladu 21.2.3 dostavame

ult,z) = FHU(,E)) (@) = FHUs(€)e ™ 1€ (2)

= F Y (Up(€)) () x F 1 (e 160 (2) = ug (2) » e

1 _lz—y|?
Zm ]RNe 4t Uo(y)dy-
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Nyni se vratime k otézce, zda byl postup opravnény. Protoze mame, zZe feseni
u(t,x) = F~H(U(t,€))(z), stadi ovéfit, Ze takto definované zobrazeni t — wu(t, )
je diferencovatelné pro kazdé ¢ > 0, spliiuje nasi rovnici a lim;_o, u(t, z) = uo(x).
Otazka diferencovatelnosti podle ¢asové proménné je pro libovolné ¢t > 0 pro ug €
LY(RYN) (nebo i ug € L?(RY)) piimym disledkem Véty o derivaci integralu podle
parametru (Véta 15.10.3), protoZe pro libovolné ¢ > ¢ty > 0 je (pro pfipad ug €
LI(RY))

o /.
’a (6127r(w,€)e—47r2|€|2tU0(£)> ’ < |U0(§)‘47T2‘§|2e_47r2|5|2t0,

pricemz funkce na pravé strané je integrovatelna. Ostatni predpoklady uvedené
véty jsou ziejmé splnény. Pro ug € L?(RY) je tfeba jesté pouzit Holderovu nerov-
nost. Proto dostavame, ze

%u(t,x) —F! (%U(t,ﬁ))@?%

a tedy
F(Luwn)© = Juwe = & Fu)e)
ot ot ot ’ '
Z vlastnosti konvoluce pfimo plyne, Ze funkce u(¢, x) je diferencovatelna (libovol-
ného Fadu) podle proménné = pro ¢t > 0 a plati

1 =2
Au(t,z) = up(x) * Ame ,
tedy
F(Au(t,2))() = —4m*[€*F (u(t, 2)) ().
Proto

0 0
Ault,2) = FH(—An R F(ult, ) (©)w) = F 7 (5U(49) @) = 2 ult,2)
Tedy za vyse uvedenych podminek na pocatecni podminku ug funkce u fesi nasi
ptvodni rovnici.
Vétu o spojitosti integrélu zavislého na parametru (Véta 15.10.1). Opét jedind
téz81 podminka, kterou musime ovétit, je

2T ()| € LIRY).

To je ziejmé napiiklad pro ug € S(RV) nebo za predpokladu, ze Uy € L'(RY).
Pouzitim Véty o integralech zévislych na parametru pro zobecnény Lebesguetv
integral (Véta 15.13.4) by stacilo predpokladat, ze ug € L?(RY), ovéfeni podminek
této véty je ale technicky komplikovanéjsi a navic neni mozné vétu pouzit primo.
Dostali jsme tedy

lim w(t,z) = F *(lim U(t€))(z) = FH(F(uo)(€))(x) = uo(z).

t—>0+ t—>0+
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Samoziejmé lze i diferencovatelnost pro ¢ > 0 a spojitost pro t = 0 oveé-
fit pfimym vypocétem pro funkci u, to ponechavame piipadnym zajemctum jako
cviCeni. V pristim dile skript si pak ukazeme, ze podminky na funkci ug se daji
podstatné zeslabit.
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Pfiloha A

Vyznamni matematici 4

Tato priloha obsahuje zakladni informace o nékterych matematicich a fyzicich,
jejichz vysledky se tykaji ¢tvrtého dilu skript. Pro ¢tenafovu pohodlnost jsme
ponechali i ta jména, kterd se tykaji pouze predchozich t¥i dild.

Niels Henryk Abel (1802 Frindde, ostrov Finngy—1829 Arendal)

Vystudoval univerzitu v Oslo, poté diky finanéni podpofe jednoho z profesoru
mohl pobyvat v Kodani. Vladni stipendium mu pozdéji umoznilo stravit dva roky
v Berling, Freiburgu a Pafizi, finan¢ni problémy ho ale donutily vratit se zpét. Na-
kazil se tuberkul6zou a zemfel dva dny predtim, nez ptisel dopis oznamujici ziskani
profesorského mista v Berliné. Vénoval se FeSeni algebraickych rovnic (dokézal, ze
rovnice vyssich nez ¢tvrtého stupné nelze fesit pfesné pomoci algebraickych ope-
raci), objevil teorii grup a vénoval se eliptickym integraliim. Jeho jméno je také
spojeno s kritériem pro neabsolutné konvergentni rady a integraly. Je po ném také

vvvvv

Aristoteles ze Stageiry (384 pf.n.l. Stageira—322 p¥.n.l. Chalkida)

Aristoteles je povazovan za zakladatele logiky jako védy. Navazal predev§im na
svého ucitele Platéna a jeho ucitele Sokrata. Studoval v Platénové Akademii,
pozdéji tam i vyucoval. Filip Makedonsky ho povolal na sviij dvir, aby se stal
vychovatelem Alexandra Makedonského. Po Filipové smrti pak v Aténéach zalozil
vlastni filozofickou skolu. Pokusil se obsdahnout celé tehdejsi védecké poznani a
k tomu potfeboval mit presné formulovano, jak spravné uvazovat. Hlavnim dilem
je Organon, Cesky Néstroj.

Cesare Arzela (1847 Santo Stefano di Magra—1912 Santo Stefano di
Magra)
Studoval na Scuola Normale Superiore v Pise. Po dokonceni studii u¢il na stfedni

skole, ale vratil se zpét do Pisy a pokracoval ve studiich. Pusobil kratce na Insti-
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tuto Tecnico ve Florencii, na univerzité v Palermu a v roce 1880 se pfestéhoval do
Bologné, kde piisobil po zbytek své kariéry. Je znamy predevSim svym zobecné-
nim Ascoliho véty tykajici se vztahu stejné spojitosti a stejnomérné konvergence
posloupnosti funkci.

Giulio Ascoli (1843 Terst—1896 Milan)

Studoval na Scuola Normale Superiore v Pise. Poté ptisobil cely zivot v Milané.
Vénoval se teorii redlnych funkci a Fourierovym fadam, zavedl pojem stejné spoji-
tosti a byl autorem prvni verze tzv. Arzela—Ascoliho véty tykajici se stejnomérné
konvergence posloupnosti funkci, kterou pozdéji zobecnil C. Arzela.

Stefan Banach (1892 Krakov—1945 Lvov)

Nejslavnéjsi polsky matematik, viidéi osobnost lvovské matematické skoly, zakla-
datel funkcionélni analyzy. Matka po jeho narozeni zmizela, otec ho pfilis nepod-
poroval. Vychovaval ho nejprve babicka, poté Franciszka Plowa. Studoval na tech-
nice ve Lvové, teprve po setkani s H. Steinhausem se zaméril na matematiku. Jeho
doktorska prace obsahovala definici iplného normovaného prostoru, ktery se diky
Fréchetovi nazyva prostorem Banachovym. Poté ptisobil na univerzité ve Lvové.
Za sovétské okupace si diky dobrym vztahtim se sovétskymi matematiky zachoval
své misto, za némecké okupace byl véznén a poté se zivil mimo jiné krmenim vsi
svou vlastni krvi v némeckém vyzkumném tstavu. Po skonceni valky se vratil na
univerzitu, setkal se se Sobolevem, ale brzy umira na rakovinu plic. Jeho hlavnim
pfinosem bylo systematické vybudovani funkcionédlni analyzy. Kromé Banacho-
vych prostort jsou po ném pojmenovany Banachovy algebry, Hahn—-Banachova
véta, Banach—Steinhausova véta, Banach—Alaogluova véta, Banach—Tarského véta
¢i Banachova véta o pevném bodu.

Jacob Bernoulli (1655 Basilej—1705 Basilej)

Byl vynikajicim matematikem, profesorem na basilejské univerzité, clenem fran-
couzské Kralovské akademie véd a berlinské Pruské akademie véd. Pochézel z ro-
diny bohatého obchodnika, proti vili otce se misto teologie vénoval matematice
a fyzice. Studoval infinitezimalni pocet z Leibnizova ¢lanku a pozdéji se Leibnize
zastéval ve sporu s Newtonem. Byl také ucitelem svého mladsiho bratra Johanna
(a také svého synovce Nikolause), ale pozdéji se s nim rozesel a na védeckém
poli vedli ¢etné spory. Vénoval se nekoneénym fadam, diferencidlnim rovnicim (je
mimo jiné autorem metody separace proménnych a nalezl zptsob feseni tzv. Ber-
noulliho rovnice), pfi studiu spojitého troceni dospél k ¢islu e, formuloval dikaz
pomoci matematické indukce, rozvinul variaéni pocet (problém brachystochrony a
izoperimetricky problém) a je pokldadan za jednoho ze zakladateld teorie pravdé-
podobnosti a statistiky.
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Johann Bernoulli (1667 Basilej—1740 Basilej)

Mladsi bratr Jacoba, téz jeho zak, ale pozdéji se s nim rozesel a vedl s nim ¢etné
védecké spory. V Parizi se seznamil s markyzem de I’'Hospitalem, kterého vyucoval
Leibnizové pojeti diferencidlniho pocétu a ktery ve své knize publikoval Johannovy
vysledky; mimo jiné i slavné tzv. ’'Hospitalovo pravidlo. Nastoupil na misto profe-
sora matematiky do Groningenu a po bratrové smrti pak na jeho misto do Basileje.
Ve sporu s Newtonem podporoval Leibnize, coz ale vedlo k odmitani v§ech Newto-
novych myslenek. Stal se ¢lenem akademii v Pafizi, Berliné, Londyné, Petrohradé
a Bologni. Byl ucitelem mladého Eulera. Vénoval se diferencidlnim rovnicim, va-
riaénimu poctu, ale i praktickym problémim jako je matematicky popis pohybu
plachetnic ¢i optika. Napsal jednu z prvnich ucebnic hydrodynamiky, soucasné se
svym synem Danielem, na kterého ale zarlil a i s nim se dostal do sporu.

Felix Bernstein (1878 Halle-1956 Curych)

Némecky matematik zidovského ptivodu. Pusobil na univerzité v Géttingenu, po
nastupu Hitlera k moci emigroval do USA. Po 2. svétové valce se vratil do Evropy,
7il v Rimé a Freiburgu. Jeho hlavnim vysledkem je tzv. Cantor-Bernsteinova véta
(téz nazyvana Schroder—Bernsteinova véta) z teorie mnozin. Vénoval se i matema-
tickym zéakladim genetiky.

Friedrich Wilhelm Bessel (1784 Minden—1846 Konigsberg)

Némecky astronom a matematik. Po absolvovani gymnadzia zacal pracovat ve firmé
zabyvajici se zahrani¢nim obchodem, ve volné case se ale vénoval astronomii a
upozornil na sebe diky zpfesnéni vypoctu drahy Halleyovy komety. Ziskal misto
na observatofi v Lilienthalu, pozdéji pak v Konigsbergu. Diky doporuceni Gausse
mu byl udélen Cestny doktorat z univerzity v Gottingenu a stal se i profesorem
astronomie. Jako prvni zméfil roéni paralaxu hvézdy (61 Cygni), coZ umoznilo
uréit jeji vzdéalenost od Slunce. V matematice je jeho jméno spojeno s diferencialni
rovnici a jejim feSenim (Besselovy rovnice a funkce), ke kterym dospél pifi studiu
gravitacniho problému vice téles. Jeho méfeni pomohla nalézt planetu Neptun,
vénoval se také geodézii (referen¢ni elipsoid, dnes nazyvany Besseltv).

Jacques Philippe Marie Binet (1786 Rennes—1856 Pariz

Francouzsky matematik, fyzik a astronom. Vénoval se teorii ¢isel a maticovému
poétu. Vystudoval Ecole Polytechnique, kde posléze i ptisobil. Déle vyucoval na
Collége de France. Byl zvolen rytifem c¢estné legie a byl ¢lenem francouzské akade-
mie vét. Kromé Cauchy-Binetovy formule nasel explicitni vyjadfeni n-tého ¢lenu
Fibonacciho tady.

Bernard Bolzano (1781 Praha—1848 Praha)

Cesky, ale némecky mluvici matematik. Jeho otec pochézel z Italie, matka byla
Némka. Studoval soukromé matematiku a filozofii, na prazské univerzité vystu-
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doval teologii. Neuspél ve snaze ziskat profesorskou pozici po Vydrovi, poté byl
vysvécen na knéze a na prazské univerzité prednasel filozofii naboZenstvi a byl
zory byl v roce 1819 suspendovan a odesel z Prahy. Zustal vsak ¢lenem Kralovské
ceské spole¢nosti nauk, pro kterou pracoval i jako sekretaf. Byl filozofem i ma-
tematikem soucéasné, zabyval se problémy zakladi matematiky (logiky i matema-
tické analyzy). Dokézal mnohé vysledky, které se dnes u¢i v zdkladnich kurzech
analyzy, sestrojil dokonce spojitou funkci, kterd nemé derivaci v zadném bodé.
Jako jeden z prvnich si uvédomil, Ze vSechny vysledky je tfeba dokazovat a ne je
brat jako zfejmé. Bohuzel, kvili problémtm s publikovanim jeho vysledky nebyly
v matematické komunité prili§ zndmé a byly ocenény az po roce 1930, kdy byly
vydany pod nazvem Functionenlehre. Svou posmrtné vydanou praci Paradozien
des Unendlichen ovlivnil mimo jiné G. Cantora.

Emile Borel (1871 Saint-Affrique—1956 Paii

Francouzsky matematik a politik, jeden ze zakladatelti teorie miry. Vystudoval na
Ecole Normale Supérieure v Pafizi, jeho uéitelem byl G. Darboux. T¥i roky ptisobil
v Lille, poté na Ecole Normale Supérieure a od roku 1909 se stal profesorem na
parizské Sorbonné. V letech 1924-1936 byl poslancem francouzského parlamentu a
1925-1940 ministrem namotnictva. V dobé vichistického rezimu byl véznén, poté
se zapojil do hnuti odporu proti némecké okupaci. Spolu s Henri Lebesguem je
zakladatelem teorie miry, vénoval se jeji aplikaci v teorii pravdépodobnosti. Prispél
také k teorii her a vénoval se propojeni geometrie a obecné teorie relativity. Jeho
jméno je spojeno s borelovskymi mirami, borelovskymi mnozinami ¢i borelovskymi
o-algebrami.

Haim Brezis (1944 Riom-és-Montagnes—

Francouzsky matematik, znamy svymi pracemi i u¢ebnicemi funkcionalni analyzy a
parcilnich diferencialnich rovnic. Vystudoval na pafizské Sorbonné pod vedenim
znamého matematika Gustava Choqueta. Pisobi na Univerzité Pierra a Marie
Curie (znama jako Paris 6) a jako hostujici profesor na Rutgersové univerzité
v USA.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 Petrohrad—-1918 Halle)

Némecky matematik a logik. Studoval v Curychu a Berliné, ptsobil na univerzité v
Halle. Vénoval se zédkladim teorie mnozin, jako prvni si uvédomil, Ze je tieba roz-
liSovat mezi riznymi nekonec¢nymi mnozinami. Ukazal, Ze nekone¢né podmnoziny
prirozenych cisel jsou spocetné, ale redlnd cisla jsou nespocetna. Zavedl pojmy
kardinalni a ordinalni ¢isla, formuloval hypotézu kontinua, predstavil tzv. Canto-
rovo diskontinuum. Kvili tomuto pojeti matematiky se dostal do ostrého sporu
s L. Kroneckerem. Vénoval se také matematické analyze, naptiklad reprezentaci
funkci pomoci trigonometrickych fad. Posledni 1éta jeho Zivota byla poznamenana
dusevni chorobou.
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Constantin Carathéodory (1873 Berlin—1950 Mnichov)

Némecky matematik feckého ptivodu, jeho otec piisobil na tureckych ambasadach
v Evropé a Constantin se narodil za jeho pobytu v Némecku. Matematice se zacal
vénovat v Belgii, pozdéji dokoncil studia v Némecku, doktorat obhajil na univer-
zité v Gottingenu. Chvili zde i pracoval, pozdéji pak ptisobil v Bonnu, Hanoveru,
Vratislavi (Breslau)a Berling. Pfijal nabidku fecké vlddy a odeSel ucit do Atén,
souCasné organizoval otevieni univerzity ve Smyrné. Kvili fecké okupaci mésta
se mu univerzita oteviit nepodafila (zachrénil ale univerzitni knihovnu) a pozdéji
odesel do Mnichova, kde, kromé obcéasnych navstév USA, ptisobil az do dichodu.
Béhem Hitlerovy vlady se choval oportunisticky a udrzoval kontakty s nacistickymi
pohlavary. Vyznamnych vysledkti dosdhl v teorii miry, teorii variacniho poctu a
parcidlnich diferencialnich rovnic, teorii funkci realné i komplexni proménné i teorii
obyc¢ejnych diferencialnich rovnic. Na mnichovské univerzité je po ném pojmeno-
vana nejvétsi prednaskova mistnost.

Lennart Carleson (1928 Stockholm-)

Svédsky matematik, vénoval se harmonické analjze. Po studiich v Uppsale stravil
rok na univerzité v Harvardu, po navratu domt nastoupil na univerzitu v Up-
psale, kde piisobil po zbytek své aktivni kariéry. Pracoval také jako reditel Mittag-
Lefflerova institutu ve Stockholmu, v letech 1978-1982 byl prezidentem Meziné-
rodni matematické unie a v roce 2006 obdrzel prestizni Abelovu cenu. Je znam
zejména dikazem skoro vsude konference Fourierovych fad kvadraticky integrova-
telnych funkei a teorii Carlesonovych meér.

Felice Casorati (1835 Pavia—1890 Casteggio)

Italsky matematik, studoval inzenyrstvi a architekturu v Pavii, po cestach po
Evropé se zacal vénovat matematice. Plisobil v Pavii a Milané, je znam svymi
vysledky v v teorii funkei komplexni proménné (Casorati-Weierstrassova véta) a
v teorii diferen¢nich rovnic (Casoratiho matice, analog Wronského matice).

Augustin Louis Cauchy (1789 Pat#iz—1857 Sceaux)

Jeden z nejvyznamnéjsich matematikt vsech dob. Je autorem témér 800 matema-
tickych ¢lankd, které se vénovaly riznym oblastem matematiky a fyziky: mechanice
kontinua, optice, teorii ¢isel, matematické analjze. Studoval na Ecole Polytech-
nique a na Ecole des Ponts et Chaussées. V knize Cours d’Analyse se mu podarilo
rigorézné zformulovat zéklady matematické analyzy funkci jedné redlné proménné.
Ptisobil ale na patizské polytechnice a spiSe prakticky orientovani studenti nebyli
z takové vyuky nadseni. Navic byl Cauchy pomérné konfliktni typ a i kvili svému
nabozenskému zameéreni musel nakonec misto opustit. Poté mél velké problémy se-
hnat misto, o to vice se vSak vénoval védecké praci. Zabyval se predevsim funkcemi
komplexni proménné, kde dokazal mnohé fundamentalni vysledky (Cauchyova véta
pro kiivkovy integral holomorfni funkce a pfibuzné vysledky). Vyznamné jsou téz
jeho préace z teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic (Cauchy—Kovalevské véta).



186 PRILOHA A. VYZNAMNI MATEMATICI 4

Ernesto Cesaro (1859 Neapol-1906 Torre Annunziata)

Studoval matematiku na Ecole des Mines v Liege. Po navratu do Italie ptisobil
nejprve v Palermu a poté na univerzité v Neapoli. Vénoval se predev§im geometrii
(je po ném pojmenovan popis k¥ivek nezdvisly na soufadném systému). S jeho
jménem se poji také s¢itani fad pomoci limity aritmetickych priméra ¢asteénych
souctl. Zahynul tragicky pfi zachrané syna, ktery se topil v mofi.

Pafnutij Lvovi¢ CebySev (1821 Okatov, KaluZsk4 gubernie-1894 Petro-
hrad)

Vyznamny rusky matematik, zakladatel petrohradské matematické skoly. Pochazel
ze §lechtické rodiny, nejprve byl vyucovan doma. Poté, co se rodice prestéhovali do
Moskvy, nastoupil na univerzitu a studoval matematiku. I pfes finanéni problémy
rodiny dostudoval. Odstéhoval se do Petrohradu, kde obhajil doktorat a nastoupil
na mistni univerzitu, kde pracoval po vétsinu svého zivota. Kromé toho vyucoval
i v Carském Selu (dnes Puskin) praktickou mechaniku. Jeho vysledky se tykaji
pravdépodobnosti, statistiky, teorie ¢isel, aproximace funkci a mechaniky. S jeho
jménem se poji slavnad Cebysevova nerovnost a CebySevovy polynomy. Mezi jeho
studenty patfili naptiklad A. Lyapunov a A. Markov.

Jean Baptiste le Rond d’Alembert (1717 Pafiz—1783 Pafiz

Francouzsky matematik, fyzik, mechanik, hudebni teoretik a filozof, redaktor slav-
né Encyklopedie. Byl nemanzelskym synem markyzy de Tencin a délostieleckého
distojnika Louis-Camus Destouches. Matka ho po narozeni odlozila na schody
kostela Saint-Jean le Rond, odkud pochézi jeho jméno. Jméno d’Alembert piijal
teprve pozdéji. Jeho otec ho finanéné podporoval na studiich. Studoval v Patizi
préavo, ale vynikal pfedevsim v matematice. Proslavil se dilem Traité de dynamique
z roku 1743, které se vénovalo zdkonim pohybu. Vyfesil jednorozmérnou vinovou
rovnici (Fesici operdtor nese jeho jméno, stejné jako diferencidlni operédtor z vlnové
rovnice). Pracoval také na otdzkich konvergence ¢iselnych fad (podilové, nebo-li
d’Alembertovo kritérium). Vénoval se také teorii hudby. Od roku 1740 az do roz-
trzky s D. Diderotem v roce 1757 piisobil jako jeden z editorti slavné Encyklopedie.
Redigoval vice nez tisic hesel. Byl ¢lenem francouzské, pruské a ¢estnym ¢lenem
Americké akademie uméni a véd. Pruskou akademii véd odmitl po Eulerové od-
chodu do Petrohradu vést, prusky kral mu ale vyplacel dichod. Odmitl se také
stat vychovatelem déti ruské carevny Kateriny.

Jean-Gaston Darboux (1842 Nimes—1917 Pafiz

Vyznamny francouzsky matematik, profesor parizské Sorbonny. Vénoval se prede-
v§im diferencidlni geometrii, matematické analyze a teorii diferencialnich rovnic.
Ja autorem ekvivalentniho pristupu k definici Riemannova integralu. Byl Poin-
carého zivotopiscem a usporadal dilo J. Fouriera. Byl také vynikajicim ucitelem a
mezi jeho studenty pat¥ili napiiklad E. Borel, E. Cartan ¢ E. Picard.
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Richard Dedekind (1831 Braunschweig—1916 Braunschweig)

Némecky matematik, ptisobil na univerzité v Gottingenu, ETH v Curychu, ale
vétsinu Casu stravil na univerzité v rodném Braunschweigu. Je zndmym predevsim
diky konstrukci realnych ¢isel pomoci tzv. Dedekindovych fezl, ptispél ale také
k teorii mnozin a algebfe. Pratelil se s G. Cantorem a podporoval ho ve sporu s
L. Kroneckerem.

René Descartes (1596 La Haye, dnes Descartes—1650 Stockholm)

Francouzsky matematik, fyzik a filozof. Je autorem analytické geometrie, ¢imz
prispél k propojeni algebry a geometrie. Zavedl oznaceni proménnych z, y a z a
z latinského pirekladu jeho jména (Cartesius) pochéazi nizev kartézské souradné

soustavy. Byl ale pfedevsim filozofem a byva dokonce nazyvan ,otcem moderni
filozofie*.

Ulisse Dini (1845 Pisa—1918 Pisa)

Italsky matematik, absolvoval Scuola Normale Superiore v Pise, kratce pobyval
v Pafizi. Pisobil na univerzité v Pise, kde byl i dva roky rektorem. Poté byl zvolen
senatorem v italském parlamentu. V roce 1908 se stal Feditelem Scuola Normale
Superiore, kde pusobil az do své smrti. Je znamy predevsim svymi vysledky v teorii
redlnych funkei (nékolik vét tykajicich se vlastnosti konvergentnich fad nese jeho
jméno). V Italii nese jeho jméno i véta o implicitni funkei.

Paul Adrien Maurice Dirac (1902 Bristol-1984 Tallahassee, FL)

Britsky fyzik, vénoval se pfedevsim kvantové teorii, za kterou dostal v roce 1933
Nobelovu cenu. Vystudoval matematiku v Cambridgi, kde také vétsinu zivota jako
profesor matematiky ptsobil. V roce 1969 se prestéhoval do USA, kde piisobil
jako profesor fyziky v Miami a pozdéji v Tallahassee. Jeho jméno nese Diracova
distribuce, rovnice popisujici elektron (¢astici se spinem 1/2) a Fermiho—Diracovo
rozdéleni. Predpovédél téz existenci pozitronu.

Evgenii Borisovi¢ Dynkin (1924 Leningrad—2014 Ithaca, NY)

Rusky a americky matematik zidovského ptivodu. Jeho rodina byl a v roce 1935
odeslana do exilu, jeho otec zemfel v Gulagu. Vystudoval na moskevské univerzité,
kde ho vyrazné podporoval A.N. Kolmogorov. Pod jeho vedenim téz obhajil dok-
torat a pusobil jako jeho asistent na moskevské univerzité. V roce 1976 emigroval
do USA, kde piisobil na Cornellové univerzité. Vénoval se predevsim algebte (vy-
znamnych vysledk dosahl v teorii Lieovych algeber) a teorii pravdépodobnosti.
Jeho prednasku na Svétovém kongresu matematiki ve Stockholmu v roce 1962
prednasel A.N. Kolmogorov, Dynkin az do své emigrace nesmél nikdy vycestoval
na Zapad.



188 PRILOHA A. VYZNAMNI MATEMATICI 4

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 Diiren—1859 Géttingen)

Némecky matematik, jeho pfedkové pochéazeli z Belgie, proto mél francouzsky
znéjici jméno. Vystudoval v Pafizi, poté piuisobil ve Vratislavi (tehdej$i Bres-
lau), Berliné a Géttingenu. Jeho manzelka byla sestrou hudebniho skladatele F.
Mendelssohna-Bartholdyho. Jeho jméno je spjato s mnoha oblastmi matematiky,
kterym se vénoval. Pfedevsim §lo o teorii ¢isel, v analyze patfil mezi prvni, ktefi
presné definovali pojem funkce, a Dirichetova funkce byla prvni ,exotickd“ funkce,
ktera byla matematiky pfijata. Déle se vénoval konvergenci Fourierovych fad (Di-
richletovo jadro), parcidlnim diferencidlnim rovnicim (Dirichletova okrajova pod-
minka), jeho jméno se objevuje spolu s Abelovym u konvergen¢éniho kritéria ne-
absolutné konvergentnich fad a integralti. Vyznamnych vysledkd dosahl i v mate-
matické fyzice a teorii pravdépodobnosti.

Paul David Gustav du Bois-Reymond (1831 Berlin—1889 Freiburg)

Némecky matematik, jeho bratr Emil byl slavnym lékafem a fyziologem. Vystudo-
val v Curychu a Konigsbergu, poté ucil na stfedni skole. Teprve pozdéji nastoupil
do Heidelbergu a poté ptsobil ve Freiburgu, Tiibingenu a Berliné. Vénoval se
teorii funkci, Fourierovym faddm a dokézal zjemnéni fundamentalniho lemmatu
variacniho poctu, se kterym se poji jeho jméno. Publikoval pfiklad spojité, ni-
kde nediferencovatelné funkce. Objevil myslenku dikazu zndmého jako Cantortv
diagonalni argument. Rozvijel také teorii infinitezimalné malych velic¢in.

Leonhard Paul Euler (1707 Basilej—1783 Petrohrad)

Svycarsky matematik, jeden z nejvyznamnéjsich matematik vSech dob. Napsal
rovnic (metoda variace konstant, Eulerova rovnice aj.) a teorie grafi (problém ko-
nigsbergskych mosti1), ale i mechaniky (Eulerovy rovnice idedlni tekutiny). Zavedl
také pojem imaginarni ¢islo a komplexni exponencidlu, zavedl I'-funkci a vénoval
se také problematice varia¢niho poc¢tu. Vystudoval na basilejské univerzité, kde na
né&j mél velky vliv Johann Bernoulli. Pasobil v Petrohradu, v Berliné a poté opét
v Petrohradu, kde je i pohiben.

Pierre Fatou (1878 Lorient—1929 Pornichet)

Francouzsky matematik a astronom. Vystudoval na Ecole Normale et Supérieure
v Pafizi, po dokonceni studii zacal pracovat na parizské hvézdarné, kde pisobil
po cely zivot. Byl pfedevSim ovlivnén H. Lebesguem a jeho novou definici in-
tegralu, vénoval se ale také vlastnostem analytickych funkci, zkonstruoval jako
prvni mnozinu, ktera se dnes nazyva ,,Juliova“ mnozina a souvisi s iteracemi holo-
morfnich funkei. S jeho jménem se téz poji Fatouovo lemma z teorie Lebesgueova
integralu. Rigorézné matematicky také dokazal néktera tvrzeni z nebeské mecha-
niky.
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Lip6t (Leopold) Fejér (1880 Pécs—1959 Budapest)

Madarsky matematik Zidovského ptivodu, jeho rodné jméno bylo Leopold Weisz,
zménil si ho kolem roku 1900 jako doklad podpory madarského naroda. Studoval na
univerzitdch v Budapesti a Berling, piisobil v Kluzi (dnes Rumunsko) a pfedevsim
v Budapesti. Byl hlavnim predstavitelem madarské $koly analyzy ve své dobég,
mezi jeho zéky byli slavni matematici John von Neumann, Paul Erdos ¢i George
Pélya. Vénoval se harmonické analyze, pfedevsim Fourierovym fadam. Dokéazal, ze
Fourierova fada funkce (C, 1)-konverguje k hodnoté funkce v kazdém jejim bodé
spojitosti. Dalsi jeho slavné vysledky se tykaji funkci komplexni proménné.

Ernst Sigismund Fischer (1875 Viden—-1954 Kolin nad Rynem)

Matematik rakouského puvodu, po studiich ve Vidni, Curychu, Berliné a Gottin-
genu pusobil 9 let v Brné na némecké , Technische Hochschule“, poté odesel do
Erlangenu, kde pracoval s Emmy Noether. V roce 1920 ziskal misto na kolinské
univerzité, kde pusobil az do penze. Soucasné s Frigyesem Riszem dokazal vétu
(dnes nazyvanou Riesz—Fischerovou) o souvislosti #? posloupnosti a L?-funkce,
coz v konecném dusledku vedlo k zavedeni Hilbertovych prostort. Vétsina jeho
vysledkd se ale tyka algebry (teorie determinant, abelovské grupy aj.)

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 Auxerre—1830 Patiz)

Francouzsky matematik a fyzik. V deviti letech osifel, na studiich ho podporoval
auxerrsky biskup. Vahal mezi kariérou knéze ¢i védce, ale v roce 1793 se piiklo-
nil na stranu revoluce. V obdobi teroru byl uvéznén, po Robespierrové poprave
a néslednych politickych zménach byl osvobozen. Poté mohl studoval na noveé
vytvoiené Ecole Normale et Superieure (mezi uéiteli byli Joseph-Louis Lagrange,
Pierre-Simon Laplace ¢i Gaspard Monge). Po studiich ptisobil na Collége de France
a na Ecole Polytechnique. Ucastnil se Napolenonova tazeni do Egypta, v Egypté
zakladal védecké instituce a tcastnil se archeologickych vykopavek. Po navratu do
Francie ho Napoleon jmenoval prefektem v Isére (Grenoble). Zde také sepsal sva
mie véd. Jeho dilo se tykalo pfedev§im studia vedeni tepla (Fouriertiv zakon vedeni
tepla, objevil sklenikovy efekt) a souvisejiciho matematického aparatu (Fourierovy
fady, i kdyZ se mylné domnival, Ze pro kazdou spojitou funkci k ni jeji fada kon-
verguje bodové), je po ném pojmenovana Fourierova transformace, polozil zaklady
tomu, co se dnes nazyva dimenzionalni analyza. Vénoval se také teorii hledani real-
nych kofenti polynomil (tento problém pozdéji v tplnosti roztesil Jacques Charles
Frangois Sturm). Jeho jméno je mezi 72 osobnostmi zapsanymi na Eiffelové vézi v
Parizi.

Maurice René Fréchet (1878 Maligny—1973 Pariz

Francouzsky matematik, zdk Hadamardtv. Vystudoval v Pafizi, ptisobil na rtz-
nych francouzskych univerzitach (Besangon, Nantes, Poitiers, Strasbourg) az na-
konec zakotvil v Pafizi. Vénoval se teorii metrickych prostori, které zavedl, topo-
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logii, statistice a funkcionélni analyze. S jeho jménem se poji totalni diferencial
zobrazeni nad Banachovymi prostory.

Augustin-Jean Fresnel (1788 Broglie-1827 Ville d’Avray)

Francouzsky fyzik a stavebni inzenjr. Vystudoval na Ecole Polytechnique, poté
pokrac¢oval na Ecole Nationale des Ponts et Chaussées. Je znamy pfedevsim svymi
vysledky v optice, které vedly k uplnému pfijeti vlnové teorii svétla. Pi studiu
difrakce pouzival tzv. Fresnelovy integraly. Jeho jméno je mezi 72 osobnostmi
zapsanymi na Eiffelové vézi v Parizi.

Guido Fubini (1879 Benatky—1943 New York)

Italsky matematik, znamy predevsim svou vétou z teorie integrala ve vice dimen-
zich. Studoval v Pise na Scuola Normale Superiore, poté ptisobil v Catanii, Janové
a Turiné. Vénoval se diferencidlni geometrii a holomorfnim funkcim. Béhem prvni
svetové valky se zaméril na praktictéjsi problémy a tém se vénoval i po zbytek
svého zivota. Kviili svému zidovskému ptivodu i pfes zdravotni problémy odesel
v roce 1939 do USA, kde puisobil na univerzité v Princetonu, ale nedlouho po svém
odchodu zemfel.

Galileo Galilei (1564 Pisa—1642 Arcetri)

Toskansky astronom a fyzik. Studoval v Pise, z finan¢nich davoda studia nedo-
koncil. Pozdéji ale puisobil na univerzité v Pise a v Padové. Od roku 1610 byl na
zékladé cirkevniho procesu, ktery se tykal heliocentrického modelu, odsouzen k do-
méacimu vézeni, ve kterém zistal az do konce zivota. Vénoval se astronomii, diky
zdokonaleni dalekohledu objevil 4 Jupiterovy meésice, studoval sluneéni skvrny a
povrch mésice. Vénoval se problémtim kinematiky, studoval volny pad. Formuloval
téz nékolik problémil, které podnitily rozvoj varia¢niho poctu.

René Eugéne Gateaux (1889 Vitry-le-Francois—1914 Rouvroy)

Francouzsky matematik. Studoval v Reims a poté na Ecole Normale Supérieure.
Po dokonceni studia ucil na stfedni Skole, zacal se ale vénovat doktoratu. Zis-
kal stipendium a pobyval jeden rok v Rimé, kde pracoval s V. Volterrou. Na za-
catku prvni svétové valky narukoval do armady a pomérné brzy byl zabit. Diky
J. Hadamardovi obdrzel po smrti prestizni cenu Prix Francoeur. Vénoval se ne-
kone¢nédimenzionalni integraci, na jeho vysledky navazal N. Wiener pii své praci
o Brownové pohybu. Jeho jméno je spojeno se smérovou derivaci zobrazeni mezi
Banachovymi prostory.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777 Braunschweig—1855 Goéttingen)

Vyznamny némecky matematik, fyzik a astronom, feditel gottingenské hvézdéarny.
Vystudoval na univerzité v Gottingenu. Vénoval se magnetismu, vynalezl magne-
tometr. Dokézal zakladni vétu algebry, je povazovan za zakladatele teorie Cisel, je
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autorem tzv. normalniho (Gaussova) rozdéleni, vénoval se i diferencialni geometrii
a zabyval se myslenkou neeukleidovskych geometrii.

Josiah Willard Gibbs (1839 New Haven, CT-1903 New Haven, CT)

Americky matematik, teoreticky fyzik a chemik. Vystudoval na Yaleové univerzité,
procestoval Evropu, kde se setkal s pfednimi védci té doby, véetné matematiki. Po
navratu do USA pisobil cely po zbytek zivota na Yaleové univerzité. Jeho nejvy-
znamnéjsi vysledky se tykaji termodynamiky a statistické fyziky. V matematice se
poji jeho jméno se Spatnymi konvergenc¢nimi vlastnostmi Fourierovych fad kolem
bodu nespojitosti funkce. Tento jev vysvétlil. Je také autorem vektorové analyzy
(nezévisle na Oliverovi Heavisideovi).

Kurt Gédel (1906 Brno—1978 Princeton)

Rakousky matematik a fyzik. Studoval fyziku a matematiku na videnské univerzité,
kde po doktoratu ptisobil. Zde také publikoval své dvé hlavni véty o netaplnosti. Po
anslusu Rakouska se automaticky stal némeckym obcanem, pfed nacismem uprchl
do USA, kde pusobil na Institutu pokrocilych studii v Princetonu. Zde se vénoval
mimo jiné i obecné teorii relativity. V zavéru zivota se vénoval filozofii.

Jgrgen Pedersen Gram (1850 Nustrup—1916 Kodar)

Déansky matematik, po studiich v Kodani nastoupil do pojistovaci spoleénosti a
v tomto oboru pisobil po cely Zivot. V roce 1884 zalozil vlastni spolecnost, kte-
rou vedl az do roku 1910. Matematice se vénoval spiSe jako konicku, i presto je
jeho jméno spojeno s Gramovou matici ¢i Gram—Schmidtovym ortogonaliza¢nim
procesem (i kdyZ ten pochazi jiz od Laplace a pouzival ho i Cauchy). Kromé toho
napsal zajimavé prace o lesnictvi, ale v danstiné, takze zlstaly nepovs§imnuty.

George Green (1793 Sneinton, Nottingham—1840 Sneinton)

Anglicky matematicky fyzik, autor spisku ,,An Essay on the Application of Mathe-
matical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism®, kde formuloval
v téméf dnesnim znéni Greenovu vétu a zavedl Greenovy funkce. A¢ bez formél-
niho vzdélani (do skoly chodil pouze rok a pracoval u otce, ktery byl pekaf a
vlastnil vétrny mlyn), tato esej vzbudila zaslouZenou pozornost. Teprve na jejim
zékladé absolvoval studia na univerzité v Cambridgi.

Thomas Hakon Gronwall (1877 Dylta bruk—1932 New York)

Studoval v Uppsale a Stockholmu, poté opustil Svédsko a pies Némecko odesel
pozdéji do USA. Zpocatku pracoval v riznych ocelarnach jako inZenyr, teprve po
desetiletém pobytu se vratil k matematice. Nejprve ptisobil v Princetonu, pozdéji
pak na katedfe fyziky na Columbia University v New Yorku. Patnact let byl edito-
rem prestizniho ¢asopisu Annals of Mathematics, kde také publikoval podstatnou
¢ast svych matematickych praci. S jeho jménem se poji Gronwallova nerovnost,
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pouzivand v teorii diferencidlnich rovnic. Vénoval se ale také teorii Fourierovych
fad, teorii Cisel, teorii funkci komplexni proménné a matematické fyzice.

William Rowan Hamilton (1805 Dublin-1865 Dublin)

Irsky matematik, zndmy pfedevsim objevem kvaternioni. Byl typem zazracného
ditéte, v détstvi umél neékolik cizich jazykt. Pozdéji dal pfednost matematice, ale
¢asto psal i poezii. Studoval na Trinity College v Dublinu, po dokonceni dokto-
ratu pusobil na Trinity College jako Kralovsky irsky astronom, i kdyz se vénoval
prakticky jen matematice. Kromé kvaternionti se vénoval preformulovani newto-
novské mechaniky (dnes je zndmé jako hamiltonovskd mechanika), optice i teorii
elektromagnetismu. Jeho matematické vysledky hraly velkou roli v matematické
formulaci kvantové teorie. Jeho jméno se také poji s Cayley—Hamiltonovou vétou.

Felix Hausdorff (1868 Breslau, dnes Wroclaw—1942 Bonn)

Némecky matematik zidovského ptvodu. Studoval v Lipsku, pusobil v Lipsku,
Greifswaldu a Bonnu. Vénoval se topologii, teorii miry, funkcionalni analyze a te-
orii mnozin. Zobecnil Carathéodoryho myslenku definice dimenze na necelociselné
hodnoty, dokazal, ze Cantorovo diskontinuum mé necelociselnou dimenzi. Na za-
kladé norimberskych zakond byl penzionovan, ale nadale se vénoval védé, i kdyz
v Némecku nesmél publikovat. Poté, co se dozvédél, ze mé byt transportovan do
koncentra¢niho tabora v Polsku, se svoji Zenou a $vagrovou spachal sebevrazdu.

Heinrich Eduard Heine (1821 Berlin—1881 Halle)

Studoval na univerzitach v Gottingenu a Berliné. Pusobil v Kénigsbergu, Bonnu
a Halle. Vénoval se matematické analyze, zejména specidlnim funkcim. Znama je
také jeho véta davajici do souvislosti limitu funkce a posloupnosti a jeho alterna-
tivni definice spojitosti.

Charles Hermite (1822 Dieuze-1901 Pariz

Francouzsky matematik, studoval na Ecole Polytechnique, ale kviili télesnému po-
stizeni nemohl studia dokoncit jako Fadny student. Dokoncil je az v dobé€, kdy byl
jiz znamy ve svété svymi vysledky. Piisobil na Ecole Polytechnique, Ecole Normale
Superieure a na Sorbonné. Jeho nejslavnéjsim zakem byl Henri Poincaré. Vénoval
se teorii invariant, reSitelnosti rovnic patého stupné pomoci eliptickych funkci a
jako prvni publikoval diitkaz transcendentalnosti ¢isla e. Jeho jméno se také poji
s tfidou ortogonalnich polynomii.

Hérén Alexandrijsky (Méchanikos) (10 n.l.—70 n.l.)

Recky matematik a fyzik, piisobil v Miuseiu v Alexandrii. Popsal itera¢ni metodu
urcovani druhé a tfeti odmocniny. Jeho jméno je také spojeno se vzorcem na vy-
pocet obsahu trojuhelniku (Héréntv vzorec), i kdyz je pravdépodobné, Zze vzorec
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znal jiz Archimédés a Hérén ho pouze uvedl ve své knize Metrika. Jesté vyznam-
néjsi jsou jeho vynalezy, naptiklad sestrojil pravdépodobné prvni parni stroj.

Ludwig Otto Hesse (1811 K&nigsberg—1874 Mnichov)

Vystudoval na univerzité v Konigsbergu, ucil na stfedni skole a pozdéji pod ve-
denim C. Jacobiho obhéjil doktorat. Plisobil pak v Konigsbergu, Heidelbergu a
Mnichové. Vénoval se teorii algebraickych funkci, algebraickych invariantia a va-
ria¢nimu poctu, kde rozsifil Jacobiho vysledky. Jeho jméno je spojeno s matici
druhych derivaci funkce vice proménnych.

David Hilbert (1862 Wehlau, dnes Zamensk—-1943 Gottingen)

Jeden z nejslavnéjsich matematikt vsech dob. Vystudoval matematiku v Konigs-
bergu, ptisobil zde na pocatku své kariéry, poté odesel do Gottingenu, kde pra-
coval na univerzité az do své smrti. V Konigsbergu se spratelil s Hermannem
Minkowskim. Jejich pfatelstvi se odrazelo také v matematické praci obou veli-
kant matematiky. Hilbert se vénoval algebfe, funkcionalni analyze (zavedl tplné
nekonec¢né dimenzionalni prostory se skalarnim soucinem, dnes nazyvané Hilber-
tovy prostory), teorii ¢isel, ale také fyzice (obecné teorii relativity a matematické
formulaci kvantové mechaniky). Na Mezindrodnim matematickém kongresu v Pa-
Tizi v roce 1900 ve své pfednasce predstavil 23 zajimavych otevienych problémi,
z nichZ jsou nékteré oteviené dodnes. Ve dvacatych letech se snazil o formulovani
matematiky na pevnych a aplnych logickych zakladech, coz bylo kvuli Gédelovym
vysledkim o nedplnosti odsouzeno k nezdaru. Mezi jeho studenty (mél téméf sedm-
desat doktorandi) patfili napiiklad pozdéji svétozndmi matematici F. Bernstein,
H. Weyl, R. Courant ¢ H. Steinhaus.

Otto Holder (1859 Stuttgart—1937 Lipsko)

Némecky matematik, studoval ve Stuttgartu a Berlin€, doktorat obhajil na univer-
zité v Tiibingenu. Pusobil v Tiibingenu, Kralovci (Konigsbergu) a od roku 1899 az
do penzionovani v Lipsku. Jeho jméno se poji s Holderovou nerovnosti, hlderov-
skou spojitosti a Holderovymi prostory funkci. Déle se vénoval teorii grup. V roce
1933 podepsal ,Bekenntnis der Professoren an den deutschen Universitidten und
Hochschulen zu Adolf Hitler“.

Guillaume Feancois Antoine, Marquis de I’Hospital (1661 Pafiz—1704
Patiz)

Francouzsky matematik, markyz. Kvili problémtm se zrakem opustil vojenskou
kariéru a vénoval se matematice, ke které mél zvlastni nadani. Jeho osobnim ucite-
lem byl Johann Bernoulli, ktery pozd€ji souhlasil, ze za ro¢ni poplatek 300 zlatych
muzZe ’Hospital publikovat Bernoulliho vysledky ve své knize Analyse des infi-
niment petits pour lintelligence des lignes courbes, kterd se stala prvni ucebnici
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diferencialniho poc¢tu na svété. Mimo jiné v ni bylo uvedeno tzv. I’'Hospitalovo pra-
vidlo. Po markyzové smrti zacal Bernoulli bojovat za to, aby byl uznan za autora
tohoto pravidla, coz se dnes pfijima jako velmi pravdépodobné.

Christiaan Huygens (1629 Haag—1695 Haag)

Nizozemsky fyzik, astronom mechanik a matematik. Studoval v Leidenu a Bredé.
Velkou ¢4st zivota prozil v Pafizi, stykal se s nejslavnéjsimi védci své doby (Des-
cartes, Leibniz, Newton aj.). Diky zdokonaleni dalekohledu objevil prvni Saturntiv
meésic a Saturnovy prstence, sestrojil kyvadlové hodiny bez tlumeni, véfil ve vl-
novy charakter svétla (Huygenstv princip). V matematice se pfedevsim vénoval
otédzkédm pohybu rotujicich téles.

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804 Postupim—1851 Berlin)

Némecky matematik zidovského pivodu. Studoval v Berliné, kde také zah4jil svou
kariéru. Pozdéji se presunul do Konigsbergu, kde pisobil 15 let. Po zhrouceni
z prepracovani a navstéveé Italie se prestéhoval do Berlina, kde zil jako kralov-
sky penzista. Zemfel na neStovice. Vénoval se teorii ¢isel a jako prvni ji studo-
val pomoci eliptickych funkci. Vénoval se také analytické mechanice, variaénimu
po¢tu a diferencialnim rovnicim. S jeho jménem se poji Jacobiho determinant,
Hamilton—Jacobiho rovnice, ¢i Jacobiho rovnice ve varia¢nim poc¢tu. Znovu zavedl
také znaceni 0 pro parcialni derivaci.

Vojtéch Jarnik (1897 Praha—1970 Praha)

Vyznamny cesky matematik, studoval na Univerzité Karlové, ptisobil kratce na
brnénské technice, poté nastoupil na Univerzitu Karlovu a s vyjimkou pobytu na
Univerzité v Gottingenu (pracoval u E. Landaua) zde ztistal az do odchodu do
penze v roce 1967. V roce 1952 byl jmenovan akademikem. Vénoval se predevsim
teorii Cisel. V c¢eské matematické komunité se trvale zapsal svymi ucebnicemi di-
ferencialniho a integralniho poc¢tu. Byl také vynikajici pfednésejici.

Dmitrij Fjodorovi¢ Jegorov (1869 Moskva—1931 Kazan)

Vyznamny rusky a sovétsky matematik, jehoz jméno je spojeno s vétou z teorie
Lebesgueova integralu. kromé analyzy se vénoval diferencidlni geometrii (ovlivnil
vyznamné J.G. Darbouxe) a integralnim rovnicim. Vystudoval na moskevské uni-
verzité, po studiich pobyval v Pafizi a Gottingenu. Pasobil na moskevské univerzité
a ucdil také na dvou gymnaziich. V roce 1923 byl zvolen prezidentem Moskevské
matematické spolecnosti, kdyz se ale postavil v roce 1929 na obranu ruské orto-
doxni cirkve proti komunistické moci, byl zbaven prava ucit. Byl zavien do vézeni,
kde drzel protestni hladovku, na jejiz nasledky pozdé€ji zemrel. Mezi jeho nejvy-
znamnéjsi studenty pattil N. Luzin.
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Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859 Nakskov—1925 Kodaii)

Dansky matematik, pracoval jako inZzenyr u kodanské telefonni spolecnosti a ma-
tematice se vénoval ve svém volném case. Je zndmy diky (Jensenové) nerovnosti
pro konvexni funkce readlné proménné a nékolika vysledktim v komplexni analyze
(Jensenova formule a nerovnost).

Marie Ennemond Camille Jordan (1838 Lyon—1922 Pariz

Francouzsky matematik, studoval na Ecole polytechnique, kde také pozdéji, spolu
s College de France, pusobil. Prispél do mnoha matematickych obori, topologie,
algebry, teorie funkci komplexni proménné i teorie redlnych funkci. Vybudoval
koncept miry, ktery byl pfedchtidcem Lebesgueovy miry (Jordanova mira) a s jeho
jménem se poji Jordanova véta o kiivkach (déleni roviny na dvé ¢asti).

Leopold Kronecker (1823 Liegnitz (dnes Legnica)-1891 Berlin)

Némecky matematik a logik. Predstavitel finitismu, uznaval jen to, co se da do-
kazat koneénym poctem krokid pomoci pfirozenych ¢isel, odmital dikaz sporem.
Proto odmital pouzivat iracionalni ¢isla, ta transcendentalni dokonce dle néj vibec
neexistovala. Odmital také pojem limity, nepfijal Weiestrassovu konstrukci spojité
nikde nediferencovatelné funkce. Pochézel z bohaté Zidovské rodiny, jeho obchodni
aktivity mu umoznili vénovat se matematice jako konicku. Vystudoval v Berliné,
kde také po cely zZivot pusobil. Vénoval se teorii Cisel, eliptickym funkcim a vyssi
algebfe. Po odchodu svého ucitele Kummera do diichodu nastoupil na jeho misto
na berlinskou univerzitu. Zemfel par mésici po smrti své Zeny. S jeho jménem se
poji nékolik vét v riiznych oblastech matematiky, ale také naptiklad Kroneckerovo
delta.

Joseph-Louis Lagrange, comte de ’Empire (1736 Turin—1813 Pariz
Francouzsky matematik a fyzik italského ptivodu. Vystudoval univerzitu v Turiné
a na tamni univerzité také pusobil. Na doporuceni Eulera byl pozvan do Berlina,
kde pusobil 20 let. Na pozvani Ludvika XVI. se pfemistil do Pafize. Po francouz-
ské revoluci pfednasel na nové zalozenych $kolach (Ecole Normale Supérieur a
Ecole Polytechnique). Pohiben byl v Paiizi v Panthéonu. Vénoval se piedevsim
varia¢nimu poé¢tu (Euler-Lagrangeovy rovnice) a je povazovan za jednoho z jejich
zakladatelil. Jeho jméno nesou i Lagrangeovy multiplikatory (vazané extrémy funk-
cionalti). Déle se vénoval algebie (FeSeni polynomiélnich rovnic vy$sich stupiit),
teorii ¢isel a nebeské mechanice.

Edmond Laguerre (1834 Bar-le-Duc—-1886 Bar-le-Duc)

Francouzsky matematik, i pres chatrné zdravi vystudoval Ecole Polytechnique,
kde pozdéji také ptisobil. Pfednésel i na College de France. Vénoval se analyze a
geometrii, jeho jméno se poji s jednou t¥idou ortogonalnich polynomi. Clanek, ve
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kterém tyto polynomy predstavil, také obsahuje jeden z prvnich konvergentnich
nekonecénych zlomkii.

Pierre-Simon, marquis de Laplace (1749 Beaumont-en-Auge—1827 Pa-

YN

riz

Jeden z nejvétsich védct vSech dob, francouzsky matematik, fyzik, filozof a poli-
tik. Vystudoval na univerzité v Caen, v devatenacti letech odesel do Pafize, kde
zpocatku podporoval J.-L. Lagrange. Podporoval nejprve Napoleona, ktery ho do-
konce nakratko vénoval ministrem vnitra, poté senatorem a udélil mu hrabéci titul.
Po nastupu Bourbonti na triin podporoval krale a ziskal titul markyze. Kvili témto
a dalsim politickym krokim ztratil v akademii véd vSechny pratele. V matema-
tice nese jeho jméno Laplaceiv operator, Laplaceova transformace, ale nejvice je
hodnoceno jeho pojeti teorie pravdépodobnosti, kde vyrazné predbéhl svou dobu.
Ve fyzice se vénoval nebeské mechanice (studoval stability sluneéni soustavy), za-
byval se povrchovym napétim i termodynamikou plynd. Vyslovil také jako prvni
hypotézu o existenci ¢ernych dér. Jeho jméno je mezi 72 osobnostmi zapsanymi na
Eiffelové vézi v Pafizi.

Pierre Alphonse Laurent (1813 Pafiz—1854 Paiiz

Francouzsky inZenyr, matematice se vénoval jen ve volném ¢ase. Vystudoval Ecole
Polytechnique, poté se vénoval vojenské kariéfe. Po navratu z Alzirska pracoval
jako inzenyr v pristavu Le Havre. Je znam svym vysledkem zobectiujicim pojem
Taylorovych fad (Laurentova fada), ktery byl ale publikovén az po jeho smrti.

Henri Léon Lebesgue (1875 Beauvais—1941 Patiz)

Francouzsky matematik, tviirce teorie miry a integralu. Studoval na Ecole Nor-
male Supérieure, poté ucil na stfedni skole v Nancy. Na zakladé ¢lanku, ve kterém
zobecnil Riemannovo pojeti integralu, ziskal doktorat na univerzité v Parizi. Pi-
sobil na pafizské Sorbonné a na College de France, ale i na jinych skolach. Kromé
teorie miry a integralu se dale vénoval Fourierové analyze, kde vyuzil svou teorii
integralu k diikazu mnohych otevienych problémii. Poslednich dvacet let zivota se
vénoval spiSe vyuce a elementarni geometrii.

Adrien-Marie Legendre (1752 Pariz—1833 Paiiz

Pochézel ze zamozné rodiny, studoval na pa¥izské univerzité. Poté ptisobil na Ecole
Militaire a od roku 1795 na Ecole Normale Supérieure. Byl ¢lenem francouzské aka-
demie véd, rok pred smrti se stal také ¢estnym Clenem americké akademie véd. O
svij majetek pfisel pfi francouzské revoluci. Z finan¢nich problémi mu pomohl
snatek v roce 1793. V roce 1824 odmitl volit vladniho kandidata do Narodniho
shromazdéni a pfisel o penzi. Zemfel v chudobé. Vénoval se eliptickym funkcim,
jeho prace byla zakladem pro préaci Abelovu. Zformuloval poprvé metodu nejme-
nsich ¢tvercu, kterou pouzival na vypocet drah komet. Zavedl I'- a B-funkce, stu-
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doval teorii ¢isel i varia¢ni pocet. S jeho jménem se poji Legendreova transformace
¢i Legendreovy polynomy.

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 Lipsko—1716 Hannover)

Némecky filozof, matematik, fyzik a teolog, povaZovany za posledniho opravdu uni-
verzalniho védce. Studoval v Lipsku a Jené. Odmitl profesorské misto, aby mohl
byt nezavisly, a pracoval jako diplomat a knihovnik. ZaslouzZil se o zfizeni prvni
némecké spolecnosti véd v Prusku, ktera se pozdéji pfejmenovala na Kralovskou
akademii véd. Jeho zasadnim matematickym vysledkem je zavedeni diferencial-
niho a integralniho kalkulu, ke kterému dospél nezavisle ve stejné dobé jako I.
Newton. Na rozdil od I. Newtona pracoval s infinitezimélné malymi veli¢inami,
které pozdé€ji z analyzy odstranil K. Weierstrass; zpét je pak v souvislosti s tak
zvanou nestandardni analyzou vratil ve druhé poloviné 20. stoleti A. Robinson.
Dalsi jeho matematické vysledky se tykaly naptiklad fesSeni soustav linearnich rov-
nic (v podstaté zavedl Gaussovu eliminaci), nalezl ¢iselnou fadu, kterd ma soucet
7, na jeho vysledky o samopodobnosti navazal B. Mandelbrot pfi vysledcich tyka-
jicich se fraktalni geometrie. Zkonstruoval také prvni mechanickou kalkulacku.

Beppo Levi (1875 Turin—1961 Rosario)

Italsky a argentinsky matematik, vénoval se predevsim teorii miry (Leviho véta,
Beppo Leviho definice Sobolevovych prostori) a teorii algebraickych k¥ivek a
ploch. Studoval v Turiné. Pusobil na rtznych italskych univerzitach, v roce 1928
ziskal profesorské misto v Bologni. Kvili nastupu antisemitismu v Italii odesel do
Argentiny, kde i zemfel.

Elliott Hershel Lieb (1932 Boston—)

Americky matematik a fyzik, vystudoval na MIT a v Birminghamu, pisobil na rtz-
nych univerzitach po celém svété, od roku 1975 je profesorem matematiky a fyziky
na Princetonu. Vénuje se statistické mechanice, teorii pevnych latek a funkcionalni
analyze.

Ernst Leonard Lindelsf (1870 Helsinki—1946 Helsinki)

Finsky matematik, studoval i cely zivot ptisobil na helsinské univerzité. Jeho otec
byl také matematik. Jeho jméno je spojeno s Picard—Lindelofovou vétou tyka-
jici se existence feseni pro obycejné diferencialni rovnice. Vénoval se dale funkcim
komplexni proménné (Phragmén—Lindel6fiv princip) a topologii (Lindelsfovy pro-
story).

Joseph Liouville (1809 Saint-Omer—1882 Pariz

Francouzsky matematik, jeho vysledky jsou ale dilezité i v teoretické fyzice. Vy-
studoval na Ecole Polytechnique, kde také pozdéji ptisobil. Déle byl profesorem
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na College de France a na Sorbonné. Vénoval se mnoha oborim matematiky, te-
orii ¢isel (Liouvilleova funkce, Liouvilleova ¢isla), funkcim komplexni proménné
(Liuovilleova véta), teorii diferencidlnich rovnic (Strum-Liouvilleova teorie), ha-
miltonovské mechanice (Liouvilleova véta). Jednou ze zékladnich rovnic statistické
fyziky je Liouvilleova rovnice. V letech 1848-1849 byl také poslancem francouz-
ského Narodniho shromézdéni. ZaloZil dodnes fungujici slavny matematicky ¢aso-
pis Journal de Mathématiques Pures et Appliquées.

Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832 Kénigsberg—1903 Bonn)

Némecky matematik, studoval v Konigsbergu, doktorat dokonéil pod vedenim L.
Dirichleta v Berling. Pusobil v Berling, Vratislavi (Breslau), profesorské misto
ziskal v Bonnu. Jeho studentem byl F. Klein. Vénoval se teorii ¢isel, Besselovym
funkcim, Fourierovym fadam, oby¢ejnym i parcidlnim diferencidlnim rovnicim, ne-
zévisle na Cliffordovi objevil Cliffordovu algebru. Jeho jméno je znamé v souvislosti
s lipschitzovsky spojitymi funkcemi.

Nikolaj Ivanovié Lobacevskij (1792 Niznij Novgorod—1856 Kazari)

Slavny rusky matematik, zakladatel neeuklidovské geometrie. Vystudoval na uni-
verzité v Kazani, kde pak cely Zivot ptisobil. Zabyval se predevsim geometrii,
zejména otazkou nezavislosti patého Euklidova postulatu. Toto studium vedlo
k objevu tzv. hyperbolické geometrie. Jako prvni také definoval pojem funkce
jako zobrazeni mezi dvéma obory realnych ¢isel. Tuto definici pak zpopularizoval
L. Dirichlet. Jeho jméno nese téz kondenzacni kritérium konvergence ¢iselnych rad.

Nikolaj Nikolajevi¢ Luzin (1883 Irkutsk—-1950 Moskva)

Rusky a sovétsky matematik, vénoval se teorii integralu (Luzinova véta), deskrip-
tivni teorii mnozin a teorii fizeni. Vystudoval na moskevské univerzité, pobyval
na univerzité v Gottingenu. Po navratu do Moskvy pusobil na univerzité, kde
se obklopil mladymi studenty. Tato skupina byla nazyvéana ,,Luzitania“. V roce
1936 vypukla aféra ,Luzin“. Skupina matematikd na moskevské univerzité byla
jiz pocétkem t¥icatych let obvinéna z kontrarevolu¢nich myslenek (Luzintv uditel
Jegorov byl zavien a brzy poté zemiel). V roce 1936 padlo obvinéni na Luzina,
nakonec vyustilo v odsouzeni z plagidtorstvi svych studentd, Luzin musel odejit
ze svych pracovnich pozic, nebyl ale na rozdil od mnohych jinych znamych osob
ani popraven ani odeslan do Gulagu.

Robert Hjalmar Mellin (1854 Liminka—1933 Helksinki)

Finsky matematik, studoval v Helsinkdch a Berliné. Pisobil na Technické uni-
verzité v Helsinkach. Jeho jméno se poji s Mellinovou transformaci. Podporoval
pouzivani finstiny misto $védstiny. Velké tsili vénoval kritice teorie relativity z fi-
lozofického pohledu.
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Hermann Minkowski (1864 Alexotas, nyni Kaunas—1909 Gottingen)

Némecky matematik zidovského puvodu, vyristal v Konigsbergu, kde studoval na
univerzité. Mezi jeho spoluzdky byl i David Hilbert, se kterym se ptratelil. Béhem
studia stravil tii semestry v Berliné. Po studiich ptsobil v Bonnu, Kénigsbergu,
Ziirichu a Gottingenu. Vénoval se nejprve kvadratickym formam, poté teorii ¢isel
a geometrii. Nedlouho pied svou smrti si uvédomil, Ze specidlni teorie relativity
se dobfe formuluje v geometrii, kterd neni eukleidovska. Zemfel ndhle na zanét
slepého stieva.

Giacinto Morera (1856 Novara—1909 Turin)

Italsky matematik, studoval v Turin€é, Pavii, Pise, Lipsku a Berliné. Poté ptisobil
v Janové a Turiné. Jeho jméno je spojeno s vétou z komplexni analyzy, dale se
vénoval teorii elasticity.

Eliakim Hastings Moore (1862 Marietta, OH-1932 Chicago, IL)

Americky matematik, vystudoval na univerzité v Yale, poté pobyval v Berliné.
Po navratu do USA piisobil na své alma mater a na Northwestern University, po
otevieni University of Chicago 1892 se stal vedoucim katedry matematiky a pozici
si udrzel az do své smrti. Vénoval se algebfe, geometrii i zdkladim matematické
analyzy. Jeho jméno se mimo jiné poji s Moore—Osgoodovou vétou.

Isaac Newton (1642 Woolsthorpe by Colsterworth—1727 Londyn)

Anglicky fyzik, matematik, filozof a alchymista a teolog. Vystudoval na univerzité
v Cambridgi. V dobé, kdy byla uzaviena kvuli moru, na domécim statku ptisel na
teorii gravitace a vytvoril diferencidlni pocet. Jeho hlavni vysledky byly shrnuty
v knize Philosophiae Naturalis Principia Mathematica vydané v roce 1687. New-
tonovo jméno je také spojeno s numerickou metodou feSeni nelinedrnich rovnic.
Daéle zobecnil binomickou vétu na obecny (redlny) exponent. Jeho piinos fyzice
je také obrovsky, kromé teorie gravitace formuloval zdkony mechaniky a vénoval
se optice. Newton patfil nepochybné mezi ty védce, ktefi posunuli rozvoj védy o
nejvétsi krok kupfedu.

William Fogg Osgood (1864 Boston, MA—-1943 Belmont, MA)

Americky matematik, vystudoval univerzitu v Harvardu, poté odesel do Némecka.
Dva roky pracoval u F. Kleina v Gottingenu, poté odesel do Erlangenu, kde obhéjil
doktorat. Po navratu do USA pusobil na Harvardu, kde v letech 1918-1922 vedl
katedru matematiky. Po odchodu do diichodu ucil dva roky na Narodni univer-
zité v Pekingu. Vénoval se pfedevsim funkcim komplexni proménné a varia¢nimu
poctu, jeho jméno se poji s Moore—Osgoodovou vétou.
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Michail Vasiljevi¢ Ostrogradskij (1801 PasSenivka, dnes Ukrajina—1862
Poltava, dnes Ukrajina)

Rusky matematik a fyzik ukrajinského puvodu, bohuzel zna¢né nedocenény. Stu-
doval na univerzité v Charkové, ale studia nedokoncil, protoze jeho ucitel byl kvili
ateismu vyhozen z univerzity a Ostrogradskij odmitl opakovat zkousky. Studia do-
kon¢il v Pafizi na Sorbonné. Zde se také setkal a pracoval s nejlepsimi matematiky
té doby. Po navratu do Ruska presidlil do Petrohradu, kde pusobil na vojenské
skole a byl také zvolen do akademikem. Vénoval se matematické analjze, podal
prvni uceleny ditkaz Véty o divergenci (dokonce dfive nez Gauss, ktery navic do-
kézal jen specidlni pfipad) a nezavisle ne Greenovi dokazal i Greenovu vétu. S jeho
jménem se téz poji tzv. Ostrogradského metoda integrace racionalnich funkci. Veé-
noval se i varia¢nimu poctu a obyc¢ejnym diferencidlnim rovnicim jakoz i mechanice
a termodynamice.

Marc-Antoine Parseval des Chénes (1755 Rosiéres aux Salines—1836 Pa-

rizZ

Francouzsky matematik. Jako pfesvédéeny royalista byl uvéznén po francouzské
revoluci. Pozdéji propustén, psal ale basné proti Napoleonovi a musel uprchnout
z Francie. Pozdéji se mohl vratit do PafiZze. Za cely Zivot napsal pouze 5 mate-
matickych praci, z nichz druha obsahovala vysledek, ktery je specidlnim pripadem
toho, co se dnes v teorii Fourierovych fad nazyva Parsevalovou rovnosti.

Giuseppe Peano (1858 Spinetta—1932 Turin)

Italsky matematik, zakladatel matematické logiky a teorie mnozin. Jeho dilo For-
mulario Mathematico vyrazné ovlivnilo B. Russella a A. Whiteheada pfi psani
Principia Mathematica. V&tsinu svého profesniho Zivota (véetné studii) stravil na
univerzité v Turiné. Jeho jméno je spjato s axiomy pfirozenych cisel, s kiivkou
vypliujici ¢tverec, s existencéni vétou pro obycejné diferencialni rovnice, se tvarem
zbytku pro Taylortiv rozvoj a se tvarem zbytku pro numerické kvadraturni vzorce.

Charles Emile Picard (1856 Paiiz—1941 Paiiz

Vyznamny francouzsky matematik, jeho jméno nesou véty z teorie funkci kom-
plexni proménné i existencni véta pro obycejné diferencialni rovnice. Vystudoval
na Ecole Normale Supérieure, byl nejlepsim studentem ve svém roc¢niku. Kromé
kratkého pobytu v Toulouse ucil cely svilj zivot na rtznych pafizskych univerzi-
tach. Byl také ¢lenem Francouzské akademie véd.

Michel Plancherel (1885 Bussy, Fribourg—1967 Curych)

Svycarsky matematik, vystudoval na univerzité ve Fribourgu (jeho $kolitelem byl
Cesky matematik Maty4s Lerch), ddle pak pokracoval na univerzitach v Géttingenu
a Parizi. Pusobil na univerzité ve Fribourgu. Pracoval predevsim v harmonické
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analyze (Plancherelova rovnost), dale pak v teorii parcidlnich diferencialnich rovnic
a ergodické teorii.

Jules Henri Poincaré (1854 Nancy—1912 Pafiz

Vyznamny francouzsky matematik a fyzik, je povazovan za zakladatele algebraické
topologie a teorie funkci vice komplexnich proménnych, pfispél ale i do mnoha da-
Isich oborti. Studoval na Ecole Polytechnique a na Ecole des Mines, doktorat ob-
h&jil na Sorbonneé. Poté kratce ptisobil na univerzité v Caen, ale zanedlouho dostal
nabidku ze Sorbonny, kde piisobil po zbytek svého zivota. Ve 32 letech byl zvolen
do Francouzské akademie véd a v roce 1906 se stal jejim prezidentem. Vénoval se
kvalitativni teorii diferencidlnich rovnic, algebraické geometrii, teorii ¢isel. Zhruba
ve stejné dobé jako Einstein dospél k jisté verzi specidlni teorie relativity, studo-
val elektromagnetismus a nebeskou mechaniku. Je autorem Poincarého hypotézy,
ktera jako jedind ze sedmi tloh pro dalsi milénium byla vyfesena (G. Perelmanem).

Joseph Ludwig Raabe (1801 Brody—1859 Curych)

Vystudoval na videnské polytechnice, ptisobil v Curychu. Jeho jméno je znamé
diky kritériu konvergence ¢iselnych rad.

Jacopo Francesco Riccati (1676 Benatky—1754 Treviso)

Benatsky matematik a pravnik. Studoval v Brescii a Padové. Diky majetku se mohl
vénovat matematice jako konicku, odmitl nabidky z Petrohradu, Vidné i Padovy.
Jeho jméno je spojeno s ndzvem obycejné diferencialni rovnice, jejichz feSeni se
vénoval.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 Breselenz—1866 Selasca)

Studoval v Géttingenu a Berling, pusobil v Gottingenu. Prispél k mnoha oblastem
matematiky. Je autorem neeukleidovské geometrie (tzv. Riemannova geometrie),
vyrazné ovlivnil komplexni analyzu (Cauchy—Riemannovy podminky, Riemannova
véta o konformnim zobrazeni), redlnou analyzu (Riemanniv integral), ale i teorii
¢isel (slavna Riemannova hypotéza). Zemfel pomérné mlady na tuberkulézu.

Frigyes Riesz (1880 Gysr—1956 Budapest)

Madarsky matematik, vystudoval na univerzité v Budapesti, poté pokracdoval
v Gottingenu a Curychu. Plsobil na univerzité v Kluzi, pozdéji v Szegedu a Buda-
pesti. Patii mezi zakladatele funkcionédlni analjzy, jeho jméno je spojeno s Riesz—
Fischerovou vétou. Jeho vysledky byly fundamentalni pro matematické zdklady
kvantové mechaniky. Zavedl také pojem slabé konvergence. Dale se zabyval ergo-
dickou teorii. Jeho mladsi bratr Marcel Riesz byl téz svétoznamym matematikem.
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Michel Rolle (1652 Ambert—1719 Pa¥iz

Francouzsky matematik, jeho jméno je spojeno s vétou o stiedni hodnoté. Zpocat-
ku vystupoval jako kritik infinitezimalniho poctu, pozdéji jej prijal. Ve své knize
Traité d’Algébre poprvé v Evropé predstavil Gausstv eliminaéni algoritmus, zavedl
oznaleni {/~ pro n-tou odmocninu a predstavil Eulertiv algoritmus pro nalezeni
nejvétsiho spoleéného délitele dvou polynomu. Pracoval na Akademii véd jako
,Pensionnaire Géometre”.

Arthur Sard (1909 New York—1980 Basilej)

Americky matematik, vénoval se diferencialni topologii. S jeho jménem se poji Sar-
dova véta, tykajici se miry mnoziny kritickych hodnot hladké funkce. Vystudoval
na Harvardu, pusobil na nékolika americkych i evropskych univerzitach.

Erhard Schmidt (1876 Dorpat, dnes Tort, Estonsko—1959 Berlin)

Némecky matematik, jeho skolitelem byl v Goéttingenu David Hilbert. Déle ptisobil
v Bonnu, Curychu, Erlangenu a Breslau (Vratislav), v roce 1917 ziskal profesorské
misto v Berliné. Diky nému se v Berliné zacala rozvijet aplikovana matematika.
Podporoval néstup fasismu v Némecku, za hitlerovského Némecka patiil sice mezi
prominenty, avsak jeho chovani nebylo kritizovan ani ze strany zidovskych mate-
matiki, ktefi valku prezili. Jeho jméno se poji s Gram—Schmidtovou ortogonalizaci
(i kdyZz ji mnohem diive pouzival Pierre-Simon Laplace) a spolu s Davidem Hil-
bertem pfispéli k zdkladtim funkciondlni analyzy (Hilbert—Schmidtovy operétory,
Hilbert—Schmidtova véta).

Laurent-Moise Schwartz (1915 Pariz—2002 Pafiz)

Francouzsky matematik zidovského puvodu, autor teorie distribuci, za kterou zis-
kal v roce 1950 Fieldsovu medaili. Vystudoval na Ecole Polytechnique, kde se také
seznamil se svou zenou, dcerou slavného matematika Paula Lévyho. Jako pfe-
svédéeny trockista a zid se musel béhem druhé svétové valky ukryvat, po jejim
skonceni pusobil na univerzitich v Grenoblu, Nancy a na Sorbonné, poté puso-
bil 30 let na Ecole Polytechnique. Byl také politicky aktivni, bojoval proti vélce
v Alzirsku, protestoval proti okupaci Madarska v roce 1956.

Karl Hermann Amandus Schwarz (1843 Hermsdorf, dnes Jerzmanowa—
1921 Berlin)

Némecky matematik, za manzelku mél dceru jiného slavného matematika Kum-
mera (oponent jeho doktorské prace). Vystudoval v Berling, ptisobil v Halle, Cu-
rychu, Géttingenu a v Berliné. Vénoval se pfevazné komplexni analyze, jeho jméno
je také spjato se slavnou nerovnosti, dnes nazyvanou Cauchy—Schwarzovou.
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Thomas Stieltjes (1856 Zwolle—1894 Toulouse)

Holandsky matematik. Studoval na polytechnice v Delft, ale studium nedokon¢il.
Teprve korespondence s Hermitem v dobé, kdy pusobil jako asistent na observa-
tofi v Leidenu, ho opét privedla k matematice. Ziskal ¢estny doktorat na univer-
zité v Leidenu, teprve poté obhéajil doktorat v Pafizi a dostal profesorské misto
v Toulouse. Vénoval se teorii ¢isel a nekoneénym zlomktim, slavnym se stal diky
zobecnéni Riemannova integralu (Riemann—Stieltjestiv integral).

James Stirling (1692 Garden—1770 Edinburgh)

Skotsky matematik. Studoval v Oxfordu, ale z politickych divodt nemohl stu-
dia dokoncit a odesel do Benatek, kde se vénoval matematice. V roce 1725 se za
pomoci Isaaca Newtona vratil do Londyna, kde se vénoval nadale matematice.
Sepsal zde knihu Methodus differentialis, sive tractatus de summatione et interpo-
latione serierum infinitarum, kterd mimo jiné obsahuje slavny Stirlingiv vzorec.
S jeho jménem se déle poji Stirlingova ¢isla ¢i Stirlingovy permutace. Dokazal také
spravnost Newtonovy klasifikace kubickych kiivek.

George Gabriel Stokes (1819 Skreen—-1903 Cambridge)

Irsko-anglicky fyzik a matematik. Vystudoval na univerzité v Cambridge, kde také
po zbytek Zivota ptisobil. Vénoval se hydrodynamice (Navier—Stokesovy rovnice
nesou jeho jméno, i kdyz byl az ¢tvrty, kdo je odvodil), dale optice, kde vysvét-
lil fluorescenci a studoval polarizaci svétla, dale studoval vztah mezi chemickym
sloZzenim a optickymi vlastnostmi latek. V matematice nese jeho jméno Stokesova
véta (udéavajici vztah mezi plo$nym integralem a kiivkovym integrélem pies okraj
této kiivky) a zobecnéna Stokesova véta z teorie integrace diferencialnich forem.

James Joseph Sylvester (1814 Londyn—1897 Londyn)

Anglicky matematik zidovského ptivodu. Studoval v Londyné a Cambridgi, kvili
svému piivodu ale nemohl studia dokonéit. Kratce ptisobil v USA, pak se vratil
do Londyna a vénoval se pojistovnictvi. K matematice se vrétil po roce 1855, kdy
se stal profesorem matematiky na Kralovské vojenské akademii ve Woolwichi. Byl
druhym prezidentem Londynské matematické spolecnosti, byl zvolen i do fran-
couzské Krélovské akademie véd. V roce 1877 pfijal misto na Univerzité Johna
Hopkinse v Baltimore, kde zalozil prvni americky matematicky casopis. Pozdéji
nastoupil do Oxfordu a posledni roky zivota stravil v Londyné. Vénoval se pre-
devsim linedrni algebfe (Sylvestrovo kritérium), spolu s Cayleym je povazovan za
zakladatele teorie invarianti. Vyrazné ptispél i do teorie ¢isel a eliptickych funkci.

Alfred Tarski (1901 VarSava—1983 Berkeley, CA)

Polsko-americky matematik a logik. Pivodni jméno Teitelbaum si zménil patrné z
divodu, aby zastfel svij zidovsky puvod. Matematiku vystudoval ve Varsavé, kde
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také pozdéji pusobil. Shodou okolnosti se mu podafilo odjet tésné pired némecko-
ruskou okupaci Polska do USA, kde zustal po zbytek Zivota; ptisobil na univerzité
v Berkeley. Jeho vysledky se tykaly predevsim algebry, geometrie a logiky. Znamy je
predevsim Banach—Tarského paradox, kdy na zdkladé axiomu vybéru lze ,zdvojit
kouli“.

Brook Taylor (1685 Edmonton—1731 Londyn)

Anglicky matematik, ¢len a pozdé&ji sekretai Kralovské védecké spolecnosti. Misto
infinitezimalné malych veli¢in pracoval s koneénymi veli¢inami, coZ je zdkladem
slavné Taylorové véty a Taylorovych rozvoji. Byl také ¢lenem komise, kterd roz-
hodovala o prvenstvi Newtona ¢i Leibnize pfi vytvoreni diferencidlniho poctu.

Heinrich Franz Friedrich Tietze (1880 Schleinz—1950 Mnichov)

Rakousky matematik, zndAmy svou vétou o rozsireni funkci z topologického prostoru
do redlnych funkci. Studoval ve Vidni, pisobil v Brné, Erlangenu a Mnichové.

Alexandre-Théophile Vandermonde (1735 Pafiz—1796 Paiiz

Francouzsky hudebnik, chemik a matematik. Byl houslistou, matematice se vénoval
az pozdéji. S jeho jménem se poji jeden determinant, zda se ale, Ze to je spise
omylem. Byl ¢lenem Kralovské akademie véd, uéil na Ecole Normale Supérieure.
Vénoval se kombinatorice a teorii determinanti.

Francois Viete (1540 Fontenay-le-Comte—1603 Pariz

Francouzsky matematik, autor algebraické notace, ktera se prakticky pouziva do-
dnes. Pusobil na francouzském dvofe jako poradce, vénoval se Sifrovani a prolomil
tajny Spanélsky kéd.

Giuseppe Vitali (1875 Ravenna—1932 Bologna)

Italsky matematik, znamy svymi vysledky v matematické analyze. Studoval v Bo-
logni a Pise. Pusobil na raznych univerzitach v Itélii (Parma, Modena, Padova), az
nakonec ziskal profesorské misto v Bologni. Je znadm svym piikladem nemétitelné
podmnoziny realnych ¢isel, Vitaliho pokryvaci vétou ¢i zobecnénim Lebesgueovy
véty o konvergenci (Vitaliho véta o konvergenci). Na konci Zivota mél vazné zdra-
votni problémy, zemfel cestou z prednasky.

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 Ostenfelde—1897 Berlin)

Némecky matematik, mél velky vliv na formovani matematické analyzy. Studoval
na univerzité v Bonnu (pravo, finance a ekonomii), kvili lasce k matematice studia
nedokonéil a vystudoval univerzitu v Miinsteru. Poté né€kolik let ucil na stfedni
skole, ale po publikovani vysledki o abelovskych funkcich obdrzel ¢estny doktorat
na univerzité v Konigsbergu a ziskal misto na univerzité ve Vratislavi (Breslau).
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Poté ptisobil na Gewerbeinstitutu (dnes Technické univerzita Berlin) a na Univer-
zité Friedricha-Wilhelma (dnes Univerzita Humboldtova) v Berling. Zavedl tzv.
e-0 gymnastiku v definicich limit funkci a spojitosti, ¢imz zmodernizoval vyklad
zékladu analyzy. Dokéazal mnoho vét, které se dnes prednasi v zakladnich kurzech
analyzy funkei jedné redlné proménné (napiiklad vétu o nabyvani extrému spo-
jitou funkci na omezenych uzavienych intervalech). Déle studoval stejnomérnou
konvergenci posloupnosti funkci, analytické prodlouzeni funkci i varia¢ni pocet.
Zkonstruoval také funkci, ktera je na celé realné ose spojita, ale neni diferencova-
telnd v zadném bodé.

Jozéf-Maria Hoéné de Wroniski (1776 Wolsztyn—1853 Neuilly-sur-Seine)

Polsky filozof, matematik a fyzik, pravnik a ekonom. Jeho rodice byli ceského
puvodu, i kdyz zili v Polsku. Jako vojak se zucastnil Kosciuszkova povstani, poté
studoval na rtznych univerzitach v Némecku a v Marseille. Ptsobil na hvézdarné
v Marseille, kterou musel opustit po publikaci svého dila, které se ukazalo byt
plné nesmysli. To plati o mnohych jeho dilech, véetné toho, které obsahovalo
determinant, ktery nese jeho jméno. Dnes je ocefiovana jeho metafyzika.

William Henry Young (1863 Londyn—1942 Lausanne)

Anglicky matematik, pracoval v matematické analjze. Vystudoval v Cambridgi,
kde se seznamil se svou budouci Znou, matemati¢kou Grace Chisholm (Young).
Spolec¢né s ni napsal mnoho ¢lankt a knih. Pusobil v Cambridgi, na University of
London, v Kalkaté a na wel$ské université v Aberystwyth. Hodné cestoval, béhem
druhé svétové valky se ocitl v Lausanne, odkud nemohl vycestovat a zemfel odlou-
¢en od rodiny. Vénoval se matematické analyze, zejména teorii integralu (nezavisle
na Lebesgueovi pfiSel s jinak formulovanou, ale prakticky ekvivalentni definici
integralu), vénoval se fourierovské analyze (pfedevSim teorii Fourierovych fad).
V letech 1929-1935 byl prezidentem IMU (International Mathematical Union).
S jeho jménem se poji dvé nerovnosti (jedna pro soucin ¢isel, druhéd pro konvo-
luce), Hausdorff-Youngova nerovnost pro Fourierovu transformaci a véta o zdméné
poradi derivovani pro hladké funkce.

Max August Zorn (1906 Krefeld—1993 Bloomington)

Némecko—americky matematik, vénoval se algebre, teorii grup a numerické analyze.
Studoval v Hamburgu, ptisobil v Halle, na univerzité v Yale, na UCLA a v Bloo-
mingtonu. Je po ném pojmenovano tvrzeni ekvivalentni axiomu vybéru (Zornovo
lemma), které dokézal nezévisle na pfedchozim dukazu.

Antoni Zygmund (1900 VarSava—1992 Chicago)

Polsko—americky matematik, vénoval se predevsim harmonické analyze. Studoval
na univerzité ve Varsavé, kde poté i piisobil, stejné jako na varsavské polytechnice.
Po deseti letech ve Vilniusu se pfestéhoval do USA, kde pracoval na univerzité
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v Chicagu. Jeho kniha Trigonometric series, a¢ poprvé vysla v roce 1935, stéle
patii mezi klasické knihy harmonické analyzy.
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