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1. Uvod

Kazdd metoda je rytmus: Kdyz jsme
ztratili rytmus svéta, ztratili jsme i svét.
Kazdy clovék mé svij individualni ryt-
mus. — Algebra je poezie. Rytmicka mysl
je génius.

Nowalis

Pro takovou basen
jiz smrt nedivéruje
je hodno zemfit.

Fwa Lipska

V nedévné dobé se zacala v odborné casopisecké literature objevovat témata souvise-
jici s trialitou (vyznaéné Jordanovy algebry, oktoniony, vyjimeéné jednoduché Lieovy
grupy), se strunovou teorii bosontt na 26-dimenzionalnich varietdch a nakonec s tzv.
parabolickymi geometriemi, viz napi. ¢lanek Landsberg, Manivel [17] nebo diplomovou
praci Wienbergové [20], piehledovy ¢lanek Baeze [2] a monografii Cap, Slovak [4].

Do popredi v souvislosti s trialitou (viz clanek Baeze [2]) vstoupila tzv. Moufangové
projektivni rovina nazyvana také Cayleyho projektivni rovina, jejiz zékladni vyzkum
je predmétem této prace. Poznamenejme nejprve, ze pod terminem Cayleyho nebo
Moufangové rovina (v praci a dale jsme upfednostnili pouzivat jiz jen vyraz Moufan-
gové) minime tzv. komplexni Moufangové rovinu narozdil od roviny realné. (Kom-
plexni) Moufangové rovina je definovéna jako projektivizace vyjimeéné Jordanovy alge-
bry komplexifikovanych hermitovskych oktonionovych matic typu 3 x 3. Chceme-li totiz
definovat projektivni prostory nad normovanou algebrou oktoniontt O, popt. nad jeji
komplexifikaci, nelze uzit standardni pristup uzivajici prfimkové prostory v prislusném
vektorovém prostoru Q", nebot zminéna algebra oktonionti neni asociativni a prislusna
relace neni ekvivalence. Z téchto divodu je nutné ,projektivni rovinu nad oktoniony“
definovat jinak. O Moufangové roving, definované tak, jak je uvedeno vyse, tj. pomoci
Jordanovy algebry hermitovskych komplexifikovanych oktonionovych matic typu 3 x 3,
lze dokazat, ze jeji projektivni dimenze je skutecné dva (na rozdil od dimenze této
roviny jako realné diferencovatelné variety, ktera je 30). Navic z vysledktt Moufangové
(viz Wienbergova [20]) nutné plyne, Ze v této roviné neplati Desarguestiv axiom, nebot
pravé jeji souradnicovy okruh netvori asociativni algebru.

V posledni dobé je také vénovana systematicka pozornost varietam s vyznacnou struk-
turou, jako jsou napf. konformni, projektivni, kontaktni projektivni nebo Cauchy-
Riemannovy struktury, které tvori specialni priklad geometrii, jez ve dvacatych létech
minulého stoleti zavedl Elie Cartan pod jménem espace generalise a které dnes byva
zvykem oznacovat terminem Cartanovy geometrie. Struc¢né lze fici, ze Cartanovy ge-
ometrie predstavuji deformaci tzv. homogennich modeli, coz jsou diferencovatelné
variety typu G/H, kde G je Lieova grupa a H jeji uzaviend podgrupa, tak jako Rie-
mannovy variety jsou v jistém smyslu deformovanou verzi homogenni Eukleidovy roviny
R™ >~ (O(n) x R™)/O(n). Homogenni modely (nékdy téz nazyvané Kleinovymi geome-
triemi) zavedl jako zdkladni objekt vyzkumu geometrie Felix Klein ve svém FErlan-
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Kapitola 1. Uvod

genském programu. Moufangové rovinu lze prezentovat jako homogenni model, a to
specialniho typu, jak je v této praci ukazano. Poznamenejme, Ze spolecny vsem vyse
vyjmenovanym strukturam je fakt, ze jsou Cartanovou geometrii, jejiz strukturni grupa
je parabolickou podgrupou nékteré konkrétni jednoduché Lieovy grupy. Tyto geometrie
byva v soucasnosti zvykem oznacovat terminem parabolické geometrie.

V této praci je explicitné dokazana existence difeomorfizmu Moufangové roviny a ho-
mogenniho prostoru Fy /Py, kde Py je jista parabolickd podgrupa Fy, a eo ipso i fakt,
ze Moufangové rovina je homogennim modelem jisté parabolické geometrie. Zminény
difeomorfizmus je expertim pracujicim v tomto poli vyzkumu znam zrovna tak, jako je
znamo, Ze explicitni diikaz difeomorfnosti téchto prostorti v literatute chybi !. Metody
pouzité nami k odvozeni difeomorfnosti jsou zaloZzeny na uziti reprezentacni teorie
jednoduchych komplexnich Lieovych algeber a zakladnich faktd o komplexnich Clif-
fordovych algebrach pro nedegenerovanou bilinedrni formu, pficemz tranzitivita akce
vyjimeéné Lieovy grupy Fy (minime komplexni Lieovu grupu Fjy) je dokazovana ana-
logicky k dtikazu tranzitivity realné kompaktni formy F) na realné Moufangové roving,
viz napi. Harvey [9] a Wienbergova [20]. Vypocet izotropni podgrupy zminéné akce je
zalozen na faktu fikajicim, ze (komplexni) Moufangové rovina je projektivni varieta ve
smyslu algebraické geometrie, a proto musi byt izotropni grupa parabolickou podgrupou
grupy Fj. K jejimu explicitnimu urceni je pouzita reprezentacni teorie. Stézejnim
tvrzenim se stava véta, ze existuje jedina ireducibilni 26-dimenziondalni reprezentace
Fy, kterou jsme dokazali pomoci Weylovy dimenzionalni formule za uziti pocitacové
vypocetni techniky.

Ukazuje se, ze systematicky vyzkum variet s parabolickou strukturou vyzaduje také
porozumnéni kohomologiim Lieovy algebry piislusné parabolické grupy s hodnotami v
ireducibilnich reprezentacich (nejcastéji v adjungované), nebot jejich prvky jsou nék-
teré geometrické veli¢iny, jako napt. kfivost prislusné geometrie. Z téchto divodu
tvori podstatnou c¢ast prace vypocet tzv. Hasseho diagramu, které zachycuji struk-
turu kohomologii, jak plyne z tzv. Kostantovy verze Bottovy-Borelovy-Weilovy véty.
V pripadé Moufangové roviny obsahuje Hasseho diagram v misté odpovidajicim druhé
kohomologii jen jeden vrchol, a proto maji kiivosti parabolickych geometrii téhoz typu,
jako je Moufangové rovina, jen jednu ireducibilni komponentu.

Byt strunova teorie bosont pfinesla mnohé fyzikalné neptipustné kvality, viz napf. ex-
istenci tachyont, zadjem o ni motivoval k mnohym vysledktim v matematice, jako napf.
vypocet spektra Diracova operatoru na standardni spin struktufe nad redlnou Moufan-
gové rovinou s tzv. Killingovou metrikou, viz diplomovou praci Wienbergové [20], ktera
tak predstavuje aktualné posledni pripad vypoctu spektra Diracova operatoru. Jelikoz
Hasseho diagramy, tj. specialné i ty, které jsou v praci spocteny, odpovidaji na jedné
strané homomorfizmtm nepravych Vermovych moduli, na druhé strané struktufe nesin-
gularnich standardnich diferencialnich operatort na asociovanych vektorovych bandlech
k hlavnimu homogennimu bandlu, poskytuji tak informace o moznych rovnicich, jejichz
strunové teorie.

Kromé zminéného diikazu tranzitivity, vypoctu Hasseho diagramt a dtikazu toho, ze
Moufangové rovina je homogenni model parabolické geometrie, se v praci nachazeji také
drobna ilustrujici tvrzeni (pfevazné o normovanych algebrach) a ilustrujici priklady (ze-

1 Soukrom4 korespondence s J. Landsbergem, viz [16].
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jména v kapitole o kohomologii Lieovych algeber). Jelikoz teorie pouzivané k odvozeni
zminé- nych vysledkl nepatii mezi standardné vyucované béhem magistarského studia
a abychom tak pripadnému ¢tenari usnadnili studium této prace, tvori znacnou cast
textu shrnuti pouzivanych vysledkl, metod a vysvétleni pojmi, s kterymi se pracuje.
Na tuto praci lze navazat napt. v nasledujicich smérech: Jednak mohou byt zkoumany
Hasseho diagramy popisujici nestandardni popf. singularni invariantni diferencialni
operatory, jednak lze zkoumat popis invariantnich slozek kfivosti prislusného defor-
movaného modelu.

Prace je rozdélena do deseti kapitol. Prvni kapitolu této prace tvori ivod. V druhé
kapitole se zavadi oktoniony jako normované algebra pomoci Cayleyho—Dicksonova pro-
cesu. Jsou zde zminény Jordanovy algebry. Tteti kapitola shrnuje zakladni definice a
pojmy teorie projektivnich prostorti: projektivni prostor, projektivni rovina, projek-
tivni dimenze. Jako vyznacné ptriklady projektivnich prostort jsou popsany projektivni
prostory nad télesy a Fanova rovina. Zavér kapitoly se zabyva Desarguesovym axiomem
a alternativni definici projektivnich prostort nad oktoniony. Ctvrt4 kapitola obsahuje
potiebné pojmy z teorie Lieovych grup a algeber a reprezentaci Lieovych algeber. Déle
jsou zde uvedeny Cliffordovy algebry a znamé poznatky o spin grupach. Pata kapitol
v kratkosti seznamuje se zakladnimi pojmy teorie parabolickych podalgeber a gradaci
Lieovych algeber. Sest4 kapitola se zabyva kohomologiemi Lieovych algeber a Hasseho
diagramy. Jako motiva¢éni piiklad jsou zde spocitdny kohomologie algebry sl(2, C). V
sedmé kapitole se davaji do vztahu grupa F; a Moufangové rovina: Pomoci realizace
spin grup Spin (8, C) a Spin (9, C) jako grup jistych matic nad komplexifikovanymi ok-
toniony je dokdzana véta, Ze grupa F m4 tranzitivni akci na Moufangové roving QPZ.
Osmé kapitola o Lieové algebie f, sestava jednak z prehledu vlastnosti korenového
systému algebry f4 a vypoctti Hasseho diagramii pro nékteré parabolické podalgebry,
jednak z tvrzeni o jednoznacnosti 26-dimenzionalni reprezentace grupy fs dokazané
prostiedky teorie Lieovych algeber. Devata kapitola je oznacena jako Prilohy: Uvadi
vypocty potiebné v dikazu Véty 8.5.3. K praci je pfipojen seznam pouzité literatury
a literatury urcené k dalsimu studiu problémti, kterych se tato prace tyka.

Soucéasti prace je také 10 obrazki a 4 tabulky.



2. Oktoniony

Oktoniony predstavuji dalsi z ,,¢iselnych obortii“: Po realnych a komplexnich ¢islech byla
objevena 16. fijna 1843 Williamem R. Hamiltonem nekomutativni algebra kvaternionti
a nasledné v prosinci 1843 John T. Graves objevil neasociativni algebru oktonioni.
Graves jim fikal ,octaves”, oktavy. V literatufe se objevuje i nazev ,, Cayley numbers®,
Cayleyho cisla.

V této kapitole je strucné pojednano o redlnych algebrach, podilovych algebrach a
Cayleyho-Dicksonové konstrukci, pomoci niz lze oktoniony zkonstruovat. Na zavér
zminujeme Jordanovy algebry, zvlasté pak oktonionovou vyjimec¢nou redlnou Jordanovu
algebru.

Vice informaci o oktonionech Ize nalézt v casto citovaném shrnujicim Baezové ¢lanku
[2] nebo v praci Wienbergové [20].

2.1. Podilové algebry

Definice 2.1.1: Redlna algebra A je readlny vektorovy prostor s jednotkou 1 a R-
bilinearni formou m : A x A — A, zvanou ndsobent, spliujici m(1, a) = a = m(a, 1)
pro kazdé a € A. Dale budeme nasobeni m(a, b) znacit ab.

Definice 2.1.2: Redalna algebra A se nazyva podilova algebra, pokud pro kazdé dva
jejl prvky a,b plati: Jestlize ab = 0, potom a = 0 nebo b = 0.

Definice 2.1.3: Bud V realny vektorovy prostor se skalarnim souéinem (-, -). Normu
na V indukovanou (-, -) definujeme standardnim ptredpisem

[v| :==/ (v, v), veV.
Dale budeme znacit kvadrdt normy ptislusnou kvadratickou formu
[ol i= (v, v), weW.

Definice 2.1.4: Algebra A se nazyva normovand algebra, pokud na A jako vektorovém
prostoru je ddna norma takovd, Ze kvadrat normy | | pro vSechny a, b € A spliiuje

lab] = la] [0]-

Poznamka 2.1.5: Kazda normovana algebra A je podilovou algebrou: Vezméme a, b €
A takové, ze ab = 0. Pak 0 = |ab| = |a| |b]. Ze skuteénosti, Ze redlna ¢isla jsou
podilovou algebrou, plyne, Ze |a| = 0 nebo |b| = 0. Pozitivni definitnost skalarniho
soucinu konec¢né dava a = 0 nebo b = 0.

Dale ziejmé diky rovnosti v definici 2.1.4plati |1| = |1 - 1| = |1] |1]| a diky pozitivni
definitnosti (-, -) je |1] = 1.

Definice 2.1.6: Bud A normovand algebra. Pak zna¢ime Re A vektorovy podprostor
A nad R generovany jednotkou 1 € A. Re A se nazyva redlnd ¢dst A. Ortogonalni

doplnék k Re A znac¢ime Im A a nazyvame imagindrni c¢dst A.
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2.1. Podilové algebry

Poznamka 2.1.7:

1) Redlna ¢ast A je izomorfni R, pfi¢emz izomorfizmus R — spang(1) je naptiklad dén
predpisem r — rl, r € R.

2) Imaginarni ¢ast A tvoii nadrovinu v A.

3) Kazdy prvek a € A lze jednoznacné rozlozit na

a=agr+ay, kde ar € Re A a a;y € Im A.

Pak znacime Re (a) := ag (tzv. redlnd ¢dst a) a Im (a) := ay (tzv. imagindrni ¢dst

a).

Definice 2.1.8: Bud A normovand algebra. Pak zobrazeni

T A— A
a=1Re(a)+Im(a) — a:=Re(a) — Im(a)

se nazyva konjugace na A.

Poznamka 2.1.9: L
1) Znac¢ime ab := a(b), na rozdil od (abd).
2) Zjevné plati vztahy Re (a) = 2(a +a) a Im (a) = 1 (a — a).

Lemma 2.1.10: Bud A normovani algebra s konjugaci ~ a kvadratem normy | - |. Pak
plati:

1) (@) =a, a € 4;

2) ab = ba, a,b € A;

3) aa = |al, a € A;

Dukaz: Je uveden v praci Wienbergové [20]. O

Definice 2.1.11: Rekneme, Ze algebra A mé multiplikativni inverzni prvky, jestlize ke
kazdému nenulovému prvku a € A existuje prvek a=! € A tak, ze aa”! =1 = a " la.
Prvek a=! se nazyvé inverzni prvek k prvku a € A.

Tvrzeni 2.1.12: Normovand asociativni algebra A ma multiplikativni inverzni prvky
pravé tehdy, kdyz je podilovou algebrou.

Diikaz: Necht A mé multiplikativni inverzni prvky a pro nékteré a,b € A plati ab = 0.
Pokud a = 0, je podminka podilové algebry splnéna. Necht a # 0. Pak a mé inverzni
multiplikativni prvek a™! a b =10 = (¢ 'a)b = a~!(ab) = a0 = 0.

Necht A je normovanou podilovou algebrou. Pak lze definovat multiplikativni inverzni
prvek k a € A pomoci a~! := ﬁ O
Definice 2.1.13: Algebra A se nazyva alternativni, pokud pro kazdé dva prvky a,b € A
plati (aa)b = a(ab), (ab)a = a(ba) a b(aa) = (ba)a.

Poznamka 2.1.14: Ziejmé alternativita je nutnd podminka asociativity a asociativita
postacujici podminkou alternativity.



Kapitola 2. Oktoniony

Priklad 2.1.15: Kvaterniony H tvofi asociativni algebru: Nésobeni na béazi kvater-
niontu je definovano nasledovné:

1 1 7 1)
1 (1 1 7 1)
1l | =1 |y |—y
717 |—y |—11| 2
1) |y | 7 — | —1

Tabulka 1

Oktoniony O tvofi alternativni, nikoliv vSak asociativni algebru: Jejich néasobeni je
definovano na prvcich baze {1, e, ea, €3, €4, €5, €5, €7} nasledovné:

1 €1 €2 €3 €4 €5 €6 €7

1 1 €1 €9 €3 €4 €5 €6 (&rd

er|ler| =1 | e er | —ea | es | —es5 | —es

ea | ex| —ea| =1 | es ep | —es3 | er | —es

€3 | €3 | —€7 | —€5 -1 €6 €2 —€4 €1

€4 | €4 €2 —e1 —E€g -1 €7 €3 —E€5

€5 €5 —E€g €3 —€9 —€7 —1 €1 €4

es |es | es | —er | es | —e3 | —e1 | —1 | e2

er |er | es e | —e1 | es | —esa | —e2 | —1

Tabulka 2

Z tabulky je patrné, ze oktoniony nejsou ani asociativni (naptiklad (ejes)es = —eg a
e1(eates) = eg) ani jantiasociativni® (tj. (ab)c # —a(be) pro néjaké a, b, ¢ € O, napiik-
lad (e1e2)es = —1 a e1(egseq) = —1). Alternativnost oktoniont dokazeme v souvislosti
s Fanovou rovinou v Tvrzeni 3.3.4. Alternativita tedy neni postacujici podminkou

asociativity.
Dale plati, ze ,nasobeni naslednikt se zachovava“ v nasledujicim smyslu:

Vi, i, k € Zr : €i€j = € = €;41€j4+1 = €k41.
Rovnéz pri ,,zdvojovani indexu® se nasobeni zachovava:

Vi,j,k € Z? . eiej = €k = €2i62j = €9k.

2.2. Cayleyova-Dicksonova konstrukce

Véta 2.2.1: Bud A normovand algebra. Polozme A’ := A® A (ve smyslu vektorového
prostoru)!. Vektorovy prostor A’ s nasledujicimi vlastnostmi a zobrazenimi je nor-
movand algebra:

1 Symbolem A @ A minime soudet dvou rtiznych izomorfnich kopii A.
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2.2. Cayleyova-Dicksonova konstrukce
1) Pro a, b, ¢, d € A definujeme ndsobeni na A’ predpisem
(a, b)(c, d) := (ac — db, da + b)

a jednotku (1, 0) € A’
2) Algebra A je pfirozenym zpusobem vloZena do A’ a to zobrazenim A 3 a — (a, 0).
3) Kvadrat normy | |' na A’ je dan pfedpisem

[(a, I := la| + [b],  a,be A

Skalarni souéin (-, -)’ na A’ je ddn skaldrnim souc¢inem na A a podminkou, ze kopie
A v A’ jsou ortogonalni v tomto skalarnim souéinu.
4) Konjugace ~” na A’ je

Y A= A (a,b) — (a,-D), a,be A.

5) Reélnd a imagindrni ¢ast je pak definovana stejné jako v A (viz Poznamku 2.1.9,
bod 2).

Definice 2.2.2: Popsana konstrukce normované algebry A’ z normované algebry A

se nazyvéa Cayleyho—Dicksonova nebo téz Cayleyho—Dicksoniv proces. Algebra A’ se

nazyva Cayleyho iterace algebry A.

Poznamka 2.2.3: Snadno ovéfime, Ze

R’ ~ C komplexni &isla,
C' ~H~R" kvaterniony,
H' ~ Q oktoniony.

Napriklad ovéime, ze C' = H:

Prvku (a 4 bi,c + di) € C' odpovida kvaternion a + b1 + ¢j + diy. Vynésobenim dvou
kvaterniond a + v + ¢y + dvy, e + f1 4+ g7+ hay, a,b,c,d, e, f,g,h € R dostaneme

(a4 bv+ cig+ duy)(e + fu+ g+ hy) =(ac — bf — cg — dh) + (af + be + ch — dg)i1+
+(ag — bh + ce + df )7+ (ah + bg — cf + de)y,

vynasobenim jim odpovidajicim prvkim v C’ dostaneme

(a+be, c+ di)(e+ f1, g+ ) =((ac — bf — cg — dh) + (af + be + ch — dg),

(ag — bh + ce + df ) + (ah + bg — cf + de)r),

tedy souciny si odpovidaji. Vlozeni C do H je ziejmé, stejné tak kvadrat normy.
Konjugovany prvek k (a+b, c+di) € C'; a,b,c,d € R, je (a + b, —c—di) = (a—r, —c—
dv), coz odpovida a — bv — ¢y — diy € H, konjugovanému prvku k a + b2 + ¢y + diy € H.

Nasledujici véta ukazuje nékteré vlastnosti téchto normovanych algeber.



Kapitola 2. Oktoniony

Véta 2.2.4: Bud A normovand algebra a A’ jeji Cayleyho iterace. Pak plati:

1) A’ je komutativni pravé tehdy, kdyz A = R.

2) A’ je asociativni pravé tehdy, kdyz A je komutativni a asociativni.

3) A’ je alternativni pravé tehdy, kdyz A je asociativni.

4) A’ je normovana pravé tehdy, kdyz A’ je alternativni.
Diikaz: VSechna tvrzeni plynou z pfimych vypoéti, viz praci Wienbergové [20]. Dokaz-
me napiiklad 1): Vezméme dva libovolné prvky a = (a1, as), b = (b1, by) algebry A’
al,ag,bl,bg € A. Pak B B

ab = (a1b1 — bzag, b2(11 + CLle),

ba = (b1a1 — agbo, ashy + bgc_ll).

Tedy ab = ba, a,b € A’ & A je komutativni a zéroven pro kazdé a € A plati a = a &
A=R. OJ

Na zavér uvedme tfi véty. Prvni pochazi z ¢lanku [11] A. Hurwitze z roku 1898, druha
se pak objevila v ¢lanku [22] M. Zorna z roku 1930. Tteti z nésledujicich vét byla
nezavisle dokdzana M. Kervairem [13] a R. Bottem a J. Milnorem [3] v roce 1958.

Véta 2.2.5: R, C, H a O jsou jediné normované podilové algebry.
Véta 2.2.6: R, C, H a O jsou jediné alternativni podilové algebry.

Véta 2.2.7: Vsechny podilové algebry maji dimenzi 1, 2, 4 nebo 8.

2.3. Vyjimec¢na Jordanova algebra

Definice 2.3.1: Jordanova algebra je komutativni algebra (J, o ) nad télesem K,
char K # 2, na které plati tzv. Jordanova identita ao (boa?) = ao (boa?) pro véechna
a, beJ.

Idedal Jordanovy algebry J je podprostor B C J takovy, ze z b € B vyplyvd aob € B
pro vSechna a € J.

Jordanova algebra J je jednoduchd, jestlize jejimi jedinymi idedly jsou {0} a samotna
algebra J.

Definice 2.3.2: Formdlné redlna Jordanova algebra je komutativni algebra J asocia-
tivni pro mocniny (tj. pro a € J plati a - (a-a) = (a - a) - a) spliujici

a%+...+ai:0:>a1:---:anzo’ al,...anGJ,nEN.

Poznamka 2.3.3: Ziejmé kazda forméalné redlna Jordanova algebra je Jordanovou
algebrou.

Definice 2.3.4: Mnozinu ¢tvercovych hermitovskych matic n x n nad normovanou
algebrou A s konjugaci ~ budeme znacit Herm(n, A), tj.

Herm(n, A) = {C € M(n, A)| CT = C},
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2.8. Vyjimecéna Jordanova algebra

kde M (n, A) je algebra matic n X n s koeficienty v A.

Poznamka 2.3.5: V roce 1934 publikovali Jordan s von Neumannem a Wignerem
¢lanek [12], ve kterém klasifikovali jednoduché formalné realné Jordanovy algebry:
1) Algebra na Herm(n, R) s ndsobenim a o b= % (ab + ba).
2) Algebra na Herm(n, C) s nasobenim a o b = 1(ab + ba).
3) Algebra na Herm(n, H) s ndsobenim a o b = 1 (ab+ ba).
4) Algebra na R™ @ R s ndsobenim (v, a) o (w, 3) = (aw + fv, (v,w) + af), kde
(-, -) je kanonicky skalarni souéin.
5) Algebra na Herm(3, O) s ndsobenim a o b = 1 (ab+ ba),
viz Baeztv ¢lanek [2].

Algebra na Herm(3, O),
L T3 T2
Herm(3,0)=qa= |23 1o =
Tz T1 T3

rn e R x;€0,i=1,2,3

—

Y

spolu s komutativnim ndsobenim tvaru a o b := 1(ab + ba), kde ab zna¢i maticové
nasobeni, se nazyva vyjimecnda Jordanova algebra Jr.

Poznamka 2.3.6: Ziejmé plati dimg Jr = 27.



3. Projektivni prostory

V této kapitole jsou axiomaticky zavedeny projektivni prostory. Daéle se zavadi po-
jem projektivniho prostoru nad télesem, coz je dnes obvykla predstava projektivniho
prostoru. Dale je ukazana souvislost nejmensiho takového projektivniho prostoru nad
télesem Zy, takzvané Fanovy roviny, s oktoniony.

Zaveér kapitoly se vénuje Desarguesové axiomu a vztahu mezi endomorfizmy a projek-
tivnimi prostory nad télesy.

Dalsi informace nalezne ¢tenaf v praci Wienbergové [20] a v ¢lanku Baeze [2] a v nich
uvedenych odkazech.

3.1. Projektivni prostory a roviny

Definice 3.1.1: Projektivni prostor je trojice (P, L, R), kde:

P, L jsou mnoziny (P se nazyva mnoZina bodi, L pak mnoZina primek) a

R je relace, R C P x L (pficemz pokud (p,l) € R, p € P, € L, fikdme, Ze p leZi na

nebo téz | prochdzi p),

ktera spliuje:

1) Pro kazdé dva razné body p;, ps existuje pravé jedna pfimka [, kterd obéma body
p1, p2 prochézi. (Takovou pfimku pak znacime | = pips.)

2) Na kazdé piimce lezi alespon tfi body.

3) Méjme ¢tyii razné body pi1, pa, p3, pa a bod p, ktery lezi jak na p1ps, tak na p3ps.
Pak existuje bod, ktery lezi na pips a zaroven na papy (viz Obréazek 1).

D3
P1

D2

Obréazek 1

Definice 3.1.2: Bud (P, L, R) projektivni prostor a S C P podmnozina bod. Defin-
ujme span(S) jako nejmensi podmnozinu 7', ze S C T C P, pro kterou plati:

Vp1,p2,q € P(p1,p2 € T & q € pip2) = q € T.

Pokud kardinalita nejmensi podmnoziny M C P takové, ze span(M) = P, je m, pak
definujeme (projektivni) dimenzi projektivniho prostoru (P, L, R) pomoci

dim(P, L, R) :=m — 1.
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3.1. Projektivni prostory a roviny

Definice 3.1.3: Podmnozina P’ mnoziny bodt P projektivniho prostoru (P, L, R) se
nazyvéa kolinedrni, jestlize existuje pfimka [ € L, takovd, Ze kazdy bod p € P’ lezi na I.

Definice 3.1.4: Homomorfizmus projektivnich prostori (P, L, R) a (P', L', R) je
dvojice zobrazeni ¢ = (vp, ¢1), pp: P — P', o1 : L — L', takova, ze

Vpe PYieL: (¢p(p)vr(l)) € R < (p,1) € R.

Poznamka 3.1.5:

1) Mono-, epi-, endo- a automorfizmy se definuji obvyklym zpisobem.

2) Zfejmé automorfizmus ¢ projektivniho prostoru (P, L, R) je bijektivni zobrazeni,
které zobrazuje kolinearni podmnoziny bodt v P na kolinedrni podmnoziny bodd v
P. Takovému zobrazeni se tika kolineace.

Tvrzeni 3.1.6: Mnozina kolineaci daného projektivniho prostoru (P, L, R) spolu s
operaci skladani zobrazeni tvori grupu.

Diikaz: Jednotkovy prvek grupy je identické zobrazeni. Sklddani kolineaci zjevné za-
chovavé kolinearni mnoziny bodu a je asociativni, nebot sklddani zobrazeni je asocia-
tivni. Existence inverznich prvkt grupy plyne z bijektivnosti kolineaci. U

Poznamka 3.1.7:

1) Mnozina span(S) spoleéné s mnozinou pfimek Lg := {pipz| p1,p2 € span(S)} a
relaci R ziZenou na span(S) x Lg tvoii projektivni prostor.

2) Krajnimi pfiklady projektivniho prostoru jsou prdzdny projektivni prostor (0, (), 0)
projektivni dimenze —1 a trividlni projektivni prostor ({p},?, #) projektivni dimenze
0.

3) Standardnimi ptiklady projektivniho prostoru jsou redlny projektivni prostor RP™ a
komplexni projektivni prostor CP™, oba maji projektivni dimenzi rovnou n. Témto
projektivnim prostortim bude vénovano misto v oddile 3.2.

Definice 3.1.8: Projektivni rovina je trojice (P, L, R), kde:

P, L jsou mnoziny (P se nazyvd mnoZina bodi, L pak mnoZina primek) a

R je relace, R C P x L (pficemz pokud (p,l) € R, p € P, € L, fikdme, Ze p lezi na

nebo téz | prochdzi p),

ktera spliuje:

1) Pro kazdé dva rtizné body p1, p2 existuje pravé jedna piimka [, kterd obéma body
p1, p2 prochézi. (Takovou pfimku pak znacime | = pips.)

2) Pro kazdé dvé ruzné pfimky [y, lo existuje pravé jeden bod p, ktery lezi na obou
primkach. (Takovy bod znacime p = [y NIy a nazyvame prusecik primek [y, l5.)

3) Existuje ¢tvefice bodu takova, Ze zadné t¥i z nich nelezi na jedné pfimce.

4) Existuje ¢tverice pfimek takové, ze zadné t¥i z nich neprochéazeji stejnym bodem.

Poznamka 3.1.9:

1) Uvedené axiomy projektivni roviny ukazuji na dualitu pojmi v projektivni roving,
a to v nasledujicim smyslu: Lze zaménovat vyrazy ,bod* s ,pfimka“ a ,lezi na“ s
,prochazi.

11



Kapitola 3. Projektivni prostory

2) Lze snadno ukézat (viz body 3) a 4) pfedchozi definice), Ze projektivni rovina ob-
sahuje nejméné sedm bodii, resp. sedm piimek. Nejmensi projektivni rovinou je
tzv. Fanova rovina se sedmi body a sedmi pifimkami, popisujici multiplikativni
strukturu oktoniont, vice viz oddil 3.3.

Tvrzeni 3.1.10: Projektivni rovina je projektivnim prostorem projektivni dimenze 2.

Diikaz: Axiomy 1) a 3) projektivniho prostoru jsou splnény z definice projektivni roviny.

Dokazme, Ze na kazdé primce [ existuji alespon tfi riizné body:

Uvazme ¢&tvefici riznych bodd p1, p2, ps, pa z bodu 3) Definice 3.1.8. Rozeberme

jednotlivé pripady.

a) Pokud na pfimce [ lezi vSechny ¢tyfi body p1, p2, p3, p4 nebo alespon t¥i z nich, je
podminka splnéna.

b) Necht pravé dva z nich, naptiklad p1, pa, lezi na [, tedy | = p1ps. Pak pfimka p3pg
je ruzné od [ a hledany bod je [ N P3py, jak plyne z bodu 2) Definice 3.1.8.

c) Necht tii body nelezi na [, naptiklad p1,p2,ps ¢ . Pak body I N pip2, [ N p2ps a
[ Npip3 lezi na [ a jsou rizné, nebot jinak by pfimky pips, p2ps a pips prochéazely
jednim bodem, coz je spor s predpokladem.

Z &asti 3) Definice 3.1.8 projektivni roviny plyne dim P > 2, z ¢asti 2) stejné definice

dostavame dim P < 2, tudiz dim P = 2. O

3.2. Projektivni prostory nad télesy

Poznamka 3.2.1: Méjme téleso K, tj. okruh s 0 # 1 takovy, ze (K\ {0}, -, 1) je
grupa. Vsimnéme si, ze (K \ {0}, -, 1) je asociativni, ale nemusi byt komutativni.
Ptirozenou strukturu pravého K-vektorového prostoru na K”*! d4va nasobeni skal-
rem:

TA = (T1, -y Tpp1) A= (T1A, .0, Tppa ), r e K" )\ e K.

Definice 3.2.2: Bud K téleso a n € NU{0}. Ozna¢me P"(K) mnozinu 1-dimenzional-
nich podprostortt v K**! a L"(K) mnozinu vsech 2-dimenzionalnich podprostortt v
K"+,

Pak trojice KP" := (P"(K), L"™(K), C) se nazyva (kanonicky) n-dimenziondlni projek-
tivnd prostor nad télesem K. Prvky P™(K) se jmenuji body z KP", prvkam L™(K) se
iika primky z KP". Rekneme, ze bod x z KP" le# na pfimce [ z KP" (nebo téZ pfimka
[ z KP™ prochdzi bodem x z KP"), jestlize x C [, tj. = je podprostor [.

Poznamka 3.2.3: Prvky P"(K) a L"(K) jsou podprostory K"*! ve smyslu vek-
torovych podprostort, tedy tyto prvky specidlné obsahuji 0 = (0,...0).

Véta 3.2.4: Trojice KP" je projektivni prostor projektivni dimenze n ve smyslu

Definice 3.1.1.

Diikaz: Vyuzijme kanonickych soufadnic prostoru K**!. Body z K"*! budeme znagdit
r = (z1,... 2"") € K", Dokazme platnost axiomii v Definici 3.1.1 projektivniho
prostoru:
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3.2. Projektivni prostory nad télesy

1) Mé&jme dva ruzné body (tedy dva rizné 1-dimenzionalni podprostory) pi, pa €
P™(K),
Di = {xiai ’ Q; € K}a L= 1727

pro néjaké 1,70 € K"\ {0}. Pak pfimku pips definujeme jako pipz := {ri0q +
o | a1, s € K}. Zjevné py1,pe € Pprpz. Pokud na piimce | = {y151 + y202 | (1,2 €
K} lezi body p1, p2, pak existuji prvky £i, 33, 8%, 55 € K tak, ze

vi =yl +yelfy, =12
Protoze body p1, ps jsou rtizné, je 5135 — ($137 # 0 a miizeme psat

x1033 — 12033 —210f + 2231

Y1= 2923 21427 Y2 = .
P03 — B2 P03 — B2

Odtud pak libovolny bod y = y1 31 + y2/32 lezici na pfimce [ lze rozepsat

x15 — w235 —x10% + $25%5 _

B2 — B3 BLAz — 557 2

_ L BR-BG  Bi6 — 016
5103 — 8357 5163 — B35%

Y161 + Y282 = B+

tedy y € p1p2, proto piimka [ je totozna s pips.

2) Uvazme pfimku | € L™(K), | = {x101 + 2202 | ayas € K}, kde 1 neni K-ndsobek
x9. Protoze v télese je 0 # 1, mizeme dvojici (a1, a2) postupné volit jako (0, 1), (1,0)
a (1,1) a dostat tak tfi riazné body pfimky /.

3) Necht p; = {z;a;| o € K}, i = 1,2,3,4 jsou navzajem ruzné body, pfimky pips,
Pspa jsou ruzné (jinak by bylo tvrzeni ziejmé) a p = pipz N P3ps = {xoao| ap €
K} pro né&jaké zo € K"\ {0}. Protoze p je prusecik p¥imek pips; a D3ps, existuiji
ab, oy, oy, af ol ol € K, ap,af #0 1 tak, ze plati

/ / /
Tolyy = 104 + X200,

acoo/o' = l‘gO{g + x4aﬁf,
/ / 1 1
(0% - (63 (63
tedy z1 .} + 2257 = x3.% + w47, odkud plyne
0 0 0 0

/ 1 / 1

« —« —« «
1 3 2 4

x1— +T3—- = T2o— +Ta—,,
Qyp Qp %) Qg

proto existuje prisecik primek pips a papy.

Urceme projektivni dimenzi projektivniho prostoru KP™: Stac¢i uvazit mnozinu M :=
{(1,0,...0), (0, 1, 0,...0),...(0,...0, 1)} € K"*!. Ziejmé [M| = n + 1 a mensi
mnozina M’, kterd by spliovala span(M’) = KP", neexistuje, nebot M je linedrné
nezavisla v K*t1, O

1 Kdyby af = 0 nebo «ff = 0, pak by p; = p2 nebo p3 = pj.
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Kapitola 3. Projektivni prostory

Poznamka 3.2.5:

1)

2)

Pokud nebude hrozit zmateni, budeme identifikovat KP" s mnozinou bodu P"(K).
Znacka ,x € KP™“ bude pak znamenat, ze x je bod z KP".

Mame-li (n + 1)-dimenzionalni vektorovy prostor V nad télesem K, pak lze analog-
icky definovat pfislusny projektivni prostor P(V'). Ten je zfejmé izomorfni prostoru
KP™.

Pro n = 0 je mnozina piimek L°(K) prazdna a mnozina bodt P°(K) jednobodov,
jedna se o triviadlni projektivni prostor dimenze 0.

Pro n = 1 dostavame tzv. projektivni primku KP! nad télesem K.

Pro n = 2 je KP? projektivni rovinou, ktera se jmenuje projektivni rovina nad
telesem K.

Grupa (K \ {0}, -,1) mé tranzitivni akci na K"™1\ {0}. Orbity této akce jsou v
bijektivni korespondenci s KP", tedy

Kp" ~ KA A{0})

kde pro z,y € K"\ {0} je 2 ~ y pravé tehdy, kdyz existuje A\ € K takové, ze
T =y

Pokud vezmeme misto télesa podilovou algebru A, ktera neni asociativni (naptiklad
oktoniony), pak struktura A-modulu na A™*! nesta¢i k tomu, aby kanonické operace

o AN\ {0} — Aut(A"),
A= p(A), p(N)z =2\, € AL

byla vyuzitelnéd pro definici projektivniho prostoru: Zobrazeni p nedava ekvivalenci
na A"T1 nebot neplati tranzitivita. Uvazme napiiklad A = O, n = 1 a vektory
x1 = (e5 — eg, €4), T2 = (€2 + eq,66) a x3 = (1 + €1, e7). Protoze zgez = 1 a
Tr3zeo = g, plati x1 ~ xo, xo ~ x3. Avsak x; o4 x3: Rovnost 3\ = x1 rozepiseme
jako

(1—|—€1))\:€5—66 :%(65—66)(1—61)265,
e\ = ey A= —e;5 .
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3.8. Fanova rovina

3.3. Fanova rovina

Definice 3.3.1: Fanova rovina je projektivni rovina se sedmi body a sedmi primkami,
jak je uvedeno na nasledujicim Obrazku 2:

,t€znice” a ,kruznice*“ prochéazejici ,stiedy stran“. Snadno se lze presvédcit, ze Fanova
rovina splnuje Definici 3.1.8 projektivni roviny.

Orientace hran a teckovana Sipka se samotnou definici Fanovy roviny nesouviseji. Dtvod
jejich zavedeni je nasledujici:

Poznamka 3.3.2: Fanova rovina na Obréazku 2 ukazuje multiplikativni strukturu ok-
tonioni:

Vsechny vrcholy {e;| i =1,...,7} spolu s 1 tvofi R-bazi oktoniont.

Na kazdé primce je Sipkou vyznaceny smér. ,Kruznice“, ale i ,strany“ a ,téznice“
chapeme jako ,uzaviené krivky*, napiiklad teckovana Sipka ukazuje ,uzavienost“ pro
primku prochézejici body e1, e5 a eg. Dostavame tak pro libovolnou piimku prochazejici
body e;, e; a e diagram na nésledujicim Obrazku 3:

Obrazek 3

VsSechny dvojice (rtznych) bodu (e;, e;) lezi na pravé jedné piimce, kterd obsahuje
pravé jeden dalsi bod e. Bod e pak odpovida soucinu e;, e; az na znaménko:

e - e; = cey, e €{+1, -1},

piicemz € = +1, pokud v diagramu e; piedchazi e;.
Pridame-li vlastnosti

1) 1 je neutralni prvek nasobeni;

2) Vie{l,...7}: e?=-1,

(2
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Kapitola 3. Projektivni prostory

pomoci Fanovy roviny popiseme nasobeni na R-bazi oktoniont, nebot v kazdém jed-
notlivém ptipadé se lze presvédcit, ze takto definované nasobeni koresponduje s Tab-
ulkou 2.

Poznamka 3.3.3: Fanova rovina je projektivni rovina nad télesem Zs. Body Fanovy
roviny jsou pifmky, které prochazeji poc¢atkem ve vektorovém prostoru Z3 (pifmka v
73 kromé pocatku prochazi pravé jednim dal$im bodem), pfimky Fanovy roviny jsou
2-roviny v Z3.

Rovina obsahujici body e1, e2 a e4 také prochéazi pocatkem: Lze to chapat tak, ze tato
rovina ve smyslu prostoru R? protina pfimku obsahujici body 1 a eg v bodé vzdaleného
dvé délky tsecky leg od bodu 1. ProtoZe jsme vSak v prostoru Z3, tato vzdalenost je
nulova.

Pokud pocatek v Z3 ztotoznime s 1 € Q, dostaneme nésledujici popis oktoniont:

Obrézek 4

Roviny prochazejici poc¢atkem tohoto 3-dimenzionéalniho vektorového prostoru odpovi-
daji podalgebram O izomorfnim H. Piimky prochéazejici pocatkem odpovidaji podal-
gebram O izomorfnim C. Samotny pocatek, chapany jako podalgebra O, je izomorfni
R.

Tvrzeni 3.3.4: Normovana algebra O je alternativni.

Diikaz: Necht a,b € Q. Podle definice alternativnosti (viz Definici 2.1.13) staé¢i ukazat,
ze (aa)b = a(ab), (ab)a = a(ba) a (ba)a = b(aa). Sta¢i uvazovat jen pfipad a = e;
a b = e;, nebot dikaz dokazované identity pro libovolné a,b pak plyne z distribu-
tivnosti nadsobeni viici s¢itani v normované algebfe oktoniont O. Pro pfehlednost vyuzi-
jeme strukturu oktoniond implikovanou Fanovou rovinou. Vezméme néjakou piimku
prochézejici body e;, e; a ey = e;e;, ktera existuje, nebot Fanova rovina je rovinou
nad télesem (popf. viz Obrazek 4). Vyuzitim multiplikativni struktury na algebie O
dané Fanovou rovinou dostavame:

(eie;)e; = —ej = ejer, = eieie;),
(eiej)e; = epe; = ej = e;(—ex) = e;(eje;),
(ejei)e; = (—er)e; = —e; = ej(e;e;),
¢imz je alternativnost algebry oktonionti O dokézana. U
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3.4. Desarguesiv axiom

3.4. Desarguesiiv axiom

Poznamka 3.4.1: Obecné neplati, Ze projektivni prostor (koneéné dimenze n) je
izomorfni néjakému projektivnimu prostoru KP" nad télesem K, n € N U {0}. Je
vSak zndma podminka, kterd izomorfnost zajistuje, tak zvany Desarguestv axiom:

Definice 3.4.2: Projektivni prostor (P, L, R) spliiuje Desarguesuv axiom, pokud plati:
Jestlize existuji po dvou rtzné body p1, p2, P3 a q1, q2, q3 takové, ze primky p1q1, P22
a p3q3 se protinaji pravé v jednom bodé,

D2
q2

P1
qs

b3
Obréazek 5

pak lezi priseciky p1pz N q1qGz, P2Ps N G2qs a p1p3 N q1g3 na jedné primce.

D2
q2

q1
D1
qs

b3

Obréazek 6

Projektivni prostor, ktery splinuje Desarguestiv axiom, se nazyva desarquesovsky.

Poznamka 3.4.3: Lze ukézat, Ze projektivni prostory projektivni dimenze n > 3 jsou
desarguesovské. Zajimavym piipadem jsou tak 2-dimenzionalni projektivni prostory,
tedy projektivni roviny.

Geometrickym zavedenim souradného systému lze na zvolené piimce projektivni roviny
definovat algebraickou strukturu (A, 4, 0, -, 1), kde 0 je aditivni neutralni prvek a 1
je multiplikativni neutralni prvek.

Dale plati, ze (A, 4+, 0, - , 1) je asociativni podilova algebra (az na izomorfizmus
nezavisld na volbé soufadného systému) pravé tehdy, kdyz je projektivni rovina
(P, L, R) desarguesovska.

R. Moufangova dokéazala pomoci oktoniont zkostruovat priklad roviny, ktera neni de-
sarguesovska, tzv. readlnou Moufangové rovinu.
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Kapitola 3. Projektivni prostory

3.5. Primkové prostory

Véta 3.5.1: Necht K je asociativni normovana algebra s konjugaci ~, tedy mimo jiné
téleso. Pak

KP" !~ P .= {AEM(n, K)| A2 = A, AT = A, rankAzl}.

Diikaz: Definujme Zobrazeni s : KP"~! — P pfedpisem

=T

s([v]) = T

kde v € K" znaci sloupcovy vektor. Dokazeme zZe zobrazeni s je dobfe definovano:
a) Pro kazdé \ € K\ {0}, [v] € KP"~! plati rovnost s([\v]) = s([v]), nebot

Mol vl

viz Lemma 2.1.10. .
b) Pro kazdé [v] € KP"~! plati rovnost s([v]) = s([v]), nebot

s([v])

N cravil G
:(W) B i G

c¢) Pro kazdé [v] € KP"! plati rovnost s([v])? = s([v]), nebot

(vo”) (") _ wfu]o”

s(EDs() = i = o = s(l)

d) Vlastnost rank s([v]) = 1 pro kazdé [v] € KP"~! je zfejma.
e) Definujme zobrazezeni s’ : P — KP"~! piedpisem s'(A) := [v], kde A € P a

v € Im A. Definice je zfejmé korektni, nebot rank A = 1 a [A\v] = [v] plati pro
kazdé v € K"\ {0} a A € K\ {0}. Dokazme, ze s's = Idgpn-1 a ss’ = Idp. Pro
v € K"\ {0} dostavame s's([v]) = s(%) = [v], nebot zfejmé Im (vl) = Ku.

Nyni dokazme, ze ss’ = Idp. Pro A € P plati ss’(A) = s([v]) =: B pro néjaké
v € Im A. Jelikoz z korektnosti definice s plyne mj., ze B2 = B, BT = B, a definice
B implikuje, ze Im B = Kuv, sta¢i ukazat, ze existuje jediné takové B splnujici tii
predchozi rovnosti, odkud by jiz plynulo, Ze A = B, nebot A je zjevné spliuje.
Necht o je nadrovina kolmé na v vaéi uvazované normé. Ziejmé K" = o @ Kv
a B(v',w) = Bv' + Bw pro v € Kv a w € 0. Dokazme, 7ze Bw = 0. PiSme
(v, Bw) = (BTv,w) = (Bv,w) = (v, w) = 0 (pro n&jaké p € K), nebot Im B = Kv
av L w. Prow € o piSme (v, Bw) = (v, p/v) = 0 (pro n&jaké p’ € K), nebot
Im B = Kv a w’ L v. Celkem tedy dostavame, ze (v, Bw) = 0 pro kazdé v’ € K",
odkud z nedegenerovanosti skalarniho sou¢inu (-, -) dostavame, ze Bw = 0, tj.
B|, = 0, odkud plyne existence b € K B(v',w) = bv’. Jelikoz B spliiuje B? = B,
dostavame, ze b = 0 nebo b = 1, pfi¢emz prvni pfipad je nutné vyloucit vzhledem
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3.5. Primkové prostory

k tomu, ze ImB = Kv, v # 0, a proto zminénymi podminkami vyse dostavame
unicitu B, a tak B = A, odkud plyne, Ze ss'(A) = A, coz bylo dokézat.
O

Poznamka 3.5.2: Piedchozi véta nam dava navod, jak zkonstruovat projektivni rovinu
nad oktoniony, i kdyz ty netvofi asociativni algebru. Pfimocara definice projektivni
oktonionové roviny pomoci primkového prostoru nad oktoniony by vedla k jiz popsanym
obtizim (relace ekvivalence by nebyla tranzitivni), viz Pozndmka 3.2.5. Prava strana
izomorfizmu v predchozim trvzeni vSak smysl mé, i kdyz povolime K = O, a proto se
realnd Moufangové rovina definovava praveé jako prava strana zminéného izmorfizmu,
kde klademe K = O a n = 3. Komplexni Moufangové rovina se definuje obdobné (téz
pomoci Hermitovskych matic), jak uvedeme pozdéji.
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4. Lieovy grupy a algebry

V této kapitole uvedeme zakladni pojmy a definice teorie Lieovych grup a algeber a
jejich reprezentaci.

Zavérecny oddil v kratkosti uvadi Cliffordovy algebry a spin grupy.

Tato kapitola pouze shrnuje nejnutnéjsi definice, pro dalsi podrobnosti viz Drapalova
skripta [5] a monografie Friedrich [6], Fulton, Harris [7], Goodman, Wallach [8], Harvey
[9], Humphreys [10] nebo Knapp [14].

4.1. Lieovy grupy a algebry

Definice 4.1.1: Necht G je grupa. Akce grupy G na mnoziné M je libovolny grupovy
homomorfismus ¢ : G — S(M), kde S(M) je symetrickd grupa, tj. grupa vsSech bijek-
tivnich zobrazeni z M do M.

Rekneme Ze akce ¢ grupy G na mnoziné M je tranzitivni, jestlize pro kazdé x, y € M
existuje g € G tak, ze p(g)r = y.

Definice 4.1.2:
1) Centrum Z(G) grupy G je definovano Z(G) = {g € G| ag = ga, Va € G}.
2) Normalizitor Ng(M) mnoziny M C G je Ng(M) :={g € G| gMg~! = M}.
3) Stabilizator nebo izotropni podgrupa prvku x € M akce ¢ grupy G na mnoziné M
je podgrupa
Isot,(G) :={g € G| p(g9)xr = x}.

Definice 4.1.3: Rekneme, Ze G je Lieova grupa, pokud G je soucasné grupa a hladka
varieta a spliuje nasledujici podminku:

Zobrazeni (g,h) € G x G+ g-h™' € G je hladké

G je komplexni Lieova grupa, pokud je soucasné grupa a komplexni varieta a zobrazeni
v podmince je holomorfni.

Definice 4.1.4: Komplexni vektorovy prostor L nazveme (komplexni) Lieovou alge-
brou', pokud je na ni ddna bilinedrni operace, zvana Lieova zdvorka, [-, -] : Lx L — L,
ktera spliuje:

(1) VX, YeL:[X,Y]=-]Y, X];

(2) VX, Y, ZeL:[[X,Y], Z|+ 1Y, Z], X|+[[Z, X], Y] =0.

Lieova algebra L je jednoduchd, pokud dim L. > 1 a neobsahuje netrividlni vlastni
idedly. Lieova algebra je polojednoduchd, jestlize je izomorfni konecné direktni sumé
jednoduchych Lieovych algeber.

Poznamka 4.1.5: Lieovu algebru Lieovy grupy (napf. G) budeme znadit gotickym
pismenem (napf. g).

Pokud neni feceno jinak, povazujeme v dalsim textu Lieovu algebru vzdy za komplexni
Lieovu algebru.
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4.1. Lieovy grupy a algebry

Definice 4.1.6: Cartanova podalgebra b Lieovy algebry g je jeji maximalni komutativni
podalgebra.

Poznamka 4.1.7: Jestlize g je polojednoduché Lieova algebra, pak vzdy existuje jeji
Cartanova podalgebra h. Viz Knappova monografie [14].

Definice 4.1.8: Budte g jednoduché komplexni Lieova algebra, b jeji Cartanova po-
dalgebra, o € h*, a # 0. Linearni prostory

ga:{X€g| [HaX]:a/(H)X7H€h}

takové, ze g, # 0 nazyvame korenové podprostory g, prislusna a pak koreny. Mnozinu
vSech korenti budeme znacit ®. Pro kazdé a € & plati dimg, = 1, viz Knappovu
monografii [14]. Ozna¢me navic hi := spang (P).

Poznamka 4.1.9: Plati, Ze [gq, 93] C ga+s, pokud o, § € ®U{0} a pokud a+ [ # 0.
Dale [X,, X_o] € b, Xo € ga, pro kazdé X_, € g_,.

Poznamka 4.1.10: Jednoduchou Lieovu algebru g lze jako vektorovy prostor rozlozit

nasledovneé:
g= b S @ Yo
acd

Dukaz 1ze najit v monografii Fultona a Harrise [7].

Definice 4.1.11: Bud g jednoduchd Lieova algebra. Zvolme pevné redlny linedrni
funkcional [ na b tak, ze l(a) # 0 pro kazdy kofen «. Pak lze mnozinu kofenti rozlozit
jako ® = T U P, kde & = {a € ®| () > 0} se nazyva systém pozitivnich koFeni,
- ={ae®|l(a) <0} systém negativnich korenti. Koten z @ resp. z ®~ se nazyva
pozitivni resp. negativni kofen.

Kofen o € ®' nazveme jednoduchyj, pokud ho nelze napsat jako soudet dvou kladnych
kofentt. Mnozinu jednoduchych kofenti (kterd je vybérem ®T uréena jednozna¢né)
znacime A.

Poznamka 4.1.12: Plati |A| = dim b, viz Knappovu monografii [14].

Definice 4.1.13: Bud g kone¢né dimenzionédlni komplexni polojednoduché Lieova al-
gebra. Definujme zobrazeni ad : ¢ — End g pfedpisem

ad(X)(Y) :=[X, Y], X,Yeq.

Zobrazeni ad se nazyva adjungovand reprezentace Lieovy algebry g. Killingova forma
r Lieovy algebry g je definovana predpisem

K(X,Y) :=tr(adX oadY), X,Y eg.

Poznamka 4.1.14: Killingova forma x je symetricka bilinearni forma. Navic je nede-
generovand na h x h, pokud g je polojednoducha.
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Kapitola 4. Lieovy grupy a algebry

Definice 4.1.15: Bud g kone¢né dimenzionélni komplexni polojednoduché Lieova al-
gebra s Cartanovou podalgebrou . Definujme ke kazdému kofenu o« € ® prvek H, € b
predpisem

a(H) = k(H, Hy), H eh.

Potom definujeme bilinearni formu na h* predpisem

<()05 w>.‘£ = K(H<p7 H¢)7 vaw € b*

Poznamka 4.1.16: Ziejmé (o, 1), je symetricka a plati (¢, ©)., = p(Hy) = (H,).

Poznamka 4.1.17: Dvé jednoduché Lieovy algebry g, g’ jsou izomorfni pravé tehdy,
kdyz jejich kofenové systémy ®, &’ jsou izomorfni (tj. pokud existuje izomorfizmus
¢ : ® — @’ takovy, ze pro libovolné dva kofeny a, 8 € @ plati (¢(a), ¢(5))x = (@, B)k)-
Dikaz je uveden napiiklad v monografii Fultona a Harrise [7].

Definice 4.1.18: Abstraktni korenovy systém na vektorovém prostoru V konecné di-
menze vybaveném skaldrnim souc¢inem (,) je koneénd mnozina R C V, ktera spliiuje:
1) linearni obal R je V;

2) R je uzaviena na reflexe podle nadrovin kolmych k prvkim R;

3) % je celé ¢islo pro kazdé a, § € R a koneéné o € R implikuje 2« ¢ R.
Abstraktni kofenovy systém R nazveme ireducibilni, pokud neexistuje disjunktni sjed-
noceni R = R; U Rs, kde R, a Ry navzajem ortogonalni mnoziny.

Dva abstraktni kofenové systémy R; a Rs na vektorovych prostorech V; a V, nazveme
izomorfni, pokud existuje izomorfizmus prislusnych vektorovych prostori ¢ : Vi — V,

takovy, ze ¢(R1) = Ry a pro vSechna a, § € Ry plati

2(6(8). 6() _ 2(8. a)
0la), (@)  fara)

Véta 4.1.19: Jestlize g je komplexni jednoducha Lieova algebra, pak kofenovy sys-
tém @ algebry g vii¢i néjakému vybéru Cartanovy podalgebry je ireducibilni abstraktni
korenovy systém. Necht R je néjaky ireducibilni abstraktni kofenovy systém, pak ex-
istuje az na izomorfizmus pravé jedna komplexni jednoduché Lieova algebra g, jejiz
kofenovy systém (vici néjakému vybéru Cartanovy podalgebry) je izomorfni R.

Diikaz: Viz Knappovu monografii [14]. O
Definice 4.1.20: Pro a; € A definujeme fundamentdini vihu w; predpisem

2(@'1', Oéj),.i

<Oé' C¥'> :57’3’ OéjGA, Za]:1,,d1mb
20 1/ K
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4.2. Reprezentace Lieovich grup a algeber

Definice 4.1.21: Vyjadiime-li fundamentalni vahy jako w; = > j Ajia, pak definu-

jeme Cartanovu matici C' = (C;;) jako matici inverzni k (Aij)T,
C" _ 2(0&27 Oé.j>/f
o= IR
! (Oéi, ai)n

Definice 4.1.22: Bud g komplexni polojednoduché Lieova algebra a ®* systém pozi-
tivnich kofeni g. Pak nejnizsi forma d je definovana jako

(5:% Za.

acdt

4.2. Reprezentace Lieovych grup a algeber

Definice 4.2.1: Reprezentaci komplexni Lieovy grupy G na vektorovém prostoru W
je zobrazeni p : G — GL(W) (grupa invertibilnich linedrnich zobrazeni z W do sebe),
které je spojity (holomorfni) homomorfizmus grup.

Definice 4.2.2: Necht L, L’ jsou dvé Lieovy algebry. Potom linedrni zobrazeni ¢ :
(L, [,]) — (I, [,]') spliujici

VX,V eL: (X, Y])=[pX), oY)

se nazyva homomorfizmus Lieovich algeber L, L'. Homomorfismus Lieovy algebry L do
gl(W) (Lieova algebra vSech linearnich zobrazeni z W) se nazyva reprezentace Lieovy
algebry L na W.

Poznamka 4.2.3: Nékdy se reprezentace o : L — gl(W) Lieovy algebry L znadi (g, W)
nebo pouze W.

Definice 4.2.4: Necht o je reprezentace Lieovy algebry g na komplexnim vektorovém
prostoru W. Rekneme, ze podprostor W C W je invariantni podprostor W, jestlize pro
kazdé X € g je o(X)(W’) C W'. Déle fekneme, ze reprezentace o na W je ireducibilnt,
jestlize W nem4 zadné vlastni netrividlni invariantni podprostory.

Plati nasledujici véta:

Véta 4.2.5: Kazda konecné dimenzionalni reprezentace jednoduché Lieovy algebry je
direktni sumou ireducibilnich reprezentaci.

Diikaz: Viz Knappovu monografii [14]. OJ

Poznamka 4.2.6: Piedchozi véta plati i pro koneéné dimenzionalni reprezentace
jednoduché Lieovy grupy.
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Kapitola 4. Lieovy grupy a algebry

Poznamka 4.2.7: Necht o : G — Aut(W) je reprezentace Lieovy grupy G na kom-
plexnim vektorovém prostoru W kone¢né dimenze. Necht g je Lieova algebra Lieovy
grupy G, viz napt. Knappovu monografii [14]. Pro v € W a X definujme predpisem
d
(X)v = — e
o(X)v =  e(e™)
zobrazeni ¢ : g — EndW. Snadno lze ukazat, ze takto definované zobrazeni ¢ je

reprezentace Lieovy algebry g. Pro definici exponencidly e¥ pro Y € g viz napiiklad
Knappovu monografii [14].

Necht o je ireducibilni reprezentace polojednoduché komplexni Lieovy algebry g na
komplexnim vektorovém prostoru W konecné dimenze. Pak W lze rozlozit na direktni

sumu
W =P W,

kde II je kone¢na podmnozina h*, kde
o(H)v = \H)v.

pro libovolné H € h, A € II a libovolné v € W .

Definice 4.2.8: Pokud W, # 0, prvek A € II se nazyva wvdha reprezentace p na
W, mnoziny Wy pak wvdhové podprostory. Dimenze W se oznacuje jako multiplicita
(ndsobnost) vihy A na W.

Poznamka 4.2.9: Kofeny jsou vahy adjungované reprezentace.

Definice 4.2.10: Méjme p reprezentaci g na W. Pak v € W se nazyva vektor nejuyssi
vahy, jestlize

1) v #0;

2) existuje vaha A takova, ze v € Wy, tj. o(H)(v) = A(H)v pro kazdé H € b;

3) o(Xa)(v) =0, X4 € go, @ € DT

Vaha \ odpovidajici vektoru nejvyssi vahy se pak nazyva nejuyssi vaha.

Poznamka 4.2.11: Kazda ireducibilni komplexni reprezentace jednoduché komplexni
Lieovy algebry ma praveé jednu nejvyssi vahu. Izomorfni ireducibilni reprezentace maji
stejnou nejvyssi vahu, neizomorfni ireducibilni reprezentace maji nejvyssi vahu rtznou.

Véta 4.2.12: (Weylova dimenzionélni formule)

Bud W ireducibilni kone¢né rozmérna komplexni reprezentace komplexni jednoduché
Lieovy algebry g s nejvyssi vahou A. Necht g méa systém pozitivnich kofenit &+ a
o= %Zaeq,Jr « je nejnizsi forma. Pak

[acor A+, )
Haca+ (9, a)e

Diikaz: Viz Knappova monografie [14], str. 267.

dimW =
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4.8. Cliffordovy algebry

4.3. Cliffordovy algebry

Definice 4.3.1: Bud W komplexni vektorovy prostor s C-bilinedrni formou (-, -).
Pak Cliffordova algebra C¢(W) je prostor T(W)/I(W), kde I(W) je oboustranny ideal
v tenzorové algebfe T(W) =C e W @ (W@ W) & ... generovany prvky tvaru

r®z+ (z, x), xeW.

Pokud dim¢ W = n, znac¢ime CI(W) jako Cl(n, C). Nésobeni na C¢(W) se definuje
pomoci nasobeni v T'(W) pfirozenym zptusobem.

Lemma 4.3.2: (Fundamentalni lemma o Cliffordovych algebréch)
Bud W komplexni vektorovy prostor s nedegenerovanou C-bilinearni formou (, ). Déle

méjme komplexni asociativni algebru A s jednotkou a homomorfizums ¢ : W — A s
vlastnosti ¢(x)p(x) = —(z, x), x € W.
Pak existuje pravé jeden homomorfizmus (asociativnich algeber s jednotkou)

¢ CU(W) — A takovy, Ze nésledujici diagram komutuje:
¢

W——4

RN

CU(W)
kde zobrazeni ¢ je kanonické vnoreni W do C4(W) = T'(W)/I(W).
Diikaz: Viz Harveyho monografii [9], popfipadé monografii Goodman, Wallach [8]. [

Poznamka 4.3.3: Pomoci bilinearni formy na W 1ze definovat zobrazeni | - | : W — C
predpisem |v| := (v, v), v € W.

Poznamka 4.3.4: Bilinearni forma (-, -) na W je invariantni vi¢i zobrazeni x — —uz,
x € W, a proto ji 1ze rozsifit podle Lemmatu 4.3.2 na automorfizmus = — z, x € C{(W),
na CU(W), ktery se nazyva kanonicky automorfizmus na C4(W), vice viz Harvey [9].

Definice 4.3.5: Definujme sudou ¢ast C(W) jako
ce(W)ere .= {xz € CUW)| & =z}
a lichou cast CL(W) jako
CHUW)° .= {2 € CUW)| & = —x}.

Dale ozna¢me multiplikativni grupu Cliffordovy algebry C¢(W), tj. grupu vsech invert-
ibilnich prvka v C4(W), pomoci C¢*(W).

Definice 4.3.6: Pin grupa Pin (W) se nazyva podgrupa grupy C¢*(W) generovana
jednotkovymi vektory (prvky normy 1) ve W, tedy

Pin(W):={ac CI(W)la=ur-... - ur, u; €W, (uj,u;)=1,5=1,...r,r € N}
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Kapitola 4. Lieovy grupy a algebry

Definice 4.3.7: Spin grupa Spin (W) je definovana jako Spin (W) := Pin (W) N
CLeven (W), tedy

Spin (W) :={a € CU(W)|a=uys ... u, uj €W,

(uj, uj) = (Upyj, Upgs) =1,5=1,...7r, r € N}

Poznamka 4.3.8: Pokud dim¢W = n, potom Pin (W) resp. Spin (W) ozna¢ime
Pin (n, C) resp. Spin (n, C).

—

Definice 4.3.9: Definujme antiinvoluci v : C¢(W) — C¢(W) jako rozsifeni identic-

—

kého zobrazeni na W, kde C4(W) je opacnd Cliffordova algebra k C4(W), tj. Cliffordova
algebra s nasobenim * definovanym predpisem z xy =y -z, z,y € Cl(W).

Poznamka 4.3.10: Toto rozsireni je diky Fundamentalnimu lemmatu 4.3.2 o Cliffor-
dovych algebrach urceno jednoznacné.

Definice 4.3.11: Definujme zobrazeni \ : Spin (W) — GL(W) pfedpisem

ANz)y=x-y-v(z), yeW, ze Spin(W).

Poznamka 4.3.12: Zobrazeni A je grupovy homomorfizmus, nebot plati A(z1z2)y =
r122yy(2122) = 122y (22)V(21) = M@1)A(22).

Véta 4.3.13: Pro homomorfizmus A : Spin (n, C) — GL(n, C) plati:
1) A je surjektivni na SO(n, C);
2) A71(SO(n, C)) = Spin (n, C);
) Ker A = {1, —1} ~ Zo;
) pro n > 2 je grupa Spin (n, C) souvislg;
) pro n > 3 je grupa Spin (n, C) jednoduse souvisla a X : Spin (n, C) — SO(n, C) je
univerzalni (dvoulisté) nakryti grupy SO(n, C).

Diikaz: Viz Friedrichova monografie [6].

Poznamka 4.3.14: Ke kazdé grupé Spin (n, C) lze ptifadit jistou komplexni reprezen-

taci (tzv. spinorovou) 3,, pro kterou plati:

1) Pokud n = 2k + 1, pak reprezentace o1 je ireducibilni.

2) Pokud n = 2k, pak reprezentace Yo, se rozkladé na direktni soucet Yo = E;’k@Ez_k,
kde Z;k a Y, jsou ireducibilni reprezentace.

Vice viz Friedrichova monografie [6].
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5. Parabolické podalgebry

Parabolické algebry jsou nezifidka uzivanym nastrojem vyzkumu hladkych variet opa-
tfenymi dalsi geometrickou strukturou, napiiklad konformni, projektivni nebo Cauchy—
Riemannovou strukturou, poptipadé obecnéji kontaktni strukturou.

Prvni oddil uvadi definice standardni Borelovy a standardni parabolické podalgebry.
V druhém oddile této kapitoly se budeme vénovat |k|-gradovanym algebram Lieovym
algebram, zvlasté pak asociované parabolické podalgebie p ke |k|-gradované algebre g.
Podrobnéjsi a ucelenéjsi pojednani o parabolickych podalgebrach lze najit v pripravo-
vané monografii Cap, Slovak [4].

5.1. Standardni parabolicka podalgebra

Necht g je komplexni jednoduché Lieova algebra. Zvolme pevné nékterou jeji Car-
tanovu podalgebru h. Cartanové podalgebie h odpovid4d kofenovy systém ®. Déle
vybereme systém ®* pozitivnich kotfend. Této volbé jednoznaéné odpovid4 mnoZina A
jednoduchych kofent, viz Humphreysova monografie [10].

Definice 5.1.1: Necht g je jednoduchd komplexni Lieova algebra. Pak standardni
Borelova podalgebra vzhledem ke (h, ®1), kde b je Cartanova podalgebra algebry g a
&1 systém pozitivnich kofenti, je definovdna piedpisem

b::bEBn—H

kde ny := Bycop+8a-

Definice 5.1.2: Necht g je jednoducha komplexni Lieova algebra s Cartanovou podal-
gebrou h a systémem jednoduchych koientt ®+. Pak standardni parabolickd podalgebra
vzhledem ke (h, ®T) je podalgebra p C g takovd, ze b C p, kde b je standardni Borelova
podalgebra vzhledem ke (b, ®T).

Poznamka 5.1.3: Necht je déana standardni parabolickd podalgebra p. Pak ji lze
napsat ve tvaru p = b © P,y 9o, kde ¥ C &1 je jednoznaéné urcena.

Definujme mnozinu ¥ C A, ¥ := {a € Al g_o € p} = {a € A| a ¢ ¥}. Dostavame
tak jednoznac¢nou korespondenci mezi ¥ a ¥ a mezi ¥ a p. Tedy mnoziny {¥ C A} a
{p C g}, kde p je parabolickd podalgebra obsahujici standardni Borelovu podalgebru
b, si jednoznac¢né odpovidaji pro dané pevné zvolené (h, ®T). Vice viz monografii Cap,
Slovék [4].

5.2. Gradovana Lieova algebra,

Definice 5.2.1: Necht £ € N. Pak |k|-gradovand Lieova algebra je komplexni nebo
realnd Lieova algebra, na které existuje rozklad g = g @ - ® go ® -+ ® gr (jako
vektorového prostoru) takovy, ze:
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Kapitola 5. Parabolické podalgebry

1) [gi, 6] € @iyj pro i, j € {—k,...k}, |i +j| < k; pokud |i 4+ j| > k, pak chapeme
gi+; jako {0};

2) g_1 generuje g_j @ --- @ g_1 jako Lieovu algebru.

Takovy rozklad se nazyva |k|-gradace.

Definice 5.2.2: Dale definujme:

1) negativoni ¢ast g_ :=g_ & --- B g_1 (generovanou g_; jako Lieova algebra);

2) pozitivni ¢ast g+ = g1 D -+ D gg;

3) asociovanou parabolickou podalgebru p ke |k|-gradované algebfe g pfedpisem p :=
go @ - - - ® gx. Nekdy pak g nazyvame pozitivni ¢asti p.

Poznamka 5.2.3: Je znamo, Ze go je reduktivni algebra, existuje proto rozklad gy =
3@ g5, kde 3 je centrum go a g5° := [go, go] je polojednoducha ¢ast go. Detaily jsou
uvedeny v monografii Cap, Slovak [4].

Definice 5.2.4: Pro |k|-gradovanou algebru g definujme mnozinu @;’ C ®* tvaru

dim b
<I>}" = {a = Z n; o

=1

Zni:j,niEN}, j=—k,..., k.

aieE

Definice 5.2.5: Definujme gradaci algebry g asociovanou k mnoziné ¥ C A néasledovné:

g0:=h® P (G ®g-0);

aéég
gj::: 6}9 Yo j > O;
aeéj
g =P 9-a. <0
ae@fj

Poznamka 5.2.6: Lze ukazat, 7e [g;, g;] C @i+, viz monografii Cap, Slovak [4].

Poznamka 5.2.7: Dostavame tak, zZe existuje jednoznac¢na korespondence mezi mnozi-
nami {p C g| p parabolickd}, mnozinami {3 C A} a k-gradacemi Lieovy algebry g.

Poznamenejme, ze plati nasledujici véta:

Véta 5.2.8: Necht G je komplexni algebraickd grupa a P jeji néjaka podgrupa. Potom
plati, ze pokud G/P je projektivni varieta, pak je P parabolickd podgrupa G.
Diikaz: Viz monografii Goodmana a Wallacha [8], s. 506. O

Definice 5.2.9: Rekneme, Ze Lieova algebra g méa kontaktni gradaci, jestlize
1) g je 2-gradovand, tj. g =g 2® g1 D go D 91 D g2;
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5.2. Gradovanda Lieova algebra

2) dimgyo = 1;
3) zavorka [-, -] : g_1 X g_1 — g_2 je nedegenerované zobrazeni, tj. jestlize pro
libovolné Z € g_; plati [Z, X]| = 0 pro kazdé X € g_;, pak Z = 0.

Poznamka 5.2.10: Klasifikace kontaktnich gradaci viz Yamaguchiho ¢lanek [21]. Je

znamo, ze pro kazdou komplexni jednoduchou Lieovu algebru existuje pravé jedna kon-
taktni gradace, jejich popis lze najit v citovaném Yamaguchiho ¢lanku.
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6. Kohomologie Lieovych algeber

Kohomologie Lieovych algeber umoznuji popsat vlastnosti Lieovych algeber a davaji je
do souvislosti s nékterymi geometrickymi pojmy, jako napiiklad kfivost tzv. Cartanovy
geometrie.

V této kapitole je kratky prehled potiebnych pojmi (dalsi informace a dikazy lze najit
v monografiich Goodman, Wallach [8] a Cap, Slovék [4]). Nasleduje ilustrujici vypocet
kohomologie algebry sl(2, C).

Treti a ¢tvrty oddil je vénovan konstrukci Hasseho diagramt pomoci reflexi kotent,
Weylovy grupy a saturovanych mnozin.

Zaveér kapitoly je vénovan Kostantové verzi Bottovy—Borelovy—Weilovy véty, ukazujici
spojitost kohomologii Lieovych algeber a Hasseho diagrami.

6.1. Koretézce, kohrani¢ni operator

Definice 6.1.1: Bud g komplexni Lieova algebra, (p, W) jeji reprezentace. Ozna¢me
C?(g, W) prostor vSech alternujicich zobrazeni

wigx-oxg—W, p e NU{0}.
—_——

p—krat
Tato zobrazeni se nazyvaji p—koretézce.

Poznamka 6.1.2: Prostor C%(g, W) tvoii konstantni zobrazeni do W. Plati vztah
C?(g, W) ~ Hom (A" g, W) ~ A"g" @ W.

Definice 6.1.3: Kohranice koretézce w € CP(g, W) je kofetézec dw € CPT1(g, W)
definovany

p+1
(X1, Xpi1) = S p(Xg) w (Xi o X, o Xy ) +

J=1

+ Y (—1)T+Sw<[XT,XS], Xy Xy X Xp+1), X,eg i=1,....p+1.
1<r<s<p+1

Kohranicni operdtor
dy : CP(g, W) — CP*(g, W)

w — dw

pak spliuje d,11 0d, =0, p € NU{0}. Dtikaz viz v monografii Goodman, Wallach [8].

Definice 6.1.4: p—td kohomologie Lieovy algebry g s koeficienty ve W je definovana
jako kvocient

HP(g, W) := Z"(g, W)/Bp(& W)’ p € NU{0},
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6.2. Kohomologie algebry sl(2, C)
kde ZP(g, W) := Ker (d, : CP(g, W) — CPT1(g, W)) je prostor p-kocykli a
BP(g, W) :=d,_1 (CP1(g, W)) je prostor p—kohranic. Klademe B°(g, W) = {0}.

Pro p = 0 plati H(g, W) = W?, kde W? je podprostor g-invariantnich vektorti ve W,
tj. vSech vektorti v € W, které spliuji o(X)v = 0 pro kazdé X € g.

6.2. Kohomologie algebry sl (2, c)
Jako ilustrujici ptiklad spocitejme dimenzi dim H?(g, W), kde g = si(2, C) a W je

definujici reprezentace, tj. W = C?2.

Oznaceni 6.2.1: Zvolme bazi W jako

= (o) == (),
(3 0) x=(08) v=(20)

Za bazi prostoru Cl(g*, W) ~ g ® W vezméme prvky tvaru

bazi g jako

Di=H"®e1, Dy=X"®e1;, D3=Y"®Re,
DIIZH*®62, D/2:X*®€2, Dng*@)eg,

kde {H*, X*, Y*} je dudlni baze k {H, X, Y}, tedy spliuje
A*(A) =1, A*(B) =0 pro B # A, A, Be{H, X,Y}.
Dale zvolime bazi prostoru C2(g, W) = A* g* ® W jako

Elz(H*/\X*)@)el, EQZ(H*Ay*)®61, EgZ(X*Ay*)®617
El = (H*NX™) ® e, E)y=(H*ANY™) ® e, E,=(X*AY*)®ey

a bazi prostoru /\3 g* @ W jako

F=H"ANX*"ANY*®ey, FF=H"AX*NY*®e,.

Poznamka 6.2.2: Snadno se spocita, ze plati vztahy
[H, X]=2X, [H,Y]=-2Y a [X,Y]=H.
Pfipometime, Ze pro X1 A ... X, ® v € CP(g, W) ~ A\ g* @ W plati
(XTI ANXoA . AXy )Y, Ye, ..., V) =
1 * * *
=— > sen(0) XT (Vo) X5 (Ya@) - X5 (Yorp) @0,
p!
ceS({1,...p})
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Kapitola 6. Kohomologie Lieovich algeber

kde S({1,...p}) je symetrickd grupa na mnoziné {1,...p}.

Kohraniéni operator d

Spoctéme matici kohrani¢niho operatoru dj : /\0 gW ~W — g"® W v bazich
prostort W a g* ® W popsanych vyse.

Protoze

doe1(H) = o(H)er = <(1) _01) ((1)) = e1,

doe1(X) = o(X)e1 = (8 é) ((1)) =0,
doe1(Y) = o(Y)er = ((1) 8) ((1)) = ey,

jedier = H* ®e; +Y* ® ea. Podobné ze vztaht

doea(H) = o(H)es = ((1) _01) (‘1)) —
(5

1

0

0 0

doel(Y) = Q(Y)ez = (1 0

doel(X) = ,Q(X)@Q

plyne, Ze dies = X* ®e; — H* ® es.
Matice kohrani¢niho operatoru do : W — g* @ W ma tak tvar

o = O

_o o o o
o

odkud plyne dim Kerdy = 4 a dimIm dy = 2.

Kohrani¢ni operator d;

Spoc¢teme matici kohrani¢niho operatoru d; : g* @ W — /\2 g* @ W ve zvolenych bazich
gOW a /\2 g" @W. Protoze di D; jsou alternujici zobrazeni do W, budeme se zabyvat
hodnotami dy D; pouze pro (H, X), (H,Y) a (X, Y). Nejdfive vyjadiime d; Dy v bazi
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6.2. Kohomologie algebry sl(2, C)
N gt @ W:

diDy(H, X) = p(H)D1(X) — p(X)D1(H) — Di([H, X]) =
=H Di(X)— X -Di(H) - D:(2X) =
=H (H" ®ep)(X) H*®@e1)(H) - (H" ®e1)(2X) =
= H- - (H*(X)®e1) H*(H)®e1) - 2(H"(X)®e1) =

0 0 1
I S T

diDy(H, Y) = p(H)D1(Y) = p(Y)D1(H) — Di([H, Y]) =
=H-(H'(Y)®e) =Y - (H'(H)®e1) = (H(-2Y) ® e1) =

0 0 1
ZH-O—Y'el—OZ—(l 0)(0):_62;

dD1(X, Y) = p(X)Dy(Y) - p(Y)D1(X) - Dy([X, Y]) =
X-(H'(Y)®e) =Y -(H' (X)@er) = (H(H)®e1) =
ZX~0—Y'O—€1:—€1.

- X
- X.

—~~

Tedy diD1 = -2 (X*ANY*)®e1 —2- (H* NY")® ea = —2FE3 — 2E}, nebot

(Ha X) = 0;

(=2 (X*AY)®er —2- (H AY™) @ ey
—2. (H,Y) =

)
(=2 (X*AY*)®er —2- (H ANY*) @ eo)

=-2-0-2- %((H*(H) AYH(Y))®@ex — (H'(Y)ANY™(H)) ® e2) = —e;
(=2 (X*AY")@er —2- (H ANY*) @ e2)(X,Y) =

_ o. %((X*(X) AYH(Y)) @ er — (XF(V)AY*(X)) @ er) —2-0 = —ey.

Stejnym zptisobem lze spocitat

diDy=—-2-(HNX")®e1 —2- (X*ANY*)®ey = —2F; — 2F5;
diDs = 6(H* NY*) ® e1 = 6Bs;

D) = —2H* NX*)®e; —2- (X* ANY*)® ey = —2E; — 2E};
diDy = —6(H* N X*) ® eg = —6E3;
diDy=2-(X*AY")®er +2- (H*AY*) @ ey = 2F3 + 2},

Matice zobrazeni d; : g* @ W — /\2 g* @ W ma4 tvar

0 -2 0 -2 0 0 -2 0 0 0 0 2
0O 0 6 0 0 0 0 -2 0 -2 0 0
2 0 0 0 0 2 0 0 6 0 0 0
o 0 0 0 -6 0710 0o o 0o -6 0]
2 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 O
0 -2 0 -2 0 0 0 0 0 0 0 O

proto dimKerd; = 2 a dimImd; = 4.
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Kapitola 6. Kohomologie Lieovich algeber

Kohraniéni operator ds
Nyni spoéitdme matici kohraniéniho operatoru da : A> g* @ W — A% g* ©® W. Podobné
jako vyse stac¢i diky alternativité kofetézct spocitat daF; a da E) pro trojici (H, X, Y),
i=1,23:
BE(H, X, Y) = p(H)Ey (X, Y) — p(X)Ey (H, Y) + p(¥) By (H, X)—
— FE(H, X],Y)+ E([H, Y], X)— E|([X, Y], H) =
—H B(X,Y)—z E(H Y)+Y  E(H, X)—
—2FE(X,Y)—=2E1(Y, X)— E1(H, H) =

:Hn—Xn+Y@rnn—2¢myn:<g8)@):@.

Tedy doFy = 6(H* AN X* ANY™) ® ea = 6F’, protoze
6((H*A X* AY*) ®e)(H, X, Y) =
1
=6 - 6((H*(H) AX (XIOANY* (V) ®@exs— (H (H)ANX* (Y)ANYH(X)) ® ea—

—(H* Y)ANX (X)ANY*(H))®@ea — (H(X)ANX (H)ANY™(Y)) ® ea+

+H (X)ANX" Y)ANY"(H)Q@eas+ (H (Y)ANX"(H)ANY™ (X)) ® e3) = ea.
Podobneé lze spocitat, ze

dayFEy(H, X, Y)
doEs(H, X, Y) =eq,
d2E1(H, X, Y) =0,
( )
)

=0,
= — €1,

doEY(H, X, Y
doESY(H, X, Y

= — e
a stejné jako vyse se snadno ovéri, ze
doEy =0,
doE3s =6(H* NX*ANY")®e; = 6F,
daEy =0,
doEy = —6(H* NX*ANY™*)®e; = —6F,
doEy = —6(H* NX*ANY™*) ®@ea = —6F".

Tud{z matice kohraniéniho operatoru dy : A®g* @ W — A’ g* @ W je
0 06 0O -6 0
6 000 0 -6/’

z ¢ehoz plyne, ze dim Kerds = 4 a dimIm dy = 2.

Kohrani¢ni operator ds

Kohrani¢ni operator ds : /\3 goW — /\4 g* @ W, je trividlni, nebot /\4 gF W ~ 0.
Proto dim Kerds = 2 a dimImds = 0.
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6.3. Reflexe podle koreni. Weylova grupa

Obecné pro p > 3 je AP™' g* ® W ~ 0, proto kohrani¢ni operétory dy: NP g* @ W —
AP g* @ W jsou trividlni.
Dimenze kohomologii s((2, C)
Z Definice 6.1.4 kohomologii Lieovy algebry plyne, ze
dim H?(g, W) = dimKerd, — dimImd,_1, peN.

Dostavame tak

dim H°(g, W) = 1,

dim H*(g, W) = dimKerd; — dimImdy =2 — 2 = 0,

dim H?(g, W) = dimKerdy — dimImd; =4 — 4 = 0,

dim H?(g, W) = dimKerdz — dimImdy =2 — 2 = 0,

dim H?(g, W) = dimKerd, —dimImd, 1 =0—-0=0, p>3, peN.

6.3. Reflexe podle kofenti. Weylova grupa

Bud g polojednoduché komplexni Lieova algebra, b jeji Cartanova podalgebra dimenze
[, @ systém pozitivnich kotenti, A = {aq,...,a;} mnozina jednoduchych kofent.
Déle necht p je néktera standardni parabolickd algebra vzhledem k (h, @) a g, jeji
pozitivni ¢ast. Symbol ®* (g, ) oznacuje mnozinu pozitivnich kofent, jejichZ kofenové
podprostory lezi v g .

Piipomenme, Ze ( -, - ), je bilinearni forma na h* urcend Killingovou formou &.

Definice 6.3.1: Pro kazdy kofen « ozna¢me

(8, o)

(o, )

sa(B) =58—2 a,  peb

reflexi podle roviny kolmé ke korenu «.
Definice 6.3.2: Weylova grupa W je grupa generovana vsSemi reflexemi s, a € ®.
Poznamka 6.3.3: Reflexi podle roviny kolmé k jednoduchému kofenu o; € A budeme

psat zkracené s;.
Reflexe maji nasledujici vlastnosti (dikazy lze nalézt naptiklad v monografii Goodman,

Wallach [8]):
H)W-A=AaW- =5

2) mnozina {s1,...,s;} generuje W;
3) s —a; a s; permutuje prvky mnoziny ®* \ {a;}, i =1,...dimb;
4) pro kazde w € W existuji indexy 11,..., ix tak, ze w = s;, ... ;.

Definice 6.3.4: Definujme délku w € W jako
l(w)=min{ k| w= . Sip b
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Kapitola 6. Kohomologie Lieovich algeber

Je-li l(w) =kaw=s;...9,, pak s, ...s;, se nazyva redukovany vyraz prvku w.
Redukovany vyraz obecné neni urcen jednoznacne.

Definice 6.3.5: Definujme pro kazdé w € W mnozinu

D, ={a€d| wae-dt}.

Poznamenejme, ze pro 1 € W je ®; = (), pro w = s; je @5, = {;}.

Tvrzeni 6.3.6: Bud Q C &t (g, ). Pak Q = ®,, pro néjaké w € W pravé tehdy, kdyz
(@ splnuje nasledujici dvé podminky:
(T1) Jestlize o, € Q a a+ 3 € &, potom a + [ € Q.
(T2) Jestlize a € Q a lze jej napsat jako o = v + 4, kde 7,5 € @1, potom také v € Q
nebo § € Q.

Diikaz: Viz monografii Goodman, Wallach [8].

Definice 6.3.7: Mnozina Q C &1 (g ) spliiujici podminky (T1) a (T2) pfedchoziho
tvrzeni se nazyva saturovand mmnozina pro (g, p).

6.4. Hassuv diagram W' pro par (g, p)

Definice 6.4.1: Hassuv diagram WP pro par (g,p) je graf s ohodnocenymi hranami.
Jeho vrcholy jsou saturované mnoziny pro (g, p). Orientovana ohodnocena hrana

D, 5P, w,w' € W, existuje tehdy a jen tehdy, kdyz I[(w') = l(w) + 1 a w' = s,w.
Ohodnoceni hrany je préavé oo € .

Zatimco pro urceni vrcholtit Hassova diagramu staci pouzivat predchozi Tvrzeni 6.3.6,
nasledujici véta pak poslouzi k nalezeni vSech hran diagramu.

Véta 6.4.2: V Hassové diagramu pro parabolickou podalgebru (g,p) je mezi vrcholy
odpovidajici saturovanym mnozindm ®,, a ®,, hrana ®,, — ®,, pravé tehdy, kdyz
l(w") = l(w) + 1 a existuje kladné celé ¢islo k takové, ze

Z 08— Z v =ka, a€d(gy).

ﬂe‘i’w/ vyEDP,,

Diikaz: Viz monografii Cap, Slovék [4] nebo ¢ldnek Krump, Soucek [15]. O

6.5. Kostantova verze Bottovy-Borelovy-Weilovy véty

Kostantova verze Bottovy-Borelovy-Weilovy véty umoznuje efektivné pocitat specialni
kohomologie Lieovych algeber. Dalsi informace lze nalézt v monografii Cap, Slovak [4].
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6.5. Kostantova verze Bottovy-Borelovy- Weilovy véty

Poznamka 6.5.1: Méjme komplexni polojednoduchou Lieovu algebru g s pevné zvole-
nou dvojici (h, 1), n&jakou jeji standardni parabolickou podalgebru p, p = go © g+ a
néjaky ireducibilni g-modul. Uvazme kohomologii Lieovych algeber H* (g4, W) podal-
gebry g, s koeficienty ve W. Vsechny prostory C*(g,, W) ve standardnim komplexu
jsou go moduly a diferencialy jsou go-homomorfismy, jednotlivé kohomologie H* (g, W)
jsou tak prirozené go-moduly.

Poznamenejme jesté, ze C* (g4, W) ~ A*g_ @ W jako go-modul.

Definice 6.5.2: Necht v € h* a W je néjaka komplexni ireducibilni reprezentace kom-
plexni polojednoduché Lieovy algebry g. Bud W} C C*(g+, W) podprostor vektort
nejvyssi vahy prislusejici vaze v.

Lzotypickd komponenta WY C C*(g4, W) nejvyssi vahy v je definovana jako go-pod-
modul go-generovany Wy .

Poznamka 6.5.3: C*(g;, W) je direktni sumou nenulovych izotypickych komponent.
Izotypickd komponenta W" je direktni sumou kopii ireducibilnich reprezentaci I'” s
nejvyssi vahou v.

Pocet kopii I'V ve W se standardné nazyva multiplicita IT'V.

Véta 6.5.4: (Kostantova verze Bottovy—Borelovy—Weilovy véty)

Bud g polojednoduchd komplexni Lieova algebra, (h, 1) pevné zvolena Caratanova

podalgebra a systém pozitivnich kofentl, p = go® g+ standardni parabolicka podalgebra

vzhledem k (h, ®T), W Weylova grupa algebry g, W* Hasseho diagram pro par (g, p) a

0 nejnizsi forma g. Dale bud W koneéné dimenzionalni komplexni ireducibilni reprezen-

tace algebry g s nejvyssi vahou A. Uvazme kohomologii Lieovych algeber H* (g, W) a

pro go-dominantni vahu v bud H* (g4, W) izotypickd komponenta s nejvyssi vahou v

pro prirozenou go-reprezentaci na této kohomologii.

Potom plati:

1) H*(g4+,W)” # {0} pravé tehdy, kdyz existuje vrchol w Hassova diagramu WP
takovy, ze v = vy, := w(A +0) — 9.

2) Pro libovolné w € WP je izotypickd komponenta H*(gi, W)"» ireducibilni, navic
nasobnost v, jako vdhy C*(gy, W) je jedna. Specidlné mnozina ireducibilnich kom-
ponent kohomologie H* (g4, W) jednozna¢né odpovida vrcholim Hassova diagramu
We.,

3) Pro dané w € WP je izotypicka komponenta H* (g, W)"» obsazena v H'") (g, , W),
kde I(w) zna¢i délku w.

Diikaz: Je uveden v monografii Cap, Slovak [4]. O

Priklad 6.5.5: Spocitejme dimenze kohomologii HP(g,, W) algebry g = sl(2, C) pro
Borelovu podalgebru a definujici reprezentaci W podle definice a podle Kostantovy
verze Bottovy—Borelovy—Weilovy véty. Oznacme jediny jednoduchy kofen algebry g
symbolem «;.

Nejprve provedme vypocet z definice:
Zvolme baze prostoru W jako {e; := (1, 0)T, e5 := (0, 1)7} a podalgebry g_ jako

v-(00)
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Kapitola 6. Kohomologie Lieovich algeber
Kohranic¢ni operator d : /\0 g- QW ~W — g ®@W plisobi na prvcich baze nasledovné:

doel (Y) = Y@l = €9,
doBQ(Y) = Y62 = 0.

Proto dg = Y*®ey adimKerdy =1 a dimImdy = 1. Pro p > 0 je kohrani¢ni operator
dy : NPg- @W — AP g_ ® W trvidlni, protoze A"™'g_ ® W ~ 0. Navic zjevné
dim Kerd; = 1.
Dostavame tak

dimHO(g+7 W) = 17

dim H' (g, , W) = dimKerd; — dimImdy =1 —1 =0,
dim H?(g4, W) = dimKerd, — dimImd,_1 =0—0=0, p> 1.

Spocitejme prislusny Hasseho diagram: Borelova podalgebra odpovida mnoziné ¥ =
{a1}. Tedy Hasseho diagram tvoii jediny vrchol odpovidajici prazdné mnoziné. Z
Kostantovy verze Bottovy—-Borelovy—Weilovy véty dostavame tak

dim H® (g, W)
dime(g+7 W) =

L,
, p > 0.

Z tohoto vypoctu lze soudit, zZe vypocet kohomologii parabolickych podalgeber je snazsi
za uziti Kostantovy verze Bottovy—Borelovy—Weilovy véty nez vypocet z definice.
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7. Grupa F. a Moufangové rovina

7.1. Komplexifikace oktonioni
Poznamka 7.1.1: Néasobeni na O ®g C je definovano standardnim predpisem
(u1 ® 21) - (u2 ® 22) == urug ® 2122, w1, ug € 0, 21, 20 € C.

Nasobeni prvku u; ® 21 € O ®g C komplexnim ¢islem z chapeme jako nasobeni prvkem
1® 2z, tedy z(u; ® 21) = u1 ® (221). Podobné nasobeni oktonionem w je definovano jako
u(ug ® z1) = (uuy) ® 21, u; @ 21 € O R C.

Poznamka 7.1.2: Nasobeni komplexnim ¢islem nebo oktonionem nebudeme znadit
teckou.

Lemma 7.1.3: Konjugace na O ®g C je definovana pomoci u ® z := u ® z, kde u je
konjugace na @ ve smyslu konjugace definované v oddilu 2.2.

Diikaz: Pfimo z definice dostavame

Rz=1uQz=u 2.

el

b2y

IS
N

Definované zobrazeni je C-bilinearni: Pro libovolné w € C, u ® z € O ®@g C plati

wuRz)=uRwz=utRwz=wT® z) =wlue z).
Tedy zobrazeni definované v tvrzeni lemmatu je komplexni konjugace. U

Poznamka 7.1.4: Levé resp. pravé nasobeni prvkem u ® z € O ®g C budeme znadit
Ly,g. resp. Ryg.. Protoze pror € ReO ~Rlezi r®z v centru O®rC a L,g, = Ry,
budeme nasobeni prvkem r @g z znacit pouze jako r.
Pro jednoduchost, pokud nebude tieba rozlisovat, budeme psat r € R ®@g C resp. u €
ORrCmistor®z € R®r Cresp. u® 2z € Oz C.

Definice 7.1.5: Definujme zobrazeni | - | : (R ® Q) ® C — C predpisem
I(r,u) ® 2| := (r? + ui)z2.
Toto zobrazeni budeme nazyvat normou na (R ® Q) ®@g C.

Definice 7.1.6:
1) Komplexifikovand vyjimecnd Jordanova algebra J je algebra na Herm(3, O) ®g
C se symetrickym soucinem Ao B := 1(AB + BA), A, B € Herm(3, O) ®g C.
Pro Herm(3, Q) viz oddil 2.3.
2) Komplexni Lieova grupa Fy je grupa automorfizmi komplexifikované vyjimecéné
Jordanovy algebry 7, tj. F, = Aut,J. Daéale budeme slovo komplexni v oz-
naceni grupy Fj vynechévat.
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Kapitola 7. Grupa Fy a Moufangové rovina

Definice 7.1.7: Moufangové rovina QP2 je definovdna piedpisem

OP} := {A € Herm(3, O ®g C)| A> =0, trA =0, rank A =1} .

Definice 7.1.8: Stopu tr na Herm(n, Q) ®g C zavedeme nasledovné: Pro prvek A €
Herm(n, Q) ®g C tvaru

1 {f‘g .fg

A= z3 r 21 |®z,

T1,72,73 ER7 T1,%1,2T3 € @7 S C?
T2 T1 T3

definujeme tr(A) := (r1 + ... + r,)z a dale multilinedrné.

Poznamka 7.1.9: Zapisem prvku A v uvedené definici minime obecné

T1®21 f‘3®26 f2®25
A= r1,72,73 ERa T1,%1,%3 € ©7
= 23Q®2 1T2Q22 T1®z24 |, Y eC. =1 6
To®z5 X1Q2z4 T3X 23 ’ ’ T

Poznamka 7.1.10: Plati dim¢ Fy = 52, viz Knappovu monografii [14].

7.2. Realizace grupy Spings, C)
Definice 7.2.1: Definujme C-podprostor U(8) C End ¢(O & O) ®r C predpisem

U(8) ::{(_ORu %“)@z‘ue@, zeC}.

Séitani na U(8) definujeme jako séitani v tenzorovém soucinu, nasobeni komplexnim
¢islem w pak vzorcem

0 R, o 0 R,
(B 5o (5 B)ew

»,Norma“ na U(8) je definovana vzorcem
0 R,
(e )e

Poznamka 7.2.2: Pfi nasobeni v Herm(2, Q) ®g C D U(8) dvou prvki z U(8) plati

(5 5o (5 B)ew)= (e 2 You

—R

= UuUzz.
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7.2. Realizace grupy Spin(8, C)

Specialné pri nasobeni dvou stejnych prvkia dostavame
0 R, 0 R, L
((_Ru 0)@2’) (<_Ru 0)@2)— uuzz - Id.

Definice 7.2.3: Definujme izomorfizmus p komplexniho vektorového prostoru W(8) :=
O ®g C do prostoru U(8) C End ¢((0O & O) ®g C) predpisem

pw: WE) — U(8)

0 R,

URz (_Ru 0

)@z, ue, zeC.

Poznamka 7.2.4: Jedna se skutecné o izomorfizmus komplexnich vektorovych pros-

torti, nebot Ker x = 0 a dim¢ W(8) = dim¢ U(8) = 8.

Véta 7.2.5: CL(W(8)) ~ End¢((0O @ O) ®g C) je izomorfizmus asociativnich kom-
plexnich algeber.

Dukaz: Ze strukturni teorie komplexnich Cliffordovych algeber plyne C¢(W(8)) ~
M (16, C), viz naptiklad Friedrichova monografie [6]. Diky Fundamentalnimu lemmatu
4.3.2 o Cliffordovych algebrach existuje pravé jedno zobrazeni f takové, ze f oi = p,
kde 7 je kanonické vnofeni. Jinymi slovy mame komutativni diagram:

W(8) -—= Ce(W(8)) ~ M(16, C)

\ lf
End ¢ ((0O® 0) @ C)

Dokazme injektivitu zobrazeni f: Nechf f neni injektivni. Pak idedl f~1(0) je roven
mnoziné M (16, C)nebot M (16, C) je jednoduchd, a f je tak trividlni, proto f oi =
004 =0 %# u, coz je spor.

Protoze dimenze End ¢ ((0 @ O) ®g C) a M(16,C) jsou obé 256, musi byt zobrazeni f
izomorfizmus asociativnich algeber. O

Lemma 7.2.6: Plati izomorfizmy

Creve™(8, C) ~ End c(0®r C) ®End ¢ (O ®r C) ~ {(g 2) ‘ a,b € End ¢(0 ®g (C)}

Dukaz: Viz Friedrichovu monografii [6].

Lemma 7.2.7: Ozna¢me C konjugaéni antiautomorfismus na obou sumandech (O &
0) ®r C, O(z1, 22)T @ w := (%1, 72)T @ w, 21,20 € O, w € C.

Pak grupa C o Spin (8, C) o C je izomorfni grupé Spin (8, C) a je v C¢v"(8, C) ~
End ¢(O ®g C) @ End ¢ (O ®g C) generovana pomoci

(o 2)e

ue, ze€C, uﬂzz:l}.
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Kapitola 7. Grupa Fy a Moufangové rovina

Diikaz: Pro kazdé (x1, 22)T ® w € (0 @ 0) ®g C plati

(o (B g )esoc)((2)ew)-

Odtud jiz plyne tvrzeni. O

7.3. Realizace grupy Spin(,c)
Definice 7.3.1: Definujme C-podprostor
r R,
U(9) == {KR“ _r) ®z] ® 1 ’ reR,u e@} CEnd¢ (((000)®rC) @r C) .

Séitani na U(9) definujeme ptirozené jako s¢itdni v tenzorovém soucinu, ndsobeni kom-
plexnim c¢islem pak

w(K}gﬁ Eﬁ) ® z] ® z):z[( R, iﬁ) ®wz]®z, nga iz;’;) ® z}@z € U(9),w € C.

Definujme izomorfizmus x komplexniho vektorového prostoru W(9) := (R @ Q) @g C
do prostoru U(9) C End¢ (((0 @ O) ®g C) ®g C) piedpisem

K : W) — U(9),
r R,
(r, u) ® z — R. _r Rzl a1, reR, ue, zeC.

Poznamka 7.3.2: Jedna se skuteéné o izomorfizmus komplexnich vektorovych pros-
torid, nebot Kerx = 0 a dim¢ W(9) = dimc U(9) = 9.

Lemma 7.3.3: Pro kazdé (r, u) ® z € (R ® O) ®g C plati:

£((r, u) ® 2)k((r, v) ® 2) = —(r* + u)zz (Id®1® 1) = —|(r,u) ® z|Idyg).

r Ry B
)®} ) Q(% 4)®4®Q_
= " - r’ 4wt ru-—ru B
_(Ra )(R— —T)®ZZ®_1_(T2_L—TQ_L uﬂ+r2)®zz®_1_
U

— (P +ua)ld® 22 1)) = —(r* + utt)zz (Id® 1 ® 1) = —|(r, u) ® 2| Idy(9).0

Diikaz:
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7.3. Realizace grupy Spin(9,C)

Véta 7.3.4: CU(W(9)) ~ End¢ (((0® O) ®g C) ®g C) je izomorfizmus komplexnich
asociativnich algeber.

Dukaz: Ze strukturni teorie komplexnich Cliffordovych algeber plyne C¢(W(9)) ~
M(16, C)® M(16, C), kde M (n, C) znadi algebru matic n x n s prvky v C, viz Friedri-
chovu monografii [6].

Diky Fundamentalnimu lemmatu 4.3.2 o Cliffordovych algebrach existuje pravé jedno
zobrazeni f takové, ze f oi = k, kde i je kanonické vnoreni W(9) do C¢(W(9)). Jinymi
slovy médme komutativni nasledujici diagram:

W(9) ——= C¢(W(9)) ~ M(16, C) & M(16, C)

\ lf
Endc (((0® 0) ®g C) ®& C)

Dokazme injektivitu zobrazeni f:

Necht f mneni injektivni. Pak f~1(0) je rovno bud M(16, C), anebo M (16, C) &
M (16, C), nebot f je homomorfizmus algeber, proto vzor 0 je ideal; pfitom ale al-
gebra M (16, C)® M (16, C) je polojednoduché a sestava ze dvou jednoduchych algeber
M(16, C).

Necht f=1(0) = M (16, C) ® M (16, C). Pak ale f je trividlnia foi=00i =0 # &,
COZ je spor.

Necht f=1(0) = M(16, C). Pak nutné f = (g, 0) nebo f = (0, g), g : M(16, C) —
End¢ (((0® 0) ®r C) ®r C). Zvolme prvni piipad f = (g, 0). Jelikoz W(9) multi-
plikativné generuje C'¢(W(9)) pomoci tenzorového souéinu svych prvki, existuje nenu-
lovy prvek 0 # v € W(9) takovy, zZe i(v) lezi ve druhém sumandu M (16, C). Dostavame
tak

fi(v) = (g, 0)i(v) = (g, 0)(0, i(v)) = (9(0), 0(i(v))) = (0,0) =0,

z komutativnosti diagramu pak plyne x(v) = 0, ale k je definovano jako injektivni
zobrazeni, coz nam dava spor.

Protoze dimenze prostorit End ¢ (((0 @ Q) ®g C) ®g C) a M(16, C) & M (16, C) jsou
obé 512, musi byt zobrazeni f izomorfizmus asociativnich algeber. O

Poznamka 7.3.5: Ziejmé C1"°"(9, C) ~ End ¢((O & O) ®g C), jak plyne z predchozi
véty a strukturni teorie Cliffordovych algeber, viz Friedrichova monografie [6].

Lemma 7.3.6: Grupa Spin (9, C) je generovana v C¢¢v"(9, C) ~ End ¢ ((0®0)®rC)
pomoci

{( . Ru)@z’reR, ue0,zeC, (r2+ua)zz:1}.

Ra T
Diikaz: Plyne z definice komplexni spin grupy, nebot evidentné norma | - | prvki z
uvedené mnoziny je 1. O

Lemma 7.3.7: Ozna¢me C konjugaéni antiautomorfismus na obou sumandech (O &
0)®rC, C(z1, z2)T@w = (T1, T2)T ®@w, 11,22 € O, w € C. Pak grupa CoSpin (9, C)o
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Kapitola 7. Grupa Fy a Moufangové rovina

C' je izomorfni grupé Spin (9, C) aje v CL"(9, C) ~ End ¢ ((0®0)®rC)) generovana
pomoci

{(g Zﬁ)@z’reﬂ%, ue0,zeC, (7‘2+uﬂ)zz:1}_

Diikaz: Pro kazdé (r1, 22)T @ w € (0 @ Q) ®@g C plati

ol %) ow0)(2)e) -

_ (racl+£2u>®zw:(rm1+ux2)®zw:
T1U — T2 ury —rr2
[ Ly T B r L, x1
(e B)E) o= (2 B)eo) () o),
Odtud jiz plyne tvrzeni. O

7.4. Reprezentace grupy Spin(, C)

Oznaceni 7.4.1: Nejprve si zavedeme rozklad prvki z Herm(3, Q) @ C:

1 0 0 0 Z3 o 0 0 0 0 0 O
=|fr!l0 0 O]+{2x3s O O |+10 p =z |+A[0 1 O ® z,
0 0 O 2 0 0 0 1 —p 0 0 1

kde p := 2(ro —r3) a A := 1(ro + r3). Oznacme jesté x := (3, x2)"

re I
a:= [ _ .
Xy T3

Pak muzeme zapsat rozklad Herm(3, Q) ®g C na direktni soucet nasledovné:
Herm(3, 0) @ C «— (R® (0@ 0)® (R®0) ®R) ®r C,

T1 i‘t
X a ®z — (Tl? xr, (pv xl)y )\) R z.

Poznamka 7.4.2: V nasledujicich odstavcich definujeme akci C' o Spin (9,C) o C na
jednotlivych sumandech rozkladu Herm(3, Q) @g C.

Spinorova reprezentace Y9 na druhém sumandu

Poznamka 7.4.3: Z Kklasifikace komplexnich Cliffordovych algeber je znamo, Ze ex-
istuje 16-dimenzionalni ireducibilni reprezentace g grupy Spin (9, C), viz monografie
Goodman, Wallach [8].
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7.4. Reprezentace grupy Spin(9, C)

Tvrzeni 7.4.4: Spinorova reprezentace Y9 grupy Spin (9, C) je izomorfni s reprezentaci
o :Spin (9, C) — Autc((0 @ O) ®g C), kde

(2 5) e (Gr)ew) = (2 Z)e=)((2) o)

rri+ uxry
=1 _ X zwz.
Uury —rIxy

Diikaz: Uvazme vnofeni ¢ : Spin (9, C) — C¢°v*"(9, C). Toto zobrazeni lze ché-
pat jako reprezentaci grupy Spin (9, C) na (O @ Q) ®g C nebot plati C¢v"(9, C) ~
Endc¢ (0@ 0) ®g C), kde End ¢ ((0O @ O) ®r C) je podle Wedderburnovy véty jedno-
duchd, viz napfiklad monografii Goodman, Wallach [8]. Z toho plyne, Ze ¢ je ireducibilni
reprezentace grupy Spin (9, C). Pfitom ¢ zéroven zadava reprezentaci reprezentaci
ceeven(9, C), jak dokdzeme pomoci nasledujiciho lemmatu:

Lemma 7.4.5: Grupa Spin (9, C) generuje séitdnim a nasobenim skaldrem algebru
ceever(9, C).  Specidlné pro kazdé v € Ceev°™(9, C) existuji prvky ¢; € C, v; €
Spin (9, C) tak, ze v =), ¢;v;.

Ditkaz: Uvazme prvek CLV¢™(9, C) tvaru

v:i=cl+ E CijU;Uj + E CijklUWiUjURUL + ...y Cy Cijy Cijkly-- - € C,
1,J 1,5,k,1

kde prvky w;, uj,... jsou prvky ortonormalni baze (ta existuje podle Grammova—
Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu), specialné jsou to prvky Pin(9,C). O

Definujme zobrazeni 7 : C¢°v*"(9, C) — C¢°v*"(9, C) pfedpisem

i(v+w) :=u(v) +(w), v,we Spin(9, C),
i(cv) :==c(v), wve Spin(9,C),ceC.

Pak 7 je reprezentace, nebot je ziejmé linedrni a diky vyse uvedenému Lemmatu 7.4.5
plativ =), cv;, w = Zj djw;, ¢;,d;j € C, v;,w; € Spin (9, C) a

v(v-w) = L(Z Civ; - Z djw;) = Zcidjb(vi cwj) = ZcidjL(vi)L(wj) =

( ] 2]

— Z cit(vi) - Zdjb(wj) = 1(v) - 1(w).

Avsak Cteve(9, C) ~ C¢(8, C) (viz Friedrich [6]), ktera ja jednoduchd, a proto kazda
jejl ireducibilni reprezentace je ekvivalentni reprezentaci na W(8), pomoci niz je defi-
novana spinorova reprezentace. Dostavame tedy o ~ 3. O

Diky vyse dokazané ekvivalenci reprezentaci budeme reprezentaci o stru¢né nazyvat
spinorovou.
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Kapitola 7. Grupa Fy a Moufangové rovina

Vektorova reprezentace Vy

Dvoulisté nakryti x” : Spin (9, C) — SO(9, C) komplexni specidlni ortogonalni grupy
komplexni spin grupou definuje reprezentaci x’ : C o Spin (9,C) o C — SO(9,C) C
Aut(W(9)) grupy C o Spin (9,C) o C' na komplexnim vektorovém prostoru W(9) pred-
pisem x'(C o go Cv := x"(g)v, g € Spin(9,C),v € W(9). Diky platnosti vztahu
C o C = Id lze snadno ovérit, ze x” je opravdu homomorfizmus ptislusnych grup, tedy
reprezentace.

Diky izomorfizmu

{(Lp L_m;)@@w pER, x16©,wec}:W(9)

a z definice x”" dostavame pro zminénou reprezentaci x’ explicitni pfedpis

X'(@)((p, 21)" @ w) = (< L, EZ) @ z) (( LZI 1‘:% ) ¥ w) <WT® Z) -

p(r? — i) + r(z1% + uZy) 2pru + uZiu — rix;
= R zwz,
20711 + Ur U — 72T p(uu — r?) — r(Ziu + dry)

r L, © 2
Lﬁ —-T ’

Definujme reprezentaci x : C o Spin(9,C) o C — Aut(Herm(2,0) ® C) grupy C o
Spin(9,C) o C na komplexnim vektorovém prostoru Herm(2, Q) ®r C pfedpisem

o (72 B ) o) -

ror? + ryuti + r(x11 + uy)  r(re — r3)u — 2wy +uZiu
) X zwz.

kde g je element grupy C o Spin (9, C) o C tvaru g = (

r(ro —r3) — 2% + tx i rotiu + r3r? — r(Tiu + Uxy

Snadno se ovéii, ze Y’ = x o ¢, kde 9 je C-monomorfizmus vektorovych prostort
1 : W(9) — Herm(2,0) ® C, tj. x je rozsifeni reprezentace x’. Reprezentaci xy budeme
nazyvat vektotovou reprezentaci C' o Spin(9,C) o C.

Akce grupy C o Spin (9, C) o C na Herm(3, Q) @g C
Akce g grupy C o Spin (9, C) o C na Herm(3, Q) ®r C nyni definujeme jako kombinaci
vektorové reprezentace x a spinorové reprezentace o.

Definice 7.4.6: Pro

g=(£_ iu)®z€COSpin(9,C)OC,
Ty T3 T2 I

A= |23 ro 1 ®w:<x1 a)@weHerm(3,C),
T2 T1 T3

x:(m2>€@2 a a:(f2 wl)eHerm(Z@)

r1 T3



7.4. Reprezentace grupy Spin(9, C)

definujme akci prvku g predpisem

_ (2w gz) s —
o= 9() Xg(a)) ?
(r? + uii)ry T3 + TolU T3u — T

=| rzz+uxe ror?+ryut+r(zu+ury)  r(rg —r3)u—rir; +uliu | @ zwz.

Uxs —raxe  r(re —r3)t — 2z, +ux i rotiu + r3r? — r(Tiu + uxy)

Poznamka 7.4.7: Pro jednoduchost zapiSme reprezentaci grupy C o Spin (9, C)oC na
Herm(3, Q) ®g C jinym zptisobem. Nejprve pro prvek g € C'oSpin (9, C)oC definujme
zobrazeni

C o Spin (9, C)OCBQZ(I? [;u> ®z|—>(G,Eg) € (Herm(3, O) ®g C)2
1 0 O r’4uu—1 0 0

G=|(0 r u |®z E;= 0 0 0| ®c=.
0 u —r 0 0 0

Protoze je matice v E, diagondlni a realna, £, komutuje s prvky v Herm(3, O) @ C.
Navic plati nasledujici rovnosti:

E,AG = E,A = AE, = GAE,,.
Snadno se ovéri, ze
g-A=GAG+ E,AG = (G + E,) AG, A € Herm(3, 0) ®g C.
Dale

r? 4+ ut
(G+E;))G= 0
0
r? + uii
= 0
0
r? + ui 0 0
= 0 r? + ul 0 ®zz = 1d® (r* + ut)zz = Id.
0 0 r? 4+ ut

23 O
&®
W
23 O
&
W
[l

|
3
SO oo+

R zz=

L3 O
IS
S O =
23 O

Lemma 7.4.8: Akce g grupy C o Spin (9, C) o C na Herm(3, Q) ®g C spliiuje
(g-A)o(g-A) =g-(A?), A € Herm(3, 0) @ C.
Diikaz: 7 predchozi poznamky 7.4.7 plyne, Ze staci ovérit rovnost
(G+E,)AG) o ((G + E,)AG) = (G + E,) A*G,
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Kapitola 7. Grupa Fy a Moufangové rovina

kde o zna¢i nasobeni ve vyjimecéné Jordanové algebie J. Linearni obal (1, r, —r, u, @)
prvkt prvniho cinitele G je jako R-algebra izomorfni C. Pak pro libovolné w € O je
linearni obal (1, r, —r, u, @, w) izomorfni asociativni algebtfe H, proto plati rovnost

(urwusg) (uswuy) = ug (w(ugus)w)uy, Uy, ug, uz, ug € (1, v, —r, u, a), w € Q.

Nyni provedeme polarizaci: Dosadme do obou stran rovnice w = z + vy, z,y € Q.
Obdrzime tak rovnosti

(urwug) (ugwuyg) = (ur(z + y)uz) (us(z + y)us) = (u1zus + uryus)(usruy + ugyuy) =
= (ur1zus)(uszua) + (w1zuz)(usyua) + (uryus)(uszug) + (uryus)(usyua),
up[w(ugug)wlug = ur[(x + y)(ugus)(x + y)|ug =
= uy [z (ugus)x + x(ugusz)y + y(usus)x + y(usus)ylus =

= uy[x(ugus)xug + uq[x(ugug)ylug + uq[y(ugus)x]ug + ug [y(usug)yluy.

Porovnanim vyrazii a pouzitim vyse uvedené rovnosti dostavame

(urzug)(usyus) + (uryus) (ugrus) = uq[z(ugug)ylus + v [y(ugug)x)uy.

Tuto rovnost vyuzijeme pfi ndsobeni matic v ((G+ E,)AG)((G + E,;) AG) a dostaneme

talk (G+ EyAG)(G+ Ey)AG) + (G + Ey)AG)((G + Ey)AG) =

= (G + Ey)[A(G(G + Ey))A]G + (G + Ey) [A(G(G + Ey))A|G =
= (G + Ey)[A(1d))A]G + (G + Ey) [A(1d)A]G =
= GA%G + GA?G.

Odtud uz plyne tvrzeni. O

Véta 7.4.9: Grupa C o Spin (9, C) o C je podgrupa Fy = Aut(J).

Diikaz: Diky pfedchozimu Lemmatu 7.4.8 plati pro A, B € Herm(3, Q) ®g C nésledujici
rovnost:

(9-A)g-A)+(9-A)(g-B)+(g9-B)(g-A)+(9-B)(g-B) =
=(9-A+g-B)g-A+g-B)=(9-(A+B))(9-(A+B))=g- ((A+ B)(A+B)) =
=g - (A24+ AB+BA+B*) =g- (A% 4+g-(AB)+g-(BA)+g-(B?).

Odtud dostavame g(A)g(B) + g(B)g(A) = g(AB) + g(BA) a g tak splituje podminku

g(A)og(B) =g(Ao B), tedy g- € Aut(J) = Fy. O

7.5. Moufangové rovina jako homogenni prostor

V této kapitole dokdzeme, Ze grupa Fy m4 tranzitivni akci na Moufangové roving QP3,
coz je ekvivalentni nasledujici vété.

48



7.5. Moufangové rovina jako homogenni prostor

Véta 7.5.1: Pro kazdé A € QP2 existuje prvek g € Fy takovy, ze

1 0
g(A) = Eq, Ei=11 —i 0] ®1e€Herm(3, 0)®gC.
0 0 O

Diikaz: Necht A € QPZ, tj.

Ty T3 T2 o ZT
A= 23 r z1 |Qw= (; 4 ) € Herm(3, O) ®g C,
T2 T1 T3

rneR, z; €0, 1=1,2,3, x:<x3), a = (7“2 xl) ® w € Herm(2, O) ®g C,

To 1 T3

s vlastnostmi 42 =0, tr A =0, rank A = 1.

Existenci prvku g € Fy s vlastnosti g(A) = E; dokazeme v nékolika krocich:
rh 0
0 74
grupy C o Spin (9, C) o C na Herm(2, Q) ®g C pouzijeme nasledujici lemma:

a) K diagonalizaci a € Herm(2, Q) ®g C na tvar o’ = ( ) ® w’ pomoci akce x

Lemma 7.5.2: Stopa tr a norma | - | na Herm(2, O) ®g C jsou invariantni viéi akei
x grupy CoSpin (9, C)oC na Herm(2, QO)®gC, tedy pro kazdé a € Herm(2, O)®gC,
g € CoSpin(9, C)o C plati

tr(a) =tr[x(g)al,  la| = Ix(g)al.
Diikaz: 7 definice stopy tr a akce grupy C o Spin (9, C) o C na Herm(2, Q) ®g C je

tr (x(g9)a) = (ror? + raut + r(2x1% + uFy) + retiu + r3r? — r(z10 + uZ)) 2wz =

= (rg 4+ 73)(r* + utt)zzw = (ry + r3)w = tr (a).
Z definice normy na Herm(2, Q) ®g C dostavame
[x(9)al = tr (x(9)a®) = tr (a*) = |al,

¢imz je dokazano tvrzeni lemmatu. U

Z lemmatu plyne, ze C o Spin (9, C) o C-orbita prvku a € Herm(2, Q) ®g C lezi v
9-dimenzionalnim prostoru

Ta :={b € Herm(2, Q) ®g C| trb = tra = (ry + r3)w}.
Protoze norma | - | je také x-invariantni, lezi x-orbita zvoleného prvku a v 9-sfére
o kvadrétu ,poloméru® |af. Jelikoz C o Spin (9, C) o C — SO(9,C) a SO(9, C)
operuje tranzitivné na komplexni 9-sfére, dostavame, ze existuje prvek h € C o

Spin (9, C)oC, ze h-a=d.
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Kapitola 7. Grupa Fy a Moufangové rovina

/
b) Necht o' = "2 O, ) ®uw’ je prvek Herm(2, Q)®gC ziskany v bodé a). Ukazeme, ze

0 73
existuje h’ € C'oSpin (9, C)oC, ktery pti spinorové akci o grupy C o Spin (9, C)oC
na (0®0)®g C zobrazi x = (23, ¥2)T @w na o(h')z = (y3,92)T ®w, kde y3,y2 € R
a pritom x(h')a = a.

ba) Diky rovnosti

' =xto) (505 (5 O )ow+ 500 (§ §) o) =
(74 —ré)X(g)<((1) _01> ®w’) + = (r4 +rg)x(g)(<(1) (1)) ®w’) —

1
’
50 (y &) ew) g0 (g §)ew

je Isoty (C o Spin (9, C)o C) = Isot(1 0)®w,(C’ o Spin (9, C) o C).

0-—1

Il
Y

N~ N

bb) Grupa C o Spin (8, C) o C' je pomoci

Ly O u e,z eC,
CEnd¢c((O® 0) ®g C)

vnofena do grupy C o Spin (9, C) o C.

Lemma 7.5.3: C' o Spin (8, C)oC C Isot(1 0)®w,(0 o Spin (9, C) o C).

Diikaz: Pro libovolny prvek g = ( Loﬁ LO ) ® z € C o Spin (8, C)oC plati

(b 8- 26 25 2) =)
(5 )5 S8 )emw= (G _p, )=
:((1) _01)®(uﬂzz)w’:<(1) _01)®w,‘

a

Dale uvazme spinorovou reprezentaci p grupy Spin (8, C) na (O®rC)®(0Ox®gC).
Tato reprezentace se rozklada na soucet dvou ireducibilnich reprezentaci p4y Gp_.

Pak Spin (8, C)-orbita bodu (x3, z2) € (0 ®@r C) ® (0O ®g C) je

{(us; uz) € (0 ®r C) ® (O ®g C) [ Jus| = |zs], [ua| = [2]}

SE x SL  pokud x3 # 0 a 9 # 0;
~ ¢ SZ x {0} pokud z3 =0 z2 # 0;
{0} x S& pokud z3 # 0 a 2y =0,
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7.5. Moufangové rovina jako homogenni prostor

kde SZ je komplexni 7-dimenzionélni sféra. Specidlné bod (ys, y2) := (|z3], |z2|)
lezi v této orbité, pficemz ys,y2 € Re (0)~ R.
c¢) Kombinaci krokii a) a b) ziskdme z prvku A prvek B’ € OP3, ktery ma v prvnim

Ciniteli realné prvky:

ry T3 X2
A= I3 T2 I

T T1 T3

®w+— B =

™ Ys Y2
Ys T‘é 0 ®w/7 T17T/27Té7y27y3 eR.
Y2 0 Té

d) Prvek B’ € OP2 budeme chapat jako komplexni matici, neboli ztotoznime

™ Yz Y2 I
B'=|ys 15 0 |@w=]7
y2 0 1y U2

matice B je tak komplexni matici.

OP3 danou piedpisem

SO(3,C) > g+— py € AutJ,

-~ ~ - /

Yys Y2 T =nrw,

i, 0 | =B, To = rhw’, T3 = riw’,
¥ - !~ /

0 13 U2 = Yow', Y3 = ysw,

Ortogonalni grupa SO(3, C) C F; ma akci na

pg(A) = gAg"  pro viechny A € J.

Lemma 7.5.3: Pro kazdou matici

It U3 U2
B= |93 fo 0 | €OP}, #3729 €C,
g2 0 T3

existuje prvek Q € SO(3, C) takovy, ze QBQT = E;.
Diikaz: Nejprve z

72+ 92+ 92 g3(F1 + 7)) P3(F1 4+ 73)
0=DB%= [ y3(1 +7) y3 + 73 213
U3(7™1 + 7'3) Y23 U3 + 73

obdrzime , = 0 V g3 = 0. Necht plati g = 0. Pak z §3 + 72 = 0 plyne 73 = 0,
z tr B = 0 plyne ] = —79 a 7] + 93 + 93 = 0 implikuje ¥ = +ig3. Dostavame tak,
ze

+igs gz O
B=1| 93 Figs O
0 0 0

Zjevné zaroven neplati g2 = 0 a g3 = 0, nebot pak by B byla nulovad matice a ta
neni prvkem QP3.
Obdobné pro ¢35 = 0 a g2 # 0 dostavame

+ige 0 Yo
B = 0 0 0
y2 0 Fuge

51



Kapitola 7. Grupa Fy a Moufangové rovina

Hledané matice Q € SO(3, C) s vlastnosti QBQT = E; pro jednotlivé typy matic
B jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

B Q

. . 1 0 /193
igs g3 0 Vs Vs
gs  —igs 0 v SRV T
00 o/ P ivi—g vieg ol

.. . 1(1—93) - _V1=g
-3 Y3 O Vi Vi v

J 13 O 1 iv1—9g3
AR 5 0 7
—iy/1 =93 1—73 1

N ] 1 ivI T2 0
12 0 Yo V2 V2

0 0 0 _id=92)  V1=92 1

. .. V72 V32

a0~ ivIi—gz 1 =7

. . i(1—92) _ V132 -
—ig2 0 92 Vi V2 Vi
0 0 1 ivI—T2 0
- 0 i NG V32
g 2 —iVi—g 1 V=B
Tabulka 3
O
Tim je dokazano tvrzeni véty. (|
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8. Lieova algebra f,

V této kapitole jsou shrnuty vysledky o Lieové algebte f4: Po pfehledu vlastnosti kofen-
ového systému a zmince o gradovanych algebrach prislusejici k ¥, kde ¥ je jednoprvkova
mnozina, je ukdzéna kontaktni gradace algebry f4. I kdyz vSechny kontaktni gradace
jak realnych, tak komplexnich jednoduchych Lieovych algeber jsou klasifikovany v Ya-
maguchiho ¢lanku [21] 1 a piedpis uvadéjici, jak uréit polojednudchou &4st reduktivni
¢asti prislusné parabolické podalgebry (a to nejen v pfipadé kontaktni gradace), je uve-
den v monografii Cap, Slovak [4], budeme se kontaktni gradaci algebry f4 zabyvat bez
reference k témto pracim a nebudeme uzivat teorie tam vyvinuté nebo pouzité, za to
vsak nase metody budou zcela explicitni a snad i ndzornéjsi.

Dale nésleduji oddily vénované vypoc¢tu Hassovych diagrami pro pary (f4, p1) a (f4, p4).
Zaveér kapitoly se zabyva vztahem parabolickych podgrup grupy F; a Moufangové
roviny.

8.1. Zéakladni fakta o algebre f,

V tomto oddile shrneme znamé vlastnosti algebry {4, na zakladé Knappovy monografie
[14]. Jednoduchad komplexni Lieova algebra f; je 52-dimenzionélni. Jeji Cartanova
podalgebra b je ¢tyfdimenzionalni. Uvazme libovolnou ortonormalni komplexni bazi h*
tvaru {e1, €2, €3, €4} (vdi bilinearni formé (-, -), Killingovy formy  algebry f4).
Mnozina ® vSech kofentu je

1
(P:{:i:eij:ej]i<j}u{j:ei}u{§(i61i62i63i64)}, i,j=1,2,3,4

(mozné jsou vSechny kombinace + a —, stejné tak i v dalsim textu). Mnozina &+ C &
pozitivnich kofenti mé tvar

1
ot = {Gizl:Ej’i<j}U{€i}U {§(€1i62i63ﬂ:64)}, Z,j: 1,2,3,4,

pricemz jednoduché koreny maji tvar

Qrp —€2 — €3,

Qg =—€3 — €4,

Q3 =€y,
1
(a7} 25(61 — € — €3 — 64).

Poznamka 8.1.1: V monografii Knapp [14] jsou jednoduché kofeny uvedeny v opac-
ném poradi.

Pripomenme, Ze pro kazdou komplexni jednoduchou Lieovu algebru existuje pravée jedna
jejl kontaktni gradace.

53



Kapitola 8. Lieova algebra f;

Z definice spoc¢teme Cartanovu matici C algebry f4 vzhledem k (®, A) (viz Definici
4.1.21):

(Kvuli opa¢nému ocislovani kofentt v Knapové monografii [14] je tam uvedena Car-
tanova matice grupy Fj transponované k matici uvedené v této praci.) Snadno ovéfime,
ze

cl =

N W N
= 00 O W
W O = N
N W N

proto (jak plyne ze vzorce uvedeného v Definici 4.1.21) fundamentalni vahy maji tvar

w1 = 207 + 3o + 4dasg + 204 = €1 + €9,

wo = 3y + 6cg + 8ag + 4oy = 2€1 + €2 + €3,
1
2
wy = a1+ 209 4+ 3ag + 204 = €.

w3 = 201 + 4o + 6ag + 3oy = (361 + €2 + €3 + 64),

V nasledujici tabulce jsou vSechny pozitivni kofeny zapsany v béazi {a1, as, as, as}.
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8.1. Zdkladni fakta o algebre f,

Naptiklad zapis € = (1232) znamend, Ze €, = a1 + 2as + 3as + 2ay4.

e = (1232),
€2 = (1110),
es = (0110),
e2 = (0010),
€1+ €2 = (2342),
€1 — €2 = (0122),
€1+ €3 = (1342),
€1 — ez = (1122),
€1 + €4 = (1242),
€1 — €4 = (1222),
€2 + €3 = (1220),
€a — €3 = (1000),
€2 + €4 = (1120),
€2 — €4 = (1100),
es + €4 = (0120),,
€3 — €4 = (0100),
L (€1 — €2 — €3 —€4) = (0001),

(€1 + €2 — €3 —eq) = (1111),
(€1 — €2 + €3 —eq) = (0111),
(61 — €2 — €3 + €4) = (0011),
(€1 — o + €3 +€4) = (0121),
(€1 + €2 — €3 +€4) = (1121),

(61 + €9 + €3 — 64) = (1221),

RN RN RN RN RN =N =N

5 (61 + €2 + €3 -+ 64) = (1231)

Nyni jiz snadno uréime mnoziny <I>j ag;,j € NU{0}, pro f4 alibovolnou jednoprvkovou
mnozinu ¥ C A. V nésledujici tabulce jsou pak shrnuty pocty prvka téchto mnozin.
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Kapitola 8. Lieova algebra f;

dimenze
= 1eg] 1971195 (@3] 1®F] | g0 o1 g2 g3 g4 |, dimg;
{a1} | 9 14 1 0 0 22 141 0 0 52
{ag} | 4 12 6 2 0 12 12 6 2 0 52
{az} | 4 6 9 2 3 12 6 9 2 3 52
{as} | 9 8§ 7 0 0 22 8 7 0 0 52
Tabulka 4

V uvedenych piipadech jsou mnoziny g; jak pro j > 4, tak pro j < —4 zjevné prazdné,
nebot Y7, dimg; = 52 = dim f.

8.2. Kontaktni gradace f,

Véta 8.2.1: Gradace algebry f; asociovana k ¥ = {1} je kontaktni.
Diikaz: 7 definice 5.2.4 vyplyva, ze

1
Bf = {e1 — €2, €3, €3 T €y, €y, 5(61 S EEIN

1
OF ={e1, €1 k€3, €1 T ey, €2, €2 T €3, €2 + ¢4, 5(61 +eatestes)t,

7 = {e1 + e},
=0, j>2,

odkud plyne, Ze prvni dvé podminky definice kontaktni gradace (viz Definice 5.2.9) jsou
splnény. Ovéfme nedegenerovanost zavorky [, -] :g—1 X g—1 — g_2:

Z Poznamky 4.1.9 vime, Ze [ga, 93] € ga+s, @, 3,€ ®, a+ 3 # 0. Zvolme prvky
X, € 9o tak, aby [Xa, Xﬁ] = Xa+ﬁ-

Obecny prvek X e &7, rozepsany v bazi (X,; o € ®F), je tvaru
y 1 1

A

X — alXel + a1+3X€1+63 + a/173X€1*63 + a1+4X€1+64 + a/174X€1*64+
+ a’2X€2 + a2+3X62+63 + a2—3X62—€3 + a2+4X62+€4 + a2—4X62—€4+
+ a’(JF**)X% (e1+e2—€e3—eq) + a(+*+)X% (€1+€2—€3+€4)+

+ a(++—)X%(61+62+€3—64) + a(+++)X%(€1+62+63+64)7

A

kde koeficienty az jsou komplexni ¢isla. Pak matice zobrazeni [ X, -] ve vySe uvedené
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8.2. Kontaktni gradace f,

bazi je tvaru

Q
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Q
T
w
O O OO
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i

SO OO oo

Q

fn

|
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SO OO OO oo
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0
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w
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OO O OO
OO OO OO OO OO
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OOiOOOOOOOOOOO
OOOiOOOOOOOOOO

tedy zobrazeni [-, -] : g_1 X g_1 — g_2 je nedegenerované, ¢imz jsme dokazali tvrzeni
vety. U

Véta 8.2.2: Pro kontaktni gradaci uréenou mnozinou ¥ = {«1 } Lieovy algebry f4 plati

ggs = 5p(67 C)7 3(90) ~ C.

Ditkaz: Pro a € & U —®] definujme X, € g, tak, aby jednak [X,, Xs] = Xoip
proa,3 € ® aa+ 3 #0 a jednak [X,,X .| = H,, kde H, je kokofen ke kofenu «.
Definujme 3 := CH,, a &5° := span({X,, Hgla € ®§ U —®F, 8 € {aa, a3, a4}}).

Z definice 3 a &§° plyne, ze 3 & B{° = go na Grovni vektorovych prostorti. Ukazeme-li,
ze 3 komutuje s elementy &% a [$5%, $5°] C &5°, dokazeme tim platnost 3 & B§° = go
na urovni Lieovych algeber.

Komutativnost 3 a &§° ovéfime jen na prikladé X, ;.,, komutatory s ostatnimi ele-
menty lze spoéitat obdobné. [Ha,, Xeite,] = (€1 + €2)(Hay ) Xe,+e, = 0, nebot (e1 +
€2)H,, = 0, jak plyne z definice kokofenti.

Relaci [&§°, B5°] C B5° lze ovéfit nasledovné. Snadno se zjisti, Ze mnozina kofent
R :={a € & U—-®),8 € {az,a3,as}} tvoif ireducibilni kofenovy systém, a proto
podle véty 4.1.19 existuje jednoducha komplexni Lieova algebra s jejiz kofenovy systém
je R, tj. nutné s ~ &§°. Nyni tedy staci ovéfit, ze s ~ sp(6,C). Za timto ucelem
spoc¢téme Cartanovu matici C' Lieovy algebry s napf. pomoci kofenového systému R.
Z definice Cartanovy matice (viz Definice 4.1.21) dostavame, Ze

c=1-1 2 -2/,

ktera se shoduje s Cartanovou matici sp(6, C) uvedené napt. v monografii Cap, Slovak
[4]. Upozornéme jen, 7e ve zminéné monografii je pod terminem Cartanova matice
rozumi matice transponovana ke Cartanové matici definované v této praci. U
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8.3. Hasstv diagram pro par (f,,p,)

Uvazme parabolickou podalgebru p;, ktera odpovida ¥ = {a}.
Pro tento oddil ozna¢me koteny patiici do ®* (g, ) = ®; U ®; nésledovné:

ap =€z —e3, Q2 =€z —e€4, a3 =E€2, a4 =E€3+ €4, as= e+ es,

by =e1—e3, ba=e1—es, bz3=e1, bi=e1+es, bs=e;+es,

1 1
01=§(€1+62—€3—64), 02=§(G1+€2—€3+64),

1 1
C3=§(€1+62+€3—64), C4=§(G1+62+€3+64),

d1 = e1 + ea.

Pak plati:

Tvrzeni 8.3.1: Saturované mnoziny ptislusejici dané parabolické algebie p; maji tvar
a) Al ={ap; 1<k <i—j2+6j—5}Uf{es 1<k<j} 1<i<% j=123;
b) B/ ={ap; 1 <k <5}U{bi}U{er,ca} U{dp; 1<k <3} j=1,2;

¢) ¢V ={ap; 1<k <5YU{b; 1<k <i}U{cp; 1<k<j+2}U{d}
1<i<%,5=123.

Diikaz: Nejprve oznaéme A’ := {3 (e1 — ez —e3 —€4),ea,e5 — s} = A\ {ea — e3}.

Ziejme A'N®*(gy) = 0.

Uvazme néasledujici situace:

(P1) Necht ar € Q, 2 < k < 5. Potom lze pséat ay = ax_1 + 6, § € A/, a z podminky
(T2) Tvrzeni 6.3.6plyne, Ze ax_1 € Q.

(P2) Necht by, € Q, 2 < k < 5. Potom lze psat by, = by_1 +J, 6 € A’; a z podminky
(T2) Tvrzeni 6.3.6plyne, Ze by_1 € Q.

(P3) Necht ¢, € Q, 2 < k < 4. Potom lze psat ¢, = cx—1 + 0, 6 € A’, a z podminky
(T2) Tvrzeni 6.3.6plyne, Ze cx—1 € Q.

Ze jsou mnoziny A?, B/ a CY saturované pro (f4, p1), se snadno ovéii z definice.

Dokazeme, Ze jiné saturované mnoziny neexistuji. Rozeberme jednotlivé ptipady. Bud

() saturovana mnozina prislusejici k p;.

1. Jestlize a1 ¢ @, pak z (P1) plyne, Ze ar ¢ Q, 1 < k < 5. Daéle plati ¢; =
a3+%(61—62—63—€4), %(61—62—63—64) € A’ tudiz z (P3) plyne¢; ¢ Q,1 <i < 4.
Dale (P2) spolu s rovnosti by = ¢ + %(el —ey—e3—ey), %(el —eg—eg3—eq) €A,
davaji b ¢ @Q, 1 < k < 5. Kofen dj neni v @), nebot plati rovnost d; = a5 + b1 a
(T2). Tudiz Q =0 = A}

2. Necht a; € Q.

2.1. Jestlize a3 ¢ Q, pak z (P1) plyne a ¢ Q, 3 <k <5;z (P3) aci =as+ 3(e1 —
62—63—64), %(61—62—63—64) € A/, plyne Cl ¢ Q, 1 S k S 4; Z (P2) a
by =cot+i(er—ex—e3—es), 3(e1—ea—e3—eq) € A, plyne by ¢ Q, 1 < k < 5;
z rovnosti dy = as + by a (T2) plyne d; ¢ Q. Tudiz Q = Al nebo Q = Al.
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8.3. Hassuv diagram pro pdr (fy, py)

2.2. Necht a3 € Q.

2.2.1 Jestlize ¢; ¢ Q, pak z (P3) plyne ¢, ¢ Q, 2 < k < 4; rovnost by = co+ 5 (e1 —
€2 — €3 — €4), %(61 —ea—eg—ey) €Ay a(P2) davaji by, ¢ Q, 1 < k < 5;
rovnost di = co + c3 a (T2) davaji d; ¢ Q. Tudiz (P1) uréuje @ jako jednu
7 mnozin A}, 4 <3 <6.

2.2.2. Necht ¢; € Q.

2.2.2.1. Jestlize c2 ¢ Q, pak pouzitim (P3) plyne ¢x ¢ Q, 2 < k < 4; rovnost
by = co + %(el — ey — €3 — €ey), %(61 —ea —e3—eyq) € Ay a (P2) davaji
b ¢ Q, 1 <k <5; rovnost dy = ca + c3 a (T2) davaji d; ¢ Q. Pak (P1)
urcuje @ jako jednu z mnozin A?, 1 <i < 3.
2.2.2.2. Necht ¢y € Q. Pak z rovnosti co = a4 + %(el — ey —e3 — €ey), %(el —e9 —
es—eq) €A az (Pl) plyneap € Q, 1 <k <A4.
2.2.2.2.1. Jestlize by ¢ Q, pak z (P2) plyne by, ¢ Q, 1 < k <5.
2.2.2.2.1.1. Jestlize d; ¢ @, pak (T1) a di = co + c3 davaji c3 ¢ @, spolu
s (P3) pak ¢4 ¢ Q. Tudiz (P1) uréuje Q jako jednu z mnozin A3,
1< <2,
2.2.2.2.1.2. Jestlize d; € Q, pak (P3) uréuje Q jako jednu z mnozin €7, 1 <
J<3.
2.2.2.2.2. Necht by € Q.
2.2.2.2.2.1. Jestlize by ¢ Q, pak z (P2) plyne by, ¢ Q, 2 < k <5.
2.2.2.2.2.1.1. Jestlize a5 ¢ Q, pak c3 = a5+ %(el —ey—e3—e€y), %(el —e9 —
es —eq) € A') s (T2) déavaji c3 ¢ @, potom podle (P3) ¢4 ¢ Q
a Q je tvaru B! nebo B2
2.2.2.2.2.1.2. Jestlize as € Q, pak z dy = a5+ by a (T1) mame d; € Q a (P2)
ur¢uje @ jako jednu z mnozin C35, 1 < j < 3.
2.2.2.2.2.2. Jestlize by € QQ, pak z by = 03—1—%(61 —eg—e3—e€y), %(el —eg—e3—
eq) € A’y az (T2) plyne c3 € Q, odtud azdy = ca+c3 az (T1) je
di € Q. Déle c3 = a5+%(€1—62—63—64), %(61—62—63—64) e A,
tudiz a5 € Q.
2.2.2.2.2.2.1. Jestlize b3 ¢ Q, pak @ je tvaru C’g, 2<j5<3.
2.2.2.2.2.2.2. Jestlize b3 € Q, pak z b3 = ¢4+ %(61 —eg—e3—ey), ;(el —e9 —
es—ey) €A az (T2) madme ¢y € Q. Tedy ap, € Q, 1 < k <5,
ck €Q,1<k<4,d €Qab, e 1<k<3. Pak (P3)
uréuje zbyvajici mozné saturované mnoziny jako C3, 3 < i < 5.
]

Pomoci Véty 6.4.2 snadno najdeme vSechny hrany Hassova diagramu a dostédvame tak

YAVAS
A VA VAV AV A S
T AN TN N T
e 4 N4

Obrazek 7

59



Kapitola 8. Lieova algebra f;

Pokud doplnime do grafu saturované mnoziny tak, jak jsou oznaceny v Tvrzeni 8.3.1,
obdrzime vysledny obrazek:

AN
/\/\“/\/\ )
%/\/“\/\/“4“%

\/ w/

Obrazek 8

as 3 as

8.4. Hasstiv diagram pro par (f,. p,)

Uvazme parabolickou podalgebru py4 algebry f4, kterd odpovidd mnoziné ¥ = {ay}.
Pro tento oddil oznaéme koteny o € ®* (g, ) = & U ®J nésledovné:

1

—_
—_

a; = 5(61—62—63—64) as = 5(61—62—63-}-64) az = 5(61—624—63—64)
1
ay = 5(61—62+63+64) as = 5(61 +ex— €3 —€4) ag = 5(61 + ey — €3+ €4)
1 1
a7:§(€1—|—62—|—€3—64) a8:§(61+62+€3+64)
b1:€1—62 172:61—63 53261—64 b4=61

b5:€1+€4 b6:61+63 b7:€1+62

Lemma 8.4.1: Pro kazdou saturovanou mnozinu @ pro (f4, p4) plati:
(L1) Pokud a; € Q, i # 5, pak a; € Q, 1 < j < i. Pokud a5 € @ pak a; € Q,

1<e<3.
(L2) Pokud b; € Q, pak b; € Q, 1 < j <.
Diikaz: Ozna¢me mnozinu kofentt A’ := {e3, €4, €2 —€3, e3—€4}. Zjevnd A'NPT (g ) =

0.

Necht a; € Q, i # 5. Pak lze psat a; = a;_1 + 0, 6 € A’. Podminka (T2) Tvrzeni 6.3.6
pak davéa a;_1 € Q.

Necht ag € Q. Kofen ag lze rozepsat jako ag = a4 + (€2 — €3), €3 — €3 € A’. Tudiz z
podminky (T2) Tvrzeni 6.3.6 plyne, Ze a4 € Q.

Podobné kofen as lze rozepsat jako as = az+ (€2 —€3), €2 — €3 € A’ a z podminky (T2)
Tvrzeni 6.3.6 plyne, Ze pokud a5 € ), pak i ag € Q.

Z vyse uvedeného indukci plyne tvrzeni (L1).

Pokud b; € Q, pak lze psat b; = b;_1+9, 6 € A’ z podminky (T2) Tvrzeni 6.3.6 indukeci
plyne tvrzeni (L2). O
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8.4. Hassuv diagram pro pdr (fy, ps)

Véta 8.4.2: Saturované mnoziny pfislusejici parabolické algebfe py maji tvar

1
Qf:{aj]0<j<z'+§(k:—1)(k2—7k+14)} U{bj|0<j <k},

19 — &
0<i< LTJ,O<k<5;

Q={aj|0<j<4}U{a;|j=i+3} U {bj|0<j<i+3}, 0<i<3;
1
sz{aj|0<j<z'+4+g(k—6)(k—7)(k—8)} U{bj|0<j<k—1},

k
O<i<{%9J,5<k<1O,

kde | - | zna¢i dolni celou ¢ast.

Diikaz: Snadno se ovéfi z definice, Ze mnoziny QF jsou saturované vzhledem k (f4, p4).
Dokazme, Ze neexistuji zadné dalsi saturované mnoziny:

UvaZzme nyni saturovanou mnozinu Q C ®* (g, ). V diikazu budeme pouzivat podminky
(T1) a (T2) Tvrzeni 6.3.6 a body (L1) a (L2) pfedchoziho Lemmatu 8.4.1.

1. Necht b, ¢ Q. Pak podle (L2) b; ¢ Q, 1 <1 < 7. Podle by = as + ag a (T1) alesponi

jeden z kofent as, ag neni v @ a z (L1) plyne, Ze ag ¢ Q. Proto (diky (L1)) a; ¢ Q,

3 <1< 8. Tvrzeni (L1) pak k4, Ze Q je jednou z mnozin Q}, 1 <i < 3.

2. Necht b; € Q. Pak z by = as + a3 a (T2) a (L1) je a1, a2 € Q.

2.1. Necht bs ¢ Q). Pak podle (L2) b; ¢ Q, 2 <1 < 7. Déle bs = as + a5, proto podle
(T1) a5 ¢ @ a podle (L1) a; ¢ Q, 5 <1 < 8. Tvrzeni (L1) pak dava, ze Q je
jedna z mnozin Q?, 1 <i < 3.

2.2. Necht by € Q.

2.2.1. Necht b3 ¢ Q). Pak podle (L2) b; ¢ Q, 3 <1 < 7. Déle b3 = a3 + as, proto
podle (L1) a (T1) je a5 ¢ Q. Tvrzeni (L1) pak urcuje @ jako jednu z mnozin
Q3,1<i<3.

2.2.2. Necht b3 € Q. Pak z b3 = a3z + a5 a (L1) a (T2) plyne a3 € Q.

2.2.2.1. Necht a5 ¢ Q. Pak a; ¢ Q, 5 <1 < 8. Z rovnosti by = a5 + asg a (L1)
plyne b7 ¢ Q.
2.2.2.1.1. Necht by ¢ Q. Pak z (L2) b; ¢ Q, 4 <[ < 7. Dostavame tak, ze @ je
1, nebo Q3.
2.2.2.1.2. Necht by € Q. Pak (L2) uréuje Q jako jednu z mnozin Q%, 6 < k < 8.
2.2.2.2. Necht a5 € Q.
2.2.2.2.1. Necht ag ¢ Q. Pak z by = ag + a7 plyne, ze by ¢ Q a z (L1) mame
ay §é Q,6<1<8.
2.2.2.2.1.1. Necht a4 ¢ Q. Pak Q je jedna z mnoZin Q3, Q5.
2.2.2.2.1.2. Necht a4 € Q. Pak (L2) uréuje @ jako jednu z mnozin Q%, 6 <
k < 8.
2.2.2.2.2. Necht ag € Q.
2.2.2.2.2.1. Necht b; ¢ Q. Pak Q je Q%, nebo Q5.
2.2.2.2.2.2. Necht b7 € Q. Pak (L1) uréuje Q jako jednu z mnozin QY, 1 < i <
3.
Protoze Q3 = ®T (g, ), jsou viechny mozné saturované mnoziny Q C ®* (g, ) vycerpany,
tudiz jiné saturované mnoziny nez vyse popsané neexistuji. O
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Z predchozi Véty 8.4.2 zname vrcholy Hasseho diagramu pro (f4,p4). Pomoci Tvrzeni
6.4.2 pak snadno najdeme vSechny hrany. Koneéné Hasseho diagram pro (f4, p1) ma

nésledujici tvar: /Tyi
N ESENRII AN AN, A
o 8 e R e
N4 L

Obréazek 9

Pokud doplnime do diagramu oznaceni saturovanych mnozin z predchozi Véty 8.4.2,
dostaneme vysledny obrazek:

T
al / \ @

N /\/\ /\/\ S
\/\/\/”\/\/\/
\/ \/

Obrazek 10

8.5. Ireducibilni reprezentace grupy F,

Definice 8.5.1: Definujme vektorovy podprostor 7y algebry J jako vektorovy prostor
bezestopych prvki algebry J.

Poznamka 8.5.2: Akci o grupy F4 na vektorovém prostoru Jy lze chapat jako 26-
dimenzionalni reprezentaci o grupy Fjy.

Véta 8.5.3: Existuji pravé dvé neekvivalentni ireducibilni reprezantace o grupy Fj
takové, ze
0 < dim¢ o < 26,

a to trivialni reprezentace dimenze 1 a 26-dimenzionalni reprezentace s nejvyssi vahou
€1.

Diikaz: Hledejme vSechny ireducibilni reprezentace o algebry Fjy s dimenzi neprevysujici
26. Platid = %(1161—|—562—|—363—|—64), viz Knapp [14]. Oznacme \ = (a61+b62—|—663+d64)
nejvyssi vahu reprezentace o. Podle Weylovy dimenzionalni formule 4.2.12 X\ musi
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8.5. Ireducibilni reprezentace grupy Fy

spliovat

[Toco: (A +6, @)
[aca+ (0 a)

Dosazenim A, § a a a vynasobenim jmenovatelem dostaneme nerovnici

26 >

236.37.5%.72.11-13 > (a + 11)(b+ 5)(c + 3)(d + 1)-
(a+b+16)(a+c+14)(a+d+12)(b+c+8)(b+d+6)(c+d+4)
(a—b+6)(a—c+8)(a—d+10)(b—c+2)(b—d+4)(c—d+2)
(a+b+c+d+20)(a+b+c—d+18)(a+b—c+d+14)(a—b+ c+d+ 10)
(a—b—c+d+4)(a—b+c—d+8)(a+b—c—d+12)(a—b—c—d+2).

Oznacme polynom na pravé strané rovnice jako P. Pokud vyjadfime nejvyssi vahu
A jako linearni kombinaci celociselnych nezapornych nasobk® fundamentalnich vah,
dostaneme

4

A=) Now; =
1

31 1 1
:Al~61+/\2~(§el+562+563+564)+A3~(261+ez+63)+A4-(61+62):

1 1 1
= ()\1 + ;AQ +2)3 + x*) €+ <§)\2 + A3+ )\4) €+ (§>\2 + >\3> €3 + (ﬁv) €4,

odkud plyne
3
a:)\1+§)\2+2)\3+>\4,

1
b:§A2+/\3+A4,

1
:_)\2 )\3
c 5 + A7,
1
d=-\?,
2

tedy a > b > c > d > 0 a vSechny cinitele polynomu P jsou kladné.
Uvazenim b>c>d>0,a>b+c+dab>c+dproodhad P obdrzime

P>(a+11)-5-3-1-
(a+16)(a+14)(a+12) -8 -6 - 4-
6-8-10-2-4-2-

- (a+20)(a+ 18)(a + 14) - 10-
4-8-(a+12)-2>
>210.32.5. (a + 11)8,
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Kapitola 8. Lieova algebra f;

odkud a < 10. Podobné odhady

P>(b+11)(b+5)-3-1.
- (2b+16)(b+ 14) (b + 12)(b + 8)(b + 6) - 4-
6-8-10-2-4-2.
- (2b + 20)(2b + 18)(b + 14) - 10-
-4-8-(b+12)-2>
>221.32.52(h + 5)!,

P>(c+11)(c+5)(c+3)-1-
- (2¢+16)(2¢ + 14)(c + 12)(2¢ + 8)(c + 6)(c + 4)-
-6-8-10-2-4-2.
(3¢ +20)(2¢ + 18)(c + 14)(c + 10)-
-4-8-12-2 >
>221.33.5. (¢ + 3)'3,

P >(d+11)(d +5)(d + 3)(d + 1)-
- (2d + 16)(2d + 14)(2d + 12)(2d + 8)(2d + 6)(2d + 4)-
-6-8-10-2-4-2-
- (4d + 20)(2d + 18)(2d + 14)(2d + 10)-
-4.8-12-2 >
>928.32.5. (4 4 1)!4

implikuji, ze b < 7, c<5ad < 4.
Z podminek a >b>c>d>0al10>a,7>0b,52>c, 4 > d dostavame 580 moznych
¢tvefic [a, b, ¢, d] (viz P¥iloha 1), z nichz jedinymi nezapornymi celo¢iselnymi feSenimi
nerovnice

2%.37.5.72.11-13> P

jsou [2, 0, 0, 0], vdha €; 26-dimenzionélni reprezentace, a [0, 0, 0, 0], vAha 1-dimenzio-
nalni (trivialni) reprezentace. O

Véta 8.5.4: Reprezentace o : Fy — Aut(Jp) je izomorfni ireducibilni reprezentaci s
nejvyssi vahou A = €;.

Diikaz: Na zakladé véty 4.2.5, ze Jy je bud pfimo zminéné ireducibilni reprezentace,
nebo sumou 26 reprezentaci triviadlnich. Druhou moznost vsak lze vyloucit uvazenim
napt. akce SO(3,C) z diukazu véty 7.5.1. O

Poznamka 8.5.5: Podle programu LIE [23] ma 26-dimenzionalni reprezentace F vihy
+e;,1=1,2,3,4 a %(j:el + €3 £ €3 + €4) multiplicity 1 a vahu 0 multiplicity 2.
Nasledujici véta charakterizuje Moufangové projektivni rovinu jako specificky homo-
genni prostor.

64



8.5. Ireducibilni reprezentace grupy Fy

Véta 8.5.6: Necht P je stabilizator akce o grupy F4 na projektivni Moufangové roviné,
pak Lieova algebra p grupy P je izomorfni py, tj.

p=py.

Diikaz:

Z definice stabilizdtoru P plyne, %e o(p)v = v pro kazdé p € P a vybrané v € OP2.
Poznamenejme, ze Moufangové rovina je komplexni projektivni algebraickd varieta,
jak plyne z jeji definice. Z tohoto duvodu je dle véty 5.2.8 stabilizator akce Fj na
Moufangové roviné parabolickd podgrupa Fy. Z klasifikace parabolickych podalgeber
jednoduchych komplexnich Lieovych grup (viz Kapitola 5 nebo Yamaguchiho ¢lanek
[21]) plyne, Ze p koresponduje pravé s jednou mnozinou ¥, kterd je podmnoZinou
mnoziny jednoduchych kotenti, ¥ C A. Navic plati, ze dimp = dimf,; — dim OP3 =
52 — 15 = 37. Z Tabulky 4 plyne, ze moznymi kandidaty jsou p; nebo p,. Snadno se
dokéze, ze jind moznost nastat nemize, nebot kromé p; a p4 zadné algebra ze zminéné
tabulky nesplnuje podminku na dimenzi a navic kazda parabolickd podalgebra p algebry
fa, kterd neni zahrnuta v uvazované tabulce, je ur¢ena mnozinou X, jejiz pocet prvki
je vétsi nez jedna, a proto jeji dimenze je mensi nez maximum dimenzi parabolickych
podalgeber uvedenych v tabulce, které ¢ini 37, a tedy nesplinuje podminku dim p = 37.
Jelikoz P je parabolickd podgrupa grupy Fj, existuje jednoznacné ur¢end mnozina ¥
kofenti pridruzena k algebfe p, ze p = b © P, ¢ §—a viz Pozndmku 5.1.3 o ekvivalenci
parabolickych algeber a podmnozin systému jednoduchych kofenti. Necht o € ¥ a
X_, je pfislusny kofenovy vektor ke kofenu —a, mimo jiné e!*e € P pro kazdé t €
R. Oznacme ¢ reprezentaci algebry p, viz Pozndmku 4.2.7. 7 definice ¢ dostavame

O(X_a)v = L|,_go(e!*-)v = L|,_ov = 0, protoZe v je pevnym bodem akce P na
OP2.

Jelikoz vime, Ze Jy je izomorfni ireducibilni reprezentaci Fy s nejvyssi vahou A = e,
budeme za pevny bod akce volit néjaky vektor nejvyssi vahy vy, tj. v := wvy. Pro

spor predpokladejme, Ze p = p;. Snadno se potom ovéri, ze v tomto pripadé p :=
—(—€1 + €2) € ¥, kde mnozina ¥ je mnozina kladnych kofeni korespondujicich s pj.
Uziti relace 9(Ha)0(Xa)va = (A4 a)0(Ha)0(Xa)va v pipadé (X _c, +¢,)vx implikuje,
Ze vysledny vektor je vektor vahy eo, ktera je vahou uvazované reprezentace (viz seznam
vah v Poznamce 8.5.5 vyse), a proto eX—# nestabilizuje vy, tudiz pu ¢ ¥, coz je spor.

Odtud jiz plyne, Ze p ~ p4, jak bylo dokazat. U

Poznamka 8.5.7: Z piedchozi véty plyne, ze OP3 ~ F,/P;, kde P, je né&jakd parabol-
ickd podgrupa grupy Fy, jejiz Lieova algebra je izomorfni py.

Poznamka 8.5.8: Lze snadno ukézat, ze v pripadé p ~ py pro kazdé o € X, kde nyni
¥ je mnozina korespondujici vybéru p = py, je 0(X_,)vs vektor vahy, kterd neni vaha
uvazované reprezentace, jak se lze snadno presvédcit, uzivaje seznam vah uvazované
reprezentace, viz Poznamka 8.5.5.
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9. P¥ilohy

9.1. Piiloha 1: Reseni nerovnice z dikazu Véty 8.5.3

V nésledujici tabulce jsou vypsany vsSechny ctvefice (a, b, ¢, d) € Z*, ktera spliuji
nerovnosti

pouzité v dikazu Véty 8.5.3.
V poslednim sloupci je uvedeno ¢islo

P(a, b, ¢, d) P(a, b, ¢, d)

[Tocgs (6, )  235.37.5%.72.11°

coz je hodnota, kterd odpovidd dimenzi prislusné reprezentace W (pokud existuje)
Lieovy algebry f4. Nezaporné celé hodnoty, které mohou odpovidat existujicim repre-
zentacim Lieovy algebry f4, jsou uvedeny tucéné, ostatni (nevyhovujici) hodnoty jsou
vyznaceny kurzivou (jsou zaokrouhlovany na dvé desetinnéd mista).

abcd dimW abecd dimW abcd dimW
0000 1 3300 254,61 4322 -2796,91
1000 5,80 3310 240,84 4330 0
1100 8,48 3311 0 4331 -2428,34
1110 6,61 3320 0 4332 -6953,50
1111 0 3321 -683,36 4333 -10 052,81
2000 26 3322 -1736,60 4400 1053
2100 45,69 3330 -192,72 4410 104080
2110 50,23 3331-1274,00 4411 0
2111 48,14 3332-3041,71 4420 0
2200 52 3333 -4096,00 4421 -83223,67
2210 45,89 4000 324 4422 -8424,00
2211 0 4100 685,42 4430 -1020,61
2220 0 4110 957,87 4431 -6852,73
2221-111,98 4111 1169,41 4432 -16 834,11
2222 -273,00 4200 1053 4433 -28 748,54
3000 97,9 4210 15190/ 4440 0
3100 192,30 4211 1736,60 4441 -6 260,04
3110 246,16 42201274 4442 -19 278,00
3111 273 4221 124749 4443 -32 144,02
3200 263,73 4222 0 4444-34 749,00

3211 290,50 4300 122817 5000 966,85
3210 327,52 4310 1631,07 5100 215896

3221 0 4311 147572 5110 &191,07
3222-4606,25 4320 109377 5111 4096
3220 193,71 4321 0 5200 & 583,04
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abed

5210
5211
5220
5221
5222
5300
5310
5311
5320
5321
5322
5330
5331
5332
5333
5400
5410
5411
5420
5421
5422
5430
5431
5432
5433
5440
5441
5442
5443
5444
5500
5510
5511
5520
5521
5522
5530
5531
59532
59533
5540
5541
59542
59543
5544

dim W

5 629,03
7 081,74
5 516,92
6 953,50
3 847,87
4 691,07
7 224,21
8 424
6 852,73
6 846,03
0
3 427,22
0
_10 361,44
~19 448,00
/4 867,87
6 744,38
6 189,89
4 851,04
0
-12 925,0/
0
_12 418,70
-36 536,22
-55 216,36
-2 912,30
-20 206,76
-53 005,7
-84 987,25
_91 496,72
3 811,49
3 882,91
0
0
_12 789,19
-33 956,95
-/ 295,95
-29 172,00
73 126,29

-106 496,00

0
-30 418,18
-95 633,87

-164 733,41
-187 165,09

abced

5550
5551
5552
595953
59554
6000
6100
6110
6111
6200
6210
6211
6220
6221
6222
6300
6310
6311
6320
6321
6322
6330
6331
6332
6333
6400
6410
6411
6420
6421
6422
6430
6431
6432
6433
6440
6441
6442
6443
6444
6500
6510
6511
6520
6521

dim W

18 924,62
0
-68 509,13
_160 056,00
-223 680,40
2 652
6 168,77
9 /85,95
12 5/3,62
10 829
17 975,86
23 748,54
19 278
26 698,56
19 448
15 343,77
25 697,72
32 956,07
28 431,21
36 536,22
20 977,25
20 206,76
21 227,67
0
-25 690,52
17 901
28 723,09
33 956,95
29 172
29 551,63
0
16 535,85
0
-52 035,72
_101 925,57
0
-84 279,6/
-107 406,00
-183 718,51
_205 751,00
16 987,74
2/ 229,28
22 469,82
18 226,26
0
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abcd

6522
6530
6531
6532
6533
6540
6541
6542
6543
6544
6550
6551
6552
6553
6554
6600
6610
6611
6620
6621
6622
6630
6631
6632
6633
6640
6641
6642
6643
6644
6650
6651
6652
6653
6654
7000
7100
7110
7111
7200
7210
7211
7220
7221
7222

9.1. Priloha 1: Reseni nerovnice z dikazu Véty 8.5.3

dim W

-50 012,96
0
-50 676,60
_151 983,69
236 754,54
-13 874,61
-93 818,88
_250 973,42
J15 018,25
/68 /88,78
0
-78 039,25
255 758,54
473 526,64
614 582,06
12 376
12 887,25
0
0
44 035,69
-119 119,00
15 451,87
~105 819,72
-269 257,96
401 233,11
0
118 987,35
-879 848,00
-669 806,03
787 644,00
83 799,93
0
-309 997,18
744 010,31

-1 077 042,47

6 777,26
16 275,23
25 767,17
34 749

29 815,73
51 430,02
69 959,37
58 503,80
8/ 987,25
69 010,51



Kapitola 9. Prilohy

abcd

7300
7310
7311
7320
7321
7322
7330
7331
7332
7333
7400
7410
7411
7420
7421
7422
7430
7431
7432
7433
7440
7441
74472
7443
7444
7500
7510
7511
7520
7521
7522
7530
7531
7532
7533
7540
7541
7542
7543
7544
7550
7551
7552

dim W

44 756,87
79 115,97
106 496
95 633,87
13 967,65
101 925,57
79 572,18
107 406
68 907,46
0
56 589,0/
98 647,80
128 204,82
116 690,49
151 983,69
89 447,19
93 818,88
99 908,92
0
-129 210,51
41 887,52
0
_144 899,61
-319 154,63
-896 004,57
60 450,8/
99 756,88
119 119
105 819,72
108 285,19
0
6/ 338,00
0
-208 344,68
420 147,00
0
152 942,57
/88 256,77
_860 222,36

-1 008 285,52

-31 657,75
-226 746,00
-631 029,41

7553 -1118 208,00
7554 -143553840

abced

7600
7610
7611
7620
7621
7622
7630
7631
7632
7633
7640
7641
7642
7643
7644
7650
7651
7652
7653
7654
7700
7710
7711
7720
7721
7722
7730
7731
7732
7733
7740
7741
7742
7743
7744
7750
7751
7752
7753
7754
8000
8100
8110
8111
8200

dim W

58 484,69
77 831,17
72 147,51
60 396,03
0
-169 405,03
0
177 317,85
_539 407,48
858 841,13
49 938,28
-353 183,47
_958 568,47

-1 620 762,21
-1 890 492,97

0
-334 485,05

1112 527,92
-2 107 160,0/
-2 827 762,13

36 702,29
38 855,41
0
0
-136 832,32
_374 330,19
49 840,85
-840 119,00
-875 873,83

-1 327 104,00

0
-401 726,85

-1 297 451,02
-2 828 335,99
-2 807 476,41

308 221,93
0

-1 142 871,89
-2 792 556,00
147 895,11

16 302
40 159,96
65 013,89
88 900,01
76 076
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abcd

8210
8211
8220
8221
8222
8300
8310
8311
8320
8321
8322
8330
8331
8332
8333
8400
8410
8411
8420
8421
8422
8430
8431
8432
8433
8440
8441
8442
8443
8444
8500
8510
8511
8520
8521
8522
8530
8531
8532
8533
8540
8541
8542

dim W

134 975,33
187 165,09
160 056
239 188,40
205 751
119 342,45
219 018,9/
303 430,82
280 473,47
415 018,25
349 118,99
255 758,54
378 791,34
319 154,63
144 533,79
160 056
294 244,97
401 233,11
379 848
543 116,35
420 147
356 989,09
488 256,77
320 956,41
0
226 746
2/8 658,18
0
-884 212,63
~629 356,00
185 199,68
332 813,53
436 074,14
410 130,32
539 407,48
323 078,95
353 183,47
379 837,60
0
_514 301,32
178 610,41
0
-633 218,98

8543 -1440 025,32
8544 -1867 328,83



abed

8550
8551
8552
8553
8554
8600
8610
8611
8620
8621
8622
8630
8631
8632
8633
8640
8641
8642
8643
8644
8650
8651
8652
8653
8654
8700
8710
8711
8720
8721
8722
8730
8731
8732
8733
8740
8741
8742
8743
8744
8750
8751
8752
8753
8754

dim W

0
-851 460,51
-1 165 505,/
2195 411,19
-2 916 879,93

184 756
311 133,35
374 330,19

340 119
350 699,55

0
216 316,14

0
715 587,22
1 478 648,07

0
_556 515,56
_1 801 871,00
-8 241 979,59
-8 921 372,00
-129 804,38
-937 154,06
-2 645 093,39
- 789 898,53
-6 348 974,71
154 107,43
228 049,99
214 458,56
181 035,62

0
516 427,35

0
552 447,75
-1 698 934,26
2 749 807,96
~162 125,74
-1 153 883,35
-8 166 504,87
5 443 962,49
6 503 408,05

0
-1 176 520,51
-8 957 517,46
7 624 042,24

-10 483 053,64

abcd dim W

9000 37 205,18
9100 93 582,55
9110 154 174,72
9111 212 992

9200 182 109,57
9210 830 115,50
9211 463 979,36
9220 403 711,82
9221 614 582,06
9222 547 761,03
9300 295 767,06
9310 557 895,95
9311 787 644

9320 744 010,31

9321 1132 139,30
9322 1008 285,52
9330 720 582,45
93311 118 208

9332 1048 234,19

9333 629 356
9400 414 986,26
9410 791 511,50

9411 111051294
9420 1081 476,91
9421 1620 762,21
9422 1389586288
9430 1112 527,92
9431 16069 036,87
9432 1440025352

9433 678 395,14
9440 828 067,44
9441 116550544
9442 812 123,65
9443 0

9444 -7055/2,83
9500 510 660,32
9510 96/ 144,44

95111 327 104
9520 1297 451,02
9521 1872 754,78
9522 1473 648,07
9530 1804 552,71
95311801371

9532 12069252
9533 0
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abcd dim W
9540 937 154,06
9541 103770741
9542 0

9543 -10677 333,65
9544 -2 868 049,62
9550 385 479,67
9551 0

9552 -1445585,44
9553 -8508 596,00
9554 -5 144 323,94
9600 552 290,536
9610 1009 063,99
9611 133379530
9620 1282321,05
9621 10698 934,26
9622 103088927
9630 115388335
9631 125019737
9632 0

9633 -1750253,50
9640 625 731,64
9641 0

9642 -226503578
9643 -5257 754,46
9644 -7028 232,81
9650 0

9651 -1406 490,76
9652 -4 727651,04
9653 -9092 705,26
9654 -12 458 851,26

9700 519 478,63
9710 888 267,96
9711 1074 944
9720 992 587,83
9721 1029 506,62
9722 0
9730 651 423,06
9731 0

9732 -2190 509,16
9733 -4 582 656,00
9740 0

9741 -176550518
9742 -5775 380,05
9743 -10 561 339,85
9744 -13 070 617,68



Kapitola 9. Prilohy

abcd

9750

9751

9752

9753

9754
10000
10100
10110
10111
10200
10210
10211
10220
10221
10222
10300
10310
10311
10320
10321
10322
10330
10331
10332
10333
10400
10410
10411
10420
10421
10422
10430
10431
10432
10433
10440
10441
10442
10443
10444
10500
10510
10511
10520
10521

dim W

/39 85/,48
-8 195 192,00
-9 115 704,08

16 777 216,00
-22 761 /55,5

81 081
207 493,13
346 687,32
482 730,84
412 776
760 965,9/

1080 242,98
952 952
1469 608,95

1 341 522

689 427,98
1327 864,69
1 899 652,79
1824 771,66
2 827 762,13
2 608 065,86
1 844 454,18
2941 818,55
2 916 879,93
1 961 753,24

1 002 456

1 964 081,83
2 807 476,41

2 792 556

4 302 633,39

3 921 372

3 048 137,59
4 789 898,53
4 595 712,63
2 868 049,62

2 488 563

3 839 945,97
3 508 596
1854 743,94
0
1 291 663,59
2 528 806,80
3 580 608,49
3 599 247,71
5 443 962,49

abed

10522
10530
10531
10532
10533
10540
10541
10542
10543
10544
10550
10551
10552
10553
10554
10600
10610
10611
10620
10621
10622
10630
10631
1063 2
1063 3
10640
10641
10642
10643
1064 4
10650
10651
1065 2
10653
1065 4
10700
10710
10711
10720
10721
10722
10730
10731
10732
10733

dim W

J 767 188,59
3 957 517,46
5 992 576,10
5 257 154,46
2 548 729,67
3 327 496,51
4 727 651,64
3 350 506,63

0

-3 118 487,99
1 948 222,33
2 198 148,96

0
-8 925 369,49
7 574 442,85
1 484 406
2 856 880,88
3 960 222,88
3 955 952
5 750 795,55
4 582 656
4 152 630,16
5 775 380,05
3 911 823,58
0

3 195 192

3 568 797,36
0

-5 952 203,73

10 482 472,00

1487 699,77
0
-5 694 036,51

-14 101 176,93
-21 302 106,54

1517 192,16
2 813 288,99
3 739 646,32
3 652 193,61
/ 866 292,45
2 982 303,76
3 388 358,36
3 692 282,46

0
-5 301 256,87
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abcd

10740
10741
10742
10743
10744
10750
10751
10752
10753
10754

dim W

1921 944,81
0
-7 069 016,92

-16 663 327,12
-22 772 549,15

0
-4 6063 289,71

_15 837 162,16
~30 938 301,36
43 852 841,12
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