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Uvod

Prestoze koreny diferencialni geometrie sahaji az do 18. stoleti, kde se poprvé ob-
jevuje koncept neeuklidovskych geometrii, jedna se o velmi moderni a popularni
téma, a to jak v oblastech cisté matematiky, tak v oboru matematiky aplikova-
né, a nutno dodat, téma stale rozvijené a aktualni. Nejinak je tomu v pripadé
Lieovych grup, které nesou jméno po svém zakladateli, kterym byl norsky ma-
tematik Sophus Lie (17. prosinec 1842 - 18. tnor 1899). Jak mozné tento nazev
evokuje, koncept , grupy“ byl o néco starsi. Viibec poprvé uvedl na scénu pojem
grupa mlady matematik francouzského ptivodu Evariste Galois (25. fijen 1811 -
31. kvéten ), ktery pres svoji nadéjnou karieru matematika tragicky tmird pii
souboji.

S mensi rezervou lze Tici, Ze dnesni geometrie vdééi za svoji podobu dvéma
koncepénim proudiim, kterymi jsou Riemannova geometrie, a geometrie Kleinova.
Zrod obou geometrii vSak vyvstal ze spole¢ného prapredka vsech geometrii, ge-
ometrie Fuklidovy. Tato staricka teorie geometrie, zalozena na péti postulatech,
zdala se byti vSeobecnou, dokud se nepotvrdilo podezieni, Ze existuji geometrie,
které popiraji jeji paty postulat, vyjadrujici se o existenci rovnobézné primky pro-
chazejici libovolné zvolenym bodem. Neottesitelnost tohoto postulatu definitvné
zmizela s prichodem kiivych geometrii, mezi néz patii naptiklad geometrie hyper-
bolicka, jejiz autorem byl rusky matematik Nikolai Lobachevsky (1. prosinec 1792
- 24. tnor 1856). Na zdkladech geometrie Euklidovy ale vznikla i podstatné jind
variace, nez predchozi zminénd, a tou byla geometrie Kleinova. Jadrem myslenky
Felixe Kleina (25. duben 1849 - 22. ¢erven 1925), bylo charakterizovat geomet-
grup. Moderni geometrie, kterou pouzivaji matematici a fyzici dnes, vSak neni
ani jednou ze jmenovanych, nybrz jejich zobecnénim, které jiz nélezi do geomerie
Cartanovy.

Paralelné s timto vyvojem na poli matematiky rostlo zdzemi poznatki teo-
retickych i experimentalnich fyzik. Neptehlédnutelnym myslenkovym proudem
18. stoleti byla teoretickd mechanika, kterd dnes predstavuje vstupni branu do
jakékoli partie moderni fyziky. O jeji vznik se zaslouzila fada autorti, mezi néz se
radi napriklad tvirce Lagrangeovy formulace mechaniky, francouzsky matematik
a fyzik Joseph-Louis Lagrange (25. leden 1736 - 10. duben 1813), prusky mate-
matik Carl G. J. Jacobi, nebo také irsky matematik, fyzik a astronom sir William
R. Hamilton.

V ramci nasi prace budeme péstovat a syntetizovat poznatky, které jsou v
tematickém odstinu zminénych teorii. V prvni kapitole se budeme vénovat ma-
tematické pripravé diferencidlni geometrie a teorii Lieovych grup, coz nasledné
upotiebime v kapitole druhé, pojednéavajici o moznostech pristupu reseni yzikal-
nich problémi.






1. Jemny tvod do Kleinovy
geometrie

Uvodni kapitola pojednavé o zékladnich a posléze i mirné pokrocilych néstrojich
matematické a teoretické fyziky, diferencialni geometrii a teorii Lieovych grup.

V prvni podkapitole se seznamime s dilezitymi pojmy z teorie grup, které

Na tyto informace navazeme ve druhé podkapitole v pojednani o homogennich
prostorech, kterému vsak bude predchazet jakési minimum z Cisté diferencialné
geometrického soudku.

Ptes tohle ¢lenéni jsou obé matematické discipliny pro dnesniho teoretického
fyzika neodmyslitelné propojeny, jak ¢tenar bude moci sim poznat.

Cilem této kapitoly je pripravit ptidu pro aplikace jmenovaného matematic-
kého aparatu k teseni fyzikalnich otézek.

1.1 Zakladni pojmy z teorie grup

K ziskani predstavy vybudovani, v této praci stézejniho, konceptu homogennich
prostorti, musime nejdrive zavést nékolik dulezitych pojmu, které se v teorii ho-
mogennich prostortu vyskytuji.

Definice 1 Grupa je dvojice {M, o}, kde M je mnozina, na niz je definovina
binarni operace o : M x M — M. Navic musi platit nasledujici:

1. M je na operaci o uzaviena, tedy Va,b € M :aobe M

2. Operace o je na mnoziné M asociativni, neboli Va,b,c € M : (aob)oc =
=ao(boc)

3. Existuje neutrdlni prvek, tedy Je € M :YVa € M :ace=eoca=a

4. Existuje inverzni prvek, tedy Va € M : Ja ' € M :aoa ' =atoa =e,

kde e je neutralni prvek

Definice 2 Podgrupa je takova podmnozina grupy, ktera je zaroven sama grupou,
a to vzhledem k operaci ziskané restrikci ptivodni grupové operace na tuto podm-
nozinu.

Definice 3 Normalni podgrupa H grupy G je takova podgrupa grupy G, ktera je
zaroven tridou sdruZenych proki, to jest mnoZinou, pro niz gohog™' € H Vg € G,
Vh € H. Zna¢ime H < G.

Definice 4 Topologicky prostor je dvojice {X, T}, kde X je mnozina a T je
topologie na mnoziné X.

Definice 5 Topologie T na mnoziné X nazyvame takovou podmnozinu potenéni
mnoziny P(X), pro niz plati nasledujici:

1. Pokud A, B € T, pak nutné ANB e T



2. Pokud je N nejvyse spocetnd mnozina a A, € T Vn € N, pak { U An} eT

neN
3.0eT,XeT
Poznamka: Prokim mnoZiny T rikame otevrené mmnoZiny.

Definice 6 Lieova grupa je tzv. topologickda grupa, tedy grupa, kterd je zaroven
topologicky prostor. Topologii Lieovy grupy predpoklddame kanonicky tvorenou
ze struktury grupové operace. Navic pozadujeme, aby na Lieové grupé bylo mozné
zavést strukturu diferencovatelné variety (viz. Definice 21).

Definice 7 Akce grupy {G, o} na mnoziné M je zobrazeni r : G x M — M, které
ma tyto vlastnosti:

1. Vg,h € G,¥Ya € M :r(g,r(h,a)) =r(goh,a)
2. Pokud e je neutralni prvek G, pak Va € M : r(e,a) = a.

Poznamka: Vyse uvedené definici akce grupy na mnozZiné se rikd levd akce
grupy, pak existuje jesté pravd akce grupy, kterda se lisi permutaci vzdjemného
grupového pisobeni prvku grupy G, coZ diky mozné neasociativité vede k rozdil-
nosti definic. V této prici si vsak vystacime s levou akci grupy.

Pozndmka: Ezistuje mnoho vice ¢i méne intuitivnich prikladi pisobeni grupy
na mnoziné, jako jsou - geometrické transformace prostoru, které zachovdvaji
vzddlenosti bodu, permutace pozic n hostu v jidelne, které ponechdvaji pary sedét
vedle sebe, a mnoho dalsich. Vyznacnd skupina takovijch akci grupy na mnozine
je, jak bylo mirné naznaceno, motivovana zachovdnim néjaké vlastnosti mnoziny,
respektive prvki v ni obsaZengch. Grupdm, které pri pusobeni na mnozZinu udrZuji
jistou vlastnost v platnosti, se rikda grupy symetrie mnozZiny a patri k vyznacnym
vlastnostem mnozin samotnych. Tématu grup symetrie se budeme v praci vénovat
jeste dosti, obzvldst v ¢dsti prace veénované homogennim prostorum.

Véta 1 Necht mame definovanou akcir grupy G na mnoziné M. Pak definujeme
zobrazeni o, pro nez plati o : G — Bij(M), kde Bij(M) oznacujeme mnoZinu
vSech bijekei 2 M do M, takovych, Ze o(g)[m] = r(g,m) Vg € G a Ym € M.
Tvrdime, Ze takto definované zobrazeni je homomorfizmus grup.

Dikaz 1 Dtikaz poskldadame ze dvou krokid. Nejprve dokazeme, ze dvojice
(Bij(M),o) je grupa. Operaci o na mnoziné minime standardni skldadani dvo-
jice zobrazeni na mnoziné.

1. Bij(M) je uzaviend vuci o. To znamend, ze pokud Ay, Ay € Bij(M), pak

Ay o Ay € Bij(M), neboli zobrazeni (A; o Ay)[m] = A;[Az[m]] je prosté,
surjektivni a zobrazuje do M.
Nyni diikaz prostoty. Pokud A;[As[m,]] = Ai[Aa[ms]], pak diky prostoté
A; mame Ay[my] = As[ms], z ¢ehoz diky prostoté A; dostavame my = mo.
Nyni surjektivita. Chceme dokéazat, ze Vm, € M Im; € M : Ai[As[my]] =
= m,. Diky surjektivité A; mame, ze Im., : A;[m.] = m.. Diky surjektivité
Ay mame, Ze Imy : Ay[mg] = ml.

Tvrzeni, 7Ze slozené zobrazeni téz zobrazuje do M, je také trividlni.



2. Nésledné dokazeme, ze operace o je na mnoziné Bij(M) asociativni. Tedy
tvrdime, ze A;[As[m]] = Az[A;[m]]. Rovnost vSak plyne okamzité z puso-
beni na prvky M.

3. Nyni dokézeme existenci neutralniho prvku. Tvrzeni je, Ze existuje neutralni
prvek mnoziny Bij(M), ozna¢me jej Ag. Neni tézké si rozmyslet, ze tuto
vlastnost ma zrejmé zobrazeni, které zobrazi kazdy prvek m sam na sebe.
Lehce se ovéri, ze toto zobrazeni ma vlastnosti identity, tj. VA € Bij(M) :
AlAo[m]] = Ao[A[m]] = A[m] Vm € M. Protoze je Ay prosté, surjektivni a
zobrazuje do M, téz mame A, € Bij(M).

4. A na konec dokazeme existenci inverzniho prvku. Zavedme jej takto: VA €
Bij(M) — A7l takové, Zze kdyZz A : my — may, pak A7 @ my = my
Vmy,me € M. Takto zkonstruované zobrazeni ziejmé nalezi do Bij(M) a
plati pro né&j dle definice sklddani zobrazeni Ao A=! = A=l o A = A,.

Nyni se ndm podatilo dokézat, ze dvojice (Bij(M),o) je grupa. V dalsim
postupu jiz budeme ukazovat, ze ¢ je skutecné grupovy homomorfizmus.

To opét dokazeme v nékolika krocich. Pro ujasnéni, v ramci této ¢asti dikazu
budeme operaci na grupé G oznacovat ¢ a operaci skladani dvojice zobrazeni z
Bij(M) symbolem o.

1. o(g1092) = 0(g1) 0 0(g2). Pii dokazovani predpokladéme, ze rovnost dvojice
zobrazeni znamend rovnost obrazu zobrazeni pro vSechny vzory z defini¢ni-
ho oboru (mnoziny M). To znamen4, ze chceme ukazat

(0(g1 ¢ g2))[m] = o(g1)[0(g2)[m]] Vm € M.
PiSme:

(0(g1 © g2))[m] = (g1 © g2, m) = 1(g1,7(g2, m)) = 0(g1)[r (g2, m)2]
= o(g1) [o(ga2[m])] Vm € M .

2. p(e) = Ag. S tmluvou, zZe e je neutrdlni prvek grupy. Diukaz podava nésle-
dujici série rovnosti: o(e)[m| = r(e,m) = m ¥Ym € M. Tim jsme ovérili, ze
o(e)[m] =m ¥Ym € M. To je ale pfesné vlastnost nami zavedeného Ay.

3. 0(g7") = (o(g9))~*. Z predeslého bodu vime, ze o(e) = Ay, z pozadavku
na vlastnosti inverze v grupé zase go ¢! = g o g = e. Proto z 1. bodu
ziskévame: o(gog™") = o(g)oo(g™") = Ao, a téz o(g~ " og) = 0(g™)o0lg) =
= Ay. Diky unikétnosti inverznfho prvku mame, Ze (0(g))™' = o(g™1).

Q.E.D.

Pozndmka: V pripadé, Ze M je vektorovy prostor, pak zobrazeni o nazyvdime
(linedrni) reprezentace grupy. Dalsi duleZité pojmy z oblasti teorie reprezentact

grup v [7]

Véta 2 Necht H je podgrupa G. Pak r(h,g) = h o g definuje akci a grupovy
homomorfizmus o je identita.



Dikaz 2 Aby vyse uvedeny predpis definoval akci, musi platit:

1. r(eg,g) = g Vg € G. Tvrzeni je vsak velice jednoduché, uvédomime-li si, ze
tvrzeni H je podgrupa G nuté implikuje, Ze ey = eq (kde ey je neutralni
prvek H a eg neut.p. grupy G). Pak pfimocare r(ey, 9) = r(eq, g9) = egog =

2. r(ha,r(h1,9) = r(hy © h1,9) Yhi,hy € H, Vg € G. Podle zavedeni zobra-
zeni r rozepiseme obé strany dokazované rovnosti. Pro levou stranu mame
r(he,7(h1,9)) = r(ha, hiog) = hao(hi©g). Pro pravou stranu rovnice mame
r(hg o h1,g) = (ha © hy) © g. A protoze hy,hy € H C G, tak se vyrazy diky
asociativnimu zakonu na grupé G rovnaji.

Pro ,spocteni o(h) uzijeme zavedeni r. Pisme: o(h)lg] = r(h,g) = h o g.
Ziskali jsme, ze o(h) : g — h o g, neboli, ze o(h) = h, a operace sklddani
zobrazeni splyne s grupovou operaci.

Q.E.D.

V praxi se ¢asto stane, Zze mnozina, na niz grupa operuje, ma svoji dodatec-
nou strukturu. Prirozenym pozadavkem na akci grupy na této mnoziné je pak
zachovani této dodatecéné struktury. Uvedeme nékolik prikladi:

e Topologickd akce: Jde o akci grupy na mnoziné, na niz je zaddna topolo-
gie. Pozadavkem je, aby homomorfizmus grup g, definovany vyse, zobra-
zoval prvky grupy do mnoziny homeomorfizmi na mnoziné M, to jest do
Homeo(M). Pficemz homeomorfizmus z prostoru N do prostoru M je ta-
kova bijekce N — M, kterd zachovava topologii. Preciznéji bude pojem
definovan v dalsi podkapitole.

o Hladkd“ akce: Tato akce grupy je typicka pro ptisobeni na tzv. varietach,
presnéji feceno nekonecné diferencovatelnych varietach. Jejich definice bude
precizovana v nasledujici podkapitole. Pozadavkem tentokrat je, aby homo-
morfizmus grup g predstavoval zobrazeni prvkil grupy na diffeomorfizmy
na varieté Dif f(M). Obecné feceno, diffeomorfizmus na varieté je hladké
zobrazeni na varieté, které ma hladkou inverzi. Jak jiz byva zvykem, pod
pojmem hladky myslime nekonecné diferencovatelny.

o [zomelrickda akce: Méjme na mnoziné zavedenou metriku a prostor tak
chapejme jako metricky. Prislusnou vzdalenostni funkci oznacme d, tedy
d: (z,y) = d(z,y) € R.PakVz,y € M : d(z,y) = d(r(g,x),r(g,y)) Vg € G.

Dalsi dilezitd nomenklatura akei grup na mnoziné vychézi z toho, jaké vlast-
nosti ma grupové ptisobeni bez zretele na moznou mnozinovou strukturu. Existuji
jisté specidlni typy akci, jejichz vlastnosti nam v dalsim pokracovani naseho pu-
tovani za homogennimi prostory zpristupni jinak nemozné konstrukce. Jsou to
nasledujici typy grupového ptisobeni:

o Tranzitivni grupovd akce. Akce grupy na mnoziné se nazve tranzitivni, po-
kud plati ze Vz,y € M 3g € G : r(g,z) = y.

e FEfektivni grupovd akce. Je to druh akce grupy na mnoziné, pro niz plati, ze
pokud pro g,h € G plati g # h, pak 3z € M : r(g,x) # r(h,x).

8



o Volnd grupova akce. To jest takova akce grupy na mnoziné, jejiz vlastnosti
je, ze pokud Jz € M takové, ze r(g,x) = r(h,z), kde g,h € G, pak jiz
nutné g = h.

Pro tucely hladkého postupu v seznamovani se s problematikou je téz nutné de-
tailnéji zkoumat a popisovat vztahy prvk v grupé a na mnoziné. Konkrétné se
jedna o nasledujici pojmy:

Definice 8 Orbita prvku m € M je mnozina O,, = {n € M| 3g € G : r(g,m) =
=n}.

Definice 9 Stabilizator prvku m € M je mnozina G,,, = {h € G|r(h,m) = m}.

Véta 3 Zvolme libovolné, ale fizrne, m € M. Turdime, Ze stabilizitor G, grupy
G je podgrupa.

Dikaz 3 Dikaz si opét zprehlednime clenénim do nékolika ¢asti.

1. G, je podmnozina G. To znamena, ze g € G,, = g € G. Pravdivost
implikace vyplyva pfimo z definice G,,.

2. G,, je uzaviena vuci grupové operaci prejaté z grupy G. Je tedy potieba
dokazat, ze pokud hy, hy € G, pak hy © hy € G,,,. Pisme: m = r(hy,m) =
= T(hg, T(hl, m)) = (hg & hl, m)

3. Prvky G, jsou vici prejaté grupové operaci asociativni. Tedy Vhq, ho,
hs € G, plati hy ¢ (hy ¢ h3) = (hy © hg) © hs. Tvrzeni je opét jednodu-
ché, protoze kdyz vyjdeme z faktu, ze hy, hy, hs € G a G je grupa, ziskdme
pozadovany zavér. Navic dava rovnost smysl i v oboru G,,, a to diky vyse
dokazané uzavrenosti.

4. Existence neutralniho prvku. Tvrdime, ze dey € G,,, : egoh = hoeyg =
= h Vh € G,,.

Lemma 1 Pokud G,, obsahuje ey s temito vlastnostmi, pak nutné ey =
=eq, kde eq je neutrdlni prvek G.

Dikaz lemma 1 Protoze eg je neutrdlni prvek vzhledem ke G, a zaro-
ven G,, C G, je eq neutralni prvek i vadéi G,,. Z véty o jednoznacnosti
neutralniho prvku ziskavame ey = eq.

Lemma 2 e; € G,,.

Diikaz lemma 2 7 vlastnosti (libovolné) akce grupy na mnoziné mame:
r(eq, m) = m. Proto nutné eg € G,,.

Q.E.D.

Zaver véty plyne ihned z lemmat 1 a 2.



5. Existence inverzniho prvku. Tvrdime, Ze h € G,,, = Ih 1 € G,, : hoh™! =
= h™' o h = ey. Pro obecnost pfedpokladdme h~! € G. Plati ndsledu-
jict: 7(eg,m) = m & r(h"toh,m) = m = m = r(hYr(h,m)) =
=r(h™Ym) = h™toh = ey, a téZ h™! € G,,. Nyni je potfeba uZ jen
ukazat, ze tento prvek je vskutku inverzni prvek vici h, ze tedy také pla-
ti ho h™! = epy. Protoze ale vime, ze h™! o h = ey, tak miZeme psat:
ho(htoh)oh™ =hoegoh™t = hoh™ =ep.

Nalezeny prvek h~! je tak vskutku inverzni prvek k prvku h, navic naleZi
do G,,.

Q.E.D.

Néasledné zavedeme vyznamny pojem, ktery bude figurovat hlavné v dalsi ¢as-
ti prace. Za jistych okolnosti je vhodné uvazovat jistou ekvivalenci na prvcich
mnoziny a podle této relace vytvorit tzv. podilové tridy, které budou prvky nasi
nové mnoziny. Nejprve vSak definice.

Definice 10 Faktorovd mnoZina. Pro zvolenou akci r, definujeme faktorovou mno-
Zinu M /G mnoziny M, jako mnozinu t¥id ekvivalence danou relaci ~, pro niz
/

plati, ze Vm,m' € M :m~m' < 3g € G :r(g,m) =m/.
Pro ovéreni korektnosti definice dokazeme nasledujici tvrzeni.
Véta 4 Relace ~, definovand vyse, je relace ekvivalence na M.

Propedeutikum do diikazu: Méjme mnozinu M a relaci ~, na zdkladé niz vy-
tvorime ,relaéni* mnozinu M C M x M, do niz bude ndlezet dvojice (m,m’)
pravé kdyz 3g € G : r(g,m) = m' s piedem definovanou akei. Aby byla relace ~
relaci ekvivalence, musi platit, ze ,rela¢ni“ mnozina M je:

1. Reflexivni, Gili Ym € M : (m,m) € M.

2. Symetrickd, ¢ili Ym,m' € M : (m,m’) € M = (m/,m) € M.

3. Tranzitivni, ¢ili Vm,m',m" € M : (m,m') € MA(m,m" e M =
(m,m") € M.

Dukaz 4

1. Z vlastnosti akce mame: Vm € M : r(eg,m) = m = Ym : m ~ m. Tim
padem (m,m) € M Vm € M.

2. Protoze G je grupa, 3g7* € G : g7 0 g = eq. TudiZ

r(g,m)=m'=r(g~",r(g,;m)) =r(g~,m') =r(g ' og,m) =m.

1

Celkové tedy r(g~',m') = m, a proto také (m,m’) € M.

3. Tvrzeni o tranzitivité Ize prepsat do formulace

"

r(g1,m) =m' Ar(ga,m') =m” = g3 € G : r(g3,m) =m" .

Dobry kandidat je g3 = g2 © g1, coz vyplyva z nasledujiciho. Pii splné-
ni predpokladii nutné plati, ze r(ga,7(g1,m)) = m”, coz vede na rovnost
(g2 © g1,m) = m”. A protoze g1, g2 € G, tak také g3 € G.
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Q.E.D.

Vyse popsand konstrukce tak vskutku dovoli chapat faktorovou mnozinu jako
mnozinu t¥id ekvivalence podle jisté vlastnosti prvkia mnoziny, s respektem k niz
zavadime akci jisté grupy na této mnoziné. Pokud jsou vlastnosti prvki mnoziny
komplikovanéjsi, a pfipousti ruzné akce (ruznych) grup, muzeme zavést novou
akci pro rozsitenou grupu, z niz ziskdame jak specificky sloucit obé ptivodni grupy.
To je jedna z motivaci pro zavedeni néasledujiciho pojmu.

Definice 11 Primy soucin grup je zobrazeni x : (G, H) — G x H, kde G, H jsou
grupy. Jde o zobrazeni na kartézsky souc¢in mnozin prislusejicich grupam G a H,
na némz je definovana jista binarni oprace ® nasledujicim zpusobem: Vg, g2 € G,
Vhi,he € H @ (g1,h1) © (g2, ha) = (g1 0 g2, hq © ha).

Véta 5 Duojice {G x H,®} mad strukturu grupy.

Dikaz 5 K ovéreni staci zkontrolovat, ze pro dvojici {Gx H, ©®} plati nasledujici:

1. Mnozina {G x H} je na operaci ® uzaviena. Diky uzavienosti G a H mame,
ze dvojice (g1 0 ga, hy © hg) zcela jisté patii do kartézského soucinu mnozin
prislusejicich grupam G a H, a tedy i nalezi do mnoziny prvkt z G x H.

2. Operace ® je na mnoziné {(g,h)| g € G,h € H} asociativni. Z asociativity
grup G a H okamzité plyne i asociativita ® na mnoziné G' x H.

3. Existuje neutralni prvek. Vézméme si prvek (eg,ey) a ukazme o ném, ze
jde o neutralni prvek. Musi platit, ze Vg € G,h € H : (eg,eny) ® (g,h) =
= (g9,h) ® (eg,en) = (g, h). Po rozepsani dle definice ptisobeni operace ®
ziskdavame tvrzeni.

4. Existuje inverzni prvek. Pro libovolny prvek nélezici do mnoziny prislusné
{G x H}, tedy naptiklad (g, h) tvrdime, Ze jeho inverzni prvek je prvek
(g7, h7 1), kde ¢! je inverzni prvek k prvku g € G,a h™! zase inverzni
prvek k prvku h € H. Rozepsanim opét dosdhneme kyzeného tvrzeni.

Q.E.D.

Primy soucin grup je nejjednodussi pripad ,slucovani“ grup. Divodem pro je-
ho jednoduchost je absence predpokladu, ze navic jedna z grup netrivialné ptisobi
na grupu druhou, to jest, existuje netrivialni akce jedné grupy na druhou. Pro
nazornéjsi vysvétleni problému uvedeme konkrétni priklad.

Priklad 1 Méjme vektorovy prostor V', ktery budeme pro nase ucely chéapat
jako mnozinu, na niz mame definovanou grupovou akci 7. Na tomto vektorovém
prostoru necht operuji grupy G a G'. Obecny prvek, pusobici na mnozinu, tak
berme jako usporadanou dvojici § € G x G' = {(g,¢')| g € G,¢" € G'}. Pticemz
predpoklddejme, ze grupa {G,+} mé téz strukturu vektorového prostoru, ktery
je pro jednoduchost navic izomorfni s vektorovym prostorem V. Akce r grupy
G na V je pak kanonickd, pfesnéji psano, pokud g € G a v € V, pak r(g,v) =
= g + v, kde operace + je s¢itani na puvodnich vektorovych prostorech. Grupa
{G’, o} je grupou GL(V), tedy obecnych linedrnich transformaci na V' s grupovou
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operaci danou jako klasické skldddni zobrazeni. Ze zavedeni G’ je zjevna i akce
r’ této grupy na vektorovém prostoru V. Na tomto misté stoji za povSimnuti, Ze
zavedenim akce na V' tak rovnou ziskavame i akci na grupé G! Paklize definujeme
akci 7 zpusobem 7((g,¢"),v) = r(g,7(¢',v)), dostdvdme nutnou podminku na
operaci ® na mnoziné G’, kterd vychézi pfimo z definice akce grupy na mnozing,
tedy, ze musi platit: 7(g2 © g1,v) = 7(ga, 7(g1,v)). Nuté je uvédomit si, Ze se
jedna o podminku konzistence akce, nic nam jesté v obecném pripadé nezarucuje,
ze takto zadefinovana operace ©® zajisti, aby dvojice {é, ©®} byla grupou. Tuto
obecnou podminku opét rozepiseme pro nas konkrétni priklad. Pro akci (g1, ¢})
na prvku v € V mizeme pséat (ve zjednodusené notaci, zaménujici zapis r(g, v)
za krat$i ¢ - v, ktery muzeme pouzit, je-li akce zndma z kontextu) (g1,¢;) - v =
= (g7-v)+g1. Kdyz na vysledek této akce zaptisobime prvkem (g, g5), dostaneme
(92,95) - ((91-v) +91) = (950 91) - v) + (95 - g1) + g2. Z tohoto vysledku lze jiz pii
zohlednéni zavedenych akei r a r’ dovodit schéma, podle kterého se musi prvky
grupy G skladat. Je jiz snadné ovéfit, Ze prvek grupy G, (g2,95) © (91, ¢}) =
= ((¢5 - 91) + 92, g5 © ¢}) pusobi na vektor v € V stejné jako postupné pusobeni
prvki i a go, jak bylo spocteno vyse. Diky této nutné podmince jsme tak uplné
urcili, jak se v ,,nové” mnoziné G skladaji prvky. Je ocividné, ze skladani prvki na
vétsi mnoziné je v tomto pripadé komplikovanéjsi nez v pripadé primého soucinu
grup, jehoz pravidlo skladani prvka bychom obdrzeli, pokud bychom pozadovali,
aby prvky G’ pusobili na G vzdy jako identita, konkrétné v nasem piipadé, aby
g5 - g1 = g1. Za pouziti této podminky ndm vyraz pro skladani prvka zkolabuje
do tvaru zndmého z odstavce o pfimém soucinu grup.

Véta 6 Dwvojice {é, ©®}, s operaci ©® na mnoziné G zavedenou stejné jako ve vyse
uvedeném prikladu, md, za stalého predpokladu linearity akce grupy G' na grupé
G, struktutu grupy.

Dikaz 6 Ve skutecnosti chceme dokazat téchto nékolik vlastnosti:

1. Mnozina G je uzaviens vi¢i operaci ®. Jednak plati, Ze pokud ¢}, ¢, € G,
tak diky faktu, ze G’ je grupa, plati g5 ¢ ¢; € G'. Diky tomu, ze akce
vzdy zobrazuje z mnoziny do stejné mnoziny, tak z podobného diivodu také
méme, Ze (g5 - 91) + 92) € G.

2. Asociativita. S vyuzitim linearity tvrdime, ze plati

[(91,91) © (92, 95)] © (g3, 95) = (91, 91) © [(92, 95) © (g3, 93)] -

Rozpisem levé strany ziskavame

(91 92+ 91), 910 g5) © (93, 93) =
((gh095) g3+ 41 - g2+ g1, (g1 095) 0 g5) .

Rozpisem pravé strany dostavame
(91,91) © (95 - 95 + 92,95 © 95) = ((91© 92) - g3 + g1 - g2 + 91, 91 © (92 © g3)) -
Pouzijeme-li asociativni zékon pro prvky z G’, dostaneme pozadovany zavér.
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3. Tvrdime, ze existuje takové g, € G’ a takové gy € G, pro néz plati, ze
Vg € G'.Vg € G : (90, 90) © (9:9") = (9,9") © (90:95) = (9,9'). Rozpisem
dostavame: (go, 95) © (9,9") = ((96-9) + 90, 9o°9')- A také (g,9") © (90, 90) =
= (¢ - 90) + 9,9 ¢ gp). Celkem tedy dostavame jednak rovnosti gj ¢ g’ =
= ¢ ¢ g, = ¢ z nichz pfimocafe plyne, Ze g; je identita na G’, a proto
diky definici akce plati, ze ¢} : ¢ — g Vg € G. Déle z rozpisu ziskavame,
ze (¢ - g0) +9 = g ataké (g{ - g) + g0 = g Vg € G. Z prvni rovnosti
okamzité plyne, ze gq je neutralni prvek v g. Druhou rovnici lze ptrepsat do
tvaru ¢’ - go = go, z néhoz lze s vyuzitim linearity (kazdy linedrni operétor
zobrazuje identitu na identitu) uzaviit, ze plati i druhé rovnost.

4. Existence inverze. Tyrdime, 7e V¢ € G'.Vg € G 3¢~ € G, 3¢ € G,
takové, ze (9,9') © (971 ¢'"") = (90.96) = (97,9") © (g, 9'). Rozepsi-
nim dostaneme jednak zndmou podminku, tedy ¢/ o ¢ ' = ¢ 'og = 90
z ¢ehoz trividlng plyne, ze symbol ¢’ oznacuje p¥imo inverzni prvek ke
¢’ na grupé G’. Komplikovanéjsi je to ale ve druhé slozce, kde po rozpisu
méme ((¢ - g +9) = g0 = (¢~ - g) + g~ " Tady je na pohled znat,
7e prvek oznaceny ¢g~! nebude pifmo inverzi ke g. Abychom nasli inverzni
prvek k (g,¢’), musime najit takové g—!, kterym splnime zéroveti obé rov-
nice. Z prvni rovnice si vyjadifme g jako g7t = —(¢'"' - ¢) (kde —a je
inverze viiéi a na G) a dosadime do rovnice druhé, mame ¢'- (—(¢' " - g)) =
= —((¢’og") - g) = —g. Kde byla pouzita linearita a vlastnost akce. Jak
vidno, prvek g=' = —(¢'"" - g) je feSenim obou rovnic, navic je ziejmé, e
nalezi do G.

Q.E.D.

Timto jsme tedy na prikladu ukazali, ze tvoreni nové grupy ,sloucenim* dvou
ptvodnich si jednak muze vynucovat zavadéni specifickych binarnich operaci na
nové mnozingé, které ale navic muzou zachovat ,grupovost® této nové mnozi-
ny. Vyse uvedeny priklad je velmi dilezity, protoze reprezentuje Sirokou paletu
realizaci grupy a jeji akce, jak pravé ukazeme. Pro jednoduchost si vezméme n-
dimenzonalni Euklidovsky prostor, coz je obecné vzato topologicky prostor, na
kterém lze zavést strukturu n-dimenzionalniho vektorového prostoru (pozor, to
je jeho vlastnost, nikoli definice). N-dimenzionalni Eukliduv prostor a prostor
R™ jsou diffeomorfni, proto je budeme obcas beztrestné zaménovat. Tomuto pro-
storu pripisme obvykly Euklidovsky metricky tenzor. Nyni si rozmysleme, jaké
transformace s prvky tohoto prostoru lze provadét, abychom zachovali veskerou
informaci o metrickych vztazich na mnoziné. Preciznéji receno, hleddme izomet-
rické a diffeomorfni zobrazeni. Je primocaré rozmyslet si, ze takova zobrazeni se
mohou sdruzovat do grup. To jinymi slovy znamena, Ze mnozina takovych zobra-
zeni predstavuje akci jisté typické grupy na této mnoziné. V dalsi ¢asti prace se
tomuto problému budeme vénovat podrobnéji, zatim vyjdeme ze zkusenosti, ze
takova ,hezka* zobrazeni Euklidovského prostoru na sebe sama, ktera zachovavaji
délky a thly, jsou rotace a translace. Grupu rotaci na n-dimenzionalnim Eukli-
dové prostoru znac¢ime SO(n), grupu translaci na n-dimenziondlnim Euklidové
prostoru ozna¢me 7T". Uvazujme pro tuto chvili pouze akce, které jsou vérnymi
ireducibilnimi reprezentacemi téchto grup. Nyni se zabyvejme akei grupy 1™. Jeji
pusobeni lze kanonicky ztotoznit s akci vektorového prostoru na sebe sama, je-
likoz posunem bodu v daném sméru o danou vzdalenost ziskame prave takovy

13



bod, jez je reprezentovan novym vektorem, stejnym, jako kdybychom k ptvod-
nimu vektoru pricetli jiny vektor, odpovidajici prislusné translaci. A skutecné,
operace sc¢itani na vektorovém prostoru presné odpovida pozadavkim translace.
To jest, kdyz operatoru 7, pritadim operator 4+v na vektorovém prostoru, pak
neni obtizné ovérit, ze pro operatory prirazené ptivodnim operatoriim translace
na vektorovém prostoru také plati 71, = T_,, a T, Ty = Tutw. JelikoZ ale be-
reme v Gvahu i dalsi akci na vektorovém prostoru, akci grupy SO(n), tak nam
prirozené vznikne pozadavek, jak mé grupa SO(n) pusobit na 7T™. Nyni si rozmys-
lime, zZe toto plisobeni zapricini, ze ,slouceni* téchto grup si za prirozené definice
akce na ,rozsitené“ mnoziné — grupé vynucuje podminku skladani stejnou, ja-
ko ve vySe uvedeném piikladu. Protoze prvky grupy SO(n) pusobi na Euklidiav
prostor jako linearni zobrazeni, ptisobi jako linearni zobrazeni i na prvky grupy
T™ (kterd ma strukturu linedarniho prostoru). Obecny prvek kartézského soucinu
mnozin SO(n) a T™ zapisme jako (g, ¢’) a jemu piislusnou akci na v € V, jako
(9,9")-v =R(v)+a, kde R je operator rotace (v souradnicovém formalizmu mati-
ce rotace) a a vektor reprezentujici translaci. Slovy feceno, vyrobili jsme mnozinu
prvki, jejichz akce na vektorovém prostoru je dana rotaci a naslednou translaci.
Opétovnym pusobenim jistého prvku (h, h') z této mnoziny na prvek Ry (v) + a;
déava prvek RoR;(v) + Ra(ay) + ag. Tohle skldadani je uz pro nds znamé, vidéli
jsme jej na vySe uvedeném piikladu. Diky linearité ptisobeni SO(n) na T™ navic
vime, zZe tato mnozina spolu s operaci skladani mé strukturu grupy. Tuto grupu
budeme oznacovat SO(n) x R™.

Véta 7 Vyse zavedend akce grupy SO(n) x R™ na R™ je tranzitivni.

Dikaz 7 Formdlné psino, chceme ukazat, ze Va,b € R” : Je € SO(n) x R™ :
: n(e,z) = y. Kde n je akce grupy. Vezméme libovolnou usporddanou dvojici
(20, Yo). Nyni zkonstruujeme prvek z SO(n) x R", ktery bude spliiovat pozado-
vanou vlastnost, ¢imz dokazeme pravdivost vyroku o existenci. Protoze SO(n) je
grupa, existuje v ni neutralni prvek, ktery z definice akce musi zachovavat kazdy
prvek mnoziny, takovy prvek grupy SO(n) oznac¢me Id. Déle, protoze mnozina
R™ spolu s operaci + je abelovskou grupou, lze bezpochyby zkonstruovat pr-
vek yo — zo, ktery bude opét nélezet do R™. Tvrdime, Ze prvek (yo — xo,Id) €
SO(n) x R™ m4 pozadovanou vlastnost, neboli, Ze n((yo — 2o, Id), ) = yo. Roz-
pisem dostavame Id(zg) + (yo — xo) = Yo, €0z jiz pfimocare dava tvrzeni.

Q.E.D.

Véta 8 Mejme libovolny prvek m € M, kde M je Euklidiv a vektor v € V', ktery
tento bod prostoru reprezentuje. Turdime, Ze mnoZina

G,={(v,R)® (—v,Id)| R € SO(n)}
spolu s operaci ® je stabilizator bodu v, ktery je navic izomorfni SO(n).

Dikaz 8 Po celou dobu dikazu méjme libovolné, ale fixné, zvolené jedno v € V.

1. Nejprve ukazeme, ze kazdy prvek z G, ponechava v. PisSme
(v, R) © (=v,Id) = (v — R(v), R)
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a s pouzitim drive zavedené akce 7 mame
(v—R(),R)-v=R(v) +v—R(v) =v VR € SO(n).

Na tomto misté je jiz jednoduchym cvicenim ukézat, ze jakykoli jiny prvek
z SO(n) x R™ nestabilizuje v.

2. Déle ukdzeme, ze mnozina G, lze bijektivné zobrazit na SO(n). Tvrzeni
je vSak trividlni, vézméme si zobrazeni ¢ : (v,R,) ® (—v,Id) — R,. Toto
zobrazeni je ocividné bijekce.

3. Zavedené zobrazeni ¢ je homomorfizmus. Aby tomu bylo tak, musi paltit

pl((v, R1) © (=0,1d)) © (v, Rs) © (v, 1d))] =
= ¢l(v; R1) © (=v,Id)] 0 ¢[(v, R2) © (—v,1d)].

,Roznasobenim* pravé strany vychézi

ol(v—Ry(v) + Ri(v) — Ry o Ry(v),v1 ¢ Ry)] =
o[(v,R1 oR2) ® (—v,Id)] =Ry o R».

Dostavame stejny vysledek jako na pravé strané.

Q.E.D.

Pozndmka: 'V krdatkosti jenom shriime obdrZené vysledky. Pravé jsme dokdza-
li, Ze stabilizdtor libovolného bodu n-dimenziondlniho Euklidova prostoru je grupa
izomorfnd grupé SO(n). Tento stabilizdtor je podgrupa SO(n) xR"™. Pro konstruk-
ci stabilizatoru v tomto pripadé (pozdéji ukizeme, Ze v kaZdém pripadé) nezalezi
na konkrétni volbé stabilizovaného prvku, protoZe vsechny stabilizatory jsou izo-
morfni.

Abychom vSak neustrnuli na prilisSné konkrétnosti a nas ptriklad tak neptisobil
jako ad hoc, zobecnime tohle snazeni obecnou definici.

Definice 12 Poloprimy soucin grup je zobrazeni x, : (G, H) — G %, H, kde G,
H jsou grupy a r je akce grupy G na H takova, ze pro ni existuje homomorfi-
zmus ¢ zavedeny ve Vété (1, pro néjz lze psat ¢ : G — Aut(H), kde Aut(H) je
mnozina automorfizmi na H. Jde o zobrazeni na kartézsky souc¢in mnozin H x G
prislusejicich grupam {G,o} a {H, ¢}, na némz je definovana bindrni oprace @,
a to nasledujicim zpusobem: Vg¢i,92 € G, Yhy,hy € H : (hi,q1) © (ha,g2) =
= (h1o7(g1,h2), 910 ga).

Lemma 3 UvaZujme libovolny automorfizmus p(g). Pak plati ¢(g)leny] = en,
kde ey je neutralni prvek z H.

Dikaz lemma 3 K dikazu pouzijeme mensi trik a napiSeme

e(9)len] = v(g)len o en] = w(g)len] o p(g)len] -

Pak vezmeme prvek invezni k ¢(g)[eq], ktery oznac¢ime (¢(g)[eq]) ™!, a tim za-
pusobime zprava na oba konce série rovnosti. Dostaneme tak: ey = eg o p(g)[en],
coz jiz jasné implikuje p(g)len] = en.
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Q.E.D.

Véta 9 Poloprimy soucin X, grup G,H je zobrazeni, jehoZ obrazem je opét grupa.
Diukaz 9 Tvrzeni je jen malym zobecnénim Véty[6], proto z jejiho diikazu budeme
nyni ¢asteéné vychazet.
1. Tvrdime, Ze je mnozina H x G uzaviena na operaci ®. Neboli
(h1,91) © (2, g2) = (h1 0 (g1 - ha2), 910 g2) -
Zde je jiz vidno, ze hy o (g1 - he) € H,a g1 0 g2 € G.

2. Asociativita. Chceme ukézat, ze plati

((h1,91) © (h2,92)) © (h3, g3) = (h1,91) © ((h2, g2) © (hs, g3)) -

Rozepiseme si nejprve levou stranu rovnice. Pisme:

(h1o(g1-h2), g1092) © (h3, g3) = ((h1o(g1-h2))o((g1092) - h3), ((g1092)093) -

Rozpisem pravé strany dostavame:

(h1,91) © (ha ¢ (g2 h3), g2 0 g3) = (h1© (g1 - (ha© (g2 - h3))), 910 (g2 © g3)) -

Z rozpisu tedy plyne, ze operace je na mnoziné asociativni, pokud

(g1 - h2) o ((g1092) - hs) = (g1 - (ha o (g2 - h3))) -
To vsak diky vlastnosti akce, zejména pak specialniho pozadavku, aby by-
la reprezentovatelnd zobrazenim na automorfizmy (coz jsou automaticky
grupové bijektivni homomorfizmy), plati.

3. Existence neutralniho prvku. Diky provedenému ditkkazu Véty 6 lze ucinit
ansatz, ze neutralnim prvkem bude prvek (ey, eq), kde ey ,eq jsou neutralni
prvky prislusnych grup. To nyni jednoduse dokazeme. Pisme: Vh € H, g € G
plati

(h,g) © (em.ec) = (ho(g-en),goeq) = (hoem,goeg) = (h,g).
Kde jsme v predposledni rovnosti vyuzili jmenované specidlni vlastnosti
akce. Anologicky lze psét:

(em,eq) © (h,g) = (em o (eq - h),egog) = (emoh,eqog) = (h,g).

4. Existence inverzniho prvku. Opét tu pouzijeme ansatz a otestujeme, ze k
prvku (h, g) € G %, H je inverzni prvek ((¢g7!-h™1),¢g7!), kde g~!, respektive
h~! jsou inverzni prvky ke g, respektive h. Nejprve testovani pravé inverze:

(h,g)© (g™ -n71).g7 ) =(hog- (g7 -h7"),gog7") =
(ho((gog™)-h™"),g097") = (en,eq).
Nyni leva:
(g7 -2 ) O (hg) = (g7 -h™)o(g™" -h).g og) =
(g_l ’ (h_l < h)? eG) = (g_l T €H, 6G) = (6H7 eG’) :

Q.E.D.

Timto jsme dokazali posledni elementarni ale dulezity fakt, potrebny k roz-
vinuti teorie homogennich prostorti. Nyni mtzeme pristoupit k hlavni stati této
kapitoly.
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1.2 Homogenni prostory

Jesté drive nez za¢neme s novymi informacemi, se ohlédneme, jaké dilezité body
jsme jiz v préaci potkali. Uplnému tvodu predeslé podkapitoly pattilo predstave-
ni pojmu grupa. Vénovali jsme se obecnému nazirdni na to, co je grupa a jaké
ma mnozina s grupovou strukturou vlastnosti. V dalsim kroku jsme si rozmysleli
spojitost mezi grupami a operacemi na libovolné mnoziné, a tim prirozené prisel
na scénu pojem akce grupy na mnoziné. Zavedeni sady takovych operaci jsme
motivovali zkoumanim transformaci mnoziny, které zachovavaji jistou sledovanou
vlastnost na mnoziné. Podle takové vlastnosti jsme pak ¢lenili prvky mmnoziny
do ttid ekvivalence, a tak vystavéli novou mnozinu, kterou jsme nazvali fakto-
rova mnozina. Konec této podkapitoly patril zavadéni zobrazeni dvojice grup na
mnozinu s operaci, ¢imz jsme dospivali k pojmtim jako primy, respektice polopti-
my soucin grup. Tyto nové struktury prirozené vzesli z pozadavku ptisobeni vice
akci riznych grup na tutéz mnozinu. Nasledné jsme ukazali, ze obrazem tohoto
zobrazni je vzdy grupa, a toto obecné pojednani doprovodili konkrétnim ptikla-
dem akce grupy SO(n) x, T™ na Euklidové prostoru.

Nyni jiz mizeme pristoupit k dalsim pojmum. V prvni viné to vsak musi byt
trivium z diferencialni geometrie a topologie. Definice jsou z ¢asti Cerpany od
[3]. Pro podrobnéjsi a Sirsi studium pojmu doporucujeme nahlédnout do téchto
skript.

Definice 13 Hausdorffiv prostor. Jedna se o topologicky prostor X, pro néjz
plati, ze Vx,y € X, kde = # y, existuje okoli U bodu x a okoli V' bodu y takové,
ze UNV = 0.

Definice 14 Necht X, Y jsou topologické prostory. Zobrazeni f : X — Y se
nazve spojité, jestlize pro kazdou otevienou mnozinu G prostoru Y je vzor f~(G)
otevienou mnozinou prostoru X.

Definice 15 Homeomorfizmus prostoru X na prostor Y je zobrazeni f : X — Y,
které je vzajemné jednoznacné, spojité, které ma téz spojitou inverzi.

Definice 16 Topologicky prostor X se nazve souvisly, kdyz jediné podmnoziny
v X, které jsou zdroven oteviené i uzaviené jsou X a (). Topologicky prostor,
ktery neni souvisly nazveme nesouvisly .

Definice 17 Necht J je mnozina, (X,7T) je topologicky prostor. Otevrengm po-
krytim podmnoziny A C X nazyvame systém {G,, | « € J} prvki z T takovy, ze

A C U G,. Pak tikdme, ze podmnozina A C X je kompaktni, kdyz z kazdého
acJ
otevieného pokryti mnoziny A lze vybrat konecné oteviené pokryti.

Definice 18 Topologickd varieta dimenze n, je Hausdorffuv topologicky prostor,
v némz ke kazdému bodu z existuje okoli homeomorfni s néjakou otevienou
mnozinou R”.

Definice 19 Je-li X topologicka varieta, pak lokdini mapou na X nazyvame
zobrazeni p : U — R™ kde U C X je oteviend mnozina a u je homeomorfismus
na otevienou podmnozinu v R"”.
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Diky vyse zavedenému pojmu mapa muzeme nasledné obecné definovat dobre
zndmy pojem soufadnice.

Definice 20 Souradnicové funcke mapy p jsou realné funkce na U, ur¢ené mapou
i a standardnimi soufadnymi funkcemi na R™ tedy u!,...,u™ : R® — R, to jest
' =u'op : U — R. Pak mnoziné {z'}; tikdme lokdini souradnd soustava a
jednotlivé funkce z jsou tzv. souradnicové funkce nebo kratéeji souradnice.

Definice 21 Diferencovatelna varieta M tiidy C* je dvojice (X,*B), kde X je
topologicka varieta a ‘B je uplny C*° atlas. Pro presnou definici diferencovatelnych
struktur tiidy C", viz. [3].

Definice 22 Spojité zobrazeni F' : M — N mezi C'* diferencovatelnymi vari-
etami (M,2) dimenze d a (N,*B) dimenze e nazveme hladké, pokud zobrazeni
ToFou™:W —=V,kde W C R?a V C R® je hladké v kontextu reilné analyzy
pro vSechny pripustné mapy 7 € B a u € 2.

Definice 23 Necht M a N jsou C* diferencovatelné variety stejné dimenze n.
Diffeomorfizmus variety M na varietu N je hladké zobrazeni, které je vzajemné
jednoznacné, navic ma hladkou inverzi.

Definice 24 Uvazujme hladké zobrazeni v : (a,b) — M mezi C* diferencovatel-
nymi varietami (a,b) C R a M, kde a < 0 < b. Pak zobrazeni v nazveme hladkou
krivkou na variete M, prochézejici bodem m = ~(0).

Definice 25 Tecnym vektorem X, ke hladké kiivce  (parametrizovanou pomoci
parametru t) v bodé m = ~(0) na varieté M nazveme zobrazeni X,, : f — R
(kde f je hladkd funkce na varieté, coz je hladké zobrazeni f : M — R), které
definujeme piedpisem X, (f) = &(f o 7)lo.

Poznamka: Neni tézké rozmyslet si, Ze takto definované zobrazeni davd prostor
k primocarému zavedeni ekvivalence na krivkdich na variete.

Poznamka: V rdmci strucnosti budeme od nynéjska vZdy (pokud nebude receno
jinak) wvazovat variety pouze C* diferencovatelné a zobrazeni pouze hladkd.

Véta 10 MnoZina vsech tecnijch vektoru X,, v bodé m variety M dimenze n tvori
vektorovy prostor dimenze n.

Dukaz 10 Dikaz viz. [3].
Q.E.D.

Definice 26 Mnozinu vsSech teénych vektort k varieté M v bodé m nazveme
tecny prostor, ktery znacime T, M.

Definice 27 Disjunktnimu sjednoceni T,,M Vm € M, tedy mnoziné
{X;, € T,,M| m € M}, tfikdme tecny bundle variety M a znacime jej TM.

Pravé definovana struktura je specialnim pripadem tzv. fibrovného prostoru.
Konkrétné jde o fibrovany prostor s bazovou varietou M, standardnim fibrem
T,,M pro libovolné m a projekci = : TM — M, definovanou jako n(X,,) = m.
Obecnd definice fibrovaného prostoru je nasledujici.

18



Definice 28 Fibrovany prostor je varieta F, kterda ma navic nasledujici dodatec-
nou strukturu:

1. Varietu M, kterou nazyvame bdzovd varieta se surjektivnim zobrazenim
T : E — M zvanym projekce a otevienym pokrytim {U, }ae-

2. Varietu F', zvanou typické vlakno s diffeomorfizmy x, : 1" (U,) — U,
zvanymi lokalni trivializace, splnujicimi formuli w o x, = n[n(fl)(Ua), kde
symbolem w znacime projektor w: A x B — A, (kde A, B jsou mnoziny) s
vlastnosti w(a,b) = a, kde a € A, b € B.

Poznamka: Jen kratkd interpretace druhého bodu predchozi definice. Existence
diffeomorfizmi x, nam implikuje, Ze kongruence vliken variety E je lokdlné di-
ffeomorfni kartézskému soucinu otevrené mnoziny pokrijvajici bazovou varietu a
standardniho fibru. Dodatecnd podminka na x, zarucuje, zZe tento diffeomorfizmus
zobrazuje vlidkna ,sedici“ na otevrené podmnoziné bazové variety na kartézsky sou-
cin prave této podmmnoziny bdzové variety se standardnim fibrem.

Nekteré dalst, jiz pokrocilejsi pojmy souvisejici s fibrovanymi prostory, uvede-
me pozdeji.

Nyni rozsitime nasi zahradku pojmu o sekci tykajici se tenzori, tenzorovych
poli a zobrazeni na nich plisobicich.

Definice 29 Kotecny vektor o, v bodé m variety M nazveme kazdé linearni
zobrazeni «,, : X,, — R.

Véta 11 MnoZina vsech linedrnich zobrazeni na vektorovém prostoru dimenze n
md strukturu vektorového prostoru s dimenzi n.

Dikaz 11 Dikaz viz. [3].
Q.E.D.

Definice 30 Mnozinu vsech kote¢nych vektori k varieté M v bodé m nazveme
kotecny prostor, ktery znac¢ime T M.

Definice 31 Disjunktnimu sjednoceni T} M Vm € M, tedy mnoziné
{ay, € T:, M| m € M}, fikdme kotecny bundle variety M a znac¢ime jej T*M.

Jak je trivialni nahlédnout, opét se jedna o specidlni ptipad fibrovaného pro-
storu.

Definice 32 Diferencidl funkce g v bodé m na varieté M, znacime (dg),, a jde
o zobrazeni (dg)m, : X, — R definované predpisem: (dg)m,[Xum] = Xm(g).

Véta 12 Diferencidl funkce z Definice 30 je kotecny vektor.
Dikaz 12 Dikaz viz. [3].

Q.E.D.

Nyni je vSe pripraveno na zavedeni dilezitého pojmu z linearni algebry, ktery
se hojné uplatnil i v diferencialni geometrii.
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Definice 33 Tenzor T2 typu (a,b) je multilinearni zobrazeni, pro které lze
psat T2 @ Vix V*x ...V x Vx..— R kde V je vektorovy prostor a V*
a b

jeho dual.

Pozndmka: Tenzor definovany vyse lze ,umistit® na varietu M do bodu m,
paklize V=T, M a V* =T, M.

Jelikoz mnozina tenzoru stejného typu vzdy tvori vektorovy prostor, coz je
primocary disledek Definice 33 a Vét 10 a 11, mtizeme analogicky predchozimu
vytvorit fibrovany prostor se standardnim fibrem, kterym bude vektorovy prostor
tenzoru typu (a, b). Takovy fibrovany prostor oznacme T.

Definice 34 Hladky rez fibrovaného prostoru E s projekci n definujeme jako
(hladké) zobrazeni ¢ : U — E, které vyhovuje podmince n o ¢ = id. Mnozi-
nu vsech takovych fezi E oznacime I'(E).

Definice 35 Libovolny prvek I'(%¢) ozna¢me jako tenzorové pole T¢ typu (a,b)
na varieté M, tedy symblicky pséno T¢ € T'(T¢).

Véta 13 Prostor I'(E) ma strukturu vektorového prostoru.
Dikaz 13 Trividlni dtsledek predeslych vét.

Q.E.D.

Poznamka: Kazdé tenzorové pole A lze tak intuitivné chapat jako soubor ten-
zort ,nalepengch na body variety, vice formdlné receno, kazZdé tenzorové pole A
lze reprezentovat jako zobrazeni A : M — A, kde A je fibrovany prostor se stan-
dardnim fibrem jako vektorovym prostorem vsech tenzoriu daného typu. Specidlné,
must platit Alm| = A,,, kde A,, je tenzor ndlezici do tecného prostoru v bodé m.

Definice 36 Linedrni konexe na tecném budleu E s bazovou varietou M, téz
oznacovana jako kovariantni derivace V, ve sméru a je zobrazeni V, : T® — T?

a .] a - c c)
kde b, ¢ € N, pro néz plati tato pravidla:

1. VA = [V,A
2. Viatrb)A = VoA + Vip)A
3. Va(A +1B) = VoA +1V,B
4. Vo(A®B) = (VaA) @ B+ A ® (V,B)
5. Vaf =alf]
VA, B € T?, Va,b € I'(TM), Vf € F(M) a Vr € R.

Poznamka: Symbolem F (M) jsme oznacili prostor funkci na varieté M. Sym-
bolem ® jsme oznacili tenzorovy soucin, ktery v této praci neni definovdn. Definici

lze najit v (0]
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Pozndmka: Jmenovany viycet pravidel, ktera kovariantni derivace ve smeéru
must spliovat, neurcuje pusobeni kovariantni derivace uplne. Presnou specifikaci
pusobeni ucinime, aZ rozvedeme pojem Riemannova konexe.

Definice 37 Uvazujme libovolnou kiivku v s parametrizaci ¢t a definicnim obo-
rem (a,b) € R na varieté M. Pak tecné pole ke krivce v nazveme tenzorové pole
typu (1,0) definované na U C M, kde U = {7y(t)| t € (a,b)}, které lze reprezento-
vat zobrazenim 7 : M — X, kde X oznacuje fibrovany prostor s bazovou varietou
M a standardnim fibrem jako vektorovym prostorem vsech tecnych vektoru k
varieté v daném bodé variety, které splnuje ¥[m] = X,,,, kde X,,, je te¢ny vektor
ke krivce v v bodé m. Tecné pole ke kiivce v pak znac¢ime 7.

Po zavedeni pojmu tecné pole ke kiivce jiz muzeme sepsat definici pojmu,
ktery bude dilezity zejména pak ve druhé kapitole prace.

Definice 38 Geodetika na varieté M je takova krivka v na varieté, pro niz plati
V(%) = 0.

Pozndmka: Intuitivne lze tuto podminku interpretovat tak, Ze hledame takovou
krivku, podle niZ se prendsi tecné vektory. Trochu s rezervou receno, jednd se tedy
o primku v reci konkrétni geometrie. Neni totiZ obtizZné rozmyslet si, Ze z hlediska
Lploché® geometrie, takové, jakou zndme napriklad ze stredoskolské planimetrie,
je prave primka krivkou, jejiz tecny maji stejny smér jako sama krivka.

Jak jiz bylo naznaceno, geometrii vyznamné determinuje volba linedrni ko-
nexe. Ta, protoze neni ultralokalni v jednom argumentu, nemtiize byt reprezen-
tovana tenzorovym polem. Existuji vSak z konexe odvozena zobrazeni, které jiz
tenzorovy charakter maji.

Definice 39 Zobrazeni T : X x X — X na varieté M s konexi V definované jako
T(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y] se nazyva tenzor torze.

Definice 40 Zobrazeni R : X x X x X — X na varieté M s konexi V definované
jako R(X,Y,Z) = VxVyZ — VyVxZ — Vxy|Z se nazyva tenzor krivosti.

Poznamka: Pusobeni tenzorového pole na tenzorové pole je analogii k pusobeni
tenzoru na tenzor. Kuprikladu, pokud A je tenzorové pole T na varieté M, které
ma zobrazovat A : X — F, tedy z vektorového pole na pole skaldri, toto zobrazeni
specifikujeme pozadavkem (A(X))m = A (Xy,) Ym € M. Kde tu opét chapeme
pole jako zobrazeni z variety na fibrovany prostor.

Pozndmka: Zobrazeni [,] : X x X — X se nazyvd Lieova zdvorka vektorovijch
poli. Pro jeji definici viz. [5)].

Véta 14 Zobrazeni nazvand tenzor torze a tenzor krivosti jsou tenzorovd.
Duikaz 14 viz. [3].
Q.E.D.

V dalsim postupu k poznani symetrii prostoru musime ukotvit nasledujici
pojmy.
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Definice 41 Uvazujme diffeomorfizmus variet ¢ : M — N. Pak diferencidl ¢
v bodé m je tenzor dy|y, € ThrM ® T m)N, ktery vymezujeme nésledujici for-
muli: do|n(Xm)[f] = Xulf o ¢] VX,, € T,,M, Vf € F(N). Takovému zobrazeni
dg|m : TM — TymN fikdme tecné zobrazeni nebo také push-forward.

Pozndmka: JelikoZ jsme obecné nedefinovali diferencidl zobrazeni mezi varie-
tami, bereme vlastnost tecného zobrazeni jako definitorickou.

Poznamka: Zobrazeni push-forward téZ miuzZeme znacit ., s timto znacenim
pak prepiseme onu definitorickou vlastnost na p.(X,,)[f] = Xn[fow] Vf € F(N).

Obdobné definujeme déle také kotecné zobrazeni variet.

Definice 42 Uvazujme diffeomorfizmus variet ¢ : M — N. K tomuto zobrazeni
pridruzime kotecné zobrazeni v bodé ¢(m), tedy zobrazeni ¢* : TomN — T5,M,
pro néz plati formule

(@ )m(Xin) = Apim) (Pem(Xim)) Youpm) € T;(m)N, vX,, € T,,M .

Pozndmka: Z predeslyjch definic lze opét primocare definovat zobrazeni obec-
nych tenzori (a diky vijse uvedené pozndmce o piusoeni tenzorovych poli) i tenzo-
rovych poli.

Definice 43 Metricky tenzor, g nebo kratceji metrika, je tenzorové pole typu
(0,2), které spliuje nasledujici podminky:

1. gu(X,Y) = gu(Y,X) VX, Y € T}. Rikdme, Ze metrika je symetricka.

2. X £0=gup(X,Y) Z0VY #0, kde X, Y € T}. Rikdme, Ze metrika je
nedegenerovana.

Definice 44 Riemannova metrika g na varieté M je metrika, kterd navic splnuje
g: M — G, kde G je prostor pozitivné definitnich bilinearnich forem.

Definice 45 Dvojice (M, g), kde M je varieta a g je Riemannova metrika, se
nazyva Riemannova varieta.

Nyni velice dilezita véta diferencidlni geometrie, davajici do souvislosti konexi
a metriku.

Véta 15 Pro kazdou metriku g na varieté M existuje vzdy pravé jedna konexe
na této varieté, ktera splnuje tyto podminky:

1. Vg=0
2. TV =0

Kde TV je tenzor torze piislusejici konexi V. Konexe spliiujici tyto vlastnosti se
nazyva Riemannova koneze.
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Dikaz 15 Diikaz je celkem komplikovany, v pripadé zajmu lze opét nahlédnout

do [3].
Q.E.D.

Timto jsme uzavteli ivodni fe¢ druhé podkapitoly, v niz jsme se obeznamili s
kuji v dalsim pokracovani prace, nebo byly k zavedeni takovych pojmi nezbytné
nutné. Nyni se pustime do tématu, které je modernéjsi a v soucasné fyzice a ma-
zdjmem budou symetrie geometrické, budeme tedy hledat a vySetfovat prostory
s geometrii z hlediska jejich geometrickych symetrii. Jak jsme jiz poznali drive, s
geometrii tizce souvisi zavedeni metrického tenzoru, takze uz ted muzeme tusit,
ze geometrické symetrie budou zakédovany v symetriich metriky.

Definice 46 Zobrazeni ¢ : M — M na varieté M s metrikou g se nazve izomet-
rie, pokud plati ¢*g = g.

Pozndmka: V praci budeme vZdy uwvaZovat jenom izometrie, které jsou zdaroven
diffeomorfizmy.

Definice 47 Nechf u je mapa na varieté M, které odopovidaji souradné funkce
{z;}ics. Kiivku na varieté, kterd je definovana jako

—1
p (= Ch,uim = Ciog, tujy = Cj, oy up = Chq),

nazveme souradnou linii soutadnice x7 pri hodnotdch zbyljch soutadnic (Cy, ...,
Ch—1) prislusejici mapé p. Necht a je tenzorové pole typu (0, 1). Bazi indukovanou
mapou g tecného prostoru v bodé m berme jako mnozinu tec¢nych vektortu ke
vsem souradnym liniim, prochazejicim bodem m. Pak souradnice tenzoru o,
jsou hodnoty a2 = a,,(e,), kde e, je teény vektor k soutadné linii 2 prislusejici
mapé p prochazejici bodem m.

Pozndmka: Na tomto miste je dobré zamyslet se nad tim, jok uvedend definice
izometrie na varieté souvisi se zavedenou izometrii v proni podkapitole, a rozmys-
let si, Ze pokud je zobrazeni izometrii z hlediska diferencidlne-geometrického, musi
jit o izometrii z obecného hlediska metrickych prostoru. Od izometrie, jakozZto zob-
razeni @ na mnoziné P (kterd md spolecné se vzddlenostni funkci d strukturu me-
trického prostoru) obecné ocekdavame splnéni této rovnosti d(x,y) = d(p(z), o(y))
Vz,y € P. Neni bez povsimnuti, Ze v této klasické definici vystupuje zobrazeni bodu
na mnoziné, kdezto v Definici 46 se zobrazuji kotecné struktury. Pro pochopeni
této souvislosti se tedy chvili zabjvejme zobrazenim metrického tenzoru a dusledky
invariance tohoto pole pri pisobeni izometrickych diffeomorfizmi. Pro snazsi po-
pis budeme hovorit v souradnicovém ramci. Méjme tedy varietu M, metricky ten-
zor g a mapu i, kterd ndm dovoli zavést souradné funkce {x;}ic;. Na této varieté
zvolme bod m, jehoZz soutadnice budou vzhledem k mapé p reknéme mlay, as, ..., a;l.
Prechodem k jiné pripustné mapé 1’ ziskame nové souradnicové funce {z}}ic;.
Tento prechod nam zaroven indukuje diffeomorfizmus n: M — M, ktery zavddi-
me jako n(m) = m/’, kde souradnice bodu m v soustave {x; }ic; jsoumlas, as, ..., ;|
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a bodu m' v soustavé {x}}ics jsou tytéz, Cili m'[ay, ag, ..., a;]. BUNO predpokld-
dejme, Ze pravée n je izometrie z hlediska nasi diferencidlné-geometrické definice.
Pro dalsi postup je pohodinéjsi oprit se o ndsledujici tvrzend.

Véta 16 Necht i a (' jsou libovolné dvé slucitelné mapy na varieté M, n je
diffeomorfizmus zkonstruovany jako ve vyse uvedené casti pozndmky. Zapisobime-
li na body variety zobrazenim n a zdroven na tenzorové pole a typu (0, 1) kotecnym
zobrazenim (n~')*, nastane rovnost mezi soutadnicemi tenzoru o, vzhledem k
mapé i, se souradnicemi tenzoru ((n™1)*a)ym) vzhledem k mapé o',

Pozndmka: Véta vlastné rikd, Ze kdyzZ dojde k ,presunu® bodu na varieté spolecné
s prislusnym , presunem kovektori, zachovd se souradnicové vyjadreni kovektorii.

K dikazu si pomtizeme nasledujicim lemma.

Lemma 4 Oznacme pole tecnyjch vektori k souradnym liniim x® vzhledem k mapé
W jako e*, ddle oznacme pole tecnyjch vektori k souradngm liniim (z')* vzhledem
k mapé 1 jako (€)*. Uvazujme diffeomorfizmus n zkonstruovany jako vyse. Pak
plati (n.e*),, = (€')} ) Ym € M.

Dikaz lemma 4 Dilezitym pozorovanim jest, ze vzdy pro stejnou sadu hodnot
zbylych souradnicovych funkei plati n(z®) = (2/)*. Pak jiz diky definici te¢ného

zobrazeni dochézime k pozadovanému zaveéru.

Q.E.D.

Dikaz 16 Diky dokdzanému lemma mutzeme piimocare psat nasledujici:
(@ = (7)) (€)7), ) = m (0 (m)) = (@(€)),, = o,
Q.E.D.

Véta 17 Meéjme libovolnou krivku v s parametrizaci t na variete M, zobrazujici
z intervalu (a,b), ddle na varieté definovanou metriku g a zobrazeni | : v — R,
kterému rikame délka krivky, jez splnuje

L@, 1(8) = [ om0 Grtor )

kde + je pole tecnych vektoru ke krivce . Ddle uvazZujme diffeomorfizmus n na
varieté M. Pokud zabiisobime kotecnym zobrazenim (n=")" na metriku a soucasné
na body variety M zobrazenim n, délka pivodni krivky ~v v puvodni metrice g bude
rovna délce nové krivky v v nové metrice ¢'.

Lemma 5 Méjme varietu M a na ni definovanou krivku v s parametrizaci t.

Ddle uvazujme diffeomorfizmus n na této variete. Pak tvrdime, Ze tecny vektor

(7’) ) k obrazu krivky «y, tedy krivce v = no~y v bodé n(m) je tentyz, jako obraz
n(m

tecného vektoru krivky v v bodé m, tedy 1n.(5)m-
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Dikaz lemma 5 K provedeni diikkazu si pomizeme definici tecného vektoru a
tecného zobrazeni. Také budeme predpokladat, ze dva tecné vektory se rovnaji,
pokud maji stejnou akei na libovolné funkei z uvazované t¥idy (v nasem pripadé
z tridy hladkych funkei). Nejprve reknéme, ze n(m) = m'. Potom, pfi vysSe uve-
deném zavedeni 7' muzeme psét, ze pokud 7(tyg) = m pro néjaké ty, pak také
7' (to) = m'. To proto, Ze 7'(to) = (n07)(to) = n(m) =m’.

Pti tomto védomi zapisme obecnou akci (§'),m) na funkci f. Z definice piiso-
beni tecného vektoru méme (5'),m)[f] = S (f 0 (107))|s,-

Na druhé strané rozepisme podle definice zobrazeni push-forward akci vektoru
N«(9)m na tutéz funkei f. Pime:

0. Ghnlfl = G Fonl = S((Fomon)

to

Operace skladani zobrazeni je asociativni, proto jsou oba vyrazy rovny Vf € F(M).
Zjistujeme, ze akce obou vektort ze stejného vektorového prostoru na funkce
jsou stejné Vf € F(M), ¢imz uzavieme, Ze jsou si samy vektory rovny.

Q.E.D.

Dikaz 17 V matematické notaci véta rika nasledujici:

b
L(v(a), (b)) = /a \/ G (V1) Vo)) dt =

b A :
= /a \/(g/)w’(t) ('Y/(y'(t)p 7/(7/(16))) dt = ll’y’ (7 (a),~/ (b))

Pro predejiti mozné nejasnosti jesté podotknéme, ze ¢’ = (n71)*g a takeé

-1\* — (.—1\*
((77)9) g = (") (g -
Rozpisem predposledniho vyrazu z defince obrazu krivky:
b . .
/a \/(gl)v’(t) (W'(y(t)), 7/(7/@))) dt =
b ; ;
/a \/(g oo ((77 © V) moyyty (1°© 7><now)(t>> dt =

/a ’ \/ ((n‘l)* (9)7(15)) (77* ()0 » (;V)y(t)) dt = /a ’ \/ Gy (t) (%(t»a %(t))) dt,

kde bylo pouzito vysledkti posledniho lemma a vlastnoti kote¢ného zobrazeni
tenzort typu (0, 2).

Q.E.D.

Pokracovdni poznamky: Zopakujme tedy, Ze uwvazZujeme diffeomorfizmus n jako
izometrii z hlediska diferencidlne-geometrické definice. Ddle predpokldadejme, Ze
pro kaZdou dvojici bodii (A, B) existuje geodetickd krivka §apy (1. Euklidiv po-
stuldt geometrie). Pak je prirozené vzdalenostni funkci ® na varieté M definovat
jako 0(A, B) = l(§an)), kde | je diive zavedené zobrazeni zvané délka krivky a vy-
raz [(§apy) oznacuje délku krivky {ap). Je primocaré nahlédnout dvojici disledki,
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jez vychazi z premisy n*g = g. Pokud na obé strany rovnosti zapusobime kotec-
ngm zobrazenim (n=')", okamZité ziskdvime (n=')" g = g. Druhd implikace je, e
I(&apy) = U(&ap)), kde U je délka krivky s metrikou (n™")" g a &ap) je geodeti-
ka krivka spojujici body A a B v puvodni metrice g. Predmétem tvrzeni Veéty
je rovnost I(§apy) = U'(§(apy), kde §ap) je n(§am)), tedy obraz geodetiké krivky
vzhledem k metrice g.

Toto povidani zakoncime sumarizaci nasich vysledku, kterd vyisti v zdver, Ze
n je izometrie z hlediska klasické definice metrickych prostori. Vézmeéme si te-
dy dva body na varieté, treba A a B. Zmerime jejich vzddlenost, kterou oznacme
I(§apy). Poté si vezméme zobrazeni n, které je izometrii z hlediska diferencidlne-
geometrického a zapusobme zobrazenim n* na metriku g. Z hlediska této metriky
opét zméerme vzddlenost bodii A a B, a tu oznacme U'(§ap)). Diky predpokladu lze
psdt U(Eap)) = U'(§ap)). Nyni na tenzorové pole zapisobme zobrazenim (n=')" a
na body na varieté zobrazenim n. Diky Veéte 17 lze psat I'(§ap)) = l(fEAB)). Cel-
kem tedy mame l(§ap)) = l({EAB)), coZ lze jednodusde prepsat do r1eci vzddlenostni
funkce 0, definované vyse. Pokud je tedy n izomorfizmus z hlediska diferencidlneé-
geometrického, musi platit 9(A, B) = 0(n(A),n(B)), coZ je ale presné poZadavek
na izometrii v obecném kontextu metrickijch prostori!

Od této chvile se tedy bez obav budeme bavit jen o podmince na izometri¢nost
zobrazeni danou v Definici [46] Je tu vSak jesté jeden problém. Pro rozhodovéni,
zda-li je rovnost psand v Definici [46] naplnéna, je bezsoufadnicovy ramec velmi
nesikovny. Proto nyni zkoumejme, jak preformulovat tuto podminku do sourad-
nicového formalizmu. S badanim nad touto otazkou zac¢neme nasledujici vétou.

Véta 18 Dwva tenzory ndlezejici do stejného tecného prostoru variety jsou st rov-
ny, praveé kdyz maji ve stejné bazi vsechny souradnice stejné.

Dikaz 18 Z multilinearity tenzorového zobrazeni ziskdvame, Ze se jedna o nut-
nou i dostacujici podminku, aby slo o identicka zobrazeni.

Q.E.D.
Umluva: Pro jednoduchost zépisu budeme metriku ¢*g oznacovat jako ¢’
Z predchozi Véty tedy vyplyva, ze
g=4¢ < ge”,e’) =g'(e", e, Va,bec {1,2,...,n},
kde n je dimenze tecného prostoru variety.

Z Véty 16 vSak lehce dovodime, Ze pokud na tenzorové pole ¢’ zapusobime
kotecnym zobrazenim (p~!)* a soucasné zaptsobime zobrazenim ¢ na body va-
riety, ¢imz transformujeme soufadnicové linie 2% na @(x*) = (2’)* a tim i pole
tecnych vektort e” na p.e* = (€)%, jak jsme ukazali v Lemma 4, soutadnice nové-
ho tenzoru v novych souradnicich budou odpovidat starym soutradnicim starého
tenzoru. Pro nas piipad to vystihuje symbolicky zépis: g((e')?, (¢/)?) = ¢'(e?, e’)
Va,b e {1,2,...,n}.
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Kdyz vysledky poslednich dvou odstavci zuzitkujeme, dostaneme nasleduji-
cf ekvivalenci g = ¢ & g(e, e’) = g((e')?, (¢/)?). Slovy Tedeno, piechod mezi
mapami p a g’ indukuje izometrii ¢, pravé kdyz soutadnice tenzori metrického
tenzorového pole g jsou v souradnicich danych mapou p stejné, jako v souradni-
cich danych mapou p'.

Na zavér nutno tici, ze nas postup by mél byt vsak jesté obecnéjsi, a pracovat
s prechody mezi atlasy a nikoli mapami. Dtivod je ten, Ze na varieté nemusi exis-
tovat globalni souradnice. Rozsiteni o tento prvek by vsak principidlné ptineslo
stejnou tvahovou masinérii.

Po delsich teoretickych toulkach, které nam ptinesly efektivni rozhodovaci
princip, zda-li je diffeomorfizmus izometrii, zkusme nahlédnout pod poklicku hle-
dani symetrii pro konkrétni metriky.

Obecné reseni Nastinme nejprve vseobecny, avsak komplikovany zptisob,
jak hledat izometrickd zobrazeni. Pouzijeme k tomu néstroje, které jsme dopo-
sud nalezli. Pro hladsi postup si vézméme konkrétni metricky tenzor, na némz
budeme postup demonstrovat. Pro zacatek je nejlepsi uvazovat Euklidovskou me-
triku na dvojdimenzionalni Eulidové prostoru. Tato metrika v dobie zvolenych
soutadnicich nabyva velmi jednoduchého tvaru: g = dezdz + dydy. Uvazujme nyni
novou soustavu souradnic (z’,y’), kterd je svdzana s ptvodni soustavou vztahy
¥ =a(x,y), ¥y = p(x,y). Aby tento souradny prechod indukoval izometrii, musi
platit, Ze metricky tenzor lze v soufadnicich zapsat také takto: g = dz’dz’+dy/dy .
Souradnicovy prechod vsak jasné urcuje tvar g v novych souradnicich. Napocita-
nim inverzni Jacobiho matice (diferencial je kovektor) ziskavame pro diferencialy
vztahy:

, O« oo
, 0B ap
ay' = 5 dr+ 5 od

Obdobné ziskame i prepocet mezi diferencidly druhého tadu. Po rutinnim
vypoctu dostavame:

L oo Oa O da O o\’
dr'da’ = <(9x> dxdx —I—af&—d xdy a—a—d ydr + ((93/) dydy ,

98\ ) 98 0 )
dy/dy’ = <6§> dzdx + 85 @Bd dy + 85 aﬁdyd + (85) dydy .

Tento rozpis nam uz jasné ukazuje, jaké jsou kladeny na souradnicovy prechod
podminky, aby prislusné indukované zobrazeni byla izometrie. Jmenovité to jsou
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tyto rovnice:
2 2
aﬁ + aﬁ — 1 ,
Ox Ox
(5) +(5) -
Oy Oy ’

dada  OBIB

Vidime, ze i v takto jednoduchém modelovém prikladu jsme dospéli k sousta-
vé nelinearnich parcidlnich diferencidlnich rovnic prvniho radu, jejichz feseni je
casto velmi komplikované, a v préaci se jim dale zabyvat nebudeme. V nasem pfi-
padé je otazkou dosazeni ovérit, ze moznou podmnozinou feseni naseho pripadu
je a(z,y) = cos(P)x — sin(P)y, [(z,y) = sin(I)x + cos(?¥)y, pro libovolné zvole-
né ¥ € (0,2n). Dilezité na tomto prikladu je, uvédomit si, ze diky faktu, ze se
izometrie sdruzuji do grup (dikaz na dva fadky), musi se do grupovych struktur
sdruzovat i feseni takovych soustav parcialnich diferencialnich rovnic. Jmenovana
podmnozina grupy izometrii Euklidovy metriky je shodou okolnosti téZ grupa (s
operaci s¢itani argumentti), konkrétné izomorfni s grupou rotaci SO(2).

Reseni tivahou Pro nékteré konkrétn{ p¥ipady je lepsi ryze vypocetni stranku
hledani symetrii zjednodusit redukci moznych kandidatt na feSeni. Pro ptiklad-
nost ndm poslouzi Lorentzovska metrika g = dedz — dydy (pozn. jeji signatura je
(1,—1), proto ji neradime mezi Riemannovské metriky). Ve stejném duchu jako
vyse se budeme snazit najit souradnicovy ptrechod, ktery by nezménil souradni-
ce metriky. Jak ale (ne)mize vypadat novy souradny systém, aby se souradnice
nezmeénily? Krucidlnim pozorovanim je, ze pokud nebude soutadnicovy prechod
dén jako afinni transformace, témér nutné (existuje sance, ze by se nekonstatni
vyrazy poodecetli?) jiz za¢nou souradnice metriky v nové souradné soustavé za-
viset na hodnotach souradnych funkci, coz je pro néas ocividné nezadouci. My se
navic zizime na ¢isté linedrni transformace (v obecnosti bychom takto tzkoprse
nepostupovali, ale pro ucely prikladu si s timto vystac¢ime). Proto budeme nasi
transformaci hledat ve tvaru =’ = ax + by, vy = cx + dy pro néjaké a,b,c,d € R.
Analogickym napocitanim rozkladu nové béaze diferencialti druhého fadu do staré
béze a naslednym porovnanim s pozadavkem na tvar metriky v novych sourad-
nicich, dospéjeme k této soustaveé:

2 2

a"—c =1,
bV —d?=—1,
ab—cd=0.

Na prvni pohled mnohem ptijemnéjsi soustava rovnic nez v predchozim pri-
kladé. Po ,chytré“ substituci ¢ = sinh(¥), ktera je BUNO, jelikoz méd funkce
sinh(1)) stejny obor hodnot jako ¥, soustavu hravé dofesime a dostdvame ba-
licky feseni: {a = cosh(d), b = sinh(¥), d = cosh(d)}, {a = —cosh(d), b =
= sinh(¥), d = —cosh(?)}, {a = cosh(¥), b = —sinh(¥), d = — cosh(¥))},

28



{a = —cosh(d), b = —sinh(J), d = cosh(¥)} V¥ € (0,2r). Mnozinou li-
nearnich transformaci souradnicovych funkci, které ponechavaji souradnice Lo-
rentzovy metriky, je grupa vyse uvedenych transformaci, ktera je izomorfni s
grupou SO(1,1) x V4, kde SO(1,1) je speciélni Lorentzova grupa vlastnich a
ortochronnich transformaci na dvoudimenzionalnim prostoru (pozn. kterd je Lie-
ovou grupou) a Vy je Kleinova grupa (pozn. koneénd grupa o c¢tyrech pruvcich). Tato
grupa, zejména jeji komponenta jednicky, tedy grupa izomorfni grupé SO(1,1),
vyznamnym zplusobem vymezuje kinematiku i dynamiku ve specidlni teorii rela-
tivity. Pro uplnost, jako ¢estni obyvatelé ¢tyfdimenzionalniho svéta, bychom méli
dodat, Ze tuto tlohu spiSe plni jeji ,nadgrupa® SO(3,1).

Uz jsme poznali, jak k zadané geometrii miizeme ptipsat ptislusnou grupu
geometrickych symetrii. Cilem této prace vsak neni rozvijet tento pristup. Na-
si snahou bude porozumét velmi vznesené myslence, pochazejici od némeckého
matematika Felixe Kleina (25. Duben 1849 — 22. Cerven 1925), ktery v ramci
svého Erlangenského programu hlasal, Ze geometrie by se mély prisuzovat symet-
riim, nikoli opacné. Klasifikace geometrie by pak vychazela z klasifikace prislusné
symetrie. Jak jsme jiz ukéazali, kdyz méame zadanou geometrii, mize byt matema-
ticky komplikované, avSak vzdy primocaré a robustni, nachazet jeji symetrie. Ale
jak z grupy symetrie zkonstruovat prostor s geometrii? Na to se pokusime najit
odpovéd v dalsi ¢asti prace.

Definice 48 Homogenni prostor je dvojice (M, g), kde M je varieta a g je metri-
ka, k niz existuje souvisla Lieova grupa GG, ktera ma na M tranzitivni izometrickou
akeci.

Pozndmka: Pokud je metrika navic Riemannova, homogenni prostor nazyvdime
Riemanniiv.

Definice 49 Méjme topologicky prostor (X, Tx), kde Tx je topologie na mnoziné
X. Dale uvazujme relaci ekvivalence ~ na mnoziné X a faktorovou mnozinu
Y, jakozto mnozinu tiid ekvivalence na mnoziné X. Déle uvazujme zobrazeni
Q: X — Y, které definujeme formuli Q(z) = [z], kde [z] = {a € X | a ~ z}. Pak
topologii na faktorovém prostoru Ty nazvu takovou topologii na Y, indukovanou
relaci ekvivalence ~ na X, kterou definuji jako 7y = {U C Y | @ }(U) € Tx}.

Véta 19 Meéjme homogenni prostor (M, g) a souvislou Lieovu grupu, kterd pro-
strednictvim své akce r na tomto prostoru operuje tranzitivné a izometricky. Ozna-
cme ji G. Vyberme st libovolny bod m € M. Necht H € G je stabilizator bodu m.
Uvazujme faktorovou mnozinu G/H kde H md na G akci grupového ,,ndsobeni*
o prirozené definovaného na grupé G. Relaci ekvivalence pak definujeme podmin-
koua~b< Jh € H:hoa =0, kde a,b € G. Tvrdime, Ze mnozina G/H mad
strukturu diferencovatelné variety.

Dikaz 19 Diikaz je komplikovany, informace dilezité k jeho sepsani lze cerpat
z [2]

Q.E.D.

Véta 20 Necht M a G/H oznacuji stejné pojmy, jak byly zavedeny ve Veéte 19.
Turdime, Ze M a G/H jsou diffeomorfni.
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Dikaz 20 Diikaz je slozity, proto jej v jeho celé nadhere v praci uvadét nebu-
deme. Viz. 2]

Q.E.D.

Abychom vsak neztstali prilis dluzni, pokusime se o dikaz ,lite“ verze vyse
uvedeného tvrzeni.

Véta 21 Necht M a G/H oznacuji stejné pojmy, jak byly zavedeny ve Véte 19.
Turdime, Ze mezi témito prostory existuje bijektivni zobrazenti.

Dikaz 21 Diikaz bude komponovany ze dvou casti. Prvni na radé je dilezité
lemma.

Lemma 6 Nechl r je akce G na M, pak plati, Ze Ym € M Jp : O, = G/Gpp,
kde zobrazeni ¢ je bijekce mezi orbitou proku m a faktorovou mnoZinou G /Gy,
kde G, je stabilizator bodu m.

Dikaz lemma 6 Vezméme si libovolné m € M, které bude po zbytek dikazu
fixni. Nyni sestrojme zobrazeni ¢ : O,,, — G/G,,, takové, pro néz plati ¢(n) = [g],
pravé kdyz g~'-m = n. Jen pro pfipomenuti, [¢] = {a € G | 3h € G,, : hog = a}.
Dalsi potup bude obsahovat nékolik nezavislych ¢asti.

1. Musime ukazat, ze konstrukce zobrazeni je korektni, tedy ze definované
zobrazeni je jednoznacné. Pro dalsi praci bude pohodlnéjsi provést sym-
bolickou zéménu g <+ g~ !, kterd zplisobi zménu, konkrétné budeme psét
©o(n) = [g71], kde gom = n. Nyni si vybereme dva mozné prvky g;, g z G,
pro néz plati g; - m = n, g - m = n. Nasim tkolem je ukazat, ze generuji
stejnou t¥idu ekvivalence, tedy, Ze [g; '] = [g5 '] ve smyslu rovnosti mnozin.
Z rovnosti g1 - m = n = gy - m jednoduse ziskdme (g5 0 g1) - m = m, coz
jasné implikuje, ze (g5 ' 0 g1) € Gy Aby si byly mnoziny rovny, tedy aby
platilo [g; '] = [g5 '], musi byt splnény tyto dva pozadavky:

e Vhe G, Ik €Gy:hogt =kogy
o Vk € Gy Ihe Gy :ihogi  =kogy

Ze symetri¢nosti staci overit splnéni prvniho pozadavku. Existenci k € G,
dokézeme konstrukci. ho g;! = ko g,! < k™Yo h € G,,. Celkem tedy
k=hog ' ogs € G

2. Zobrazeni @ je injektivni (prosté). BUNO piedpokladejme, ze o(n;) = [g1'],
©(ng) = [g5']. Musime ukdzat, ze n; # no = [g7'] # [g5"]. Implikaci
,znegujeme” ¢imz dostaneme [g7 '] = [g5'] = ny = no. Nyni je tedy na-
§im piedpokladem, 7e [g;'] = [g5'], coZ znamend, 7e g;' =~ g5 ', neboli
Jh € Gy, : hogy' = g5 . Cheeme ukéazat, ze tento diisledek jiz nutné vede
k rovnosti n; = ng, kde g1 - m = ny, go - m = ny. Chceme tedy ukéazat,
7e g1-m = go-m. Jelikoz hogi' = g;' & g0 = groh™', tak gy - m =
=go-m<g-m=(goh)-m=g -(h7'-m) =g -m, coz je splnéno
vzdy.
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3. Zobrazeni @ je surjektivni (,na*). Vratme nasi symbolickou zdménu g <+ g+

nazpét, uz se nam hodit nebude. Chceme dokéazat, ze Vg € G In : ¢(n) =
[g]. Existence bude dokézéna konstrukei. Vezméme 71 := g~!-m. Tvrdime,
e 1 je hledané n, tedy ze ¢(n) = [g]. Dle definice ¢, k 1 najdeme prvek
G, takovy, aby 71 = g~ - m. Diky definici 71 v8ak okam?Zité vidime, Ze
g, Gili 3(7) = 1] = [g].

N« ||
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Z téchto tti bodu jsme tedy ziskali, Ze ¢ je zobrazeni, které je injektivni a
surjektivni. Cimz to padem je bijektivni, a proto odpovida hledanému zobrazeni
Q.

Q.E.D.

K ditkazu Véty 21 zbyva posledni krok, a to dokazat v poradi druhé lemma.

Lemma 7 Pokud grupa G pusobi tranzitivné na mnozZinu M, pak Ym € M je
O, =M.

Dikaz lemma 7 Diky tranzitivité mame, ze Vm,n € M dg € G: g-m =n
a tedy pri fixnim m mame, ze Vn € M : dg € G : g - m = n, ¢ili pro libovolny
prvek nalezici do M plati, ze nalezi také do O,,,. Opacnd mnozinova inkluze plyne
rovnou z definice orbity.

Q.E.D.

V prvnim lemma dikazu této véty jsme nasli bijekci ¢ : O,, — G/G,, pro
libovolné zvoleny prvek m € M. Ve druhém lemma ditkazu jsme ovérili, ze pokud
je akce grupy G na mnoziné M tranzitivni, automaticky to znamena, ze pro
libovolné zvoleny prvek m € M je jeho orbita O,, celda mnozina M. Syntézou
téchto poznatkii uzavieme, ze jsme zkonstruovali zobrazeni ¢ spliujici vSechna
kritéria na zobrazeni, o jehoZ existenci se Véta 21 vyjadiuje, ¢imz jsme tedy
potvrdili jeho existenci.

Q.E.D.

7. jiz. dokazané nezavislosti predeslého tvrzeni na volbé m € M je na spadnuti
nasledujici tvrzeni.

Véta 22 Meéjme mnozZinu M a grupu G, kterd na této mnoZiné operuje tran-
zitivne. Vyberme si libovolné dva prvky m,n € M a pro né najdéme prislusné
stabilizatory G,,, G,. Tvrdime, Ze stabilizdatory jsou izomorfni.

Tomu vsak predchazi kratoucké lemma.

Lemma 8 Necht mdme mnozinu M a grupu G, kterd md na mnoziné akci r.
Necht m,n € M. Pokud plati, Ze g-m = n, kde g € G, pak téZ plati g1 - n = m.

Dikaz lemma 8 Predpoklddejme, Ze plati n = g - m. Na obé strany rovnice
zapiisobme inverznim prvkem ke ¢, tedy g~!. Dostavame nésledujici: g7% - n =
=g~ (g-m)=(g""og)-m=m.
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Q.E.D.

Dikaz 22 Jiz tradiéné ze zac¢atku zvolme libovolné ale fixné dvojici bodi m,
n € M, a pro tuto volbu pripisSme ptislusné stabilizatory téchto bodi, tedy
G, G,. Protoze je akce grupy na mnoziné tranzitivni, lze najit takové g € G :
: g -m = n, ponechejme pro takovy prvek G oznaceni g. Uvazujme zobrazeni
J : G, — G, jehoz piisobeni budeme definovat jako J(gm) = g © gm o gt Nyni
ukazeme, Ze zobrazeni J je izomorfizmus grup G,, a G,. Nejprve vsak, ze jde o
bijekci:

1. Jedna se o zobrazeni do G,,. Zvolme tedy libovolné g,, € G,, a ukazme, ze
T(gm) = gogmo g™ € G,. Cili, akce g o g, 0 g~' na n musi vyjit jako
identita. Pisme: (gognog™) n = (gogn) (g7t -n) =(90gn) -m =
=9 (gn-m)=g-m=n.

2. Zobrazeni J je prosté. Predpokladejme gy, h,, € G,, takova, ze g, # hp-
Pro spor predpokladejme, ze

3j€Gn:gognog ' =j=gohnog".
7 téchto rovnic dostavame, ze g, = g ' 0 j o g = h,,, coZ je spor s predpo-
kladem.

3. Zobrazeni J je ,na“. Neboli tvrdime, ze kazdy prvek v G,, najde svij vzor
v G,,. Ukdzeme, 7e Vj € G, je tento vzor dan piedpisem g~ ' o jo g € G,,.
Napied viak musime ukézat, Ze skuteéné g~ o jo g € G,,. Pisme:

(97 0jog)-m=(g"0j) (g-m)=(g7"0j)n
=g - (Gn)=g"n

A nyni, ze jde skutecné o vzor. Pisme:
go(gtojog)ogt=(gog")ojo(gog™")=1J.

V tuto chvili mame dokézéano, ze zobrazeni J : G,, — G je bijekce z G, na
G,,. Nasim soucasnym tkolem je ukazat, ze J je izomorfizmus grup. Matematicky
pséno, musime ukazat, ze Vg, by € Guy @ T (G © b)) = T (gm) © T (hy). To je
vsak snadné, kdyz si zobrazeni J rozepiseme podle jeho definice. Rozepisme takto
pravou stranu dokazované rovnosti. Mame:

(909mog™)o(gohmog™) =(gogm)o (97 0g) 0 (Anog™)
= g0 (gmohm)og™".

V tuto chvili se 1ze snadno presvédcit, ze jsme obdrzeli stejny vyraz, jako bychom
ziskali pti rozpisu levé strany dokazované rovnosti.
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Q.E.D.

Inspirovani definici faktorové mmnoziny a vysledkem, ktery nam rika, ze jde
o mnozinu tiid ekvivalence, zkusme blize rozebrat, jakou mnozinu t¥id ekviva-
lence prestavuje G/H. Vezmeme-li si libovolny bod g € G, urcité kazdy pr-
vek z G, zapsany jako h o g, bude nalezet do stejné tridy ekvivalence. Zavedme
proto symbol Hg,, kterym budeme oznacovat mnozinu {h o g,| h € H}, tedy
mnozinu vSech prvkia ekvivalentnich s prvkem g,. Z nasi definice ekvivalence lze
jednoduse rozpoznat, ze zadné dalsi prvky ekvivalentni s g, existovat nemohou.
Na zdkladé této uvahy vystavéjme mnozinu A = {Hg, | 9. € A}, kde A =
={9.€ G |Vgp,9. € A: gy # 9. = Hgy N Hg. = () }. Stoji za drobny koment&r,
ze mnozina A splyva s G/H. Prvni, co nas prasti do o¢i je, Ze mnozina A neni déna
jednoznac¢né. To nam ale nevadi, rozmyslime-li si, ze konkrétni volba A neovlivni
mnozinu 4. Duvod je ten, ze A predstavuje maximalni soubor neekvivalentnich
prvkl z G, takze kdyz dostaneme konkrétni podobu mnoziny A, mame jediny
stupen volnosti, a to libovolny prvek z A vyménit za jiny prvek, ktery je s nim
ekvivalentni, jinak se tato vlastnost mnoziny narusi. Co uz vime, je, Ze mnozina
A predstavuje skupinu disjunktnich mnozin, které obsahuji nejvétsi mozny pocet
prvki z G, které jsou ekvivalentni. Co néas jesté déli od zavéru, ze A ~ G/H?
Musime dodat, pro¢ nenastane piipad A C G/H. Reknéme, 7e existuje néjaka
trida ekvivalence v G/ H, ktera neni obsazena v A. Zvolme libovolny prvek z této
tridy. Tento prvek musi byt neekvivalentni se vsemi prvky mnoziny A. To je ale
nemozné, protoze A je maximalni mnozina neekvivalentnich prvka. Takze v A
jisté najdeme tento prvek nebo jiny prvek, ktery je s nim ekvivalentni. Libovolny
z uvazovanych prvku vsak vytvarii v A takovou mnozinu ekvivalence, o niz jsme
na zacatku predpokladali, ze v A neexistuje. A to je o¢ividné spor.

Diky tomu, ze A ~ G/H a zéroven G/H ~ M, mizeme ocekdvat existenci
bijekce mezi A a M. Tato bijekce by mohla byt dédna jako mapa Hg, — n, kde
g;'-m =n a m je libovolné zvoleny prvek z M. Toto tvrzen{ neni trividlni, ale
samozrejmé je dokazovat nebudeme, kdyz si uvédomime, ze [g,] = Hgq, a pro [ga]
jsme tento vyrok dokéazali ve Vété 21.

Od této chvile tedy budeme mit na paméti, ze mnozina A je jen explicitnéjsi
zapis pro G/H.

Tato analyza struktury faktorové mnoziny GG/H se bude hodit v nasledujicim
momenté, kdy budeme nachézet prevodni schéma mezi akei grupy G na mnoziné
M a zobrazenim na mnoziné A. Tuto pasdz muzeme chapat jako prvni prak-
tické vyuziti zavedeni ~ mezi varietou M homogenniho prostoru a faktorovou
mnozinou G/H (pozn. faktorové mnoziné, kterd je tvaru ,grupa/grupa* se téz ri-
kd faktorovd grupa, ackoli na této mnoziné grupovd struktura byt nemusi). Pro
pohodli zustaneme u identifikce prvku M v A, ktera je dana jako Hg, — n, kde
g, ' -m = n (samoziejmé libovolna bijekce prvki na mnoziné M nebo na mnoZiné
A sice zpusobi zménu zobrazeni mezi témito mnozinami, avsak ponechava bijek-
tivnost takovych zobrazeni). S touto identifikaci jiz lehce nahlédneme, jak 1ze akce
prvku k& € G na M prepsat na akci tohoto prvku na A. Zvolme libovolny prvek
n € M a na tento prvek zapisobme prvkem k grupy G dle definované akce. Na
druhé strané najdéme takovy prvek g, pro ktery ¢! - m = n. Odtud zjistujeme,
ze podle nasi identifikace mizeme prvek n reprezentovat jako Hg € A. V ramci
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této reprezentace prvku opét zapisobme prvkem k € G. Tuto akci napiseme jako
k-n==Fk- (g7t m) = (kog™!)-m. Dostaneme jiny prvek z M a je pfirozené ptati
se, jakou bude mit reprezentaci v A. Podle naseho pravidla bude reprezentovan
ttidou Hr, kde r € G, pro ktery r='-m = (ko g™') - m. Z toho dovozujeme,
zer™t = kog™ tedy, Ze r = g o k~!. Z vysledku vidime, Ze prvek k - n lze
reprezentovat tiidou H(g o k~1). Z ¢ehoz plyne zaver, Ze akce prvki grupy G na
mnoziné M je ekvivalentni plisobeni inverznich prvkii na tiidy ekvivalence zpra-
va, symbolicky k- M < (Gok™')/H.

Nyni jsme pripraveni definovat Kleinovu geometrii.

Definice 50 Kleinova geometrie je dvojice (G,H), kde G je Lieova grupa a
H C G je uzaviena Lieova podgrupa, takovd, ze faktorovd mnozina G/H, zva-
né prostor Kleinovy geometrie, s indukovanou faktorovou topologii, je souvisla.
Pak G nazveme hlavni grupu Kleinovy geometrie. Jadro K Kleinovy geometrie je
nejvétsi podgrupa H, takova, ze K < G.

Pozndmka: KdyzZ topologickd grupa G operuje na Hausdorffové topologickém
prostoru X, pak stabilizator G, libovolného prvku x € X je uzavrend podgrupa
G. S uwvazenim tohoto (nedokazovaného) turzeni spatrujeme, Ze podminky na dvo-
jict G, H, jmenované ve Veété 19, vymezuji specialni pripad Kleinovy geometrie.
Splnéni podminky na souvislost grupy G zajistuje, aby mnozina G/H s topologii
byla geometricky orientovatelnd Pokud je grupa G kompakini, je pak kompakini
prislusnd faktorovd mnozina G/H.

Véta 23 Mejme Kleinovu geometrii (G, H), jak byla definovana vijse. Akce grupy
G na prostoru G/H necht je dana pusobenim inverzi na prostor podilovych trid
zprava. Akce G na G/H je efektioni, pokud je jadro K Kleinovy geometrie trividlni
grupa.

Dukaz 23 Viz. [5]

Véta 24 Méjme grupu G a jeji normalni podgrupu K. Pak mnoZina G/K md
strukturu grupy.

Dukaz 24 Viz. (7]
Definice 51 Necht (G, H) je Kleinova geometrie a K oznacuje jadro Kleinovy

geometrie. Pak dvojici (G/K,H/K) tikime asociovand efektioni Kleinova geo-
meltrie.

Véta 25 Asociovand efektivni Kleinova geometrie (G/K, H/K) je efektivni, ne-
boli prvky G/K maji efektioni akci na H/ K.

Dikaz 25 Viz. [5].
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Uvazme Kleinovu geometrii (G, H), spolecné s prostorem Kleinovy geome-
trie G/H. Neni nezajimavé, Ze na této trojici muzeme zavést strukturu fi-
brovaného prostoru. Zavedenim zobrazeni n : G — G/H pfedpisem n(g) =
= Hg Vg € G ziskdvame kanonickym zptisobem projekéni operdtor. Navic lze
ukazat [4] Ze pokud G je libovolna topologickd grupa a H je jeji uzaviend pod-
grupa, vzdy existuje lokalni trivializace prostoru G, tedy lokalni homeomorfizmus
Vo : mHUy) = Uy x HVa € J, kde {U,}acs je oteviené pokryti G/H, jak bylo
obecné definovano v Definici 28. Grupé G pak fikdme hlavni H bundle.

Dalsi rozvijeni teoretického pozadi konceptu homogennich prostori z cisté
algebraicko-topologického pohledu dava prostor rozsdhlym pojednanim, ktera se
vsak odchyluji od cile naseho povidani, pripravit v ramci této teorie ptidu pro
aplikace v teoretické mechanice, hlavni napln druhé kapitoly.

Jako motivaci pro zkoumani homogennich prostorii si nyni uvedeme nékolik
konkrétnich prikladi homogennich prostorti.

e E" = S50(n) x R"/SO(n), kde E" je n-dimenzionélni Euklidiv prostor, na
némz pusobi grupa SO(n) x R™ tranzitivné a izometricky. Tranzitivita byla
v predeslé podkapitole prace dokazana, izometrie byla dokazana pro pripad
n = 2, az na ,trividlni“ translacni ¢ast akce. Grupa SO(n) je izomorfni
stabilizatoru libovolného prvku Euklidova prostoru, jak bylo téz v praci
ukazano.

Dalsi vice i méné intuitivni priklady jiz uvadime bez dikazu.

e S" = 0O(n+1)/O(n) , kde S™ je n-dimenzionalni sféra s Levi-Civitovou
konexi a O(n) je ortogondlni grupa transformaci n-dimenziondlniho vek-
torového prostoru, kterda zachova skalarni souc¢in dany pozitivné definitni
bilinearni formou.

e H(n)=(0(n,1)/0(1))/(O(1) x O(n)), kde H(n) je hyperbolickd n-dimen-
zionalni nadplocha a O(n, 1) je grupa transformaci n + 1 dimenzionalniho
vektorového prostoru, ktera zachova skalarni soucin dany semi-definitni bi-
linearni formou se signaturou (—1,1,1,...;1).

N

n

o L™ = SO(n,1) x R""/SO(n,1), kde L"™ je n + 1 dimenziondlni Lo-
rentzovsky prostor, ktery je vystavén velmi analogicky prostoru Euklidovu.
Mnozina vsech izometrif je v tomto p¥ipadé grupa SO(n, 1) x R*™! nazy-
vana jako Poincarého grupa.

vvvvvv

e Vi(R") = 0O(m)/O(n — k),Vi(C") = U)/Un — k), Vi(H") =
= Sp(n)/Sp(n—k), coz je skupina tzv. Stiefelovych variet, coz jsou mnozi-
ny vsech ortonormalnich systémi, usporadanych k-tic linedrné nezavislych
vektora vektorového prostoru nad piislusnym télesem (R, C,H) s dimen-
zi n, kde nutné n > k. Pro upresnéni, U(n) je grupa, jejiz realizaci muze
byt mnozina unitarnich matic nad (komplexnim) Hilbertovym prostorem
s operaci maticového nésobeni. Grupa Sp(n) je symplektickd grupa, jejiz
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realizaci mize byt mnozina invertibilnich matic nad télesem kvaternionii
H, ktera zachovava standardni skalarni souc¢in na vektorovém prostoru H".
Grupovou operaci je opét maticové nasobeni.

e Gr(r,n) =0(n)/(O(r) x O(n—r)), kde Gr(r,n) je tzv. Grassmanian, tedy
prostor vSech r-dimenziondlnich linearnich podprostoru n-dimenzionalniho
vektorového prostoru, jenz je vybaven skalarnim souc¢inem. V pripadé nizsich
dimenzi je lehké predstavit si souvislost s projektivnimi prostory. Napriklad
Gr(2,3) ~ P?, kde P? je soustava projektivnich rovin. Nejjednodussi pii-
klad Grassmanianu, ktery neni izomorfni s zadnym projektivnim prostorem,
je Gr(2,4).

e PO(n) = O(n)/Cy, coz je ortogondlni projektivni prostor nad vektorovym
prostorem V', vybavenym standardnim skaldrnim soucinem, a C je cyklic-
ka grupa, izomorfni grupé vsech ortogonalnich skalarnich transformaci na
vektorovém prostoru V' dimenze n. Tridy ekvivalence zavedené stabilizato-
rem C5 pak davaji dobry smysl slovu projektivni, jelikoz ztotoznuji prvky
V', které se lisi o multiplikativni konstantu z télesa.

Nyni jiz mame trochu jasnéjsi predstavu o obrysech konceptu homogennich
prostorti, ve specidlnich pripadech jiz dovedeme ke grupé symetrif asociovat prislu-
snou varietu, ale preci jen jesté neumime zrekonstruovat informaci o geometrii
celou. Zatim jsme totiz nerozebirali, jak ziskat dilezitou ingredienci kazdé geo-
metrie, a tim je jeji metrika.

Konvenéni pristup nachdzeni metriky na homogennim prostoru bude jenom
nastinén, jelikoz pro explicitni nalezeni metriky predstavime postup jiny.

Poznamka: K tomu budeme potrebovat vychdzet ze zdikladnich pojmi Lieovych
algeber Lieovijch grup, které v této praci zavddét nebudeme a odkdZeme se na [7]

Definice 52 Uvazujme Kleinovu geometrii (G, H). Dvojici (g, h) nazveme Kleiniv
pdr, pokud g je Lieova algebra Lieovy grupy G a b je Lieova algebra Lieovy grupy
H.

Véta 26 Algebra by je podalgebrou g.

Dukaz 26 Viz. (5]

Véta 27 Faktorovd mnozina g/ md strukturu vektorového prostoru.
Dikaz 27 Viz. [5]

Definice 53 Uvazujme Lieovu grupu G, déle zobrazeni ¢ : G — Aut(G), defi-
nované predpisem ¥(g) = 1y, kde ¥,(h) = go ho g™t Vh € G. Adjungovanou
reprezentaci Ad : G — Aut(g) grupy G definujeme predpisem Ad(g) = d(¢,)e.

Jen pro doplnéni, d(¢,). je diferencidl automorfizm, pritazeného prvku g € G
v bodé e € G. Jedna se o zobrazeni d(¢,). : TeG — Ty, (e)(G). Ze jde skutecné o
prvek z Aut(g) 1ze ocekéavat diky Definici 41 a faktu, ze Lieova algebra je vektorovy
prostor.
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Definice 54 Uvazujme G, g, a Ad, jako vyse. Pak zobrazeni ad : ¢ — End(g),
definované predpisem ad(g) = d(Ad).[g], se nazyva adjungovana reprezentace
Lieovy algebry Lieovy grupy G.

Véta 28 Necht (G, H) je Kleinova geometrie a (g, bh) je Kleinav péar. Existuje
jednozna¢na korespondence mezi G-invariantni metrikou na G/H a skaldrnim
souinem na prostoru g/bh, ktery je ady-invariantni.

Pozndmka: Terminem ,skaldrni soucin na prostoru g/b je ady-invariantni®
minime, Ze mnozina zobrazeni ady = {ad, | x € h} tento skaldrni soucin nemend.

Dikaz 28 Viz. [5]

Nachdazet ady-invariantni sklarni souc¢in na vektorovém prostoru g/h nebude-
me, stejné jako v pripadé dukazu korespondence odkazeme ¢tendte na [5]

Nase strategie hledani G-invariantni metriky na faktorovém prostoru G/H
bude ponékud jina. Vyuzijeme k tomu metodu hledani invariantnich ireducibilnich
vektorovych podprostorti vektorovych prostori diferencidlnich forem. Jedna se
o metodu, ktera pracuje v souradnicich, neni tolik obecna, naproti tomu vice
primocara.

Uvazujme grupu diffeomorfizmti GG, kterd operuje na varieté M. K této grupé
nasledné najdeme metriku g takovou, ze bude grupa razem operovat izometricky.
Nizsi obecnost pristupu nespociva v uziti souradnicového formalizmu, prestoze
uziva konkrétnich souradnic, nicméné ty jsou na pocatku zvoleny jakkoli libovol-
né (tak, aby prislusnd mapa p byla pripustnd vzhledem k tplnému atlasu 9B).
Znzeni spociva v tom, ze budeme uvazovat pouze takové diffeomorfizmy, které
lze indukovat linedrnimi soutadnicovymi transformacemi. Pak mtzeme takovou
grupu s vyhodou prepsat do maticové reprezentace.

Na chvili se zamyslime, jakou ma souvislost linearni transformace soutradnic s
transformaci souradnic obecnych diferencialnich forem a transformaci souradnic
diferencialnich forem, které jsou k témto formam v jistém smyslu pribuzné.

Véta 29 Meéjme polynom o nejvyse m promeéenngch, jehoz kazdy scitanec md sou-
cet exponenti od vsech sviych cinitelu roven n. Prostor takoviych polynomi ozna-
c¢me P . Zavedme operdtor formadlni zameéenny:

go:f(xl,xQ,...,xm) —>f(dx1,dx2,...,dxm) Vf e P

Ndsobeni mezi diferencidly samozrejmé chdpejme jako tenzorové. Ddle uvaZujme
libovolnou linedrni transformaci

L: f(xl,xQ,...,xm> —>f(ll(xl,xQ,...),l2(x1,x2,...), ...,l”(xl,xQ,...)) Vfe P,
kde funkce 1*(z', 2%, ...,2™) € PL. Tordime, Ze o[L(f)] = L(¢|f]) Vf € P~ .
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Dikaz 29 Rozepiseme si levou stranu rovnice dle definice zobrazeni L a p:

olL(f)] =

[f(zl 2?0 Pt et ), e )]
(dzf ..),dlg(:ﬁl,xg,...),...,dl”(zl,xg,...))
("(da?, da?, ),lg(dxl,dxg,...),...,l"(dxj,dxg,...))
(f rt da?, dxm))

(elf]), Vf € P,

kde jsme u 3. rovnosti pouZili linearitu diferencidlu (viz. Véta 32).

Il
~ =

(da”
(da?

I
)

Q.E.D.

Diky dokazanému tvrzeni tedy vime, ze pokud najdeme néjaky G-invariantni
(kde G € GL(m)) polynom f, nélezici do P, existuje k nému v 1-1 korespondenci
G-invariantni forma ¢[f]. O téchto dvou forméch fekneme, ze jsou G pribuzné.
To fakticky znamena, stejné se transformujici. Zobecnéni tohoto tvrzeni miize byt
napiiklad modifikace operatoru ¢ — @, takova, ze

@ f(at,2? . a™) — flat,da?, ... da™),

kde by se dalo velmi analogicky ukézat, ze ¢ a £ komutuji, ¢imz padem ziskavame
dalsi G pribuzné formy.

Diky této vété jsme si tedy uvédomili, Ze najit G-invariantni formu znamena
najit celou sadu takovych forem. Vsechny tyto formy spojuji stejné transformacni
vlastnosti, které predepisuje akce grupy G. Z tohoto naptiklad snadno dovodime,
ze zadny Levi-Civitiv tenzor pfi libovolnych linearnich transformacich souradnic
nemeéni svoje soutadnice, jelikoz je pribuzny s nulovym polynomem.

Jelikoz jsou souradné funkce jen specialni pripady nasich funkci P, tak z vy-
se uvedeného tvrzeni plynou expicitni transformacni vlastnosti obecnych forem.
(Poznamka: Dilezité je wvédomit si, Ze grupa G na mnoziné M obecné nemusi pii-
sobit prostrednictvim nejaké své reprezentace, my jsme vsak diky ztotoznéni grupy
diffeomorfizmi a prislusné grupy transformaci (které navic poZadujeme linedrni)
souradnicovych funkci (coZ ma strukturu vektorového prostoru) zpristupnili moz-
nost na tuto akci se divat prostrednictvim reprezentace grupy na mnoziné.) Necht
mnozina {dz!, dz?, ..., d2™} predstavuje vektorovy prostor a transformace na
tomto prostoru podminéné souradnicovymi transformacemi jsou jednotlivé auto-
morfizmy m-rozmérné (obecné reducibilni) linedrni reprezentace grupy G. Linea-
rita opét vyplyva z tvrzeni. Direktnim soucinem téchto reprezentaci ziskavame
multilinearné se transformujici prvky tenzorového prostoru forem daného tadu.
Tento prostor je pro nas ale vyjimecné zajimavy, jelikoz v ném prebyva poten-
cialni kandidat na hledanou metriku. Jak jej ale najit? Pomtze nam nasledujici
véta.

Véta 30 Meéjme kompaktni Lieovu grupu G a obecné reducibilni reprezentaci I'.
Pak operdtor, ktery projektuje vektory prislusné reprezentace I' do invariantniho
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ireducibilniho linedrniho podprostoru ireducibilni reprezentace v, je dan formuli:

N Vol G geG

v

XY (g)I'(g) dg ,

kde d, je rozmer ireducibilni reprezentce, Vol G mira (objem) Lieovy grupy G
a X" (g) charakter prvku g v (ireducibilni) reprezentaci v.

Dukaz 30 Viz. (7]

Pro nas bude dtlezita pouze trividlni ireducibilni reprezentace, jelikoz hleda-
me jednodimenzionalni podprostory, na nichz navic grupa transformaci pusobi
jako identita. Za téchto podminek muzeme za X*(g) a d, rovnou dosadit 1, a
pomoci zkonstruovaného projektoru P¥ zapiisobit na prvky baze ireducibilni re-
prezentace, ¢imz ziskdme diferencidlni formy invariantni vii¢i ptsobeni grupy G.

,Varit* podle nasi kucharky si ted vyzkousime v praxi na osvédéeném prikladu
grupy SO(2).

Priklad 2 Uvazujme varietu M a mapu u, a z ni extrahované souradné funk-
ce (z,y). Uvazujme grupu diffeomorfizmi, ktera je indukovana souradnicovymi
prechody, danymi ptisobenim vérné reprezentace grupy SO(2) na vektorovém pro-
storu s bazi {z,y}. Diky Vété 29 vime, zZe stejnd akce bude ptisobit na vektorovy
prostor s bazi {dz,dy}. Direktnim soucinem této reprezentace se sebou samotnou
ziskdme reprezentaci na vektorovém prostoru s bazi {dzdz, dzdy, dydz, dydy}. V
maticovém formalizmu je automorfizmus nasledujici:

cost¥ sind ® cost sinv \
—sind cos? —sind cos? |

(cos¥)? —cosd¥sing —cosdsingd  (sindd)?
cos¥sindy  (cos?))? (sin19)? — cos¥sinv
cos¥sind  (sind)? (cos¥)?  —cosdsindd

(sin®¥)?  cosdsind  cosVsind (cos¥)?

coz je tedy onen automorfizmus s parametrem 1) prifazeny reprezentaci grupy
SO(2). Podle formulky ve Vété 30 mame:

P" =
(cos)?  —cosdsind —cosUsind  (sind)?
1 2 cosdsind  (cosdd)? (sin?)?  —cos¥sind
T on /0 cosvsind  (sind)? (cos?)?  —cosdsindd
(sin)?>  cosdsingd  cosdsind (cos1)?

1/2 0 0 1/2
0 1/2 —-1/2 0
0 —1/2 1/2 0
1/2 0 0 1/2
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Ve vypoctu jsme uzili informace, ze mira grupy SO(2) je stejna jako ,objem*
jednotkové kruznice, tedy 2. Po spocteni projekéniho operatoru muzeme snad-
no ze sloupcii matice odecitat tvary jednodimenzionélnich invariantnich podpro-
stort, jinymi slovy diferencialni formy, které neméni svoje souradnice pri prislu-
snych transformacich souradnych funkci, a jesté jinymi slovy, metrické tenzory,
diky nimz operuje grupa SO(2) izometricky. Neni udivem, Ze mezi tyto invari-
antni metriky patii standardni Euklidovska metrika dzdx + dydy, respektive jeji
nasobky. Déle téz spatfujeme, Ze téz totalné antisymetricky tenzor (Levi-Civituv
tenzor) je invariantni vuéi pusobeni grupy SO(2). To ale téz neni velké prekva-
peni.

Takto bychom mohli analyzovat dalsi a dalsi pripady grupovych akei a k nim
hledat invariantni tenzorova pole, ale to uz jde nad ramec naseho prikladu.

Timto prikladem symbolicky uzavirdme nase putovani za odpovédi na otazku
rekonstrukce geometrie na zakladé znalosti jeji grupy symetrie. Vysvétlili jsme
si, jak pomoci faktorizace mnozin vystavét varietu homogenniho prostoru, stejné
jako jsme ukazali sméry, jakymi se vydat pri hledani metriky na varieté homo-
genniho prostoru zavedené.

Na uplny zaver této kapitoly v kratkosti predstavime jedno uzitecné tvrzeni,
které vsak bude mit vyznamovy presah do druhé kapitoly. Bude se jednat o
specialni orbity jednoparametrickych podgrup grupy G ptsobici na homogennim
prostoru (M, g). K tomu je potfebné zavést nasledujici pojmy.

Definice 55 Méjme Kleinovu geometrii (G, H). Homogenni prostor (G/H, g) na-
zveme reduktivni, pokud existuje reduktivni dekompozice g = m@ b, kde g, h jsou
prvky Kleinova paru, a m je vektorovy podprostor g, ktery je Ady invariantni.

Poznamka: Pro reduktivni prostory existuje prirozend identifikace m ~ T M,
navic lze opét najit diffeomorfizmus g/h ~ m.

Véta 31 Uvazujme homogenni prostor (G/H, g), kde (G, H) je Kleinova geome-
trie. Pokud g je Riemannova metrika, prostor G/H je vZdy reduktivni.

Dikaz 31 Viz. []]

Definice 56 Homogenni prostor s Riemannovou metrikou nazvame Riemanntv
homogenni prostor. Pokud je homogenni prostor reduktivni, nazvame jej reduk-
tivni homogenni prostor.

Definice 57 Necht (G/H, g) je reduktivni homogenni prostor, s reduktivnim roz-
kladem g = m @ h. Necht p € G/H je bod, ktery grupa H stabilizuje. Pokud
bodem p prochéazi geodetika v s paramerizaci s, kterd zobrazuje z otevieného
intervalu J € R, nazveme ji homogenni geodetika, pokud spliuje néasledujici

1. Existuje diffeomorfizmus ¢ : R — J.
2. Existuje takovy vektor X € g: v(¢(t)) = exp(tX) - p Vt € R.

Pak X nazveme geodeticky vektor.
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Pozndmka: Zobrazeni exp : g — G se nazyva exponencialni zobrazeni a pro
jeho presnou definici necht laskavy ctendr nahlédne do [7]

Poznamka: Diky nasemu zavedeni prepisu akce grupy na varieté homogenni-
ho prostoru ma cisté grupovou akci grupy na podilovych triddch muzZeme psdt:

exp(tX) - G/H = (G o exp(—tX))/H.
Véta 32 Uvazujme reduktivni homogenni prostor (G/H,g) s dekompozici g =
=m®bh. Necht p € G/H je bod, ktery grupa H stabilizuje, a X € g. Krivka
vt — exp(tX) - p je geodetika prave kdyz plati ndsledujici:

Tk € R : ([X, Z]m, Xun) = k(X Z) VZ € m

kde Xy, je projekce X € g na prostor m. Bilinedrni forma (.,.) : m x m — R je
ady-invariantni skldrni soucin na vektorovém prostoru g/h ~ m.

Dukaz 32 Viz. (1)
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2. Fyzikalni aplikace

Cilem nésledujici kapitoly bude predstaveni pouziti metod vyuzivajicich prvki
vybudovaného matematického aparatu prvni kapitoly k feseni konkrétniho fyzi-
kalniho problému. Pozornost bude vénovana téz kritériim, ktera rozhoduji, zda-li
toto uziti matematickych prvki je mozné. Tato kritéria vsak predstavuji pou-
ze dostacujici podminky, proto otdzku moznosti pouziti téchto metod rezolutné
neuzaviraji.

2.1 Teoreticka mechanika oc¢ima diferencialni ge-
ometrie

Abychom vsak mohli zdarné vyuzivat techniky prvni kapitoly k feseni fyzikalné
formulovanych problémi, musime zacit oba jazyky sjednocovat.

Definice 58 Fyzikdlni systém je dvojice {M,F}, kde prvek M oznacime jako
konfiguracni prostor a prvek § jako fyzikdlni zdikony.

Definice 59 Konfiguracni prostor M je varieta, neboli topologicky prostor, ktery
umoznuje zavedeni diferencovatelné struktury. Tec¢ny bundle TM konfiguracni-
ho prostoru M nazveme fazovy prostor fyzikdlniho systému{M,F}, nebo také
kratceji jen fazovy prostor.

Poznamka: Pri této definici se zuZujeme na bezcasové fibrované struktury.
Pro vyssi obecnost bychom mohli vystavet fibrovany prostor fdzového prostoru
(TTM, 1), ((TM,n), M)), kde by vsak ,,casoprostorovy* fibrovany prostor TT M
nemusel mit soucinovou topologii (jak je zndmo z Obecné teorie relativity), a nék-
teré pozdéji zminéné pojmy by musely byt definovdiny obecnéji. Z duvodu této nizsi
obecnosti se budeme v dalsim poviddni omezovat na klasickou (nerelativistickou)
fyziku.

Definice 60 Konkrétni prvek x € M nazveme konfigurace fyzikdlniho systému

{M, 3}
Definice 61 Konkrétni prvek a € T.M nazveme stav fyzikdlniho systému {M,§}.

Pozndmka: Pokud je to z kontextu jasné, jiz neupresnujeme, jaky fyzikdlni
systém mame na mysli.

Definice 62 Fyzikalni zakony je zobrazeni § : TM — U, kde U prostor kiivek
na konfiguraénim prostoru M. Pokud a € TM, a také F(a) = v, pak nutné
v[r(a)] = a. Kiivee v : t — M pak fikdme vgvoj systému, a vektoru a pocdtecni
podminky.

Poznamka: Kvuli bezcasové strukture fazového prostoru neuvazujeme ani ca-
sovou zdvislost fyzikdlnich zdkonai.
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Timto jsme v kratkosti predstavili obecnou konstrukei klasického fyzikalniho
systému. Jednd se o klasickou teorii prirody, ktera vychézi z nékolika premis:
existuji fyzikalni zakony, konfigurac¢ni prostor lze modelovat jako hladkou varietu,
kiivky vyvoje jsou vzhledem k tuplnému atlasu konfigurac¢niho prostoru hladkeé,
pro kazdou sadu fyzikdlnich zakonu jsou krivky vyvoje jednoznacné urceny volbou
prvku z te¢ného bundleu konfigurac¢ni variety.

Pri dalsim rozboru fyzikalniho systému, ktery bychom ve vysledku radi ucinili
v praxi funkéni, respektive prediktabilni, musime detailnéji zkoumat vlastnosti fy-
zikdlnich zédkont. O nich se vyjadiuje (mimo jinych) jeden velmi elegantni princip,
ktery ted zminime.

Teorém 1 KazZdému fyzikdlnimu systému {M,§} lze priradit zobrazeni S

: U — R, které nazyvame akce, pro néz plati nasledujici. Necht v je libovolnd
krivka vjvoje fyzikdlniho systému {M,§}, kterd prochdzi dvojici bodi {v(a),v(b)}
na varieté M. Pak je krivka v se ziZenym definicnim oborem (a,b) zdroven ez-
tremdlou zobrazeni S z tridy krivek, jejichZ koncové body jsou {v(a),v(b)}.

Pozndmka: Pokud mdme krivku -y, jejiz definicni obor je konecny otevreny in-
terval (a,b), pak koncové body této krivky budeme chapat jako body variety M,
které ziskame takto: Ke krivce najdéme ,sdruzenou krivku“ v, s definicnim obo-
rem (c,d), takovym, Ze ¢ < a < b < d, pro niZ plati, Ze v(x) = F(z) Vo € (a,b).
Koncové body krivky v pak nazveme body {¥(a),5(b)}. Dikaz, Ze koncové body
krivky v nezdviseji na volbe ,sdruZené krivky“ provadét nebudeme.

Tento teorém nam dava velkou motivaci nachazet akce pro konkrétni fyzikalni
systémy. Bohuzel, vSeobecny navod, jak takové akce nachazet, neni zatim znam.
Pro velkou ttidu fyzikalnich systém je ale mozné pouzit notoricky znamou kon-
strukci, ktera bude i v této praci posléze zminéna. K tomu je ale zapottebi dale
zkoumat problematiku fyzikalnich systému.

V dal$im postupu bude uziteéné dvojici {M,F} pripsat dodatecnou struk-
turu, udavajici geometrické vlastnosti konfiguracniho prostoru M. Jak uvidime
pozdéji, tato dodatecnd informace nam pomtze rozliSovat mezi kinetikou a in-
terakcemi systému. Tou esencialni informaci je, jakym zptisobem se lisi skute¢ny
vyvoj systému od vyvoje, kterym by se systém mél vyvijet ¢isté na zdkladé geo-
metrie konfigura¢niho prostoru M, ktera je zhotovena podle predlohy geometrie
nskutecného svéta“. Trochu preciznéji feceno, zavedeme na varietée M strukturu,
kterd umozni rozhodovat o geodetikach. Opét se odvolavame na prvni kapitolu,
kde jsme si rozmysleli, ze pojem geodetika lze zavést diky afinni konexi V. Tou
opatfime i nasi varietu. Trojici {M,§, V} pak pracovné nazveme rozsireny fyzi-
kalni systém.

Poznamka: Genialita Obecné teorie relativity spociva, mimojiné, v tom, Ze ne-
rozlisuje mezi krivkami vijvoje a geodetikami predepsanymi geometrii ,skutecného
sveta“.

S odkazem na predchozi poznamku o Obecné teorii relativity nas miize na-
padnout, jestli ndhodou v nasem pripadé také neexistuje specialni rozsireni fy-

zikdlniho systému { M, F}, pro které bychom geodetiky shledali pravé kiivkami
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V tomto okamziku na varieté miizeme nejen hledat geodetiky, navic prostor
muzeme prirozenym zpusobem metrizovat. To diky zavedeni metrického tenzoru,
jak jsme téz diskutovali v prvni kapitole. Obecné vzato, zavedeni metriky neni
jednoznacné, jelikoz si vybirame z celé tiidy topologicky ekvivalentnich metric-
kych struktur. Nas vybér bude dan podminkou Vg = 0. Mnoziné ptipustnych
metrik g pak fikdme pripustné metrizace rozsiteného fyzikalniho systému.

Jak jsme jiz v prvni kapitole poznali, ob¢as se vyplati pracovat v souradni-
cich, proto si je téz nyni vyrobime. A to tak, ze budeme pozadovat, aby po volbé
libovolné pripustné lokalni mapy p na M, souradnicové linie kopirovali geodetiky.
Lépe pak pséno, ze pokud mapa p indukuje lokdln{ soufadné linie {z!, 22, ... 2"},
pak nutné V;.i* = 0 Vm € M, Va € {1,2,...,n} = J, kde n je dimenze kon-
figuracniho prostoru. Takové souradnice se nazyvaji normdini. Pokud vyrobime
tecnd pole k soufadnym kiivkam {z',2?,...,2"}, jeZ budeme znacit {2 }aey,
pricemz (%)m je symbol pro tecny vektor k souradné linii z* v bodé m, ziskdme
prirozené bazi tecnych prostort variery.

Proc¢ je tento vybér vyhodny? Neni obtizné nahlédnout, zZe je to proto, ze
pripustnad metrizace ¢ ma v normalnich souradnicich tvar ,konstantni matice“
(Rozpisem do normélnich soufadnic vymizi slozky afinni konexe, takze kovariant-
ni derivace ptisobi stejné jako parcialni derivace, a kovariantni derivace metriky
je dle predpokladu 0). Ve vétsiné ptipadu je tato matice navic diagonalni, coz
zapiSeme zpusobem: gm((%)m,(a%b)m) = ¢,0f Ya,b € {1,2,...,n}, Ym € M,
co € RVa € {1,2,...,n}, kde symbolem ¢; oznacujeme Kronekerovo delta. Mu-
sime ale upozornit, ze tato konstrukce, v obecném pripadé, diagonalitu zajistovat
nemusi. Nutnou a dostacujici podminkou pro (lokdlni) diagonalizaci metriky je
existence baze, v niz je ,matice metriky“ A, normdini, tedy plati A;A, = A A7,
kde A} je matice hermitovsky sdruzena k A,. Opét se odvolejme na teorii relati-
vity, kde Kerrovo feseni Einsteinovych rovnic pro rotujici ¢ernou diru je metricky
tenzor, ktery neni diagonalizovatelny.

Nutno zdiraznit, ze volba konkrétni pripustné metrizace g je uzitecna, avsak
mnozina symetrickych nedegenerovanych 2-forem g, které lze na {M,F, V} je
mnohem bohatsi. Pro tplnost jesté musime dodat, Ze zavedenim metrického ten-
zoru jsme problém metrizace iplné vytesili, jelikoz jsme tak nas problém prevedli
na situaci, kdy dvojici (M, g) chceme chépat jako metricky prostor ve standard-
nim slova smyslu. Ale to jiz bylo vyfreseno v predchézejici kapitole.

Definice 63 Uvazujme rozsiteny fyzikalni systém {M,§, V} spolecné s pripust-
nou metrizaci g. Kinetickou energii T rozsiteného fyzikdlniho systému { M, §, V}
s metrizaci g, ve stavu a nazveme hodnotu 7' = % g(a,a).

Definice 64 Rekneme, Ze rozsiteny fyzikalni systém {M, §, V} je konzervativoni,
pokud existuji pripustnd metrizace g a zobrazeni V : M — R, takové, zZe pro
viechny kfivky vivoje systému v plati: < (29, (Do), o)) + V (v(t))) = 0.
Definice 65 Pokud je rozsiteny fyzikdlni systém {M,F, V} s piipustnou metri-
zaci g konzervativni, zobrazeni V' nazyvame potencidl.

Definice 66 Lagrangidin L fyzikalniho systému { M, F} je zobrazeni £ : TM —
— R, pro kterd plati: S(v) = [° L(D,) dt pro vSechny kiivky vyvoje systému v
s definiénim oborem (a, b).
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Jest jednoduchym cvi¢enim na variovani ukézat, ze pokud pracujeme v , pfiro-
zenych soufadnicich na te¢ném bundleu“(upfesnéno nize) TM, tak diky Definici
66 a Teorému 1 ziskdvame kanonickou v soutadnicich psanou podminku na k¥ivku
vyvoje systému. V kratkosti tuto podminku odvodme:

V mnoziné kiivek, které maji defini¢ni obor (a,b) a koncové body {A, B}
(oznafme si tuto mnozinu jednoduse {v}) je kiivka vyvoje systému takova, ktera
resi rovnici:

b
08(7) =068 [ Li3w) dt = 0.

Vezméme si nyni druhou rovnost, a zaménme poradi integralniho funkcionalu s
variaci. Porad jesté pracujme v bezsouradnicovém formalizmu:

b . b .
5/@ L) dt =0 =>/a 0Ly ) dt = 0.

Posledni rovnost si prepiseme do prirozenych souradnic na te¢ném bundleu, ¢imz z
variace funkcionalu Lagrangian ucinime variaci obyc¢ejné funkce vice proménnych
(coz je samoziejmé také specidlni piipad funkcionélu):

/ab(sc(xl(t),x2(t),...,x”(t),gsl(t),az2(t),...,:'c"(t)) dt = 0.

Provedeme variaci této funkcee:
/ (Zgﬁc(s +Za—£5 ) dt = 0.
t dx®

JelikoZ pracujeme v prirozenych souradnicich na tecném bundleu, lze psat: <3~
= 1° Na zakladé této rovnosti miizeme nahradit variaci 62¢ za o %. Nasledné
pozici této variaci zaménime s pozici totdlni derivace podle parametru ¢.

V poslednim kroku uzijeme vétu o integraci per-partes, respektive jeji zo-
becnéni na Pfaffovy formy (0x¢ je specidlni piipad Pfaffovy formy). Tuto vétu
pouzijeme pouze pro druhou sumu:

b (2 oL d oL oL
/G(;ac Zémdta )dt+2[§x8xL_0.

Protoze uvazujeme varia¢ni tlohu s pevnymi konci (t¥ida uvazovanych kiivek
{~} ptipousti pouze koncové body {A, B}), tak

§2°[b] = 0 = d2°la] Ve € J = [0z°]. =0 Ve € J.

Proto je posledni suma nulova. Jelikoz na variaci dx¢ neklademe zadné dalsi pod-
minky, nulovost integralu je mozna jen pokud budou nulové vSechny scitance
integrandu. Matematicky tak dospivame k tzv.Lagrangeovym rovnicim 2. druhu,
nebo jenom Lagrangeovym rovnicim(jelikoz v praci Lagrangeovy rovnice 1.druhu
neuvazujeme, nehrozi zdména):

oL B g oL
ox¢  dtozxe

=0VceJ
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Pozndmka: V postupu jsme ucinili nékolik symbolickych operact, jejichz oprav-
nénost by si zaslouZila detailni ovéereni, které v prdci uvddet nebudeme, jelikoz
bychom se vyznamne odchylili od hlavniho tematického sméru.

Poznamka: Prirozené souradnice na tecném bundleu variety, jsou takové sou-
radnice na tecném bundleu variety, které ziskame z libovolnych pripustnych sou-
radnic na varieté velmi logickym zpiusobem, ktery ted zminime. KaZdému proku
ndlezicimu do tecného bundleu prisoudime usporddanou 2n-tici cisel, tak, Ze pruni
n-tice cisel budou souradnice obrazu projekce tohoto prvku vzhledem k jiz zavede-
nym souradnicovym funkcim, a druhd n-tice bude souradnicové vyjddreni tohoto
prvku v ramci tecného prostoru, kterému ndlezi, pokud zvolime bazi jako uspora-
danou n-tici tecnych vektori k uspordadané n-tici souradnych linii, které prochdzi
obrazem projekce tohoto prvku. Jedna se o lokdlni souradnice, stejné jako jsou
souradnice na bdzové varieté. V obecném pripadé totiz globdlni souradnice existo-
vat nemuseji.

Nyni zminime velice uzitecné tvrzeni, jehoz platnost je vSak omezena.

Teorém 2 Pokud je rozsiteny fyzikdlni systém {M,§,V} s Riemannovskou me-
trizact g konzervativni, plati rovnost L =T — V on, kde (V on) chdpejme jako
slozené zobrzeni (V o m)(a,,) : a, — m — R.

Poznamka: Tento teorém je jednoznacné odvisly od volby konexe, a pokud neni
platny, indikuje to ,spatnou” volbu konexe V.

Lze konstatovat, ze soucasny rozsah nasich znalosti jiz umoznuje feseni kon-
krétniho fyzikalniho problému. Jesté nez zacneme se samotnym vypoctem, po-
dotknéme, ze uvazujeme systémy, kde platnost Teorému 2 je naplnéna, navic
budeme vzdy pracovat v prirozenych souradnicich te¢ného bundleu.

Priklad 3 Harmonicky oscildtor.

Necht je nasim fyzikalnim systémem hmotny bod, ktery je v beztizném stavu
vazan na rovininnou plochu. Navic je spojen s pruzinou o charakteristické tuhosti
@, jejiz druhy konec je pripevnén k plosiné. Sila pruziny pusobici na hmotny bod
je linearni ve vzdalenosti, a je vzdy pritazliva. Na poc¢atku déje je smérovy vektor
mitici od upevnéni pruziny k hmotnému bodu l_; a rychlost hmotného bodu jest
v. Najdéte krivky vyvoje systému.

Reseni: Nejprve se zamysleme nad konfiguraénim prostorem. Nutnou pod-
minkou je, ze v ném musi byt jednoznacné zakdédovana informace o konfiguraci
wskutecného* fyzikalniho systému. V nasem pripadé poloze hmotného bodu (uveé-
domme si, ze polohou hmotného bodu uddme konfiguraci celého systému!). Déle
musi také respektovat topologii ,skutecného* fyzikalniho systému, lépe feceno,
zvoleny konfigura¢ni prostor s nim musi byt homeomorfni. Neni snad potieba
déle rozebirat, Ze dobrym kandiddtem je nas oblibeny prostor R%. Podminka na
plochost roviny dava omezeni na volbu konexe na konfigura¢nim prostoru. Zvolme
proto takovou konexi na R?, jejiz tenzor kiivosti bude nulovy. Volbou konexe zis-
kame moznost volby prirozené metrizace prostoru, navic prakticky determinujeme
set normélnich souradnic. Takové lokalni souradnice ozna¢me tieba (x,y). Dle vy-
se psaného pojednani vyplyva, ze jedna z cest k vyTeSeni fyzikalniho problému
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vede pres soustavu Lagrangeovych rovnic. Nez tuto soustavu sestavime, musime
najit lagrangian £. Dle Teorému 2 k tomu budeme potiebovat vyraz pro kine-
tickou energii systému 1" a potencial V. Jelikoz je problém radidlné symetricky,
nabizi se pracovat v polarnich souradnicich (pozdéji ale uvidime, ze pro vyteseni
je uziteéna soustava normélnich souradnic, nicméné diky této volbé ,narazime®
na jeden velmi dulezity jev). Souradnicovy prechod mezi normalnimi (kartézsky-
mi) soufadnicemi a polarnimi soufadnicemi je: x = r cos(p),y = rsin(p). Nejprve
se podivejme na kineticky ¢len. Z definice kinetické energie lze psat:

1 .0 0 g .0
T = 2 (dx (T&"+¢a<,0> dz (Tﬁr—i_gp({)@)

IV
Y\ or @8@ \"or ('0890

kde {2 5 8so} je baze v polarnich soufadnicich, a (7, ¢) jsou souradnice vektoru
v polarnich souradnicich. Pro vyssi korektnost bychom meéli tici, ze souradnice
vektoru z tecného bundleu jsou (r, @, 7, ). Standardnim pﬁsobenim diferencialu
na vektor dostavame pro kinetickou energii T' = (r + ¢%r?). Déle plati, Ze
existence potencialu V' implikuje konzervativnost sﬂoveho pole, které pruzina
vytvari. Diky tomu nam staci integrovat silové pole po libovolné krivce, a az na
volnost v aditivni konstanté, ziskavame potencial V. Zvolime si proto integraci
po soufadné linii 7, a pisme: V(0) + [*(—aR)dR = V(r), a s Volbou V() =0
médme: V (r) = ¢r%. Pro lagrangién tedy méme: £ = 1 (724 %r?) — 2%, Sestaveny
lagrangian dosadime do Lagrangeovych rovnic druheho druhu, a za pouzm faktu,
Ze jsme v prirozenych souradnicich dosaneme soustavu:

Ftr (¢ —a)=0,

d
T (gm’):O.

Druhou rovnici lze jednoduse ,,vyintegrovat®, diky tomu, ze lagrangian nezavisi
explicitné na dané souradnici. Takové souradnice nazyvame cyklické, a vyskyt této
souradnice je vzdy doprovazen zachovdvajici se velicinou. Zachovavajici se veli¢ina
[ je zobrazeni B : TM — R, pro néz plati: %(Boy) = 0, kde v je libovoln& kiivka
vyvoje systému. Existence zachovavajici se veli¢iny tedy spojujeme se symetrii
lagrangianu, kterou téz nékdy nazyvame symetrii fyzikdalniho systému.

Dopocet Teseni soustavy diferencidlnich rovnic je jiz formalitou. Vyjadiime
si ze druhé rovnice prvni derivaci thlové souradnice a vyjadieni dosadime do
rovnice prvni. Poté jiz fesime jedinou diferencialni rovnici, jejiz feseni ma nepékné
explictni vyjadreni, vice ndm napovi, pokud opét prejdeme do soufadnic (z,y).
Tam je feseni v explicitnim tvaru velmi jednoduché:

x(t) =1, Cos<\/at> + \7; Sin(\/5t> ,

y(t) =1, cos(\/at) + :}y& sin(\/&) ,

kde (I,1,) jsou soufadnice I, a (v,, v,) soufadnice ¥ na tecném prostoru. Resenim
je celkem ocekavané elipsa.
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V ramci tohoto prikladu jsme se seznamili s dal$im vyznamnym druhem sy-
metrie, a to symetrii fyzikalniho systému. Pti zavedeni nového druhu symetrie,
muze v mziku prijitdilezita otazka. Jak takové symetrie hledat?

Hledéani fyzikalnich symetrii je obecné nelehka véc, avsak diky tvaru Lagran-
geovych rovnic nékteré symetrie ziskdme z cyklicnoti jisté souradnicové funkce.
Jak uvidime dale, podminka na cykli¢cnost nas privede ke kritériu, z néhoz jiz
budeme moci vypozorovat dalsi skutecnosti. Prechodem do lokalnich souradnic
miZeme lagrangidn prepsat na funkci R*" — R (nezapominejme, Ze je to diky
tomu, ze varieta dimenze n je vzdy lokdlné homeomorfni s R", a také tomu, ze
derivujeme tenzor nultého radu, takze nam prejde kovariantni derivace v parcialni
(na varieté nemame jinou struktutu nez tenzorovou, proto musime vzdy uvazovat
jen kovariantni operace)), pak jej zderivujeme podle soufadnice, kterd ma byt
cyklickd, a polozime do rovnosti s nulou. Opét uvazujeme splnéni Teorému 2 a
pohybujeme se v prirozenych souradnicich na te¢ném bundleu.

Uvazujme rozsiteny fyzikalni systém {M,F,V} spolecné s pripustnou me-
trizaci ¢ pripsanou konexi V. Déle uvazujme prirozené souradnice na tecném
bundleu (a!,a?, ... o™ a',a% ..., a"). V téchto souradnicich rozepisme lagran-
gian:

9<Z et zn: 8il>_v(a1,a2,...,a”).

prostoru nikoli te¢na pole k souradnicovym liniim na fazovém prostoru. Diky
tomu (5% )m € TM, kde m € M a nikoli (%), € TTM, kde n € TM.

Po drobne uprave clenti, umoznéné bilinearitou metriky dostavame:

1 g (O 0 .
L= 2(i’j)§lwa &g <8oﬂ"80ﬂ> — V(al,a2,...,a ) .
Tuto funkei nyni zderivujme podle cyklické soutadnice o* € {at,a?, ..., a"},
dostaneme tak:
0= oL 1 3 didjag(aii’%) _GV(al,az,...,an)
ook 2 GyeTx ook dak
JelikoZ jsou soufadnice (!, a?, ... " &', &2, ... &™) nezdvislé, ziskdvame tak

nékolik podminek kladenych na soufadnici o*, aby mohla byt soufadnici cyklic-
kou. Podminky jiz napiseme bezsoutradnicove, uzitim definice ptisobeni diferenci-
alu funkce na vektor.

vi<je J-d(g (aaa> +g<aaf’aaf>> [a]
0
dv [8&’“]

Podminku na soufadnici o jsme tak piepsali na podminku na pole te¢nych
vektort k této souradnici (respektive jejich souradnych linif). A protoze integralni
kiivka tecného pole ke krivce je pravé kiivka sama (trividlni tvrzeni), tak muze-
me tuto podminku chapat jako plnohodnotnou ndhradu podminky na soutradnici

0,

0.
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ok, jelikoz z téchto poli soufadné linie jednoznaéné zrekonstruujeme. Posledni
podmince tedy budeme fikat podminka na generdtory cyklickyjch souradnic. Jak
je patrné, hledani takovych cyklickych souradnic, respektive jejich generatort,
znamena fesit soustavu % parcialnich diferencialnich rovnic druhého radu, a
to je opét velice narocné. Moznou strategii feSeni miize byt naprikald nachazeni
lokélnich normaélnich soutradnic, v nichz je nulovost derivace metriky zajisténa
automaticky.

Nyni slibené pozorovani.

Véta 33 Meéjme dvojici generdtori cyklickych souradnic {%, %}. Pokud plati,

zZe rovnice
9 90\ _ o 9 o 9
I\ ook 888 | ~ \ 7\ aak aar | 9\ 55+ a5k

nemd Zadné resent, jde o bazi vektorového prostoru generdtoru cyklickych sourad-
nic.

K tomu je potfeba nasledujici malé lemma.

Lemma 9 Méjme funkci f : M — R na varieté M(dim M = n) a ddle vektoro-
vd pole XY, pro které plati: df[X] = 0 = df[Y]. Potom musi platit df [ X +aY| =
=0, kde a € F(M).

Dikaz lemma 9 Pravdivost plyne pfimo z tvrzeni, ze diferencial je kovektor,
tedy linedrni, navic ultralokdlni(df[aX] = adf[X], kde a nemusi byt jen kon-
stanta, ale libovolna funkce) zobrazeni.

Q.E.D.

Diikaz 33 Reknéme, Ze jsme jsme vyfesili soustavu rovnic udavajicich podmin-
ku pro cykli¢nost soufadnic, a vysly dvé n-tice soufadnych funkei: {a!,a?, ..., oF,
oatya{pt 8. B85 . 87}, kde oF, B* jsou cyklické. Abychom vSak mohli
vyuzit tvrzeni predchoziho lemma, musime najit spoleény souradny systém, jehoz
nékteré dvé souradné linie, respektive kongruence souradnych linii (které odpovi-
daji napiiklad soutadnicim (&%, 5*)), by byly generovany pravé dvojici {%, %}.
Generovani takového nového souradného systému je mozné, pokud jsou te¢na pole
{%, %} kompatibilni v tom smyslu, Ze jejich integralni kiivky nikde nesplyvaji.
Splyvani integralnich kiivek vSsak matematicky znamend existenci bodu na varie-
té, kde je teény vektor k jedné souradné linii nasobkem tec¢ného vektoru ke druhé
souradné linii. To vSak nenastane, jelikoz se nikde na varieté neminimalizuje tihel
odklonu tecnych vektorti, jak je psano v predpokladu této véty. Diky tomu mize-
me najit spoleény souradny systém jehoz te¢na pole k néjakym dvéma soustavam
souradnych linii koresponduji s generatory cyklickych souradnic. V této souradné
soustave si vyrobime tecna pole k souradnym liniim vSech souradnicovych funkci,
a pomoci téchto vektorovych poli uréime diferencialy v podmince pro cykli¢nost
souradnice. Tyto diferencialy ztotoznime s diferencidlem vystupujicim v Lemma
9, jehoz predpoklady jsou splnény, proto je platny i jeho zavér, ktery je soucasné
zavérem nasi vety.
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Q.E.D.

Pojdme se jesté ale na chvili zaobirat disledky Teorému 2. Predevsim by nés
pak mohl zajimat tvar Lagrangeovych rovnic pro lagrangian ,tvaru 7'—V*. Jednu
jeho ¢éast jsme jiz v praci uvedli, pokusme se ale nyni rozepsat uplny tvar téchto
rovnic.

Postupné tedy upravujme Lagrangeovy rovnice, do nichz je dosazen lagrangian
L= % gij&'a? — V. Pro strucnost zdpisu uzivime Einsteinovu sumaé¢ni konvenci a

prejdeme k notaci
I
ng T g aO{Z’ aal 9

a 8i7 81
Gijk = 29 \pal> 9u7) <g°;k Oa ) .

a podobné také

Pisme: o o
dak Cdt Ok
po provedeni parcialniho derivovani a vyuziti faktu, ze metricky tenzor je
symetricky:

=0,

1 o d ,
a0 — _ A ) —
292],ka « V:k dt (gk]a ) - 07

provedeme totalni derivaci podle parametru ¢ a nasledné preskupime c¢leny:
Ny 1 g i
& = —5 (Qij,lOé &l — gij Q'@ ) — Vi,

nyni obé strany rovnice vynasobime slozkami kontravariantniho dualu ¢*" k me-
trickému tenzoru g, a pouZijeme vztah g"gy; = 07, ktery plati diky tomu, ze
pravé metricky tenzor je bilinearni 2-forma, prostrednictvim niz ztotoznujeme
prvky tecného prostoru a kotecného prostoru. Jelikoz je index [ sé¢itaci, mizeme
téz provést zaménu | — i. Celkem:

—n

1 i n
Q= —§9kn (29kj,i - gij,k) a'a’d — gk Vk:

S vysledkem jsme téméf hotovi, jeSté ale upravme metricky ¢len g* (2gx;; — gijx)-
Ten si oznac¢me naptiklad jako Qéj, a rozdélme si jej na symetrickou a antisyme-
trickou ¢ast v dolnich dvou indexech, tedy

1 1
1 ! ! ! !
z‘j—§( ij+jS)+§( ij ji) :
Symetrickou ¢ast oznacme I';, a antisymetrickou (3. Jelikoz ale vyscitdvdme pies
(symetricky) vyraz ¢'G?, antisymetrickd slozka vyjde celkové nulovd. Proto lze
psat:
& = i atad — gy
T T o g V-
Symbolu I'}’ fikdme Christoffelovy symboly, které jsou dalsim vyznamnym po-
jmem diferencialni geometrie. To proto, ze pokud z metrického tenzoru g vyrobime
tyto slozky, pak zobrazeni definované vzorcem V : (e;,e;) — I'¥;e; a vlastnostmi

51



uvedenymi v Definici 36 presné determinuje Riemannovu afinni konexi pro met-
ricky tenzor g. To je silné netrividlni tvrzeni, a jeho dikaz spociva v provedeni
rozsahlého pocitani. Uvadét jej nebudeme.

Z odvozené formulky si odneseme dvoje pozorovani.

Jednak spattujeme, ze pokud uvazime plochy (Euklidovky) konfiguraéni pro-
stor, vyjde nam Newtontiv zakon sily. Tedy, az na ten rozdil, Ze my pracujeme na
konfigura¢nim prostoru. Rovnici tedy miizeme chapat jako zobecnény Newtoniv
zakon sily pro ktiva pozadi konfiguracnich variet.

Druhé pozorovani vychazi z obdobné uvahy. Pokud totiz nechame potenci-
al vymizet, objevujeme v nasi formuli pfesné rovnici geodetiky pro Riemannovu
afinni konexi. Z toho plyne zavér, ze pokud na konfigura¢nim prostoru neexistuje
potencial, systém se pohybuje po geodetice na konfigura¢nim prostoru.

Pokud najdeme takovou beztorzni konexi jejiz geodetiky budou kiivkami vy-
voje systému, muzeme pak velmi jednoduse zrekonstruovat i lagrangian. Podmin-
kou na lagrangian totiz je, aby TeSeni Lagrangeovych rovnic pro tento lagrangian
davalo pravé krivky vyvoje systému. Jak jsme si ale ukazali, pokud je v lagran-
gianu pouze kineticky c¢len dany metrikou g, kfivky vyvoje systému jsou prave
geodetiky Riemannovy konexe této metriky. Proto nam staci najit takovou met-
riku g, pro niz Vg = 0, protoze pak z konexe V uc¢inime Riemannovu konexi, a
kineticky c¢len vystavény pomoci této metriky bude davat lagrangian, ktery kdyz
dosadime do Lagrangeovych rovnic, tak nam vyjdou geodetiky pro nasi konexi
V, o nichz vime, Ze jsou krivkami vyvoje systému. Samoziejmé se na problém
muzeme divat i z druhé strany, pokud nam nékdo zada takovou metriku, jejiz
Riemannova afinni konexe dava ktivky vyvoje systému, je lagrangian sestaveny z
kinetického ¢lene pro tuto metriku ten spravny.

2.2 Jacobiho dynamické systémy

V predchozi podkapitole jsme jiz zminili myslenku rozsiteni fyzikalniho systému
o ,tu pravou® konexi, jejiz geodetiky jsou kfivkami vyvoje systému. Pravé pri-
chazi ten spravny okamzik vratit se k ni vratit. Méjme na paméti, zZe z niceho
a pariori nevyplyva, ze by zobrazeni s vlastnostmi konexe, natoz linearni, mohlo
uplné zastoupit fyzikalni zakony. Skutecnost ale naznacuje, ze aspon ,,z ¢asti“ se
tak priroda chova.

O konstrukei z ¢asti uspokojivé konexe se vyjadiruje nasledujici véta.

Véta 34 Jacobiho véta. Uvazujme rozsiveny fyzikdlni systém {M,§,V}, ktery
je konzervativni a plati pro nej Teorém 2. Ddle uvazZujme pripustnou metrizaci g.
Necht T,V jsou kineticka energie a potencidl zkonstruované jako obvykle. Uva-
Zujme krivku vjvoje systému q : t — q(t) € M, pro niZ najdeme konstantu
T(q(t)) + V(n(q(t))) = e, kde q je tecné pole ke krivce q. Necht je dimenze kon-
figuracniho prostoru rovna n. Predpoklddejme, Ze V(n(q(t))) # e Vt € I, kde I
je definicni obor krivky q. Pak plati, Ze zobrazeni ¢ : I — R, které definujeme
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predpisem

) zzfot (e= (Virta())dr

je diffeomorfni zobrazeni I — J, kde J je obraz tohoto zobrazeni. Oznacme jeho
inverzi 0=t : J — I. Navic plati, Ze krivka q je krivkou vijvoje systému, prdavé
kdyZ krivka ¢ = qo ™ 1 J — M je geodetikou Riemannovy konexe pro Jacobiho

metriku g5 = 2(e —V on)g.

Dikaz 34 Nejdrive si rozmyslime, ze jde skutecné o diffeomorfizmus. Bijektiv-
nost se ukaze, ukaze-li se prostota, protoze je zobrazeni ¢ zkonstruovano tak, aby
bylo ,na“. Protoze vsak i—f = e — V(n(q(t))) > 0, je prostota zarucena. Diky
pozadované hladkosti V' dostavame, ze ¢ je opravdu diffeomorfizmus.

Pro diikaz druhé ¢sti tvrzeni zavedeme na varieté M lokalni souradnice {a'};
(@' : M — R). Diky identité ¥ o ¢ = ¢ miizeme psat: a’(q(t)) = a'(¢ o p(t)),
kde navic, pro struénost v dalsim postupu, zavedeme nésledujici symboliku: ¢* :=
=ai(q) : R = R, ¢ := a'(¢y) : R — R. Diky tomu lze napsat identitu: ¢'(t) =
= ¢'(p(t)). Totalni derivaci této identity podle parametru ¢ ziskdvdme:

dg'(t)  d@'(e(t) dg'(s)
i G C R

kde jsme zavedli s := p(t) € R, v(s) := V(¢¥(s)) : R — R. Obdrzené vyrazy

derivujeme podle parametru t jesté jednou. Dostavame tak:

d*q'(t) _ 2 d%7'(s) dg'(s) dv(s)
2 = Ae—v(s)) 7 Hdle—v(s)) = =1

coz si jesté prepiseme na tvar:

d?q'(t) d*q'(s)

= 4(e — 2 4(e —
dt? (e = v(s)) ds? +de ds z; g ds

Nyni si uvédomime, ze podminkou, aby ktivka ¢ byla ktivkou vyvoje systému,
je, ze musi byt feSenim Lagrangeovych rovnic. Pokud vsak plati Teorém 2, musi
byt zaroven fesenim, vyse uvedeného, zobecnéného Newtonova zdkona. Kdyz tuto
krivku prepiseme do soutradnic, a vsadime do zminéné rovnice, rovnice musi platit.
Pokud plati, plati i jeji ekvivalentni rovnice, v niz provedeme ekvivalentni zaménu
q(t) — ¢(s). Tim dostaneme rovnici:

d?q'(s) ri dg’ dg* 1 dg* ov dq 1 ., Ov

Z

ds2 I ds ds i e—vdsdg ds  4(e— v) ¢

Uzijeme-li nyni zavedeni konstanty e, muzeme napsat

_1 d¢’ dq
e —
DRGLIRTIET

d§’ dq

=2
(e = )g]kds ds

(kde opét vyuzivame sumacni konvence), coz kdyz dosadime do rovnice, dostane-
me:

d2q~z‘ "y d(j] dq~k
T .
ds? ¥ ds ds
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kde symbolem f;k oznacujeme

S 1 <5i ov ; Ov il(%)

S R S (F e © S el
ik ik 2(6—1)) kaQNJ + ]aq~k 9jik9 anl

kde F;k jsou Christoffelovy symboly Riemannovy konexe pro metriku g. Pfichézi
na rfadu dulezité pozorovani, a to, ze Fj- i jsou Christoffelovy symboly Riemannovy
konexe pro Jacobiho metriku g;. Tento fakt lze ovérit primocarou kalkulaci.

Q.E.D.

Podle tvrzeni predeslé véty tedy existuji konexe, jejichz specidlni geodetiky
jsou, az na reparametrizaci, ktivkami vyvoje systému, jehoz kinetickd energie
spoctena v piivodni metrizaci neni nikdy nulova. Tyto geodetiky odopovidaji vy-
vojim systému s libovolné, ale fixné, danou hodnotou e, tedy energii. Jelikoz je
mezi skutecnymi kiivkami vyvoje systému a geodetikami Riemannovy konexe
pro Jacobiho metriku netrivialni reparametrizace, tecna pole k témto geodetikdm
neodpovidaji skutecnym stavim fyzikalniho systému, obrazy téchto krivek na va-
rieté jsou vsak stejné, proto nam poskytuji prinejmensim spravnou informaci o
vyvoji systému v ramci konfigura¢niho prostoru. Nalezeni geodetiky Riemanno-
vy konexe pro Jacobiho metriku tak predstavuje pouze pil cesty za vySetrenim
vyvoje systému. Pro tplnost totiz musime provést prislusnou reparametrizaci.
Ozkousejme si tento pristup na konkrétnim fyzikalnim problému.

Priklad 4 Vrh v gravitacnim poli.

Uvazujme hmotny bod, ktery je umistén v trojrozmérném plochém prostoru,
v homogennim gravitacnim poli o intenzité g. Hmotny bod méa pocatecni vektor
rychlosti ¥ a poc¢ateéni polohu, ktera je dana smérovym vektorem & miricim od
fixné zvoleného referencniho bodu prostoru k tomuto bodu. Najdéte kiivky vyvoje
systému pomoci konstrukce Jacobiho konexe.

Reseni: Ze zacatku budeme postupovat velmi analogicky feseni Piikladu 3. Je
celkem pifmocaré rozmyslet si, ze vhodny konfiguraéni prostor je R3, spole¢né s
plochou konexi, k niz je pripustnou metrizaci pravé Euklidova metrika g. Kinetic-
ké energii odpovidajici potencidl V' mize mit tvar V = zg, kde z je souradnicova
funkce, pro niz plati, ze tecné vektory k souradnym liniim splyvaji s vektorovym
polem g. Dalsi dvé souradné funkce volme tak, aby byla metrika g diagonalni,
navic ,Kronekerovska“. Takové souradnice oznacme (x,y). Na zékladé této kon-
strukce nyni najdéme odpovidajici Jacobiho konexi. K tomu budeme nejdrive
potifebovat napsat tvar Jacobiho metriky. Podle Véty 34 to je metrika: g; =
=2(e—Von)g, kde e = 1¢,,(V, ) + 2(Z)g a m je bod na konfiguracnim prostoru,
ktery asociujeme s pocatecni konfiguraci ,,skuteéného systému*. Spoc¢teme-li nyni
Christoffelovy symboly Riemannovy konexe pro tuto metriku, dostaneme I'§; =
=13, = 2(#—@’ ataké T}, = Ti, = T2, =132, = T3, = m. Na zakladé
spoc¢teného mizeme psat pro geodetiku rovnice (kde proménné z,y,z nyni uz

o4



chapejme jako soufadnice geodetiky, tedy obecné ¢ — ¢*(7)) :

d?z g dzdz g dr dx g dx dx

By o e S
dt2 2(gz—e)dt dt  2(—gz+e)dt dt = 2(—gz+e) dt dt

Bo_ g dids

dt2 ~ (—gz+e)dt dt’

d?y B g dz dy

dt2  (—gz+e)dt dt’

Tato soustava rovnic nam napovida, ze uziti Jacobiho véty pro praktické vy-
pocty je kviili vysoké naroc¢nosti hledani geodetickych kiivek znacné neobratné.
UZ na jednoduchém prikladé, vrhu v gravitaénim poli, dostavame soustavu tii
obycejnych diferencialnich rovnic s provazanymi neznamymi funkcemi, jejiz fese-
ni je znacné netrivialni.

Nez takovou soustavu Tesit, radéji se zamysleme nad otazkou, jestli jsme jiz
v praci nepredstavili metodu, ktera by pro nachazeni geodetickych kiivek mohla
byt privétivejsi. Konceptualné elegantni zpusob hledani geodetik na varietéach
predstavuje Véta 32.

Pro tuto chvili se opét prenesme do teoretictéjsi roviny, a zkoumejme jeji pred-
poklady. Jelikoz jsme motivovani hledanim geodetickych krivek na konfigura¢nim
prostoru M s Jacobiho metrikou g, (tuto dvojici nazvéme Jacobiho prostor), bu-
deme pravé pro takovou dvojici zkoumat, zda-li se jednd o homogenni prostor.
(Samozfejmé tu mame k ovéreni dalsi kritéria, napriklad kritérium reduktivity.
To je vsak splnéno vzdy, kdyz je pro Jacobiho prostor ptivodni metrikou metrika
Riemannova, jelikoz drzime podminku e>v). Kli¢ovou roli ve vySetfovani, jestli
je Jacobiho prostor homogennim prostorem, hraje existence, potazmo neexisten-
ce, grupy izometrii, ktera by na konfiguracnim prostoru operovala tranzitivne.
Ukazali jsme si, Ze nachazeni grupy geometrickych symetrii je ¢asto téz velmi
naroc¢né, v obecnosti se opét potkdvame s potrebou vytesit slozité diferencialni
rovnice, jak jsme uvadéli v prvni kapitole. Tato otazka se tak diky své obecnosti
jevi velmi nelehce. Nyni predstavime zptsob, jak rozsifovat mnozinu metrickych
tenzort, o nichz vime, Ze k nim existuje tranzitivné plisobici grupa izometrii.

Véta 35 Mejme varietu M a metricky tenzor g. UvaZujme takovou grupu diffeo-
morfizmi {0}z, kterd na mnoZiné operuje tranzitivné a navic izometricky, tedy:
(02)*g = g Yo, € {0,}.. Ddle wwazZujme diffeomorfizmus T a metriku §, pro niz
plati: g = 1*g. Pak tvrdime, Ze existuje grupa diffeomorfizma, kterd na dvojici
(M, g) operuje tranzitivné a izometricky, navic je tato grupa izomorfni s grupou

{o:}s-

Dikaz 35 Diikaz bude proveden konstruktivné. Vytvorime mnozinu diffeomor-
fizmi {7 0 0, o 77'},, 0 niZ ukdZeme, Ze jde o grupu izomorfn{ s {0, },, navic
ze tato mnozina diffeomorfizmii operuje tranzitivné a izometricky na porstoru
(M, g). Dukaz si tak rozdélime do dvou bodi:

1. Nejprve izomorfnost. Diikaz, Ze jde o bijekci je velmi snadny, a jednd se
o pozorovani, Ze pfifazeni o, — 7o 0, o 77! je surjektivni i injektivni.
Aby toto pritazeni bylo navic homomorfizmem, musi téz platit, ze pokud
o, —+To0,07 Yaoc, > To0,07 ! pak

00y — (TOO’xOTil) o (TOO'yOTil) .
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Toto tvrzeni je tak jednoduché, Ze se dokaze samo.

2. V tomto bodé dokaZzeme, 7ze {T 00,0771}, je mnozina operujici tranzitivné
a izometricky. Nejprve izometri¢nost. V prvni kapitole jsme dokazali ekvi-
valenci mezi piisobenim zobrazeni 7o o, o 77! na body variety, a kote¢nym
zobrazenim ((Too,0771)71)*. M4-li byt zobrazeni Too, 07! izometrie, musi
mu pifslusné koteéné zobrazeni ((7 00,077 1)~1)* piisobit dle diferencidlné-
geometrické definice izometrie, tedy musi platit: ((7 0 0, 0o 771)"1)*g = §.
Rozepsanim dostavame:

((m% 071)1)1; — (roostor ) 5= (roo;) ((+)"9)
=(roo.") 9= ((0z") 9) =79 =3.

Nyni tranzitivita. Predpokladem je, ze VYa,b € M Jo, : 0,(a) = b. Chceme
dokdzat, ze Ya,b € M Jo, : (T o 0, o 77 )(a) = b. Oznacme si 7(a) =
= a,7(b) = f. Pak mizeme podminku prepsat na Jo, : 0,(a) = . Ta-
to podminka je ale samoziejmé splnéna, prave diky tranzitivité pltisobeni
mnoziny {o,}, na M.

Q.E.D.

Mame-li na varieté dvé rtizné metriky, mezi nimiz najdeme kotec¢né zobrazent,
muzeme dedukovat, Ze na né pusobi izomorfni grupy diffeomorfizmi, které mohou
byt konkrétni realizaci hladké, izometrické a tranzitivni akce jedné a té samé
grupy. Pro vysledek véty mame ale i jinou interpretaci. Pokud mame metriku,
a nezname jeji grupu izometrii, ale najdeme takové kotecné zobrazeni, kterym
vyprodukujeme metriku, k niz jiz grupu izometrii znadme, muzeme tuto grupu
vzit jako grupu izometrii pro ptivodni metriku. Co vic, dokonce zname i prevodni
prepis akci téchto grup.

Ted uz je jasné, ze vyse uvedend véta muze znacné napomoci hledani grupy
symetrii pro Jacobiho metriku. Podivejme se ted na jeden konkrétni ptripad, kdy
vystavime Jacobiho metriku z metriky Euklidovské, metodou uvedenou vyse, a
budeme pro tento z ¢asti konktétni konstrukt zkoumat existenci kotecného zob-
razeni, které by tuto metriku ,napravilo“ do podoby néjaké , hezké* metriky. Ze
zjistnych divodl uvazujme jako ,hezkou* metriku pravé Euklidovu. O existenci
takového kotecného zobrazeni se totiz vyjadiuje jedna znama véta.

Véta 36 Riemannovo kritérium izometrické ekvivalence.

Meéjme varietu M a dveé Riemannovy metriky g, h, pricemzZ h je metrika Eu-
klidova. Mezi témito prostory s metrikou existuje takovy diffeomorfizmus, jehoz
kotecné zobrazeni zhotovi z jedné metriky druhou, tehdy a jen tehdy, kdyZ (Rie-
manniv) tenzor krivosti Riemannovy konexe metriky g je identicky nulovy.

Dukaz 36 Nebude.

Pro nas ptripad Jacobiho metriky tak napoc¢itanim Riemannova tenzoru ki¥ivos-
ti dochazime k podmince, kdy je Jacobiho prostor homogenni (ve smyslu dostatec-
né podminky), specidlnéji, kdy je diffeomorfni s faktorovou grupou SO(n)xR"/SO(n).
Zvlasté pak jednoduché podminky prijdou v tivahu, pokud je dimeze variety
nizka. Napriklad, pro ptripad dimenze dva, lze vyslovit nasledujici vétu:
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Véta 37 Jacobiho prostor (M, g;), kde M je varieta s dimenzi 2, a g; Jacobiho
metrika, pro niz lze psat g; = 2(e — V on)h, je diffeomorfni s faktorovou grupou
SO(2) xR?/SO(2) pravé kdyz v néjaké pripustné lokdini souradné mapé p spliuje
souradnicové vyjddrent potencidlu v =V (u™') tuto rovnici:

Vou-Vu+(e—v)Av =0,
kde v tomto kontextu je V gradient a A Laplacetiv operdtor.

Dikaz 37 Diikaz je zaloZzen na tvrzeni Véty 36 a mechanickém vypoctu Rie-
mannova tenzoru pro Jacobiho metriku. Vypocet byl proveden v pocitacovém
algebraickém systému wrMaxima 13.04.2.

Q.E.D.
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Z.aver

Tato prace jako celek predstavuje skromnou ukazku neodmyslitelné provazanosti
matematiky s fyzikou, specialnéji pak partie na pomezi téchto védnich disciplin,
diferencialni geometrii a Lieovy grupy. V praci jsme predstavili zakladni pilite
téchto matematickych néstroji, stejné jako poodhalili pole jejich vyuziti v kla-
sické fyzice. Postupné jsme ¢tenare seznamovali s mnozstvim pojmu, které byly
vystavény se snahou o prirozenou navaznost, coz nemuselo byt vzdy snadno patr-
né, jelikoz smyslem prace bylo Sirsi predstaveni kontextu matematického aparatu
ve fyzice. Cilem préace vsak nebylo jen vystavéni téchto zakladii, ale i nabizeni té-
mat, problémi a otazek nad ramec préace, o nichz je neméné zajimavé premyslet.
Symbolické bylo téz ¢lenéni prace na kapitolu ryze matematickou a kapitolu ve-
novanou fyzikalnim aplikacim.

V prvni kapitole byl vlajkovou lodi pojem grupa, ktery byl peclivé vystavén
az od samotnych zakladi, jelikoz pak nachézel souvislosti s mnohymi dalsimi
pojmy jako akce grupy, grupovy soudin nebo faktorova grupa. Ustiedni motivaci
tohoto aktu bylo pripraveni ptiidy pro zavedeni stézejniho konceptu, homogennich
prostoril. Toto pokrocilejsi téma jiz bylo spojovano nejen s oblasti pojmii, které
jsme zavedli v obecném pojeti slova grupa, ale i s diferencialni geometrii. Zaklady
diferencialni geometrie, a s nimi souvisejici trivium z topologie, bylo téz zevrubné
popsano. Pomyslnym vrcholkem prvni kapitoly bylo uvedeni Kleinovy geometrie,
jakozto prirozeného zevseobecnéni ivah souvisejicich s homogennimi prostory a
geometrii. Nékteré odbocky, jez nevypadaly jako rozumné pokracovani hlavniho
proudu myslenek byly casto zdivodnovany odkazem na pouziti ¢i zminku ve
druhé kapitole.

Druhéa kapitola méla za cil spojit jazyk matematicky abstraktnich koncepti
prvni kapitoly s fyzikalné formulovanymi problémy. Tomu byl vénovan tvod, kte-
ry se rozvinul do feci diferencialni geometrie v klasické teoretické mechanice. Po
této velice standardni ¢asti zakoncené fesenym prikladem nasledovalo pojednéni
o fyzikalnich symetriich, které bylo paralelou ke geometrickym symetriim, dalsim
vyznamnym pojmem této prace. Zaver druhé kapitoly pattil jiz méné obvyklému
tématu, konstrukci Jacobiho konexe, jejiz praktické vyuziti jsme neshledali jako
valné, kdyz jsme tuto metodu ilustrovali na dalsim fyzikalnim prikladu. Vychodis-
ko této komplikace mélo predstavovat navrhované feseni, spocivajici v nazirani
této struktury v rezimu homogennich prostorti. Kritérium opravnénosti tohoto
pristupu bylo obecné diskutovano, pro specialni pripad jsme uvedli i konkrétni
vysledek.
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