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1. Uvod

Geometrickda Hamiltonovskd mechanika je dilezitym pojitkem mezi fy-
zikdlnimi principy a abstraktni matematikou. Uplatniuji se v ni poznatky
z mnoha matematickych disciplin. Struktury vzniknuvsi ptivodné k tcelim
popisu a Feseni Cisté fyzikalnich problému se stavaji stifedem zajmu Siroké
matematické komunity, nebot poskytuji stale prostor k novym objevim.
Kombinuji se zde vysledky diferencidlni geometrie, topologie, teorie Lieo-
vych grup a algeber, algebraické geometrie, teorie integrabilnich systémii, a
jinych pokrocilych obori.

Pri studiu Hamiltonovskych systémt hraji dilezitou roli symetrie. Zndme-
li néjaké symetrie vyhodnych vlastnosti, mizeme z nich primo usuzovat na
zachovavajici veli¢iny. Z poctu zachovavajicich se veli¢in a jejich algebraic-
kych vztahii pak mtizeme rozhodovat o integrabilité systému. Symetrie viici
akcim Lieovych grup maji vyhodné vlastnosti jak z teoretického, tak z vy-
pocetniho hlediska, coz vSak nahlédneme v nasledujicim textu. Kromeé hle-
déani integralti pohybu je mozno symetrie vyuzit i trochu odlisnym zptisobem,
totiz k redukci poctu stupnt volnosti systému. Tento pristup formalizuje te-
orie redukce, jejichz principi se v textu téz letmo dotkneme.

Ttirozmérné setrvacniky jsou jiz diikladné prozkoumané a tak neni divu,
ze se v posledni dobé stavaji stfedem zajmu ty vicerozmérné. Jsou zkoumany
predevsim z hlediska tiplné integrability. Znamymi priklady integrabilnich se-
trvacnikl jsou symetrické Lagrangeovy setrvacniky, a to jak ve tiech, tak ve
¢tyTech rozmeérech. Integrabilni je i libovolny vicerozmérny volny setrvacnik.
Nemalou c¢ast textu vénujeme pravé zkoumani symetrii a integraltt pohybu
vicerozmérnych setrvacniki.



2. Rotace a grupa SO(n)

V této tvodni kapitole definujeme pojem rotace, ktery pro nas v dalsim
textu hraje podstatnou roli. Vyslovime a dokézeme vicerozmérnou verzi Eu-
lerovy véty pro vlastni vektory rotacnich matic a uvedeme nékteré vzorce
platné pro rotace ve tfech rozmérech. Zminime se také o parametrizaci
SO(n) Eulerovymi thly. Na zavér se letmo zamyslime nad typy rotaci v
prostoru R*.

Definice 2.0.1. Rotaci rozumime linearni zobrazeni R : R — R" Eu-
kleidovského prostoru R”, které zachovava skalarni soucin a orientaci. To
znamena, ze

Rx-Ry=x-y , x,y € R" (2.0.1)

sgn(w(vy, va, ..., vy)) = sgn(w(Rvy, Rva, ..., Rvy)) , vi,..., vy € R"
pro zvolenou orientaci w € A"((R")*), w # 0.

Poznamka 2.0.2. V textu budeme ztotoZiiovat linedrni zobrazeni L : R® —
R"™ s jeho matici L € M,(R) (n x n redlné matice) vzhledem k néjaké
ortonormalni bazi R".

Nékdy se rotacim z definice (2.0.1) ¥ika vlastni rotace, a to kvili vlast-
nosti zachovani orientace. Zobrazenim, ktera pouze zachovavaji skalarni sou-
¢in, resp. transformuji ortonormalni baze na ortonormalni baze a pritom
méni orientaci se rika rotace nevlastni. Ptikladem nevlastni rotace miize byt
tfeba inverze kolem néjaké ze souradnicovych os. Vlastni a nevlastni rotace
dohromady tvofi ortogondlni grupu O(n) vSech zobrazeni zachovavajicich
skalarni soucin.

Tvrzeni 2.0.3. VsSechny rotace R" tvoii vzhledem ke skladani grupu, tzv.
specidlni ortogondlni grupu SO(n). V maticové reprezentaci je

SO(n)={ Re M,(R), R"R = E, det(R) = 1}. (2.0.2)



Diikaz : Grupova struktura je ihned patrna. Pro R, S € SO(n) je
(SR)'(SR) = R"S"SR=R"R=F

a det(SR) = det(S)det(R) = 1. Matice R” je inverznim prvkem k R a
jednotkovad matice F je jednotkou v SO(n). Ekvivalenci podminek (2.0.2) a
definice (2.0.1) nahlédneme nésledovné. Pro vSechna x, y € R" je

Rx - Ry = Z RklemSUlym .

k,lm=1

Speciélné volbou x = €; a y = e,, pro vektory ortonormélni béze {e;, i =
1,...,n} odtud plynou relace ortogonality

n

> (B Rim = 6im- (2.0.3)

k=1

Je zfejmé, ze R zachovava skalarni soucin, praveé tehdy kdyz spliuje relace
ortogonality, respektive pravé tehdy kdyz RT R = E. Znam4 identita z mul-
tilinearni algebry dale dava

w(Rey, Res ... Re,) = det(R)w(ey, ez, ..., ep).

K zachovani orientace tedy postacuje det(R) > 0 a naopak. Pro ortogonélni
matici O € O(n) spliujici OTO = E je

det(070) = (det(0))? = 1

a det(O) = £1. Za podminky ortogonality je tedy det(O) > 0 pravé kdyz
O € SO(n). O

Grupu SO(n) lze parametrizovat %n(n— 1) Eulerovymi hly, tj. redlnymi
parametry z intervali [0, 7], [0, 27]. Diikaz této vlastnosti je velmi technicky
a nepiehledny. Vyuziva se pfitom tranzitivity ptisobeni SO(n) na sfére S~
a matematické indukce. Eulerovy tuhly lze pouzit ke konstrukci atlasu na
SO(n) a primo ukazat, ze SO(n) je Lieovou grupou. Eulerovy uhly jsou z
vypocetniho hlediska nevhodné pro parametrizaci SO(n) ve vice nez t¥ech
rozmeérech. Nebudeme se jimi tedy dale v textu zabyvat.



Véta 2.0.4.(Eulerova rota¢ni) Pron =2k + 1,k > 1a R € SO(n)
existuje vektor 0 # v € R" takovy, ze

Rv =v. (2.0.4)
Jestlize n = 2k, k > 1, pak existuje rotac¢ni matice R € SO(n) takova, ze
Rv #v
pro vSechna v € R".

Diikaz : Predné si uvédomme, 7e pozadavek (2.0.4) je ekvivalentni tomu,
ze v je vlastnim vektorem R prislusSnym vlastnimu c¢islu A = 1. K dikazu
véty nam tedy staci ukazat, ze v liché dimenzi ma kazdé rotac¢ni matice
R € SO(n) vlastni ¢islo A = 1, a Ze v sudé dimenzi vzdy existuje rotacéni
matice, ktera 1 jako své vlastni ¢islo nema. Ukazme nejprve, Ze pro libovolné
n > 2 lezi v8echna vlastni ¢isla R € SO(n) na jednotkové kruzmici v C.
Komplexnimu vlastnimu ¢islu A € C prislusi néjaky nenulovy komplexni
vlastni vektor z € C", ze Rz = Az. Ten lze zapsat jako z = u + iw pro
néjaké u, w € R”. Na C" definujme normu predpisem

1zljc =
kde slozky 2/ maji tvar 2/ =« +iw’ s w/, w € Rpro j = 1,...,n. Snadno
se ovéfi, ze || — ||c je skuteéné normou na C". Nechame-li rotaci R piusobit
na z podle vztahu
Rz = Ru +iRw

dostavame, ze

|RzllE = 325 (Ru+iRw) (Ru—iRv)) =370 (w)? + (w’)? =

= Y @7 =|zlle.
(2.0.5)
Rotace R uvazovana na C" tedy normu || — ||¢ zachovava. Pro nenulovy
vlastni vektor z € C” je pak

IRz = |A]%]lz]I2
1Rz]z = |=I[2,



kde prvni rovnost plyne z Rz = Az a druhd z (2.0.5). Je tedy nutné |\| = 1,
nebo-li A = €' pro n&jaké a € [0,2n). Dale vime, Ze pokud je A vlastnim
islem R, je jim i jeho komplexni sdruZeni A. Vlastni ¢isla s nenulovou imagi-
narni ¢asti se tedy vyskytuji v parech. Vime, Ze det(R) = 1, a Ze determinant
R je souc¢inem vsSech vlastnich ¢isel matice R i s jejich nasobnostmi. Protoze
A\ = 1 dostavame z piedchoziho, ze —1 budto neni vlastnim ¢slem, a nebo
je rovnou vlastnim ¢islem se sudou nasobnosti. Pro n liché odtud plyne, ze
alespon jedno vlastni ¢islo je nutné rovno jedné. Tvrzeni pro lichou dimenzi
jsme timto dokazali. V sudé dimenzi snadno zkonstruujeme protipriklad,
tj. rotacni matici, kterda nema 1 jako své vlastni ¢islo. Pro n = 2 je situ-
ace ziejma z geometrické predstavy. Dokonce plati, Ze neexistuje netrivialni
rotace fixujici néjaky nenulovy smér. Obecna 2D rotace ma znamy tvar

( cos(a)  —sin(a) ) La € [0,27).

sin(a)  cos(a)

Jeji charakteristicky polynom je f(A) = (cos(a) — \)? + sin®(a) = A2 —
2X cos(a) + 1 s kofeny A\p = e Proto je 1 vlastnim ¢islem, tehdy a jen
tehdy, kdyz o = 0. V tom ptipadé je ovSsem rotace identitou. Pro n = 4 také
snadno zkonstruujeme protiptiklad. Uvazme rotacni matici

cos(a) —sin(a) 0 0
sin(a)  cos(a) 0 0
0 0 cos(f) —sin(f)

0 0 sin()  cos(f)
) =

Charakteristicky polynom je f(\) = (A\* — 2 cos(a) +1)(A? — 2A cos(3) + 1
s kofeny A € {e*® ¢} Jednicka je vlastnim ¢islem, jen kdyz o =
nebo f = 0. Pokud a # 0 a § # 0 dostavame pozadované. Analogick
postupujeme pro vyssi sudé dimenze. O

R = € SO(4), a, f €]0,27)

)
0
y

Poznamka 2.0.5. Predchozi véta specialné ve tfech rozmérech tvrdi, ze
kazda rotace R € SO(3) je urcena jednotkovou osou rotace n € R? a thlem
rotace w € [0,27). Osa n se pii R zachovava a w je thel otoceni roviny
(n)* kolmé na n kolem n. Na (n)* se totiz R chova jako 2D rotace, nebof
z vlastnosti zachovan{ skaldrntho sou¢inu mdme R(n)* = (n)t. Vzhledem
ke kladné orientované ortonormalni bazi R? jejimz jednim prvkem je n, mé
pak R matici

1 0 0
< .
0 sin(w)  cos(w)
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Nésleduje bezsoutadnicovy vzorec spojujici rotaci R € SO(3) s jeji osou
rotace a rotacnim thlem. Za nim uvadime jesté vzorec inverzni, ktery ndm
umoznuje jednoduse vypocitat tthel a osu rotace pfimo z rotacni matice.

Tvrzeni 2.0.6.(Euler-Rodriguezova formule) Necht je zadan jednot-
kovy vektor n € R? a tihel w € [0, 27). Piislusnou rotaci R(n,w) kolem osy
n o uhel w lze psat jako

R(n,w) = cos(w)I + (1 — cos(w))n ® n + sin(w)n, (2.0.6)
kde n chapeme jako zobrazeni n: v i—n x v, v € R3.

Diikaz : Zvolme né&jaky nenulovy vektor v € R3, ktery chceme rotovat.
Uvazme jeho projekci E(v) = v — (v - n)n do roviny kolmé na n. Zvolme
vektor z = n x F(v) = n x v kolmy jak na n, tak na E(v). Vektory z a F(v)
maji zfejmé stejnou délku, nebot n je jednotkovy a F(v) je na néj kolmé.
Rotaci R vektoru F(v) o thel w v roviné kolmé na n muizeme pak zapsat
jako
RE(v) = cos(w)E(v) + sin(w)z
Vzhledem k tomu, Ze (v - n)n se pfi R zachovava, mame

Rv= RE(v)+ (v-n)n=cos(w)(v—(v-n)n)+ sin(w)(n x v)+
+(v-n)n = cos(w)v + (1 — cos(w))(v-n)n + sin(w)(n x v).
P1i pouziti zobrazeni ~ miizeme pro R psat
R = cos(w)E + (1 — cos(w))n ® n + sin(w)n,

coz dokazuje pozadované. O

Tvrzeni 2.0.7. Necht je dana netrivialni rota¢ni matice R € SO(3). Potom
pro osu rotace n € R? a thel rotace w € [0, 27) plati

tr(R) —1 1
cos(w):L , n=

5 (R—R").

2sin(w)

Diikaz : Z tvrzeni (2.0.4) vime, Ze n a w urcité existuji, a tedy R = R(n,w).
Vyuzijeme toho, ze ve formuli (2.0.6) vystupuji jen symetrické nebo antisy-
metrické matice. Poc¢itame-li stopu R, mame odtud totiz snadno

tr(R(n,w)) = 3cos(w) + 1 — cos(w) + 0sin(w),
coz je prvni vzorec. Dale
R(n,w) — R"(n,w) = 2sin(w)n,

coz je druhy vzorec. O
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Poznamka 2.0.8. S ohledem na diikaz véty (2.0.4) mohou byt vlastni ¢isla
rotace R € SO(4) nasledujicich typt. Cisté redlné spektrum

{1,1,1,1}, {-1,-1,—-1, -1}, {1,1, -1, -1},

prislusi po rfadé identité, inverzi a inverzi dvou os. Zbyvajici typy vlastnich
¢isel jsou

{1’ Leicu’efioz}7 {_17 _17 eia’efia}’ {ezﬂ’ 672‘,8762‘017 efia}

pro «, 8 € (0, 7). Misto zachovani néjaké osy rotace, podobné jako v R3
méme v R* vidy zachovani alespoii dvou na sebe kolmych 2D podprostorti
W, Wt C R, ato ve smyslu RW = W, RW+ = RW pro kazdé R € SO(4)
(jiz jsme zminili, Ze pokud RW = W pak je z vlastnosti zachovani skaldrniho
sou¢inu i RW+ = W+). Rozeberme po fadé rtizné typy rotaci podle mnozin
vlastnich cisel vyse. Je-li spektrum ¢isté redlné mizeme pracovat s bazi vlast-
nich vektori. Protoze se —1 i 1 vyskytuji v parech, je existence invariantniho
W ziejméa. Na W & W+ ptitom R ptlisobi budto jako identita, nebo jako stie-
dovéa inverze kolem pocatku. Zbyva ptipad, kdy jsou vlastnimi ¢isly néjaka
komplexni ¢isla A, A s nenulovou imaginarni ¢asti, tj. A = cos(a) +isin(a) a
A = cos(a) —isin(a), a € (0,7). K nim pifslusi sdruzené komplexni vlastni
vektory z = u + iv a Z = u — 7v pro néjaka linedrné nezavisla u, v € R*.
Plati pak
R(z+z) =2Ru= 2(cos(a)u — sin(a)v)
R(i(z —2z)) = 2Rv = 2(cos(a)v + sin(a)u),

a proto se rotaci zachovavd podprostor W = (u,v). Vzhledem k bézi u, v
prostoru W lze ptisobeni R popsat jako

( cos(a)  sin(a) )

—sin(a) cos(a)

coZ je matice rotace v roviné. OvSem u a v nejsou v obecném piipadu kolmé
a stejné dlouhé zaroven. Interpretovat R jako rotaci W by tedy nebylo ko-
rektni. Také upozornéme, ze vysSe jsme mluvili o invariantnich podprosto-
rech, tj. rovinach protinajicich pocatek. Popis ptisobeni rotace na roviny

vvvvvv
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3. Geometrické principy me-
chaniky

V této kapitole se budeme zabyvat Hamiltonovskou mechanikou na sym-
plektickych a Poissonovych varietdch. Vybudujeme matematicky aparat, s
jehoz pomoci budeme moci zkoumat problém vicedimenzionalnich setrvac-
nikid. Prvni podkapitola poskytuje prehledové shrnuti zakladd geometrické
mechaniky. Intuitivni ivod do problematiky mutze c¢tenar nalézt naptiklad
v Podolsky [4], obsirnéji se tématem zabyva Marsden [2]. Ve druhé pod-
kapitole se vice do hloubky vénujeme symetriim Hamiltonovskych systému
vuci akeim Lieovych grup. V abstraktni podobé zformulujeme vétu Emmy
Noetherové o zachovavajicich se veli¢inach. Specialni pozornost budeme vé-
novat symetriim vzniknuvsim kote¢nym zvihem néjaké akce Lieovy grupy
na konfigura¢nim prostoru. Ve treti podkapitole zminime pojem integrabi-
lity a uvedeme znamou Arnold-Liouvilleovu pro uplné integrabilni systémy.
Ve ¢tvrté podkapitole naznacime dtlezitost symplektické redukce pro zjed-
nodusseni Hamiltonovskych systémt a uvedeme jednoduchy piiklad.

3.1 Mechanika na symplektickych a Poisso-
novych varietach

Definice 3.1.1. Dvojici (M, w), kde M je 2n dimenzionalni varieta a w €
EX(M) je 2-forma spliiujici
1. Antisymetrii: w(X,Y) = —w(X,Y) pro kazda X, Y € X(M);

2. Nedegenerovanost: Piitazeni X, € T, M +— w,, (X, —) € T M je
pro kazdé m € M a X,, € T,, M izomorfismus;

3. Uzavfenost: Plati dw =0
nazyvame symplektickou varietou.

Poznamka 3.1.2. Pozadavek antisymetrie v kombinaci s nedegenerovanosti
vyzaduje, aby dimenze m variety M byla suda . Determinant antisymetrické

12



matice A liché dimenze je totiz vzdy nulovy. To snadno nahlédneme nasle-
dujici apravou vychézejici ze zédkladnich vlastnosti determinantu, totiz

det(A) = det(AT) = det(—A) = (=1)"det(A).
Posledni rovnost plati, protoze —1 je nasoben kazdy radek A.
Priklady 3.1.3. Nasledujici prostory jsou symplektickymi varietami:

1. Realny 2n dimenzionalni prostor R*"[¢}, ..., ¢", p1, . . ., pn) se standardni
symplektickou formou

w=Y dg' Adp,.
i=1
2. Kotecny prostor T#() libovolné variety () se symplektickou formou

w = —dé,

pro Liouwvillovu 1-formu 6 € E1(T*Q) definovanou predpisem
0o, = O Ty q,
pro vSechny o, € T7(Q), q € Q, kde
T:1"Q = Q , 7(ag) =¢q

je kanonicka projekce. Vyhazeje z otevieného okoli U C @ s lokal-
nimi soufadnicemi [¢',...,¢"] miZeme na okoli T*U C T*Q defi-
novat tzv. kanonické soufadnice [¢',...,¢" p1,...,pn] takové, Ze pro
a, € T,U, [q = (¢",...,q") je

Qg = pldqq1 +.. .+ pndqqna

respektive za bazi T () bereme diferencidly soutadnicovych funkci. Li-
ouvillovu 1-formu lze pak na T*U psat jako

i=1

Pro soutadnicovou podobu symplektické 2-formy w na 7*U dostavame
snadnou aplikaci diferencidlu vyraz

W= idqi A dp;.

i=1

13



3. Sféra S? se standardnimi sférickymi soufadnicemi [, 3] necht je vy-
bavena formou objemu

w = sin(a)da A df.

Forma w je zjevné nedegenerovana a antisymetrickd. Uzavienost na-
hlédneme snadno i bez vipoctu, nebot dimenze S? je 2 a dw € £3(S?) =

0.

Lemma 3.1.4. Bud (M,w), dim(M) = 2n symplektickd varieta (OM = 0).
Jestlize je M kompaktni, pak w neni exaktni.

Dikaz : Je-li w symplektickd forma na M, pak

(_1)1/2n(n—1)

vol = W™ vol € E¥(M)

n!

je forma objemu na M. To plyne snadno z nedegenerovanosti w. Na néjakém
otevieném okoli U C M s lokalnimi soufadnicemi [¢',...,¢", p1,...,p,] m4
forma vol diky volbé koeficientu u w”" vyjadieni

vol=dg' A...Adg" Adpy A ... Adp,.
Nyni pro spor piedpoklddejme, ze w = df, 6 € £Y(M). Snadno zjistime, Ze

d[e A (d@)/\("_l)] = dé A (dg)/\(n—l) —OA d<d9/\(n—1)) _

= dOA...NdO = K" (3.1.1)

pro vhodné K # 0. Z kompaktnosti M plyne

/Vol:/ Kw™™ # 0.
M M

Pouzitim Stokesovy véty a vyjadfeni (3.1.1) ovSem dostavame

[ vor= [ awataoye= [ onqope <o
M M oM
nebot M = (). Vyvodili jsme tedy spor. O

Véta 3.1.5. Sféra S**, n > 1 neni symplekticka.
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Diikaz : V dikazu se vyuZije lemmatu (3.1.4) a zndmého faktu algebraické
topologie a sice, ze H2(S*") = 0, kde H*(5?") je druh& kohomologicka grupa
S?m. Necht existuje symplektickd forma w € E2(5?"). Podle definice je w
uzavienda. Zaroven ale z lemmatu (3.1.4) plyne, Ze w neni exaktni. Je tedy
w e H?(S5*) = 0. O

Definice 3.1.6. Trojici (M, w, H) nazveme Hamiltonovskym systémem,
jestlize (M, w) je symplektickd varieta a H € F(M). Funkci H nazveme
Hamiltonidnem systému (M, w, H).

Definice 3.1.7. Necht (M, w, H) je Hamiltonovsky systém. Vektorové pole
Xy € X(M) nazveme Hamiltonovskym vektorovym polem pro Hamiltonian
H, pokud plati

ix,w=dH. (3.1.2)

Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi mame na mysli rovnice

d

&@t(m) = (X#)pi(m): (3.1.3)

kde ¢; je tok Hamiltonovského vektorového pole Xy am € M, t € R.
Poznamka 3.1.8.

1. Rovnice (3.1.2) znamenaji rovnost 1-forem, tj. Ze v kazdém bodé m €
M a pro kazdy vektor v € T,, M plati wy,((Xg)m,v) = dmH|[v].

2. Pro Hamiltonovsky systém (M, w, H) Hamiltonovské pole Xy € X(M)
vzdy existuje alespon lokalné. Piitazeni d,,H € T M — (Xg)m €
T,,M je totiz z nedegenerovanosti w v kazdém bodé m € M izomor-
fismus a snadno se ovéfi, ze Xy € X(M).

3. Zminili jsme téz pojem toku ¢; vektorového pole Xpy. To je stru-
¢né feCeno zobrazeni ¢ : (—e€,€) x M — M, p(m) = @(t,m) ta-
kové, ze plati rovnost (3.1.3) pro kazdé t € (—e,¢) a m € M. Sa-
motné rovnice (3.1.3) pak znamenaji to, ze pro kazdé m € M, t, €
(=€, €) je (Xu)py, (m) TOVNO tecnému vektoru %t:togot(m) kiivky ¢_(m) :
(—€,€) = M v bodé t = ty. Kiivku ¢_(m) nazyvame integralni krivkou
pole X prochazejici bodem m € M. Toky vektorovych poli existuji
lokalné, a sice z existencéni véty pro feseni soustavy linearni diferen-
cidlnich rovnic. Uplné vektorové pole je takové vektorové pole, které
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pripousti maximalni tok ¢ : R x M — M. V tom pripadé plati vztah
01 0 s = @iys pro viechna t, s € R a {¢;, t € R} je jednoparamet-
rickd grupa difeomorfismi na M. Na piitazeni t € R — ¢, € F(M)
lze také nahlizet jako na akci Abelovské grupy R difeomorfismy na M.
Podrobné se problematice tokt vektorovych poli vénuje Lee [6].

. Abychom si mohli lépe pfedstavit, co rovnice (3.1.2) a (3.1.3) zname-
naji, je vyhodné uvést si jejich podobu v lokalnich soutadnicich. Ci-
tujme dilezitou vétu ze symplektické geometrie, zvanou Darbouzova
véta. ,Ke kazdému bodu m € M, kde (M,w) je symplektickd varieta,
existuje okoli U(m) C M ana ném lokalni soutadnice [¢*, ..., ¢" p1, . . .,
pn] (Darbouxovy soutadnice) takové, Ze soutadnicové vyjadieni sym-
plektické formy w na U(m) je

W= zn:dqi Adp;. “
i=1

Zvolme tedy néjaké okoli U(m) C M bodu m € M na némz existuji
Darbouxovy soufadnice [¢,...,¢", p1,...,ps). Dosazenim do definice
vnéjsiho soucinu diferencidlnich forem

dg' Adp; = dg' @ dp; — dp; @ dg’

se snadno presvédc¢ime, ze pro soufadnicova vektorova pole aiqi’ aip €
1

X(Um)) je w2 ) =w.( 2 ) =0aw( 5% ) = b, pro

9¢7,? 8q7 9pi > Op; ¢’ > pJ ,
vSechna z € U(m). Soufadnicové vyjadfeni w na celém U je tedy

=% o).

kde F je jednotkova n x n matice. Rovnice (3.1.2) pro Hamiltonovské
vektorové pole Xy spolu s Hamiltonovskymi kanonickymi rovnicemi
(3.1.3) ptejdou na U do podoby znadmé z klasické mechaniky

d OH

4y - d OH

(' (D), pi(0))  Fpilt) = ~ 9 (¢’ (), p;(t)),

kde (¢'(t),pi(t)), t € (—¢,€) je integralni kiivka Hamiltonovského pole
Xy lezici v U a prochézejici néjakym bodem my € U(m), [mo] =
(¢(0),.-.,q"(0), p1(0), ..., pa(0)).
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Definice 3.1.9. Pro symplektickou varietu (M,w) definujeme Poissonovy
zavorky {—, =} : F(M) x F(M) — F(M) vztahem

{F,G}(m) = wn(Xs,X,), me M (3.1.4)
pro F, G € F(M).
Poznamka 3.1.10.

1. Korektnost definice ovéfime z bodu (2) poznamky (3.1.8). Hamilto-
novskd pole Xp a X lokalné existuji a rovnost (3.1.4) znamena, ze
v kazdém bodé m € M plati {F,G}(m) = wn((Xp)m, (Xg)m). Je
patrné, ze {F, G} : M — R je opét hladké funkce na M.

2. V Darbouxovych soufadnicich [¢',...,¢", p1,...,p,] na U C M maji
zavorky {—, —} tvar
= oa

g, . of . . dg, .
J . J ) J . J .
(q ,p])api (¢, p)) o, (q ,pg)aqi (¢, p))-

{F,GHd,p)) =

Definice 3.1.11. Poissonovy zavorky na varieté M jsou bilineadrni operator
{——} : F(M) x F(M) — F(M), jenz pro vSechny F, G, H € F(M)

splnuje
1. Antisymetrii: {F,G} = —{G, F'}
2. Jakobiho identitu: {F,{G,H}} +{G,{H,F}} +{H,{F,G}} =0
3. Derivaéni vlastnost: {F,GH} = {F,G}H + {F, H}G.

Jsou-li na M udany néjaké Poissonovy zavorky {—, —}, nazyvame dvojici
(M,{—,—}) Poissonovou varietou.

Poznamka 3.1.12.

1. Lze ukdzat, viz Marsden [2], Ze libovolné Poissonovy zavorky jsou dany
antisymetrickym kontravariantnim Poissonovym tenzorem B. Respek-
tive existuje hladké tenzorové pole B, Ze v kazdém bodé m € M plati

{F,G}(m) = B,(d,, F,d,,G)

pro vSechna F,G € F(M).
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2. Zéavorky z definice (3.1.4) spliiuji vSechny vlastnosti z definice (3.1.11).
Kazda symplekticka varieta (M, w) je tedy Poissonovou, ale ne naopak.

Priklad 3.1.13. Piiklady Poissonovych variet, které nejsou symplektické
1ze nalézt v podkapitole (3.4) o redukci nebo v kapitole (4) o setrvaénicich.

Zde zminme naptiklad Lie-Poissonovy zavorky na funkcich f, g € F(s0*(3)),
kde dim(so0*(3)) = 3.

Definice 3.1.14. Bud (M, {—, —}) Poissonova varieta. Trojici (M, {—, —}
, H) nazveme Hamiltonovskym systémem s Hamiltonidanem H € F(M). Pro
Hamiltonovsky systém (M, {—, —}, H) definujeme Hamiltonovské vektorové
pole Xy predpisem

X [F ] = {F H }
pro kazdou F' € F(M). Hamiltonovy rovnice systému (M, {—, —}, H) jsou
op€t rovnicemi pro tok ; pole Xy.

Poznamka 3.1.15. Snadno se ovéfi, ze na symplektické varieté (M, w) de-
finice (3.1.14) a (3.1.7) splyvaji.

Definice 3.1.16. Rekneme, Ze hladké zobrazeni ¢ : My — M, mezi dvéma
symplektickymi varietami (M7, wq) a (Ms,ws) je symplektické, jestlize plati

©" [wa] = wi,

tedy (w1)m(u,v) = (W2)p(m) (Pim(t], Prm[v]) pro kazdé u, v € T,,,M; a m €
M. Pokud jsou M; a M, jen Poissonovymi varietami se zéavorkami {—, —};
a {—, —}o, pak ¢ je Poissonovské, jestlize

{fighaoo={fop,goph
pro vSechny f, g € F(Ms).
Poznamka 3.1.17.

1. Napriklad tok ¢; Hamiltonovského vektorového pole Xy je pro kazdé
t € R symplektické, resp. Poissonovské zobrazeni. Diikaz lze najit v
Marsden [2].

2. Symplektické difeomorfismy jsou v klasické mechanice zndmy pod po-
jmem kanonicke transformace. Zachovavaji totiz tvar Hamiltonovych
kanonickych rovnic.
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Tvrzeni 3.1.18. Necht (M,{—, —}, H) je Hamiltonovsky systém. Pak pro
libovolnou F' € F(M) plati

d
a(FOSOt) ={F,H} oy,

kde ¢; je tok Hamiltonovského pole X .

Diikaz : Z Hamiltonovych kanonickych rovnic na Poissonové varieté a pou-
zitim Tetizkového pravidla mame

d
&(F o) (m) = chpt(M)[(XH)cpz(M)] = (XH)%(m) [F] = {F, H}(pi(m))
pro vSechna m € M, t € R. Tim je ditkaz proveden. 0

Definice 3.1.19. Integrdlem pohybu Hamiltonovského systému (M, {—, —},
H) mame na mysli hladkou funkeci F' € F(M), ze

{F,H} =0.
Poznamka 3.1.20. Necht F' € F(M) je integralem pohybu Hamiltonov-

ského systému (M,{—,—}, H). Potom z tvrzeni (3.1.18) mame F o ¢; =
konst = F' a F' se tedy neméni podél integralnich kiivek Xg.

Véta 3.1.21.(Zakon zachovani energie) Funkce H € F(M) je integra-
lem pohybu Hamiltonovského systému (M, {—, -}, H).

Diikaz : Plyne triviadlné z antisymetrie Poissonovych zavorek.. U

Definice 3.1.22. Funkci C' € F(M) na Poissonové varieté (M,{—,—})
nazveme Casimirovou funkci, jestlize pro kazdé F' € F (M) plati

(F,.C} =0.

Poznamka 3.1.23.

1. Pouzitim derivacni vlastnosti Poissonnovych zavorek a jejich linearity
dostédvame pro kazdou F' € F(M) a konstantu K € R rovnost

{K,F}= {IK,F}=1{K,F}+ K{1,F}=K{l,F} + K{1,F} =
= 2{K, F}, )

Odtud {K, F'} = 0 pro kazdou F € F(M). Konstanty jsou tedy trivi-
alnimi Casimirovymi funkcemi.
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2.

Necht se dva Hamiltoniany H;, H, € F (M) lisi o Casimirovu funkci
C e F(M),tj. H = Hy + C. Pak méme pro kazdou F' € F(M)

XHQ[F] :{FvHQ}:{Fle_C}:{F7H1}IXH1[F]'

Hamiltonovské systémy (M, {—, —}, Hy) a (M, {—, —}, H2} tedy v tomto
smyslu ,, generuji stejnou mechaniku.*

3.2 Integrabilita

Definice 3.2.1. Rekneme, 7e Hamiltonovsky systém (M, w, H), dim(M) =
2n, je duplné integrabilni, jestlize existuji funkce F; € F(M),i = 1,...,n
spliiujici nasledujici pozadavky:

1.

Involutivnost: Po dvou komutuji vzhledem k {—, —}, tj. {F;, F;} =0
pro vSechna i, j € {1,...,n};

. Involuce s H: Kazdé F; je integralem pohybu H,

. Nezavislost: Funkce F; jsou nezavislé v tom smyslu, Ze existuje ote-

viena hustd podmnozina W C M, na které jsou dFy,...,dF, linearné
nezavislé.

Poznamka 3.2.2.

1.

Jedna se o tzv. integrabilitu v Liouvillové smyslu

2. Definici formulujeme pro symplektické variety (M,w). Lze ji ovSem

rozsifit i na variety Poissonovské. Diilezita véta ze symplektické geo-
metrie tvrdi, ze kazda Poissonovska varieta (M, {—, —}) je disjunktnim
sjednocenim svych symplektickych vnotenych podvariet (M,,w,), a €
A takovych, Ze w, je kompatibilni s {—, —}. Dimenze symplektické
podvariety M, dim(M,) = 2m < n = dim(M) je rovna hodnosti
Poissonova tenzoru B piislusného k {—, —}. Pocet k nezavislych Casi-
mirovych funkci odpovida miniméalni kodimenzi tenzoru B na M. Pro
symplektické podvariety M, s dim(M,) = 2m tedy plati, ze m je
mensi nebo rovno dolni celé ¢asti z %(n — k). Integrabilni systém
(M,{—,—}, H) na (M,{—, —}) pak definujeme pozadavkem integrabi-
lity ve smyslu definice (3.2.1) systémt (M,,wq, H,) pro kazdé a € A,
kde H, je ztizeni H na M,.
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Priklad 3.2.3.

1. Uvazme Hamiltonovsky systém (7*R",w, H) s Hamiltonianem

1 1
H(q,p) = QAHsz + §B|!qH2

v globélnich kanonickych soufadnicich [¢!, ..., ¢" p1,...,p,]. Jedna se
o sféricky n dimenzionalni harmonicky oscilator. Lze ovérit, ze H
a %n(n — 1) slozek (q A p)ij = ¢'p; — ¢’p; jsou integraly pohybu
(T*R™,w, H), a ze z nich lze vybrat systém n nezavisly v involuci.

Hamiltonovsky systém (T*R"™, w, H) je tedy uplné integrabilni systém.

2. Dalsi ptiklady integrabilnich Hamiltonovskych systému nalezneme v
kapitole (4), kde se budeme zabyvat setrvacniky.

Nasledujici véta je dtlezitym vysledkem teorie integrabilnich Hamiltonov-
skych systému.

Véta 3.2.4.(Liouville-Arnoldova) Necht (M,w, H), dim(M) = 2n je
uplné integrabilni Hamiltonovsky systém. Necht ¢ € R" je regularni hodno-
tou F = (F,..., F,). Pak existuje k € {0,...,n}, ze F~*(c) je difeomorfni
R"* x T*,

3.3 Symetrie a zachovavajici se veliciny

Definice 3.3.1. Symetrii Hamiltonovského systému (M, {—,—}, H) na-
zveme difeomorfismus ¢ : M — M takovy, ze H = H o .

Poznamka 3.3.2.
1. Snadno nahlédneme, zZe symetrie Hamiltonianu tvoti grupu, takzvanou
grupu symetrii.
2. Jak uvidime dale, zvlasté duilezity je pripad, kdyz je Hamiltonovsky
systém symetricky vici akci néjaké Lieovy grupy.

Definice 3.3.3. Necht méa Lieova grupa G levou akci difeomorfismy v :
G X M — M na varieté M. Infinitezimdlni generator £y € X(M) akce v
definujeme pro kazdé £ € g vztahem

(Ear)m = (¥-(m))sc[€],

kde (¢—(m))se : g — T, M je tecné zobrazeni od hladké funkce ¢p_(m) : g €
G — Y(g,m) € M, e € G je jednotka a g = T.G je Lieova algebra G.
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Poznamka 3.3.4.

1. Definice je ekvivalentni tomu, Ze pro vSechna & € g je

d

€l = 5, HO0(E) )

pro kazdé m € M a kazdou hladkou kiivku 7 : (—e¢,¢) — G takovou,
ze 7(0) = e, 7'(0) = ¢.

2. Lze ukéazat, ze prifazeni
€ g Eu € X(M)

je antihomomorfismus Lieovych algeber g a (X(M), [—, —]), tj. plati

pro vSechna ¢, n € g. Dtkaz lze nalézt napiiklad v Marsden [2].

3. Infinitezimalni generator je termin formalizujici pojmy ,infinitezimal-
niho posunuti“, infinitezimalni otoceni“, atp. zname z klasické me-
chaniky.

Definice 3.3.5. Necht ma Lieova grupa G akci Poissonovymi difeomorfismy
Yy © M — M na Poissonové varieté (M,{—,—}) a nechf je dano linedrni
zobrazeni J : £ € g — Je € F(M) takové, ze

Em = X,

pro kazdé § € g, kde X, je Hamiltonovské vektorové pole Hamiltonianu Jg.
Potom funkci J : M — g* definovanou predpisem

(J(m),&) = Je(m) ,£€g,meM

nazyvame momentovym zobrazenim (anglicky , momentum map“).

Poznamka 3.3.6. Symbolem (—, —) budeme mit vzdy na mysli parovani
prvka m € g*, £ € g, tj. nedegenerované bilinearni zobrazeni (—, —) : g* X
g— R
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Véta 3.3.7.(Noetherové) Necht (M,{—,—}, H) je Hamiltonovsky sys-
tém, G je Lieova grupa a nechf existuje momentové zobrazeni J : M — g*
pro G a (M,{—,—}). Necht pro kazdé £ € g plati

Ex[H] = 0. (3.3.1)
Potom je J integralem pohybu (M, {—, -}, H).
Diikaz : Necht & € g je libovolné. Z linearity zavorek plati
0=¢&ulH] =X [H] ={H, Je} = —{(J,£), H},

to jest ,&-ta slozka“ J komutuje s H, to jest je z definice integralem po-

hybu. O

Poznamka 3.3.8.

1. Predchozi véta je velice dilezita. Umozinuje ndm z pouhé znalosti sy-
metrii systému (M, {—, —}, H) usuzovat na zachovavajici se veli¢iny.

2. Necht je Hamiltonovsky systém (M, {—, —}, H) symetricky na néjakou
akci ¢ Lieovy grupy G na M Poissonovymi difeomorfismy 1,. Je tedy

Hoty=H (3.3.2)

pro kazdé g € G. Derivaci rovnosti (3.3.2) podle g v e € G ve sméru
¢ € g v pevném bodé m € M dostavame

(gM)m[H] = 0.

Zachovani H podél ¢, pro kazdé g € G tedy implikuje ,,infinitezimélni
zachovani“ ve smyslu rovnosti (3.3.1) pro kazdé £ € g.

Definice 3.3.9. Necht méa Lieova grupa G akci ¢ difeomorfismy na varieté
Q. Tecny a kotecny zdvih akce ¥ na T'Q) a T*() definujeme jako

TY: GxTQ —TQ
(9:(2:v9)) = (Ug(q), (¥g)wq(vq))
T : GxT*Q —TQ
(9, (@, 7)) = (¥g(@), (Wg-1)7, (i (Ta))-

pro vSechna g € G, v, € T,Q, 7y, € T;Q.
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Poznamka 3.3.10.

1. Z vlastnosti skladani tecnych a kote¢nych zobrazeni je snadné ovérit,
ze Ty a T* jsou také hladké akce G na T'Q) a T*(Q). Pokud je ¢
leva/prava akce, jedné se téz o levou/pravou akei.

2. Jestlize o néjaké akci G na T*(Q) ukazeme, ze jde o kotecny zdvih akce
G na @) vyplyvaji odtud nékteré jeji vyhodné vlastnosti. Napiiklad je
automaticky zarucena existence momentové funkce a existuje pro ni
explicitni vyjadreni.

Tvrzeni 3.3.11. Necht méa Lieova grupa G akci ¢ difeomorismy 9, : Q — @
na varieté ). Koteény zdvi T%¢ : G x T*Q — T*Q) ma na M = T"Q
momentovou funkci J : T%Q) — g* danou predpisem

(J(rg), €) = aglée)

kde ¢ € Q, oy € T;Q a {q € X(Q) je infiniteziméln{ generdtor akce ¢ grupy
G na Q.

Dikaz : Pro kazdé £ € g mame definovanou funkei Je(o) = (J(ay), &), oy €
T;Q, q € Q. Potfebujeme ukéazat, Ze {ys je Hamiltonovské vektorové pole
Hamiltonidnu Je. Jelikoz je M = T*(Q vybavena kanonickou symplektic-
kou formou w = —d#, chceme vlastné ukazat platnost Hamiltonovy rovnice
i¢,,w = dJ¢, respektive rovnice —ig,,df = dJ¢ pro vSechna { € g. Pfipo-
menme znamou Cartanovu identitu

,Csz = dixoé -+ idez, (333)

kde « € M, X € X(M) a Lx je Lieova derivace podél X. S pouzitim této
identity mtzeme psat

i, d0 = d(ic,,0) — Le,,0. (3.3.4)

Podle definice je 0,, = ag 0 . q, pro ¢ € Q, a, € T;. Odtud a z vlastnosti
kotecného zdvihu mame

eaq[(fM)aq] = O‘q[ﬂ'*,aq((gM)aq)] = ag[(€q)q) = Je(ay),

tedy prvni ¢len na pravé strané rovnice (3.3.4) je dJe pro kazdé £ € g.
Oznac¢me ¢, tok pole &y na M a 1 tok pole £y na (). Zbyva ukazat, zZe
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L0 = S(p)*(0) = 0. Proqg € Q, oy € T;Q,t € R a libovolné v €
T,,(T*Q) pocitejme

(00, Opi ) V] = Oo(aq) (1) w00 (V)] = (01(t)) [T 00 (1) 0,0, [VI)] =
= (21(@))[(7 0 @1)w a0, [V]].

Protoze 7o ¢; = 1, o m, mizeme v Upravach predeslého vyrazu pokracovat
nasledovné

(t(g)) (7 0 @) 0, [V]] = (@r(ag))[(¥e © M) o, [V]] =
= (el ag))[(¥) g (Te.ag VD] = (1)1 () ) [T 0, [V]-

Z vlastnosi kotecného zdvihu je ((v);[0:(aq)]) = g, a tedy

((©)glpe(g)]) s 00 [VI): = gl 0, (V)] = Oa, [V].

To plati pro kazdé v € T, (T*Q) a ve vSech bodech ¢ € Q, oy € TQ, procez
dostdvame Lg,, 0 = 0 O

Poznamka 3.3.12. Snadnou tpravou posledni ¢asti dikazu (3.3.11) bychom
mohli ukazat, ze kote¢ny zdvih T*¢ : T*Q) — T™(Q) libovolného difeomorfismu

v Q — Q je symplekticky.

Priklad 3.3.13. Vratme se k pfikladu z kapitoly (3.2). Zachovavajici se
veli¢ina x * p € 50*(n) je momentovou funkci kote¢ného zdvihu 7% akce ¢
grupy SO(n) na R" rotacemi. Pro S € SO(n) je tedy

Yvg :x € R" — Sx € R",

dale
(T*))s : (x,p) € T*R" > (Sx, SP) € T*R".

Infinitezimalni generator 1 je
(Ern)x = Ex € T4R™ (€ € s0(n)
a momentova funkce J : T*R"™ — s0*(n) je urcena pozadavkem
(J(x.p),§) =p-&x,

coz je, jak se snadno ovéri, pravé x x p. Navic je akce T grupy G zrejmé
symetrii (H, M,{—,—}). Podle poznadmky (3.3.8) a véty (3.3.7) dostavame,
ze J se skutecné zachovava.
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3.4 Redukce Hamiltonovskych systémaii

Definice 3.4.1. Necht ma Lieova grupa G akci ¢y : G x M — M difeomor-
fismy 1), na Poissonové varieté (M, {—, —}). Rekneme, Ze tato akce splituje
redukcni predpoklad, jestlize plati

1. Semiregularita: Stabilizator G,, = {g € G : ¢4(m) = m} je pro kazdé
m € M trivialni, tj. G,, = {e}.

2. Topologicky predpoklad: Konvergence x,, v M a1, (z,) v M implikuje

existenci vybrané konvergentni posloupnosti z (gy).

3. Poissonovskost: Kazdé v, g € G je Poissonovské.

Poznamka 3.4.2.

1. Za ptedpokladi (1) a (2) je M/G = {Orb(m) : m € M} ,Orb(m) =
{14(m) : g € G} hladkou varietou a pro kazdé m € M je Orb(m) C M
hladkou vlozenou podvarietou M.

2. Vsimnéme si, Ze topologicky predpoklad (2) je automaticky splnén,
pokud je G kompaktni. Naptiklad G = SO(n).

Tvrzeni 3.4.3.(Poissonova redukce) Nechf akce ¢ Lieovy grupy G na
Poissonové varieté (M, {—, —}) spliiuje redukéni predpoklad. Varieta M /G
je pak opatfena Poissonovymi zavorkami {—, —} s/, které jsou jednoznacné
urceny predpisem

{fag}M/GOW = {foﬂjgoﬂ}
pro vSechna f, g € F(M/G) a kanonickou projekci 7 : M — M/G.

Dikaz : Naznak dikazu lze najit v Marsden [2]. O

Definice 3.4.4. Necht (M,{—,—}, H) je Hamiltonovsky systém symet-
ricky na akci ¢ grupy Lieovy G spliujici redukéni predpoklad. Pak trojici
(M/G,{—=,=}m/c,h), kde h € F(M/G) je jedind funkce takova, ze

H=horm

nazveme redukovanym Hamiltononovskym systémem systému
(M, {—, =}, H). Funkci h nazyvame redukovanym Hamiltonianem.
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Priklad 3.4.5. Hamiltonian padajiciho bodu o hmotnosti m v konstantnim
tithovém poli g € R" je ve tvaru

2
p n n\x*
H(X,p)z—H%[ +g-x, (x,p) € R"x (R")

a jeho ,,fAzovym prostorem* je M = R" x (R")* ~ R?" se standardni sym-
plektickou strukturou

n
W= Z da® A dp;.
i=1
Napsanim Hamiltonovych rovnic, t;j.

OH
oxt

XPi = . XY = (3.4.1)

dostédvame snadno pro integralni kiivku (x(t), p(t)) € M rovnice

_ b
P=-, X=—,
m
s Tesenim
t2
p(t) = —tg +Po , x(t) = —5—g+1Po +Xo, (3.4.2)

pro néjaka (Xo, po) € R™ x (R")* a t € R, pfesné podle o¢ekavani z klasické
mechaniky. MiZzeme si v§imnout, Ze Abelovskd Lieova grupa G = {a € R":
g-a =0}~ R"! piisobici na M akci

Ya((x,p)) = (x+a,p) ,acqG, (x,p) € R" x (R")". (3.4.3)

je symetrii studovaného Hamiltonovského systému. Snadno se ovéii, ze se
vlastné jedna o kotecny zdvih akce

(a,x) e GXxR"—x+aecR"

Pro akci (3.4.3) je ziejmé G(x py = {0} pro kazdé (x, p) € R*" a konvergence
po slozkach zajistuje i topologicky predpoklad (pfitom G neni kompaktni).
Tedy (3.4.3) spliiuje redukéni predpoklad. Ziejmé je kazdé 1, symplektické
a tudiz Poissonovo zobrazeni. Akce 1 tudiz spliuje redukéni predpoklad. Z
definice 1 plyne, ze orbita prvku (x,p) je

Orb((x,p)) = {(x+v,p),veR" '} ={(y,p) :y-g=d, y € R"},

27



kde d = x - g. Prostor M/G tedy muZeme parametrizovat soufadnicemi
(d,p1,...,pn) € R*™. Podle definice (3.4.4) dostavdme redukovany Hamil-
tonian
Mdpr. . p) = LRy
( » P1, 7pn) +

2m

na redukovaném prostoru R" x (R™)*/R"~! ~ R Nyni spo¢teme reduko-
vané Poissonovy zavorky. Uvazme projekci m : M — M/G a jeji soufadni-
cové vyjadieni m(x,p) = (x-g,p), (x,p) € R" x (R*)*. Pro f € F(M/G)

pak plati
fom) _ ;0f O(fem) 9f
o Yod 0 oy op
Na zékladé véty (3.4.3) mame pro redukované Poissonovy zévorky funkci
f, g € F(M/QG) predpis

n i 9f 9 af o
{f.9}mjc(x-g,p) = Zz-zég ohoe — 0L%a) =
= g (§(xP)Vpg(x.p) = 35(x, P)Vp (X, P)).
Vsimnémé si, ze tyto zavorky neodpovidaji tém klasickym na R™*!. Hamil-

tonovské vektorové pole X; na M /G nyni musime pocitat podle definice. S
uvazenim

_Pp oh _
Vph = B 1
dostavame of
p
Xulf] = {f.h} =g+ (5o = V)
e 1

Rovnice pro jeho integralni kiivku (d(t), p(t)) € R™™! jsou pak
. 1
d(t)= —g-p(t) , plt) =g
(t)=_g-p(t) ., P(t)=-8

Dostavame feSeni

2
p(t) =—tg+po , d(t)= g(—%g +ipo+do) teR

pro n&jaké (dy, po) € R?*". Podle tvrzeni (3.4.3) ma byt v kazdém case t € R

F(x(1),D(0) = (5 X(1),D(0) = (5 (~ 5+ 1py +dy). g+ py) (34.4)
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a pri oznaceni Xy = dg-g to piesné odpovida nasim predpokladiim . Uvedme
jesté zachovavajici se veli¢iny ptivodniho systému (H, M, w) plynouci ze sy-
metrie na G. Jedna se o kote¢ny zdvih, tedy mizeme vyuzit tvrzeni (3.3.11).
Infinitezimalni generator akce (v,x) € G x R" — v +x € R" je

Ern(x) =€ ,£€g=G,xeR".
7 toho mame pro momentovou funkci
Jx,p)-£=p-§.(x;p)e M g
Protoze £ je kolmé na g je

Pg
gl

J(x,p)=p—
Zachovavajici se veli¢inou je tedy vektor p’ = p — ﬁ, tj. slozka hybnosti
kolméa na g.

Poznamka 3.4.6. Z predchoziho piikladu jsme mohli jasné vidét, v ¢em
spoc¢iva vyznam redukce. Symetrie H na G nam dovolila redukovat 2n
stuptiit volnosti (minimélni pocet nezavislych parametri postacujicich pro
popis systému) v proménnych (x,p) € R” x (R™)* na n + 1 nezavislych pa-
rametrit (d, p) € R". P¥iklad byl jednoduchy a feseni na M jsme snadno
explicitné zkonstruovali. Predstavme si ovSem, Ze jsme v situaci, kdy Ha-
miltonovsky systém (H, M,w) TeSit neumime. Na M muiZeme mit napfi-
klad néjakou nevhodnou parametrizaci, ve které jsou Hamiltonovské rov-
nice nepiehledné a tézko fesitelné. Objevime vSak néjakou grupu symetrii
G systému (H, M,{—, —}), zkonstruujeme redukovany Hamiltonovsky sys-
tém (h, M/G,{—, —}m/c) a zjistime, zZe jeho feSeni je pfekvapivé jednodu-
ché. Podle véty Emmy Noether mizeme jesté nalézt integraly pohybu pu-
vodniho systému (M,{—, —}, H). Redukce a zachovavajici se veli¢iny jsou
spolu v uzké korespondenci. Za jistych predpokladi lze z feSeni redukova-
ného systému (M /G, {—, —}m/q, h) a ze znalosti integral@i pohybu systému
(M,{—, -}, H) plynoucich ze symetrie na akci G zrekonstruovat feseni pi-
vodniho systému. To je ovSem soucasti slozité teorie redukce, kterou se ne-
budeme v takové mife zabyvat, a¢ nékteré jeji vysledky pouzijeme. Zajemci
mohou podrobnosti nalézt v Marsden a kol. [7]. V kapitole pouzijeme nékteré
vysledky teorie redukce k ziskani redukovanych systémi setrvacniki.
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4. Setrvacniky

V této kapitole definujeme pojmy volného a tézkého vicerozmérného se-
trvacniku a budeme metodami z kapitoly (3) zkoumat jejich symetrie. Podle
véty Emmy Noetherové pak ur¢ime prislusné integraly pohybu. NapiSeme
zobecnéné vicerozmérné Eulerovy rovnice pro vyvoj télesového momentu
hybnosti volného i tézkého setrvacniku a ukézeme, jakym zptsobem z nich
lze ve tfech rozmérech ziskat Eulerovy rovnice klasické. Ve treti podkapitole
se budeme vénovat symetrickému Lagrangeovu setrva¢niku v R* a nazna-
¢ime, jak souviseji symetrie télesa reprezentovaného zobecnénym tenzorem
setrvacnosti se symetriemi Hamiltonovského systému.

4.1 Volny vicerozmeérny setrvacnik

Definice 4.1.1. Volny n-rozmérny setrvacnik definujeme jako Hamiltonov-
sky systém (T*SO(n),w, H) s

H(R, Pr) = 3{(£n)i(Pa), T (L)5(Pr))). R € SO(m), Pu € ThSO(),

(4.1.1)
kde izomorfismus J : s0(n) — s0*(n) je dan pfedpisem

J(Q) =00+ 2Q ,Q € so(n),
pro néjakou diagonalni positivné definitni matici Q) € M, (R). Veli¢inu
M(R, Pr) = (Lgr)p(Pr) € s0*(n)
nazyvame momentem hybnosti vzhledem k télesu a veli¢inu
m(R, Pr) = (Rr)p(Pr)
momentem hybnosti vzhledem k prostoru.
Poznamka 4.1.2.

1. Zavedme konvenci, %e symboly R a Pr budeme mit vzdy na mysli
néjaké prvky R € SO(n) a Py € T;,SO(n). Symboly £ a R oznacuji
akci levymi a pravymi translacemi grupy SO(n) na sobé.
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2. Pfipomenme, ze dudl so*(n) k Lieové algebfe antisymetrickych matic
s0(n) identifikujeme s so(n) skrze nedegenerované parovani

(—,—): s0*(n) xso(n) — R
(M, Q) = str(MTQ).

3. Systém (4.1.1) popisuje tuhé téleso rotujici kolem néjakého pevného
bodu bez ptritomnosti vnéjsiho potencialového pole. Matice () ma vy-
znam zobecnéeného tenzoru setrvacnosti pocitaného vzhledem k bodu
upevnéni. Samotny Hamiltonian (4.1.1) ma vyznam rotacni kinetické
energie.

4. Snadno nahlédneme, Ze zobrazeni J z predchozi definice je pro ) uve-
denych vlastnosti izomorfismem so(n) a so*(n). Ve slozkach totiz plati

n

[T = > (Qurls + Qi) = (Qus + Q)5 Q € s0(n).

k=1

Tvrzeni 4.1.3.(Symetrie na rotace zleva) Systém volného setrvaéniku
z definice (4.1.1) je symetricky vici kotecnému zdvihu 7*L levé translace
SO(n). Integralem pohybu pfislusnym této symetrii je

J:((R, Pr)) = m(R, Pg) € s0*(n), (4.1.2)

tj. moment hybnosti v prostoru, resp. %n(n— 1) slozek antisymetrické matice
m(R, PR)

Diikaz : Kotetny zdvih levé translace Ls(R) = SR, S, R € SO(n) je dle
definice (3.3.9)

(T"L)s(R, Pr) = (Ls(R), (Ls-1)zsr(Pr))-

Pro infinitezimalni generator §§O(n) € X(S0O(n)) akce L : SO(n) x SO(n) —
SO(n) plati

(&Som)r = (L-(R))5[€] = (Rr)rl€],
nebot L5(R) = SR = Rg(S) pro kazdé S € SO(n). Momentova funkce
Je : T*SO(n) — so(n)* je podle tvrzeni (3.3.11) dana jako

(Te((R, Pr)),€) = Prl(E5o() 8] = Prl(Rr)+£(€)] =
= [(Rr)u(Pr)l(§) = (m(R, Pr),£).
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pro vSechna { € so(n). Jelikoz tato rovnost plati pro vSechna £ € so(n) a
(—, —) je nedegenerované, mame odtud vzorec (4.1.2) pro momentové zobra-
zeni. Abychom ovérili, ze je J . skutecné integralem pohybu systému volného
setrvacniku zbyva podle tvrzeni Emmy Noether ukazat invariantnost Hamil-
tonianu H vaci T*L, tj. H o T*L = H. Zfejmé H zavisi jen na télesovém
momentu hybnosti M (R, Pr) = (Lr)}(Pgr). Snadno se presvédéime, Ze pro
v8echna R, S € SO(n) a Pgr € T*RSO(n) plati

M[LsR, (Ls-1)zsr(Pr)] = (LLsr)pl(Ls—1)z4r(Pr)] =
— (£5—1 o LESR)*E[PR]-

Pritom
(Ls-10Lrr)[0] = Ls-1(SRO) = LRO, O € SO(n),

a tedy
M[LsR, (Ls—1)z r(Pr)] = (Lr)p[Pr] = M(R, Pr).

Kotecny zdvih levé translace tedy na moment hybnosti ptisobi jen trivialné,
a tak se pfi ném H neméni. O

Tvrzeni 4.1.4. Systém volného setrvaéniku (7*SO(n),w, H) se redukuje
na systém (so*(n),{—, —}_, h), kde:

1. Tzv. Lie-Poissonovy zavorky funkci f, g € F(s0*(n)) jsou
{f,9}(M) = —(M, [dpr f,dprgl) , M € s0™(n) (4.1.3)

2. Redukovany Hamiltonian je

h(M) = %(jl(M), M) , M € so*(n). (4.1.4)

3. Hamiltonovy kanonické rovnice redukovaného systému pro integralni
kiikvu M(t) € so*(n), t € R, pole X;, € X(s0*(n)) jsou pfi oznaceni
tzv. telesové uhlové rychlosti Q(t) = J1(M(t)) ve tvaru

M(t) = [M(t), Q)] . (4.1.5)
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Diikaz : Redukce vychazi ze symetrie ptivodniho systému vici 7L prezento-

vané v minulém tvrzeni. Poissonovskou kanonickou projekci je 7 : T*SO(n) —
s0*(n) s (R, Pr) = M(R, Pg) a redukované zavorky jsou dany predpisem

(4.1.3). Blize viz Marsden [2]. Déle odvodime Hamiltonovy kanonické rov-

nice (4.1.5). Jelikoz je parovani (—, —) nasobkem ad-invariantni Killingovy

formy na so(n) mame pro f € F(so*(n)) a M € so*(n) Gpravou

(4.1.6)
Hamiltonovy rovnice pro Hamiltonovské vektorové pole X, € X(s0*(n)) da-
vaji podle definice

{f,h}-(M) = (Xp)um[f] = dar f[(Xn)ae) = (Xn)ar, das [, (4.1.7)

nebot dy f € s0™(n) ~ so(n) a (Xp)y € Tyso*(n) ~ so*(n). Porovnannm
(4.1.7) a (4.1.6) s uvazenim jejich platnosti pro kazdou f € F(so*(n)) a
kazdé M € so*(n) dostavame konecéné

Dosazenim dyh = J (M) je zfejmé, Ze Hamiltonovymi kanonickymi rov-
nicemi pro tok M (t) pole Xy jsou skuteéné (4.1.5). O

Poznamka 4.1.5. Lze ukazat, Ze redukovany systém n-rozmérného volného
setrva¢niku je integrabilni pro vSechna n (ve smyslu integrability na Pois-
sonovych varietdch zminéné v predchozi kapitole). Hamiltonovy kanonické
rovnice (4.1.5) redukovaného systému jsme diky ad-invariantnosti (—, —)
prevedli do specialniho tvaru, tzv. ,Lax pair“, pro ktery existuji sofistiko-
vané metody hledani integrala pohybu. Ty vyzivaji faktu, ze M (t) jsou spolu
v kazdém case t € R konjugovany matici R(t) € SO(n). Popis téchto metod
vSak presahuje ramec tohoto textu a zajemce odkazujeme napf. na pirehle-
dovou publikaci M. Audin [1].
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4.2 Tézky vicerozmeérny setrvacnik

Definice 4.2.1. Tezky n-rozmeérny setrvacnik je Hamiltonovsky systém
(T*SO(n),w, H) s Hamiltonianem

H(R, Pa) = S{(C)p(P), T (La)p(Pa))) + RXp g (42.)

v proménnych R € SO(n), Pr € T;SO(n). Zobrazeni J : so(n) — s0*(n)
je definovano predpisem

J(Q)=0QQ+QQ ,Q€so(n)

pro néjakou diagonélni positivné definitni matici @@ € M, (R). Konstantni
nenulové vektory Xr, g € R" nazyvame po tadé vektor hmotného stredu a
vektor gravitace.

Poznamka 4.2.2.

1. Opét se ptidrzime konvence, Ze symbol R znaéi prvek R € SO(n) a
symbol Pr prvek Pr € T;SO(n). Viz poznamku (4.1.2).

2. Tento Hamiltonovsky systém popisuje rotaci tuhého télesa kolem pev-
ného bodu, realizovanou v tihovém poli uréeném vektorem g. Vektor
hmotného stiedu X je pfi této fyzikalni interpretaci vektorem vzhle-
dem k bézi pevné v télese. Oproti klasickému vektoru hmotného stfedu
je toto X7 navic nasobené celkovou hmotnosti télesa. Vektor gravitace
g je vektorem vzhledem k bazi pevné v prostoru. Matice () hraje roli
zobecnéné tenzoru setrvacnosti poc¢itaného vzhledem k bodu upevnéni.
Prvnimu ¢lenu v (4.2.1) fikdme rotacni kinetickd energie, ¢lenu dru-
hému pak potencidl.

Tvrzeni 4.2.3.(Symetrie na rotace zleva) Tézky n-dimensionalni setr-
vacnik je symetricky vici kotecnému zdvihu

T*L: GgxT*SO(n) — T*SO(n)
S, (R, Pr) = (LsR, (Lsr)zsr(PR))

akce L : Gg x SO(n) — SO(n) levymi translacemi prvky z
Gg ={5€S50(n): Sg=g} ~SO(n—1).
Integraly pohybu jsou

<J£<R7 PR)7 g) = <m<R7 PR>7 £>
pro vechna § € gg = {1 € so(n) : ug = 0}.
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Diikaz : Hamiltonidn tézkého setrvacniku je souctem Hamiltonidnu volného
setrvacniku a potencidlu RX - g. Hamiltonian volného setrvacniku je in-
variantni vac¢i 7L podle (4.1.3). Restrikei levé translace z SO(n) na Gg
zachovame i potencidl, nebot pro R € SO(n) a S € Gg je SRX - g =
RX - STg = RX - g. Odtud je invariantnost H vii¢i T*L od G patrna. Po-
stupem stejnym jako v diikazu (4.1.3) dostaneme pro momentové zobrazeni
Jz : T*SO(n) — gy pozadavek

<J£<R7 PR)7§> = <mR<R7 PR)7§>

Ovsem nyni jiz jen pro & € gg. O

Poznamka 4.2.4. Protoze Gg ~ SO(n — 1), dostavame ve specialnim pfi-
padé g = (0,...,0,g) zachovani §(n— 1)(n — 2) nezévislych slozek momentu
hybnosti v prostoru mg(R, Pr), Konkrétné jsou integraly pohybu slozky

(mR(R, PR))ij7 ’i, j € {1, e, = 1}
Tvrzeni 4.2.5. Systém tézkého setrvacéniku (7SO (n),w, H) se redukuje
na systém (se*(n),{—, —}_,h) s

h(M,T) = %(M, T UM) +T-X, M eso"(n), T € (RY)".  (4.2.2)

Rovnice pro integralni k¥ivky (M(t),I'(t)) € se*(n) Hamiltonovského vekto-
rového pole X, jsou pii oznaceni Q(t) = J (M (t)) tvaru

M(t) = [M(1),Qt)] = T(t) A Xrp

I(t) —Q(H)I(¢) teR, (4.2:3)

kde zapis I'(t) A X znaci antisymetrickou matici se slozkami (I'(¢) A Xr);; =
Li(t)(Xr); — D) (Xr)i i, 5 =1,....n.
Pied samotnym diikazem uvedme pozndmku.

Poznamka 4.2.6. Dual se*(n) ztotoziiujeme s se(n) pomoci nedegenerova-
ného parovani (—, —) : se*(n) x se(n) — R zadaného predpisem

(M, T), (2, 0)) = %tr(MTQ) 4T (4.2.4)

pro (M,T') € se*(n), (Q2,v) € se(n).
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Diikaz : 'V pfedchozim tvrzeni jsme ukazali ,symetrii na rotace zleva“ prvky
z grupy Gg. Oznacime-li H, Hamiltonian (4.2.1) s g = a € R", je zfejmé H,
na parametru a hladce zavisly. Jak pise Marsden a kol. [8], systém tézkého
setrvacniku se redukuje na systém (se*(n),{—, —}_,h) s Lie-Poissonovymi
zavorkami

1f,9}-(M,T) = —(M, [d(M,I‘)fa d(M,F)9]> [, g € F(se*(n)),

kde M € so*(n), T' € (R")* a [—,—] jsou Lieovy zavorky na se(n). Dalsi
upravy k ziskani (4.2.3) jsou podobné jako v dikazu tvrzeni (4.1.4) a ne-
budeme je explicitné vypisovat. Jen si uvédomme, ze Lieovy zavorky prvki
(Q, v1), (Q2, v2) € se(n) =s0(n) X R" jsou

[(Qla Ul), (92, Uz)] = (9192 — 0y, Qv — Q2U1)7

a Ze nelze vyuzit ad-invariance parovani jako v dikazu (4.1.4), nebof nase
parovani (4.2.4) ad-invariantni neni. O

Poznamka 4.2.7.

1. Rovnice (4.2.3) byvaji oznacovany jako tzv. zobecnéné Euler-Poincarého
rovnice.

2. Hamiltonovsky systém tézkého setrvacniku neni obecné integrovatelny,
jen v nékterych specidlni pripadech. Existence dalsich netrivialnich
integralti pohybu se odviji zejména od symetrii zobecnéného tenzoru
setrvacnosti () (napf. jsou-li nékteré jeho slozky shodné).

Poznamka 4.2.8. Uvazme redukovany Hamiltonovsky systém tézkého tii-

dimenzionalniho setrva¢niku (s0*(3),{—, —}_, h). Zobrazeni " : R3 — s0(3)
definované pro vektor a € R? predpisem ab = a x b pro vSechna b € R? je
izomorfismem Lieovych algeber (R3, x) a (s0(3), [—, —]), tj. plati

(ax b) = [4,b].

Pii jeho aplikaci na zobecnéné Eulerovy rovnice (4.2.3) obdrzime klasické
tridimenzionalni Eulerovy rovnice

M(t) = M(t) x Q(t) +T'(t) x Xr
I(t) = T(t) x Q(t) tER

36



pro kiivky M(t),T'(t) € R? takové, ze M(t) = M(t) a I'(t) = T'(¢), kde
(M(t),I(t)) je integralni kiivka v se*(3). Vektor thlové rychlosti €2(¢) sou-
visi s vektorem télesového momentu hybnosti M(¢) vztahem M(t) = IQ(t),
kde T je ,klasicky* tenzor setrvacnosti. Tenzor setrvacnosti I souvisi se zo-
becnénym tenzorem setrvacnosti ) vztahem [ = tr(Q)E — Q). Pro vSechna
a, b € R? navic plati a- Ib = (J(4), b). Podrobné fyzikalni odvozeni pohy-
bovych rovnic tézkého tiirozmérného setrvacniku vychazejici z Newtonovské
mechaniky miZze ¢tenaf nalézt v Brdicka, Hladik [3].

4.3 Lagrangeuv ¢tyfrozmérny setrvacnik

Definice 4.3.1. Lagrangetv ¢tyfrozmérny setrvacnik je tézky ¢tyfrozmérny
setrvac¢nik s nasledujicimi vlastnostmi. Matice () zobecnéného tenzoru setr-
vacnosti je ve tvaru

0
0
0 A, B >0, (4.3.1)

Y

SO O
S oo
oo o

B
tj. je invariantni vici akci konjugaci grupy

Go = SO(2) x SO(2) = {( Jf]l 122 ) Ry Ry e 50(2)} c SO(4).

Vektor hmotného stfedu je ve tvaru
Xr=(X,X,)Y), X, Y eR. (4.3.2)

Hamiltonidn Lagrangeova setrvacniku je

H(R,Pa) = ST (L) (Pa). (L)3(Pr)) + RXy -

pro R € SO(4), Pr € T;50(4).
Lemma 4.3.2. Bud J : so(n) — s0*(n) zobrazeni definované pfedpisem
J(Q) = Q2+ QQ
pro né&jakou matici @ € M, (R). Ozna¢me
Gg = {S € SO(n): SQST = Q}.
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Potom pro vSechna S € Gg a kazdé Q2 € so(n) plati
J(Ads(Q)) = Adgr[T ()],

Dikaz : Vyuzijeme-li invarianci () na konjugaci s libovolnym prvkem S €
G, dostavame pro kazdé €2 € so(n) rovnost

Ad5[T(Ads(Q)] = STT(SQST)S = ST(SQST)QS + STQ(SQST)S =
= Q(STQS) + (STQS)Q = QQ + QQ = T (Q).

Aplikaci Adgr na obé strany rovnosti mame pozadované. O

Tvrzeni 4.3.3.(Symetrie na rotace zprava) Systém (7*SO(4),w, H)
¢tyfrozmérného Lagrangeova setrvacniku je symetricky viici kote¢nému zdvihu
T*R pravé translace R prvky z Gg = SO(2) x SO(2) C SO(4), tj. vadi

T*"R: GgxTHSO(4) — THSO(4)
S, (R, Pr), Pr € TRSO(4) +— (Rs(R),(Rs-1)zsr(Pr))
Integraly pohybu Jx (R, Pgr) ptislusné této symetrii jsou dany rovnici
(Jr(R, Pr),&) = (M(R, Pg),&) ,R€ SO(n), Pr € TpSO(n), (4.3.3)
pro vSechny prvky & € gg.

Diikaz : Infinitesimalni generator akce pravymi translacemi prvky z G na

SO(4) je

ESow(R) = (Ro(R))w5(€) = (Lr)wp(f) £ € gq.
Vypocet momentového zobrazeni akce T*R grupy Gg na T*SO(4) dava

(IR Pr),€) = PrlRouy (B)] = PrllLr)s(©)] = (L)y(Pr), &) =
= <M(R7 PR)? g)

pro vSechna & € gg a R € SO(4), Pr € T;,50(4). Pokud je H na zminénou
akci invariantni, veli¢iny (4.3.3) se podle tvrzeni Emmy Noether zachova-
vaji. Ovéfime zvlast T*R-invariantnost potencidlu V(R) = RX - g a kine-
tické energie T'(R, Pr) = +(M(R, Pr), J *(M(R, Pr))), R € SO(4), Pg €

T5S0(4). Matice S € Gg = SO(2) x SO(2) je ve tvaru

(R 0
S_<O Rz) Ry, Ry € SO(2).
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Vzhledem k predpokladu (4.3.1) o tvaru vektoru hmotného stiedu X odtud
ihned plyne SXr = Xy, tedy V(Rs(R)) = V(R) pro vSechna R € SO(4)
a S € Gq. Potencial se tedy piisobenim 7*R neméni. Pro dikaz invariance
kinetické energie T' na T*R pocitejme

M(Rs(R), (Rs-1)rsr(Pr)) = (Lrsr)pl(Rs-1)zyr(Pr)] =
s _ Ry loﬁnsi) Pal. (4.3.4)

Pro kazdou O € SO(n) je déle
(Rs—l o E’RgR)[O] = Rs—l[RSO] = RSOST = (ﬁR 9] [S)[O],

kde jsme oznadili Is : SO(n) — SO(n), Is(O) = SIST, O € SO(n), S € Gg
konjugaci prvky z Gg. Vyraz (4.3.4) pro télesovy moment hybnosti je pak

M(Rs(R), (Rs-1)rsr(Pr)) = (Lro Is)u[Pr] = (Is)5[(Lr)E(Pr)] =
= Adyr[M(R, Pg)].

Télesovy moment hybnosti M (R, Pr) se tedy pii (T*R)g transformuje ad-
junkci prvku S € Gg. Vyuzitim Ad-invariance (—, —) a Ad-invariance J z
predchoziho lemmatu dostavame

T(Rs(R), (Rs—1)ryr(Pr)) = 5(Adgr[M(R, Pr)], T~ (Adgr [M(R, Pg))))
= HAdg [M(R] Pr)l. Adslg ~(M(R, Po)))) = (R Pp).

Protoze H =T + V je timto dtikaz proveden. O

Poznamka 4.3.4. Lieova algebra g k Lieové grupé G je

0 & 0 0

Jl - 0 0o o0
gQ - 0 0 0 52 ) §17 52 S R

0 0 —& 0

se zavorkami zdédénymi z g = so(4). Integraly pohybu Lagrangeova ¢tyiroz-
mérného setrvaéniku jsou podle predchoziho tvrzeni funkce (M (R, Pg), &),
R € SO(n),Pr € T}SO(n) pro vsechna { € gg. To mizeme vzhledem
ke tvaru matic £ € go a vzhledem k tomu, Ze linearni kombinace inte-
gralil pohybu je téz integral pohybu shrnout tim, Ze se zachovavaji slozky
[M(R, Pr)|12, [M(R, Pr)|34 té€lesového momentu hybnosti.
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Tvrzeni 4.3.5.(Symetrie na rotace zleva) Hamiltonovsky systém ¢ty-
frozmérného Lagrangeova setrvacniku je symetricky na kotec¢ny zvih T%L
levé translace prvky z grupy Gy = {S € SO(4) : Sg = g}. Integraly pohybu
jsou

<J£(Ra PR)? g) = <m(R7 PR)7 €>
pro R € SO(4), Pr € T;50(4) a pro vsechna £ € gg.

Diikaz : Lagrangetv Ctyfrozmérny setrvacnik je tézky c¢tyfrozmeérny setrva-
¢nik. Dale viz tvrzeni (4.2.3). O

Poznamka 4.3.6. Je obecné znamo, ze Ctyfrozmérny Lagrangeiv setrva-
¢nik je uplné integrabilni Hamiltonovsky systém. V predeslém textu jsme
nalezli integraly pohybu [M (R, Pr)|i2, [M (R, Pr)|ss, H a ze ,symetrie na
rotace zleva“ i 3 slozky momentu hybnosti v prostoru m(R, Pg). Pro dikaz
tplné integrability je tieba Sdim(7*SO(4)) = dim(SO(4)) = 6 nezavislych
integralti pohybu v involuci. Involutivnost a nezavislost nasich integralt jsme
neovérovali. Domnivame se vSak, ze tyto predpoklady integrability nespliuji.
Dostupna literatura se castéji zabyva otazkou integrability redukovanych
systémi. Zde je situace relativné snazsi, nebot se problém obecnych vicedi-
menzionalnich setrvacniki linearizuje na algebry so(n) a se(n), se kterymi
muiizeme pracovat jako s redlnymi vektorovymi prostory.
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