Rotace v R?

Uloha: otoéit vektor v o tihel ¢ kolem (orientované) osy o.

Predpokladejme, ze kdyz palec pravé ruky ukazuje ve sméru vektoru o, tak
otaéime ve sméru ,prsti“ (pokud méame prostor orientovan podle pravidla pravé
ruky). Mtzme pfedpokladat, ze ¢ € (0, 7) (pro thel vétsi jak m bychom pouzili
orientovanou osu —o).

Nésleduji 3 riizné ndvody na vypocet ,otoCeného* vektora R(v).

(a)

Necht o = (0%, 0?%,0%)7 je jednotkovy vektor ve sméru osy, t.j. (0*)? + (0%)? +
(0®)? = 1. Zobrazeni je popsano nasledujicim vzorcem:

R(v) = (0 v)o + cos(p)(v — (0 - v)o) +sin(p)(0 x v), (1)
kde - je skalarni sou¢in a x vektorovy soucin. Pokud by v nebyl jednotkovy
vektor, vzorec by byl

1 1 . 1
R(v) := W(O - v)o + cos(p)(v — W(O -v)o) + sm(cp)m(o xv), (2)

kde |o| je velikost vektoru o.

(b)

Pokud o = (o', 0?,0%)7 je jednotkovy vektor ve sméru osy, pak otoceni kolem
osy o o uhel ¢ je linedrni zobrazeni reprezentovano matici
(021 —c)+c o'} (1—c)—s0® 0'o3(1—c)+ s0?
0?0t (1—c)+s0® (02?1 —c)+c 0*3(1—c)—sot |, (3)
%0l (1 —c) —s0®> 0%0*(1 —c)+s0t (0®)?(1—c)+c

kde ¢ = cos(p) a s = sin(p).

(c)

Ztotoznéme vektory s ¢isté imagindrnimi kvaterniony

vl

v=| v | ~iv! + jv? + ko (4)

Libovolny jednotkovy kvaternion mizme pak psat jako a + bw, kde w je Cisté
imaginarni kvaternion (nebo-li vektor) a a? +b*|w|? = 1. Necht o = io! + jo? +
ko® je kvaternion odpovidajici jednotkovému vektoru ve sméru osy. Pak

h = cos(¢/2) + sin(p/2)o



je jednotkovy kvaternion a hvh je ¢isté imaginarni kvaternion odpovidajici vek-
toru R(v). Ve smyslu ztotoznéni (4) miizme psét

R(v) = hvh = (cos(¢/2) + sin(p/2)o)v(cos(¢/2) — sin(p/2)o). (5)

Priklad

Otocte vektor v = (1,0,1)7 kolem osy (0,1,1)T o 60°!

Reseni podle (a):

Vektor o = (0,1,1)7 m4 velikost |o| = /2, tedy |o|> = 2. Skalarni souéin

0-v = 1, vektorovy sou¢in o x v = (1,1, —1)7, cos(60°) = 1/2, sin(60°) = /3/2.
Dosazenim do (2) dostaneme
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Reseni podle (b):
V matici (3) se pfedpoklad4, ze (o', 0%,0%)7T je jednotkovy vektor ve sméru osy.
V nasem piipadé tedy (o', 0%,0%)7 = 1(0,1,1)7. Tedy o' = 0, 0> = 1/V/2,

%
0% =1/v/2, ¢ = cos(60°) = 1/2, s = sin(60°) = v/3/2. Pro R(v) tedy dostavame
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Reseni podle (c):

X ; : fio — L T _ 1 1.T
Opét znormujeme vektor o na jednotkovy: o = W(O’ 1,1)" = (0, 75 ﬁ) .
Uvazujme kvaternion h = cos(30°) +sin(30°)o = %2 + %(j% —|—k%) Pocitejme

podle (5):
V3 o1 1 V3 o1

- , 1
h= (G +iggp R (T —igg —hE) =

7 1 _\/§ 1 1 V31 (V31 1,
— (ot R s TR T (T s R ) -

:...:i(i(2+\/6)+j(l+\/6)+k(3—\/6)),

coz odpovidé vektoru (2 +v/6,1+ v6,3 — v6)7.



