Cviceni 2

Vyrokova logika

Priklad 1. Dokazte, ze vyroky jsou ekvivalentni:

(a) Aa—(—A), (¢) (A = B)aAA-B,

(b) A = Ba-B = —A, (d) A = Ba-AVB.

Priiklad 2. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou tautologie:

(a) AV (mA), (b) (A= B)AN(B=C(C)) = (A=0).
Piiklad 3. Dokazte, ze vyroky A = B a =(A) = —(B) nejsou ekvivalentni.
Priiklad 4. Znegujte nésledujici vyroky a rozhodnéte o jejich pravdivosti:

(a) Ve e NJyeNVzeN: z2>2 = 2>y, (d) VeeR\{0}IyeR: z-y=1,
(b) Ve,yeR: 24+y>0 = z-y >0, () IneNVzeR: n<ux,

(c) VieRIyeR: z-y=1, f)VeeRIgeQ: g<zAhz<qg+1

Piiklad 5. Necht L je mnozina vsech lidi, K mnozina vsech knih, V(c, k) je vyrokova foma ” Clovék
¢ vlastni knihu k”a C(c, k) je vyrokova foma ”Clovék ¢ ¢te knihu k7. Zapiste symbolicky

(a) Kazdy ¢te pouze svoje knihy.
(b) Kazdou knihu vlastni néjaky clovek.
c

Kazdou knihu ¢te nejvyse jeden clovék.

e) Existuje kniha, kterou nékdo cte.

(
(f

(g) Existuje ¢lovek, ktery cte cizi knihu.

)
)
()
(d) Kazdy clovék ¢te nejvyse jednu knihu.
)
) Existuje ¢lovek, ktery ¢te néjakou knihu.
)
Piiklad 6. Necht A, B jsou mnoziny. Dokazte nésledujici tvrzeni.
(a) 0 C A, (¢) (AUB)=A) < B CA,
(b) AUB=AU(B\ A), (d) (ANnB)=A) < ACB.



Zobrazeni

Priklad 7. Necht A = [0,1] a B = [0, 2]. Urcete, které z ndsledujicich mnozin jsou grafem né&jakého
zobrazeni z A do B:

(a) My ={(z,y) e Ax B: 2*+y* =1},
(b) My ={(z,y) € Ax B:y=ua*+1},
(¢) My ={(z,y) e AXxB:2*+(y—1)2 =1}

Piiklad 8. Necht f: A — B je zobrazeni, X,Y C A a U V,U, C B, a € I. Plat{ nasledujici
tvrzeni? Plati jen nékteré inkluze?

(a) f(XUY)=f(X)U[f(Y), (@) F7 (Naer Us) = Naer f7H(Ua),
(b) fF(XNY)=f(X)Nf(Y), (e) FIX\Y)=f(X)\f(Y),

(©) [T (Uaer Ua) = Uger [ (Ua), (f) fHUNV) = fHU)\ (V).
Indukce

Priklad 9. Dokazte néasledujici tvrzeni pomoci indukce:
(a) Vn e N:n <27,

(b) Va,b>0Vn e N: (a+b)"=>7_, (})ako"*,

(¢) Vne N: YO0 i =t
(d) Necht zy,xs,... € [0,1]. Pak pro kazdé n € N existuje podinterval [0,1] o délce 27", ktery

obsahuje nekoneé¢né mnoho hodnot zy, x,,. ...

Navic

Piiklad 10. Necht A, B, C' jsou mnoziny. Nacértnéte Vennovy diagramy pro

(a) AN BC, (c) (AN B)\C, (e) AN(B°UC),
(b) (AU B)e, (d) B\ (A\(O), (f) A°NnB°NC.

Priiklad 11. Dokazte, ze skladani zobrazeni je asociativni, ale neni komutativni.
Priklad 12. Naleznéte zobrazeni kterd zobrazuji

(a) (0,1) na (0,00), (d) (0,1) na [0,1),

(b) [0,1] prosté na [a,b], kde a,b € R,a < b,

(¢) (0,1] na (0, 00), (e) (0,1) prosté na [0,1).



Cviceni 2 - vysledky

Piiklad 4 (a) 3z e NVy e NJz € N: z > 2 Az < y. Plati puvodni vyrok, sta¢i polozit y = x.
(b) z,y e R:x+y > 0Az-y < 0. Plati negace, staci vzit z = 3,y = —2.
(¢c)dxr e RVy € R: z-y # 1. Plati negace. Vezméme = = 0. Pak pro kazdé y € R plati -y = 0.
(d) 3z € R\ {0} Vy € R: z-y # 1. Plat{ puvodn{ vyrok: Volme z € R\ {0} a polozme y = 1.
Pak z -y =1.
(e)¥n € N Jz € R: n > x. Plati negace: Zvolme n € N a polozme = = n.
(f)JIxeRVYgeQ: x < qVax>q+ 1. Plati puvodni vyrok: staci polozit ¢ = [z].
Piiklad 5

(a) Vee LYk € K: C(c,k) = V(c, k)
(b) Vk € K 3c € L: V(c, k)
(C Vk e K VCl,CQ € L: (O(Cl,k) AC(CQ,k)) = C1 = Cy

)
)
)
(d) Ve € LVki, ks € K: (Cle, ki) AC(c, kn)) = k1 = ko
(e) k€ K dc € L: C(c, k)

(f) Jee LIk € K: Cc, k)

(g) Jer,c0 € LIk € K: Ve, k) ANC(ea, k) ANey # o

Priklad 7

20f

(a)
Priklad 8
(a) Ano. (d) Ano.
(b) Plati pouze f(X NY) C f(X)N f(Y). (e) Plati pouze f(X)\ f(Y) C f(X\Y).
(¢) Ano. (f) Ano.



Cviceni 2 - feSeni

Priklad 1 (a)

A A | =(-4)
0] 1 0
1 0 1
(b)
A|B|-A|-B|A = B|-B — —-A
01]0 1 1 1 1
0] 1 1 0 1 1
110] 0 1 0 0
111 0 0 1 1
(c)
A|/B|-B|A = B|—~(A = B)| AAN-B
0[0] 1 1 0 0
0[1] 0 1 0 0
110 1 0 1 1
11110 1 0 0
(d)
A|/B|-A|A = B|-AVB
0[]0 1 1 1
0|1 1 1 1
110 0 0 0
111 0 1 1
Piiklad 2 (a)
Al -A| AV -A
0 1 1
1 0 1

Piiklad 6 (a) Plat{ trividlng, prazdné tvrzeni; chceme ukédzat, ze Vo: z € § = x € A.
Vezméme tedy né&jaké x. Pak ale x ¢ ), a tudiz implikace plati, nebot nepravda implikuje pravdu.

(b) Ukazeme platnost dvou inkluzi:

7C”: Necht # € AUB. Pokud x € A, tak tim spis x € AU(B\ A). Pokud z ¢ A, tak x € B\ A,
atedy x € AU(B\ A).

727: Necht x € AU (B\ A). Pokud = € A, tak ziejmé © € AU B. Pokud x € B\ A, tak
specidlné x € B C AU B.

(c)"=":Je BC AUB=A.

"<=:Je ACAUBCAUA=Aatedy A= AUB.

(d) Dokéze se analogicky jako (c).

Piiklad 8 (a) Ano: ukdzeme platnost dvou inkluzi:

7C”: Necht y € f(X UY). Pak existuje x € X UY takové, ze f(z) = y. Toto x musf lezet bud
v X nebo v Y. Kazdopadne y € f(X)U f(Y).



727 Necht y € f(X)U f(Y). Pak y € f(X) nebo y € f(Y). Pfedpoklddejme, ze y € f(X);
v opacném piipadé by dukaz probéhl analogicky. Tedy existuje x € X takové, ze f(z) = y. Je
XCcXUY,atedyze XUY.Odtudy € f(XUY).

(b) Ne: Uvazujme A = {0,1}, B = {0}, X = {0} aY = {1} a zobrazeni f: A — B definovéno
nasledovné: f(0) = 0 = f(1). Pak f(X NY) = f(0) = 0, ale f(X) N f(Y) = {0} n{0} = {0}.
Zkusme tedy dokdzat f(X NY) C f(X)N f(Y). Necht y € f(X NY). Pak existuje z € X NY
takové, ze f(x) =y. x lezi v obou X a Y, neboliy € f(X) ay € f(Y). Odtud y € f(X)N f(Y).

(¢) Ano:

vefH(Jln) = fl2)e|JUa

acl ael
< Jael: f(z) €U,
> Jacl:zc fHU)
— x € U FHU).
acl
(d) Ano: Dokéze se podobné jako (c).
(e) Ne: Uvazme A = {0,1,2,3},B = {0,1}, X = {0,1},Y = {2,3} a zobrazeni f: A — B
definovano néasledovné: f(0) = f(2) =0a f(1) = f(3) = 1. Pak f(X\Y) = f({0,1}) = {0, 1}, ale
FX)\ f(Y)={0,1}\ {0,1} = 0. Zkusme dokazat, ze f(X)\ f(Y) C f(X\Y):

e f(XO\NFY) <= ze f(X)Nz¢ f(Y)
= (FreX: flz)=2)ANVyeY: fly) #z2)
= Jr e (X\Y): f(x)==2
= ye f(X\Y).

(f) Ano: dokaze se podobné jako (c).

Piiklad 9 (a) 1. krok. Ovéiime platnost tvrzeni pro n = 1: ziejmé plati, ze 1 < 2.
k-ty krok. Predpokladejme nyni, Ze tvrzeni plati pron =1,2,...k—1, k > 2 a z tohoto vyvodime
platnost pro n = k. Rozepiseme k = (k — 1) 4+ 1 a odhadneme za pomoci indukéniho predpokladu:

k=(k—1)+1< 2" 2 <obt 4 o=l — ok

kde posledni nerovnost plati, nebot & > 2. Tim je ditkaz ukoncen.
(b) 1. krok. Tvrzeni zfejmé plati pro n = 1.
k-ty krok. Predpoklddejme, ze tvrzeni plati pron =1,2,... . k— 1,k > 2 a ukdzeme platnost pro



n = k. Pocitejme

(a+b)* = (a+b)""(at+b) = (

> (7)o

0
k—1 k-1
k=1\ iy =1\ ik
7 b 1 Zb K3
> (e ()

1=0

k—1 k—1 o
(o0)+ (777 o
71— 1 7

kde v druhé rovnosti jsme uzili indukéniho predpokladu a v paté rovnosti vyuzili Pascalovy identity.
Tim je dukaz dokoncen.

(c) 1. krok. Tvrzeni ziejmé plati pro n = 1.
k-ty krok. Predpokladejme nyni, ze tvrzeni plati pro n = 1,2,...,k — 1. Ukazeme platnost pro
n = k. Pocitejme

i (k— 1)k K —k+2%k K4k k(k+1)
Y=Y ivn= By _Frk_ |
2 2 2 2
Dukaz je timto hotov.
(d) 1. krok:
Pro n = 0 mdme 279 = 1, tedy za hledany podinterval muzeme vzit cely interval [0, 1].

Indukéni krok:

Piedpoklddejme, ze mame interval [a,b] C [0, 1], ktery spliuje b —a < 2~(™~Y a mnozina
A={ieN:z; €la,bl}

je nekonecna. Oznacme

B:{iEN:xiE [a,a;—b]} a C:{iEN:xie [a;b,bl}.

Pak A = BUC, tedy bud B nebo C musi byt nekonecnd (A je nekonecnd tedy nemuze byt

sjednocenim dvou koneé¢nych mnozin). Pak interval [a “—*b} nebo [“H’, b} musi obsahovat nekonecné

2
mnoho danych hodnot. Navic plati

—9on

_ —(n-1)
a+b 4l = |b— al < 2
2 2 - 2

a obdobné |b — %2 < 27" Nagli jsme tedy hledany interval.
Piiklad 11 Necht f,g,h: R — R. Pak méme

Ve € R: ((fog)oh)(z)=(fog)(h(z)) = flg(h(x))) = f((g0h)(x)) = (fo(goh))(x),

6



tedy sklddani je asociativini. Jako protipiiklad na komutativitu uvazme funkce f(x)
g(z) = 2*. Pak

(fog)(@) = fg(x)) = —(%) = =2 ale (gof)(x)=g(f(2)) = (-z)’ =2".
Piiklad 12 (a) Napiiklad f(x) = tan(mx), z € (0,1).
(b) Naptiklad f(z) =a+ (b—a)z, z € [0, 1].
(¢) Napriklad

flz) = {tan(mc), z € (0, 1),

(d) Naptiklad

x, x € (0, i),
f(l’): %_xa .TE[%},%],
20 — 1, z€(3,1).
(e) Napriklad
0, T = %,
fx)=492™, z=2""!pron €N,
x, jinak.



