
Cvičeńı 2

Výroková logika

Př́ıklad 1. Dokažte, že výroky jsou ekvivalentńı:

(a) A a ¬(¬A),

(b) A =⇒ B a ¬B =⇒ ¬A,

(c) ¬(A =⇒ B) a A ∧ ¬B,

(d) A =⇒ B a ¬A ∨B.

Př́ıklad 2. Dokažte, že následuj́ıćı výroky jsou tautologie:

(a) A ∨ (¬A), (b) ((A ⇒ B) ∧ (B ⇒ C)) =⇒ (A ⇒ C).

Př́ıklad 3. Dokažte, že výroky A =⇒ B a ¬(A) =⇒ ¬(B) nejsou ekvivalentńı.

Př́ıklad 4. Znegujte následuj́ıćı výroky a rozhodněte o jejich pravdivosti:

(a) ∀x ∈ N ∃y ∈ N ∀z ∈ N : z > x =⇒ z > y,

(b) ∀x, y ∈ R : x+ y ≥ 0 =⇒ x · y ≥ 0,

(c) ∀x ∈ R ∃y ∈ R : x · y = 1,

(d) ∀x ∈ R \ {0} ∃y ∈ R : x · y = 1,

(e) ∃n ∈ N ∀x ∈ R : n < x,

(f) ∀x ∈ R ∃q ∈ Q : q ≤ x ∧ x < q + 1.

Př́ıklad 5. Necht’ L je množina všech lid́ı,K množina všech knih, V (c, k) je výroková foma ”Člověk
c vlastńı knihu k”a C(c, k) je výroková foma ”Člověk c čte knihu k”. Zapǐste symbolicky

(a) Každý čte pouze svoje knihy.

(b) Každou knihu vlastńı nějaký člověk.

(c) Každou knihu čte nejvýše jeden člověk.

(d) Každý člověk čte nejvýše jednu knihu.

(e) Existuje kniha, kterou někdo čte.

(f) Existuje člověk, který čte nějakou knihu.

(g) Existuje člověk, který čte ciźı knihu.

Př́ıklad 6. Necht’ A,B jsou množiny. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı.

(a) ∅ ⊂ A,

(b) A ∪B = A ∪ (B \ A),

(c) ((A ∪B) = A) ⇐⇒ B ⊂ A,

(d) ((A ∩B) = A) ⇐⇒ A ⊂ B.
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Zobrazeńı

Př́ıklad 7. Necht’ A = [0, 1] a B = [0, 2]. Určete, které z následuj́ıćıch množin jsou grafem nějakého
zobrazeńı z A do B:

(a) M1 = {(x, y) ∈ A×B : x2 + y2 = 1},

(b) M2 = {(x, y) ∈ A×B : y = x2 + 1},

(c) M3 = {(x, y) ∈ A×B : x2 + (y − 1)2 = 1}.

Př́ıklad 8. Necht’ f : A → B je zobrazeńı, X, Y ⊂ A a U, V, Uα ⊂ B, α ∈ I. Plat́ı následuj́ıćı
tvrzeńı? Plat́ı jen některé inkluze?

(a) f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y ),

(b) f(X ∩ Y ) = f(X) ∩ f(Y ),

(c) f−1(
⋃

α∈I Uα) =
⋃

α∈I f
−1(Uα),

(d) f−1(
⋂

α∈I Uα) =
⋂

α∈I f
−1(Uα),

(e) f(X \ Y ) = f(X) \ f(Y ),

(f) f−1(U \ V ) = f−1(U) \ f−1(V ).

Indukce

Př́ıklad 9. Dokažte následuj́ıćı tvrzeńı pomoćı indukce:

(a) ∀n ∈ N : n < 2n,

(b) ∀a, b ≥ 0 ∀n ∈ N : (a+ b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
akbn−k,

(c) ∀n ∈ N :
∑n

i=1 i =
n(n+1)

2
,

(d) Necht’ x1, x2, . . . ∈ [0, 1]. Pak pro každé n ∈ N existuje podinterval [0, 1] o délce 2−n, který
obsahuje nekonečně mnoho hodnot x1, x2, . . . .

Nav́ıc

Př́ıklad 10. Necht’ A,B,C jsou množiny. Načrtněte Vennovy diagramy pro

(a) A ∩Bc,

(b) (A ∪B)c,

(c) (A ∩B) \ C,

(d) B \ (A \ C),

(e) A ∩ (Bc ∪ C),

(f) Ac ∩Bc ∩ C.

Př́ıklad 11. Dokažte, že skládáńı zobrazeńı je asociativńı, ale neńı komutativńı.

Př́ıklad 12. Nalezněte zobrazeńı která zobrazuj́ı

(a) (0, 1) na (0,∞),

(b) [0, 1] prostě na [a, b], kde a, b ∈ R, a < b,

(c) (0, 1] na (0,∞),

(d) (0, 1) na [0, 1),

(e) (0, 1) prostě na [0, 1).
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Cvičeńı 2 - výsledky

Př́ıklad 4 (a) ∃x ∈ N ∀y ∈ N ∃z ∈ N : z > x∧z ≤ y. Plat́ı p̊uvodńı výrok, stač́ı položit y = x.
(b) ∃x, y ∈ R : x+ y ≥ 0 ∧ x · y < 0. Plat́ı negace, stač́ı vźıt x = 3, y = −2.
(c)∃x ∈ R ∀y ∈ R : x ·y ̸= 1. Plat́ı negace. Vezměme x = 0. Pak pro každé y ∈ R plat́ı x ·y = 0.
(d) ∃x ∈ R \ {0} ∀y ∈ R : x · y ̸= 1. Plat́ı p̊uvodńı výrok: Volme x ∈ R \ {0} a položme y = 1

x
.

Pak x · y = 1.
(e)∀n ∈ N ∃x ∈ R : n ≥ x. Plat́ı negace: Zvolme n ∈ N a položme x = n.
(f) ∃x ∈ R ∀q ∈ Q : x < q ∨ x ≥ q + 1. Plat́ı p̊uvodńı výrok: stač́ı položit q = [x].

Př́ıklad 5

(a) ∀c ∈ L ∀k ∈ K : C(c, k) =⇒ V (c, k)

(b) ∀k ∈ K ∃c ∈ L : V (c, k)

(c) ∀k ∈ K ∀c1, c2 ∈ L : (C(c1, k) ∧ C(c2, k)) =⇒ c1 = c2

(d) ∀c ∈ L ∀k1, k2 ∈ K : (C(c, k1) ∧ C(c, k2)) =⇒ k1 = k2

(e) ∃k ∈ K ∃c ∈ L : C(c, k)

(f) ∃c ∈ L ∃k ∈ K : C(c, k)

(g) ∃c1, c2 ∈ L ∃k ∈ K : V (c1, k) ∧ C(c2, k) ∧ c1 ̸= c2

Př́ıklad 7

(a) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

(b) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

(c) 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Př́ıklad 8

(a) Ano.

(b) Plat́ı pouze f(X ∩ Y ) ⊂ f(X) ∩ f(Y ).

(c) Ano.

(d) Ano.

(e) Plat́ı pouze f(X) \ f(Y ) ⊂ f(X \ Y ).

(f) Ano.
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Cvičeńı 2 - řešeńı

Př́ıklad 1 (a)

A ¬A ¬(¬A)
0 1 0
1 0 1

(b)

A B ¬A ¬B A =⇒ B ¬B =⇒ ¬A
0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1

(c)

A B ¬B A =⇒ B ¬(A =⇒ B) A ∧ ¬B
0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 0 0

(d)

A B ¬A A =⇒ B ¬A ∨B
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 1 0 1 1

Př́ıklad 2 (a)

A ¬A A ∨ ¬A
0 1 1
1 0 1

Př́ıklad 6 (a) Plat́ı triviálně, prázdné tvrzeńı; chceme ukázat, že ∀x : x ∈ ∅ =⇒ x ∈ A.
Vezměme tedy nějaké x. Pak ale x /∈ ∅, a tud́ıž implikace plat́ı, nebot’ nepravda implikuje pravdu.

(b) Ukážeme platnost dvou inkluźı:
”⊂”: Necht’ x ∈ A∪B. Pokud x ∈ A, tak t́ım sṕı̌s x ∈ A∪ (B \A). Pokud x /∈ A, tak x ∈ B \A,

a tedy x ∈ A ∪ (B \ A).
”⊃”: Necht’ x ∈ A ∪ (B \ A). Pokud x ∈ A, tak zřejmě x ∈ A ∪ B. Pokud x ∈ B \ A, tak

speciálně x ∈ B ⊂ A ∪B.
(c) ”⇒”: Je B ⊂ A ∪B = A.
”⇐: Je A ⊂ A ∪B ⊂ A ∪ A = A a tedy A = A ∪B.
(d) Dokáže se analogicky jako (c).
Př́ıklad 8 (a) Ano: ukážeme platnost dvou inkluźı:
”⊂”: Necht’ y ∈ f(X ∪ Y ). Pak existuje x ∈ X ∪ Y takové, že f(x) = y. Toto x muśı ležet bud’

v X nebo v Y . Každopádně y ∈ f(X) ∪ f(Y ).
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”⊃”: Necht’ y ∈ f(X) ∪ f(Y ). Pak y ∈ f(X) nebo y ∈ f(Y ). Předpokládejme, že y ∈ f(X);
v opačném př́ıpadě by d̊ukaz proběhl analogicky. Tedy existuje x ∈ X takové, že f(x) = y. Je
X ⊂ X ∪ Y , a tedy x ∈ X ∪ Y . Odtud y ∈ f(X ∪ Y ).

(b) Ne: Uvažujme A = {0, 1}, B = {0}, X = {0} a Y = {1} a zobrazeńı f : A → B definováno
následovně: f(0) = 0 = f(1). Pak f(X ∩ Y ) = f(∅) = ∅, ale f(X) ∩ f(Y ) = {0} ∩ {0} = {0}.
Zkusme tedy dokázat f(X ∩ Y ) ⊂ f(X) ∩ f(Y ). Necht’ y ∈ f(X ∩ Y ). Pak existuje x ∈ X ∩ Y
takové, že f(x) = y. x lež́ı v obou X a Y , neboli y ∈ f(X) a y ∈ f(Y ). Odtud y ∈ f(X) ∩ f(Y ).

(c) Ano:

x ∈ f−1(
⋃
α∈I

Uα) ⇐⇒ f(x) ∈
⋃
α∈I

Uα

⇐⇒ ∃α ∈ I : f(x) ∈ Uα

⇐⇒ ∃α ∈ I : x ∈ f−1(Uα)

⇐⇒ x ∈
⋃
α∈I

f−1(Uα).

(d) Ano: Dokáže se podobně jako (c).
(e) Ne: Uvažme A = {0, 1, 2, 3}, B = {0, 1}, X = {0, 1}, Y = {2, 3} a zobrazeńı f : A → B

definováno následovně: f(0) = f(2) = 0 a f(1) = f(3) = 1. Pak f(X \Y ) = f({0, 1}) = {0, 1}, ale
f(X) \ f(Y ) = {0, 1} \ {0, 1} = ∅. Zkusme dokázat, že f(X) \ f(Y ) ⊂ f(X \ Y ):

z ∈ f(X) \ f(Y ) ⇐⇒ z ∈ f(X) ∧ z /∈ f(Y )

⇐⇒ (∃x ∈ X : f(x) = z) ∧ (∀y ∈ Y : f(y) ̸= z)

=⇒ ∃x ∈ (X \ Y ) : f(x) = z

⇐⇒ y ∈ f(X \ Y ).

(f) Ano: dokáže se podobně jako (c).
Př́ıklad 9 (a) 1. krok. Ověř́ıme platnost tvrzeńı pro n = 1: zřejmě plat́ı, že 1 < 2.

k-tý krok. Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı plat́ı pro n = 1, 2, . . . k−1, k ≥ 2 a z tohoto vyvod́ıme
platnost pro n = k. Rozeṕı̌seme k = (k− 1)+ 1 a odhadneme za pomoci indukčńıho předpokladu:

k = (k − 1) + 1 < 2k−1 + 2 ≤ 2k−1 + 2k−1 = 2k,

kde posledńı nerovnost plat́ı, nebot’ k ≥ 2. T́ım je d̊ukaz ukončen.
(b) 1. krok. Tvrzeńı zřejmě plat́ı pro n = 1.

k-tý krok. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n = 1, 2, . . . , k− 1, k ≥ 2 a ukážeme platnost pro
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n = k. Poč́ıtejme

(a+ b)k = (a+ b)k−1(a+ b) =

(
k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
aibk−1−i

)
(a+ b)

=
k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
ai+1bk−1−i +

k−1∑
i=0

(
k − 1

i

)
aibk−i

= ak +
k−1∑
i=1

((
k − 1

i− 1

)
+

(
k − 1

i

))
aibk−i + bk

= ak +
k−1∑
i=1

(
k

i

)
aibk−i + bk

=
k∑

i=0

(
k

i

)
aibk−i,

kde v druhé rovnosti jsme užili indukčńıho předpokladu a v páté rovnosti využili Pascalovy identity.
T́ım je d̊ukaz dokončen.

(c) 1. krok. Tvrzeńı zřejmě plat́ı pro n = 1.
k-tý krok. Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı plat́ı pro n = 1, 2, . . . , k − 1. Ukážeme platnost pro
n = k. Poč́ıtejme

k∑
i=1

i =
k−1∑
i=1

i+ k =
(k − 1)k

2
+ k =

k2 − k + 2k

2
=

k2 + k

2
=

k(k + 1)

2
.

Důkaz je t́ımto hotov.
(d) 1. krok:
Pro n = 0 máme 2−0 = 1, tedy za hledaný podinterval můžeme vźıt celý interval [0, 1].
Indukčńı krok:
Předpokládejme, že máme interval [a, b] ⊂ [0, 1], který splňuje b− a < 2−(n−1) a množina

A = {i ∈ N : xi ∈ [a, b]}

je nekonečná. Označme

B =

{
i ∈ N : xi ∈

[
a,

a+ b

2

]}
a C =

{
i ∈ N : xi ∈

[
a+ b

2
, b

]}
.

Pak A = B ∪ C, tedy bud’ B nebo C muśı být nekonečná (A je nekonečná tedy nemůže být
sjednoceńım dvou konečných množin). Pak interval

[
a, a+b

2

]
nebo

[
a+b
2
, b
]
muśı obsahovat nekonečně

mnoho daných hodnot. Nav́ıc plat́ı∣∣∣∣a+ b

2
− a

∣∣∣∣ = |b− a|
2

≤ 2−(n−1)

2
= 2−n

a obdobně
∣∣b− a+b

2

∣∣ ≤ 2−n. Našli jsme tedy hledaný interval.
Př́ıklad 11 Necht’ f, g, h : R → R. Pak máme

∀x ∈ R : ((f ◦ g) ◦ h)(x) = (f ◦ g)(h(x)) = f(g(h(x))) = f((g ◦ h)(x)) = (f ◦ (g ◦ h))(x),
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tedy skládáńı je asociativińı. Jako protipř́ıklad na komutativitu uvažme funkce f(x) = −x a
g(x) = x2. Pak

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = −(x2) = −x2 ale (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = (−x)2 = x2.

Př́ıklad 12 (a) Např́ıklad f(x) = tan(πx), x ∈ (0, 1).
(b) Např́ıklad f(x) = a+ (b− a)x, x ∈ [0, 1].
(c) Např́ıklad

f(x) =

{
tan(πx), x ∈ (0, 1),

1, x = 1.

(d) Např́ıklad

f(x) =


x, x ∈ (0, 1

4
),

1
2
− x, x ∈ [1

4
, 1
2
],

2x− 1, x ∈ (1
2
, 1).

(e) Např́ıklad

f(x) =


0, x = 1

2
,

2−n, x = 2−n−1 pro n ∈ N,
x, jinak.
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