Cviceni 3

Priiklad 1. Pro néasledujici mnoziny nalenéte supremum a infimum. Urcete zda existuje maximum
a minimum.

(a) A={1,2}, (d) D=((-7,-2)U (=1, 1) U{2}) N (=8,3),
(b) B={—m,—e,0,1,v5,3},
(c) C = (8,16), (e) E=N.

Priiklad 2. Pro néasledujici mnoziny nalenéte supremum a infimum. Urcete zda existuje maximum
a minimum.

(a) A= {*G0" ne N}, () F={:neNy},
(b) B={z e R: z <70}, (g) G

(c) C={yeR:y> -6}, (h) H = {(sin%): n € Z},
(d) D={z€eR: z* <16}, (i) I ={2"—3™; n,m € N},
(e) E={weR: 5 >2}, (j) J={2"—3"™; n,m € N}

Piiklad 3. Polozme pron € Nmnoziny C, = {z € R: 2°~2 < 0}aC =()_, C,aD=J,", C
Pro nésledujici mnoziny naleznéte supremum a infimum

(a) Cy,, pron € N, (c) D.
(b) C,

Priklad 4. Necht T = (0,1), f : I — R je klesajici. Urcete supremum a infimum mnoziny f(I).
Nabyva se zde minima a maxima? Co se da fict o supremu a infimu mnoziny f((0,1))?

Piiklad 5. Necht A, B C R. Co muzeme fict o infimu a supremu néasledujicich mnozin ve vztahu
k inf A, inf B, sup A, sup B?

(a) AU B, (e) —A={—a;ac€ A},

(b) AN B, (f) A+ B={a+b;a€ A, be B},
(c) A\ B, (g) A—B={a—b;a€ A, be B},
(d) AAB=(A\ B)U(B\ A), (h) A-B={a-b;a€ A, be B}

Priklad* 6. Urcete supremum a infimum mnoziny A = {g € Q: ¢* <2} vR a Q.

Piiklad 7. Z definice spoctéte limity:

(a) lim, o n, (d) lim,—eo (3)", (g) lim,, o cos(mn)\/n,
(b) limn_moi, (e) lim, o n", (h) limy,_ sin(5 + mn)n -2,
(c) lim, 0 €", (f) lim, o (—1)", (i) limy, oo S‘fl".
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Cviceni 3 - vysledky

Piiklad 1 (a) minA = 1, maxA = 2, (b) minB = —7, maxB = 3, (¢c) minC = 8§,
sup C' = 16, maximum neexistuje, (d) inf D = =7, sup D = %, minimum ani maximum neexistuje,
(e) min £ = 1, maximum ani supremum neexistuje.

Piiklad 2 (a) min A = 0, maxA = 1, (b) inf B neexistuje, sup B = 70!, (¢) minC = —6,
sup C' neexistuje, (d) inf D = —2, sup D = 2, minimum ani maximum neexistuje, (e) inf £ = 1,
sup ' = g, minimum ani maximum neexistuje, (f) inf ' = 0, max F' = 1, minimum neexistuje,
(g) inf G = 0, max G = e, minimum neexistuje, (h) min H = 0, max H = 1, (i) supremum ani
infimum neexistuje, (j) minJ = 2, supremum neexistuje.

Priklad 3
(a) supC, =+, inf C,, = 0,
(b) supC =infC' =0,
(c) supC =1, infC =0.

Piiklad 4 sup f(I) = max f(I) = f(0), inf f(I) = min f(I) = f(1). Plati f(0) > sup f((0,1)) >

inf £((0,1)) > f(1).
Priiklad 5 Ozna¢me inf A =iy, sup A = sy, inf B=1ip, sup B = sg.

(a)inf AU B =min{ia,ip}, sup AU B = max{sa, sp},

(b)inf AN B > max{ia,ig}, sup AN B < min{su, sp},

(c)inf A\ B > iq, sup A\ B < sg4,

(d) inf AAB > min{ia,ig}, sup AAB < max{sa, sg},

(e)inf —A = —s4, sup —A = —iq,

(f)inf A+ B =is+ig, sup A+ B = s+ sp,

(g)inf A— B=1i4— sg, supA — B =54 —ig,

(h)inf A- B = min{iaip,iasSp, Saip, SaSB}, sup A - B = max{iaip,i4Sp, SAip, SASB}-

Piiklad 6 V R je inf A = —v/2 a sup A = /2, v Q supremum ani infimum neexistuji.
Priklad 7

(a) oo, (d) 0, (g) neexistuje,
(b) 0, (e) oo, (h) O,
(c) oo, (f) neexistuje, (i) 0.



Cviceni 3 - feSeni

Piiklad 7 Kdyz pocitame limity z definice, je dobré mit predstavu, jak se posloupnost vyviji s
rostoucim n, odhadnout, zdali konverguje k néjakému ¢éislu, diverguje k 00, nebo limita vibec
neexistuje. Pak se pokusime nas odhad dokazat.

(a) Ukézeme, Ze lim, ..o n = co z definice. Necht K > 0. Zvolme ng € N takové, ze ng > K
(takové existuje diky Archimédove vlastnosti). Pak pro vSechnan € N, n > ng mame n > ng > K.
Odtud lim,,_,oc 7 = 0.

(b) Ukézeme, Ze lim, ,o = = 0. Nechf & > 0. Zvolme ng € N takové, ze ng > 1 (k tomu
se dostaneme napftiklad tak, ze spocitame nerovnici % < g, jejiz teSenim jsou x > %) Pak pro
n € N, n > ng mame ’% -0 = % < nio < e. Tedy vskutku 1imn_>oo% = 0.

(c) Ukédzeme, ze lim,_, €™ = oco. Necht K > 0. Zvolme ny € N takové, ze ny > log K (opét
ho muzeme ziskat z nerovnice e* > K). Pak pro n € N, n > ny mdme z monotonie exponencidly
e" > e > elog K — K Odtud lim,,_, €" = o0.

(d) Ukézeme, ze limn_m(%)” = 0. Necht ¢ > 0. Zvolme ny, € N takové, ze ng > logés
(napriklad Fesime nerovnici log 12 < e). Pak pro vSechna n € N, n > ny mame z faktu, ze funkce

()" je Klasjici, ze [(3)" — 0] = (3)" < ()™ < (%)bg% ° = ¢. Proto plyne pozadovany vysledek.

(e) Ukézeme, ze posloupnost diverguje do oco. Volme K > 0. Uvédomime se, ze pro vsechna
n € N plati, ze n” > n. Tedy, pokud zvolime ng € N takové, ze ng > K, pak pron € N, n > ny
mame n"” >n > ng > K. Odtud lim,,_,., n" = 00.

(f) Vidime, ze posloupnost (—1)" osciluje mezi —1 a +1, takze ukdzeme, ze limita nee-
xistuje. Predpoklddejme pro spor, ze posloupnost (—1)" konverguje k néjakému A € R, tedy
lim, 0o (—1)" = A. Jelikoz (—1)" konverguje k A, nalezneme z definice konvergence pro ¢ = %
no € N takové, ze pro n € N, n > ng mame |[(—1)" — A| < % Pak ale pro vSechna m,n > ng
mame z trojihelnikové nerovnosti, ze [(—1)" — (—=1)™| < [(—=1)" — A|+|(—=1)™ — A| < 1. Nicméné,
pokud vezmeme n > ng tak pak jisté i 2n > ng a 2n+1 > ng, ale [(—=1)*" — (=1)*"T!| = 2, a to je
spor. Proto lim,,_,..(—1)" neexistuje.

(g) Uvedomime si, ze cos(nm) = (—1)". Vidime, ze jako v predchozim piikladé nase posloupnost
méni znaménka, ale zaroven i v absolutni hodnoté roste. Ukazeme, ze limita neexistuje. Opét bu-
deme postupovat sporem. Necht tedy pro spor lim,, . cos(nm)y/n = A € R. Proe = % nalezneme
no € N takové, ze pro viechna n € N, n > ng mame |cos(nm)y/n — A| < 3. Analogicky jako v mi-
nulém piikladé vyvodime, ze pro vSechna m,n > ny mame |cos(nm)/n — cos(mm)y/m| < 1. Opét,
pron > ng mame, ze [cos(2nm)v/2n — cos((2n + 1)m)v/2n + 1| = |(=1)*"v2n — (=1)*"*1\/2n + 1| =
|\/ﬁ +4/2n + 1| = \/%—" Van+1> \/% > 1, coz je spor. Proto limita neexistuje.

(h) Ukézeme, Ze lim, o sin(§ + nr)n~? = 0. Uvédomime si, ze |sin(§ + nw)| < 1 pron € N.

Necht ¢ > 0. Zvolme ny € N takové, ze ng > \/Lg (tfeba vyfesime rovnici %2 < ¢). Pak pro
n € N, n > nyg mame ‘sin(g+n7r)n*2—0‘ = Sm(i#w) < ‘n%} = # < nig < e. Odtud plyne

pozadovany vysledek.

(i) Ukézeme, ze lim,, o = 0. Opét si uvédomime, ze |[sinn| < 1. Necht ¢ > 0. Zvolme
ny € N takové, ze ng > % Pak pro vSechna n > ny mame |¥ —O‘ = ‘%} < }%} = % < nio < €.
Odtud plyne pozadovany vysledek.

Analogicky jako v piikladu (b) bychom mohli z definice ukazat, ze pro vsechna a > 0 je
limy, 00 = = 0.

Vysledek z ¢asti (¢) a (d) bychom mohli zobecnit na to, ze pro a € (0,1) je lim, ,a™ =0 a
pro b € (1,00) je lim,,_,o, " = co. Dukaz by probeéhl zcela analogicky.

sinn




