
Cvičeńı 3

Př́ıklad 1. Pro následuj́ıćı množiny naleněte supremum a infimum. Určete zda existuje maximum
a minimum.

(a) A = {1, 2},

(b) B = {−π,−e, 0, 1,
√
5, 3},

(c) C = ⟨8, 16),

(d) D = ((−7,−2⟩ ∪ (−1, 1) ∪ {2}) ∩ (−8, 1
2
),

(e) E = N.

Př́ıklad 2. Pro následuj́ıćı množiny naleněte supremum a infimum. Určete zda existuje maximum
a minimum.

(a) A = {1+(−1)3n

4
; n ∈ N},

(b) B = {x ∈ R : x < 70!},

(c) C = {y ∈ R : y ≥ −6},

(d) D = {z ∈ R : z4 < 16},

(e) E = {w ∈ R : 1
w−1

> 2},

(f) F = { 1
n
: n ∈ N},

(g) G = {ex : x ∈ (−∞, 4⟩},

(h) H = {(sin nπ
2
)2 : n ∈ Z},

(i) I = {2n − 3m; n,m ∈ N},

(j) J = {2n − 3−m; n,m ∈ N}

Př́ıklad 3. Položme pro n ∈ Nmnožiny Cn = {x ∈ R : x2− x
n
≤ 0} a C =

⋂∞
n=1Cn aD =

⋃∞
n=1Cn.

Pro následuj́ıćı množiny nalezněte supremum a infimum

(a) Cn, pro n ∈ N,

(b) C,

(c) D.

Př́ıklad 4. Necht’ I = ⟨0, 1⟩, f : I → R je klesaj́ıćı. Určete supremum a infimum množiny f(I).
Nabývá se zde minima a maxima? Co se dá ř́ıct o supremu a infimu množiny f((0, 1))?

Př́ıklad 5. Necht’ A,B ⊂ R. Co můžeme ř́ıct o infimu a supremu následuj́ıćıch množin ve vztahu
k inf A, inf B, supA, supB?

(a) A ∪B,

(b) A ∩B,

(c) A \B,

(d) A∆B = (A \B) ∪ (B \ A),

(e) −A = {−a; a ∈ A},

(f) A+B = {a+ b; a ∈ A, b ∈ B},

(g) A−B = {a− b; a ∈ A, b ∈ B},

(h) A ·B = {a · b; a ∈ A, b ∈ B}.

Př́ıklad* 6. Určete supremum a infimum množiny A = {q ∈ Q : q2 < 2} v R a Q.

Př́ıklad 7. Z definice spočtěte limity:

(a) limn→∞ n,

(b) limn→∞
1
n
,

(c) limn→∞ en,

(d) limn→∞
(
1
2

)n
,

(e) limn→∞ nn,

(f) limn→∞(−1)n,

(g) limn→∞ cos(πn)
√
n,

(h) limn→∞ sin(π
2
+ πn)n−2,

(i) limn→∞
sinn
n

.
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Cvičeńı 3 - výsledky

Př́ıklad 1 (a) minA = 1, maxA = 2, (b) minB = −π, maxB = 3, (c) minC = 8,
supC = 16, maximum neexistuje, (d) infD = −7, supD = 1

2
, minimum ani maximum neexistuje,

(e) minE = 1, maximum ani supremum neexistuje.
Př́ıklad 2 (a) minA = 0, maxA = 1

2
, (b) inf B neexistuje, supB = 70!, (c) minC = −6,

supC neexistuje, (d) infD = −2, supD = 2, minimum ani maximum neexistuje, (e) inf E = 1,
supE = 3

2
, minimum ani maximum neexistuje, (f) inf F = 0, maxF = 1, minimum neexistuje,

(g) inf G = 0, maxG = e4, minimum neexistuje, (h) minH = 0, maxH = 1, (i) supremum ani
infimum neexistuje, (j) min J = 5

3
, supremum neexistuje.

Př́ıklad 3

(a) supCn = 1
n
, inf Cn = 0,

(b) supC = inf C = 0,

(c) supC = 1, inf C = 0.

Př́ıklad 4 sup f(I) = max f(I) = f(0), inf f(I) = min f(I) = f(1). Plat́ı f(0) ≥ sup f((0, 1)) ≥
inf f((0, 1)) ≥ f(1).

Př́ıklad 5 Označme inf A = iA, supA = sA, inf B = iB, supB = sB.

(a) inf A ∪B = min{iA, iB}, supA ∪B = max{sA, sB},
(b) inf A ∩B ≥ max{iA, iB}, supA ∩B ≤ min{sA, sb},
(c) inf A \B ≥ iA, supA \B ≤ sA,

(d) inf A∆B ≥ min{iA, iB}, supA∆B ≤ max{sA, sB},
(e) inf −A = −sA, sup−A = −iA,

(f) inf A+B = iA + iB, supA+B = sA + sB,

(g) inf A−B = iA − sB, supA−B = sA − iB,

(h) inf A ·B = min{iAiB, iAsB, sAiB, sAsB}, supA ·B = max{iAiB, iAsB, sAiB, sAsB}.

Př́ıklad 6 V R je inf A = −
√
2 a supA =

√
2, v Q supremum ani infimum neexistuj́ı.

Př́ıklad 7

(a) ∞,

(b) 0,

(c) ∞,

(d) 0,

(e) ∞,

(f) neexistuje,

(g) neexistuje,

(h) 0,

(i) 0.
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Cvičeńı 3 - řešeńı

Př́ıklad 7 Když poč́ıtáme limity z definice, je dobré mı́t představu, jak se posloupnost vyv́ıj́ı s
rostoućım n, odhadnout, zdali konverguje k nějakému č́ıslu, diverguje k ±∞, nebo limita v̊ubec
neexistuje. Pak se pokuśıme náš odhad dokázat.

(a) Ukážeme, že limn→∞ n = ∞ z definice. Necht’ K > 0. Zvolme n0 ∈ N takové, že n0 > K
(takové existuje d́ıky Archimédově vlastnosti). Pak pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 máme n ≥ n0 > K.
Odtud limn→∞ n = ∞.

(b) Ukážeme, že limn→∞
1
n
= 0. Necht’ ε > 0. Zvolme n0 ∈ N takové, že n0 ≥ 1

ε
(k tomu

se dostaneme např́ıklad tak, že spoč́ıtáme nerovnici 1
x
< ε, jej́ıž řešeńım jsou x > 1

ε
). Pak pro

n ∈ N, n ≥ n0 máme
∣∣ 1
n
− 0

∣∣ = 1
n
≤ 1

n0
< ε. Tedy vskutku limn→∞

1
n
= 0.

(c) Ukážeme, že limn→∞ en = ∞. Necht’ K > 0. Zvolme n0 ∈ N takové, že n0 > logK (opět
ho můžeme źıskat z nerovnice ex > K). Pak pro n ∈ N, n ≥ n0 máme z monotonie exponenciály
en ≥ en0 > elogK = K. Odtud limn→∞ en = ∞.

(d) Ukážeme, že limn→∞(1
2
)n = 0. Necht’ ε > 0. Zvolme n0 ∈ N takové, že n0 > log 1

2
ε

(např́ıklad řeš́ıme nerovnici log 1
2
x < ε). Pak pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 máme z faktu, že funkce

(1
2
)x je klasj́ıćı, že

∣∣(1
2
)n − 0

∣∣ = (1
2
)n ≤ (1

2
)n0 < (1

2
)
log 1

2
ε
= ε. Proto plyne požadovaný výsledek.

(e) Ukážeme, že posloupnost diverguje do ∞. Volme K > 0. Uvědomı́me se, že pro všechna
n ∈ N plat́ı, že nn ≥ n. Tedy, pokud zvoĺıme n0 ∈ N takové, že n0 > K, pak pro n ∈ N, n ≥ n0

máme nn ≥ n ≥ n0 > K. Odtud limn→∞ nn = ∞.
(f) Vid́ıme, že posloupnost (−1)n osciluje mezi −1 a +1, takže ukážeme, že limita nee-

xistuje. Předpokládejme pro spor, že posloupnost (−1)n konverguje k nějakému A ∈ R, tedy
limn→∞(−1)n = A. Jelikož (−1)n konverguje k A, nalezneme z definice konvergence pro ε = 1

2

n0 ∈ N takové, že pro n ∈ N, n ≥ n0 máme |(−1)n − A| < 1
2
. Pak ale pro všechna m,n ≥ n0

máme z trojúhelńıkové nerovnosti, že |(−1)n − (−1)m| ≤ |(−1)n − A|+ |(−1)m − A| < 1. Nicméně,
pokud vezmeme n ≥ n0 tak pak jistě i 2n ≥ n0 a 2n+ 1 ≥ n0, ale |(−1)2n − (−1)2n+1| = 2, a to je
spor. Proto limn→∞(−1)n neexistuje.

(g) Uvědomı́me si, že cos(nπ) = (−1)n. Vid́ıme, že jako v předchoźım př́ıkladě naše posloupnost
měńı znaménka, ale zároveň i v absolutńı hodnotě roste. Ukážeme, že limita neexistuje. Opět bu-
deme postupovat sporem. Necht’ tedy pro spor limn→∞ cos(nπ)

√
n = A ∈ R. Pro ε = 1

2
nalezneme

n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N, n ≥ n0 máme |cos(nπ)
√
n− A| < 1

2
. Analogicky jako v mi-

nulém př́ıkladě vyvod́ıme, že pro všechna m,n ≥ n0 máme |cos(nπ)
√
n− cos(mπ)

√
m| < 1. Opět,

pro n ≥ n0 máme, že
∣∣cos(2nπ)√2n− cos((2n+ 1)π)

√
2n+ 1

∣∣ = ∣∣(−1)2n
√
2n− (−1)2n+1

√
2n+ 1

∣∣ =∣∣√2n+
√
2n+ 1

∣∣ = √
2n+

√
2n+ 1 ≥

√
2n ≥ 1, což je spor. Proto limita neexistuje.

(h) Ukážeme, že limn→∞ sin(π
2
+ nπ)n−2 = 0. Uvědomı́me si, že

∣∣sin(π
2
+ nπ)

∣∣ ≤ 1 pro n ∈ N.
Necht’ ε > 0. Zvolme n0 ∈ N takové, že n0 > 1√

ε
(třeba vyřeš́ıme rovnici 1

x2 < ε). Pak pro

n ∈ N, n ≥ n0 máme
∣∣sin(π

2
+ nπ)n−2− 0

∣∣ = ∣∣∣ sin(π2+nπ)

n2

∣∣∣ ≤ ∣∣ 1
n2

∣∣ = 1
n2 ≤ 1

n2
0
< ε. Odtud plyne

požadovaný výsledek.
(i) Ukážeme, že limn→∞

sinn
n

= 0. Opět si uvědomı́me, že |sinn| ≤ 1. Necht’ ε > 0. Zvolme
n0 ∈ N takové, že n0 >

1
ε
. Pak pro všechna n ≥ n0 máme

∣∣ sinn
n

− 0
∣∣ = ∣∣ sinn

n

∣∣ ≤ ∣∣ 1
n

∣∣ = 1
n
≤ 1

n0
< ε.

Odtud plyne požadovaný výsledek.
Analogicky jako v př́ıkladu (b) bychom mohli z definice ukázat, že pro všechna a > 0 je

limn→∞
1
na = 0.

Výsledek z části (c) a (d) bychom mohli zobecnit na to, že pro a ∈ (0, 1) je limn→∞ an = 0 a
pro b ∈ (1,∞) je limn→∞ bn = ∞. Důkaz by proběhl zcela analogicky.
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