Cviceni 4
Tvrzeni 1 (Spojitost mocniny). Necht a > 0 a {x,}°%, je posloupnost nezdpornijch redlnych cisel. Pak
limy, o0 () = (limy, 00 )%

Piiklad 2 (Rustova skéla). Ukazte, ze pro a > 0,b > 1, ¢ € R plati

1 @ & n!
llme-—=limec-—=lime-— = limec-— =0.
n—o00 nae n—o00 7 n—00 n! n—00 nm
Uvédomte si, ze z aritmetiky limit pak pro ¢ # 0 plyne
na T n! n
Ilme-—=Ilmcec-—=lime¢-— = limec-— =c¢- 0.
n—00 1 n—00 ne n—o00 7 n—o00 n!
; 4n47n —ntd ; 1+16™+2
(a) iMoo g5 7o g7 (b) limy, o0 "5 502
Piiklad 3 (Raciondlni funkce a binomickd véta). Spoctéte limity:
X . 5 o 3 . 21 _ 21
(a) hmn—)oo _32n4 + 64n3 - 1287 (d) hmn—)oo %7 (g) hmn—)oo (2%712—:23))10_(&42_1_)7)107
. 2 _ . +4 100 _ +3 100 . 2 3_,4
(b) limy, o0 ™ Ziré 47 (e) hmn—wo (n(le)loo(ﬁnlo)O ) (h) hmn—>oo = 7n1()n(221-21-)4§)+2n )
. _ . 15_ 15 . . 51 1\6_ (1151\6
(C) hmn—)oo ,nnTZEV (f) hmn—)oo %7 (1) hmn—>oo %-

Piiklad 4 (Odmocniny, spojitost mocniny). Spoc¢téte nasledujici limity:
a) lim, .o vn+1—/n, (e) n+/n+vnts

(2) )
(b) ti o, VT —
)
)

(f) lim, yoo VN2 +n+2— V/n3+n,

(¢) limy, oo (—1)"/n(v/n+ 1 —/n),
(d) /n—+/n—n, (8) limy oo Yy gas.

Piiklad 5 (Dva policajti). Spoctéte nasledujici limity:

(a) limy, 0o /e, ¢ >0, (¢) limy, o0 %, (d) lim,_ee /(2 + cosn)n
(b) lim,, o S, (€) limy o /17 4 27 + 37 + 47

Priklad 6 (Vsehochut). Spoctéte nésledujici limity:

a hmn—)oo sin(%*) - n2 : m - m b 11mn—>oo W
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Priklad 2

(c) neexistuje,

Priklad 5

Priklad 6

(a) neexistuje.

Cviceni 4 - vysledky

(b) 0.



Cviceni 4 - rfeSeni
Priklad 2

Pokud je ¢ = 0, tvrzeni trividlné plati, muzeme tedy predpokladat, ze ¢ # 0. K dukazu pouzijeme
nasledujici tvrzeni ze superseminare:

Tvrzeni 7. Necht {x,} je posloupnost kladnyjch redlnych &isel splrujici

. Tp4l .
lim =2 <1 nebo lim Y, < 1.
n—oo I,

n—o0

Pak lim,,_, o x,, = 0.

lim ¢- £ =0:
n—00 n

Limitu spocteme z definice. Necht je ddno & > 0, Najdeme ny € N takové, ze ng > (|c| /e)/®. Pak
pro kazdé n € N;n > ng mame

. a
lim ¢ - Z—n:
n—o0

Uk&azeme, ze pro posloupnost z,, = CZ—: plati lim,, x—”ﬂ < 1. Pocitejme

. T, . ¢ (n+1)* b . 1 /n+1\"
lim = lim (| - . = lim | —
n—00 Tp 11 n—oo \ C na b”+1 n—oo \ b

n
AL 1 . n+1\* 1 . 1\“
- 5,}520( 0 ) —zJLHgo(”a) =)

Z definice ovéfime, Ze posledni limita je rovna 1. Necht € > 0 je ddno. Zvolme ng € N, ng >

1
(1+e)t/e—1"
Pak pro n € N, n > ng plati (podrobné si rozmyslete pouzité nerovnosti)
1 “ 1 * 1/a a 1/a\%
1= ) =1 | (14 ) =< |0+ Qg1 =1) = (@)Y -1
n Un)
=[l4+e—-1]=¢
Plati tedy
1
¥)=—-1<1.
() =3

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit a zaroven ukazali
pozadovanou nerovnost.

Alternativné misto vypoctu posledni limity z definice, muzeme pouzit Tvrzeni 1 a pocitat:

1\ 1\\“ 1\
lim (1+—) z(lim (1+—)) (lim 1+ lim —) =(14+0)=1.
n—00 n n—00 n n—00 n—oo N,

Pravé strana je definovana, a tedy Vétu o aritmetice limit lze pouzit.
lim ¢- &
n—00 n

&
&

s~ ~ n ’ 7.
Ukézeme, ze pro posloupnost z,, = c% plati lim,,_, xiil

prtt ! 1 1
lim —" = lim (S-2— " ) = lim (b AL lim = (%),
n—=00 Tnt1 n—oo \ C bn (TL + 1)' n—00 n-+1

n—oo 1, +

< 1. Pocitejme




Nyni si uvédomme, ze posloupnost n+r1 je ve skutecnosti podposloupnosti posloupnosti % (vynechdme
prvni ¢len), a tedy musi mit stejnou limitu. Proto plati

(x)=b-0<1.

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limita zaroven ukazali
poZadovanou nerovnost.

lim ¢ -
n—0o0

Ukéazeme, ze pro posloupnost z,, = ¢ - % plati lim,, o, /x, < 1. Pocitejme

n' . ve-n!
lim ¥z, = lim {/c- — = (x).
n—00 n—00 n—>oo

n”'

Pro n liché odhadneme

n—1 n+1 n n n 1\ 1\2
l=1-2 — < - = — = (= n< 2 n
" 2 2 =379 g el (2) n—(2)n
a pro n sudé odhadneme
bl
2 2 2 2 2 2

Dohromady dostavame odhad

Z véty o limité a usporadani pak plyne

n % . n N 2
TR Gl L 1 &) B
T n—oo n n—00 n 4

< 1.
Piiklad 3 Zékladni trik pro vypocet limit polynomu a poddili polynomu je vytykani nejvyssi
mocniny.

(a) Upravime vyraz v limite:

n—oo n—o0 n 77,4 n—oo n—oo n n4

4 12 4 12
lim (—32n* + 64n® — 128) = lim n* (—32 + o —8) = lim n*- lim <—32 + o —8)

gy (i 92 i St ) = )
Z rustové skaly pak mame

(¥) =00-(=324+040) = —o0.
Pravé strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

(b) Upravime vyraz v limiteé:

n?+3n —4 n?(1+2-1) _on? 14324
lim = lim to s = lim — .
. . 3 . 4
1+3_4 lim 1+ lim 2 — lim =
A gim © L lim ”4"%111&171-”_}00. O Py
n—oo n—oo
14040
=00-— =00 1=o00.

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
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(¢) Upravime vyraz v limiteé:

b ey s L L

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
(d) Upravime vyraz v limité

5n° —6nd4+n n5(5—%+%)
lim = lim 5
n—oo —4nS +n% —9 oo nS(—4+4 &5 — )

11111(5—“—"‘”—14) 5

AL n—oo .

lim (— 4—1———1)__4_1'

n—o0

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

(e) Upravime vyraz v limité s pouzitim binomické véty:

100 (100 n— 100 (100 n—
lim (n+4)" — (n 4 3)'° _ e S LD ) e L
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Pravé strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

Alternativni (pficetny) piistup. Nejprve si uvédomime nasledujici: je-li P<g(n) = Zle a;n’ poynom
stupné nejvyse k v proménné n, pak plati

i P(n) li - i—k—1 AL - —
m nk+1 = m Z a;n - Z a;-0=0.
i=0 i=0

Pravé strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit. Vyuzili jsme toho,
ze i —k —1 <0 pro vsechna i € {0,...,k}. S pouzitim binomické véty jako vyse dostaneme

10100

(n+4)'%°=%" ( . >nk4nk = n'% 1 4000 4 Pgg(n),
k=0

100 _ N~ (100Y 4ok 10 99
(n+3) :Z i nt3" " =n" 4+ 300n™ + Q<os(n),
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100 _ N~ (100N 4ok o 99
(n+2) :Z L 2" =™ 4+ 200n™ + R<og(n),
k=0



kde P<gg(n),Q<os(n), R<gs(n) jsou vhodné polynomy stupné nejvyse 98. S pouzitim pozorovani
uvedeného vyse spocteme:

(n+4)'% — (n 4 3)'%°

fim _ im n'% +400n% + P<gg(n) — (n'% + 300n% + Q<gs(n))
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aL . 100+0-0 1
20040 2

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 4 V prikladech s odmocninami se hodi znat vzorec
Vk € NVa,beR: a* —b" = (a —b)(a" ' +a* 20+ ... + a2+ ")

(a) Pocitejme
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kde T1 je Tvrzeni 1. Pouzili jsme ho v obou limitach v posledni rovnosti.
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