
Cvičeńı 4

Tvrzeńı 1 (Spojitost mocniny). Necht’ a > 0 a {xn}∞n=1 je posloupnost nezáporných reálných č́ısel. Pak
limn→∞(xn)

a = (limn→∞ xn)
a.

Př́ıklad 2 (Růstová škála). Ukažte, že pro a > 0, b > 1, c ∈ R plat́ı

lim
n→∞

c · 1

na
= lim

n→∞
c · n

a

bn
= lim

n→∞
c · b

n

n!
= lim

n→∞
c · n!

nn
= 0.

Uvědomte si, že z aritmetiky limit pak pro c ̸= 0 plyne

lim
n→∞

c · n
a

1
= lim

n→∞
c · b

n

na
= lim

n→∞
c · n!

bn
= lim

n→∞
c · n

n

n!
= c · ∞.

(a) limn→∞
4n+7n−n45

35+77n2+3·7n , (b) limn→∞
n!+16n+2
4n5+nn .

Př́ıklad 3 (Racionálńı funkce a binomická věta). Spočtěte limity:

(a) limn→∞−32n4 + 64n3 − 128,

(b) limn→∞
n2+3n−4

n+7
,

(c) limn→∞
n−7

−n4−8
,

(d) limn→∞
5n5−6n3+n
−4n5+n2−9

,

(e) limn→∞
(n+4)100−(n+3)100

(n+2)100−n100 ,

(f) limn→∞
(n+4)15−(n+3)15

(n+2)15−n15 ,

(g) limn→∞
(n+2)21−(n+1)21

(2n2+3)10−(n2+7)10
,

(h) limn→∞
(n2−1)(2n+4)3−n4

7n(n2+2)2+2
,

(i) limn→∞
(n5+1)6−(n5+2)6

(n+2)26−(n+1)26
.

Př́ıklad 4 (Odmocniny, spojitost mocniny). Spočtěte následuj́ıćı limity:

(a) limn→∞
√
n+ 1−

√
n,

(b) limn→∞
3
√
n+ 7− 3

√
n,

(c) limn→∞(−1)n
√
n(
√
n+ 1−

√
n),

(d)
√

n+
√
n−

√
n,

(e)
n+
√

n+
√
n+3

n+1
,

(f) limn→∞
√
n2 + n+ 2− 3

√
n3 + n,

(g) limn→∞
4√n+1− 4√n+2
3√n+3− 3√n

.

Př́ıklad 5 (Dva policajti). Spočtěte následuj́ıćı limity:

(a) limn→∞
n
√
c, c > 0,

(b) limn→∞
⌊
√
n⌋

2
√
n
,

(c) limn→∞
n+⌊ 3√n⌋3
n−⌊

√
n+9⌋ , (d) limn→∞

n
√

(2 + cosn)n

(e) limn→∞
n
√
1n + 2n + 3n + 4n

Př́ıklad 6 (Všehochut’). Spočtěte následuj́ıćı limity:

(a) limn→∞ sin(πn
2
) · n2 · ( 4

√
n4 + 1− 3

√
n3 + 1) (b) limn→∞

n
√
n!
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Cvičeńı 4 - výsledky

Př́ıklad 2

(a) 1
3
, (b) 0.

Př́ıklad 3

(a) −∞,

(b) ∞,

(c) 0,

(d) −5
4
,

(e) 1
2
,

(f) 1
2
,

(g) 7
341

,

(h) 8
7
,

(i) − 3
13
.

Př́ıklad 4

(a) 0,

(b) 0,

(c) neexistuje,

(d) ∞,

(e) 1,

(f) 1
2
,

(g) 0.

Př́ıklad 5

(a) 1,

(b) 1
2
,

(c) 2,

(d) 1,

(e) 4.

Př́ıklad 6

(a) neexistuje. (b) ∞
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Cvičeńı 4 - řešeńı

Př́ıklad 2
Pokud je c = 0, tvrzeńı triviálně plat́ı, můžeme tedy předpokládat, že c ̸= 0. K d̊ukazu použijeme

následuj́ıćı tvrzeńı ze supersemináře:

Tvrzeńı 7. Necht’ {xn} je posloupnost kladných reálných č́ısel splňuj́ıćı

lim
n→∞

xn+1

xn

< 1 nebo lim
n→∞

n
√
xn < 1.

Pak limn→∞ xn = 0.

lim
n→∞

c · 1
na = 0:

Limitu spočteme z definice. Necht’ je dáno ε > 0, Najdeme n0 ∈ N takové, že n0 > (|c| /ε)1/a. Pak
pro každé n ∈ N, n ≥ n0 máme ∣∣∣∣c 1

na

∣∣∣∣ = |c| 1

na
≤ |c| 1

na
0

< |c| 1|c|
ε

= ε.

lim
n→∞

c · na

bn
:

Ukážeme, že pro posloupnost xn = cn
a

bn
plat́ı limn→∞

xn

xn+1
< 1. Poč́ıtejme

lim
n→∞

xn

xn+1

= lim
n→∞

(
c

c
· (n+ 1)a

na
· bn

bn+1

)
= lim

n→∞

(
1

b

(
n+ 1

n

)a)
AL
=

1

b
lim
n→∞

(
n+ 1

n

)a

=
1

b
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)a

= (∗)

Z definice ověř́ıme, že posledńı limita je rovna 1. Necht’ ε > 0 je dáno. Zvolme n0 ∈ N, n0 >
1

(1+ε)1/a−1
.

Pak pro n ∈ N, n ≥ n0 plat́ı (podrobně si rozmyslete použité nerovnosti)∣∣∣∣(1 + 1

n

)a

− 1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(1 + 1

n0

)a

− 1

∣∣∣∣ < ∣∣∣(1 + (1 + ε)1/a − 1
)a − 1

∣∣∣ = ∣∣∣((1 + ε)1/a
)a − 1

∣∣∣
= |1 + ε− 1| = ε

Plat́ı tedy

(∗) = 1

b
· 1 < 1.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limit a zároveň ukázali
požadovanou nerovnost.

Alternativně mı́sto výpočtu posledńı limity z definice, můžeme použ́ıt Tvrzeńı 1 a poč́ıtat:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)a

=

(
lim
n→∞

(
1 +

1

n

))a
AL
=

(
lim
n→∞

1 + lim
n→∞

1

n

)a

= (1 + 0)a = 1.

Pravá strana je definována, a tedy Větu o aritmetice limit lze použ́ıt.
lim
n→∞

c · bn

n!
:

Ukážeme, že pro posloupnost xn = c b
n

n!
plat́ı limn→∞

xn

xn+1
< 1. Poč́ıtejme

lim
n→∞

xn

xn+1

= lim
n→∞

(
c

c
· b

n+1

bn
· n!

(n+ 1)!

)
= lim

n→∞

(
b

1

n+ 1

)
AL
= b lim

n→∞

1

n+ 1
= (∗).
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Nyńı si uvědomme, že posloupnost 1
n+1

je ve skutečnosti podposloupnost́ı posloupnosti 1
n
(vynecháme

prvńı člen), a tedy muśı mı́t stejnou limitu. Proto plat́ı

(∗) = b · 0 < 1.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limita zároveň ukázali
požadovanou nerovnost.

lim
n→∞

c · n!
nn :

Ukážeme, že pro posloupnost xn = c · n!
nn plat́ı limn→∞ n

√
xn < 1. Poč́ıtejme

lim
n→∞

n
√
xn = lim

n→∞

n

√
c · n!

nn
= lim

n→∞

n
√
c · n!
n

= (∗).

Pro n liché odhadneme

n! = 1 · 2 · . . . · n− 1

2
· n+ 1

2
· . . . · n ≤ n

2
· n
2
· . . . · n

2
· n · . . . · n =

(
1

2

)n−1
2

nn ≤
(
1

2

)n
2

nn

a pro n sudé odhadneme

n! = 1 · 2 · . . . · n
2
· n+ 2

2
· . . . · n ≤ n

2
· n
2
· . . . · n

2
· n · . . . · n =

(
1

2

)n
2

nn.

Dohromady dostáváme odhad

n! ≤
(
1

2

)n
2

nn.

Z věty o limitě a uspořádáńı pak plyne

(∗) ≤ lim
n→∞

n

√(
c · 1

2

)n
2 nn

n
= lim

n→∞

n
√
c
(
1
2

)2
n

n
=

1

4
< 1.

Př́ıklad 3 Základńı trik pro výpočet limit polynomů a podd́ıl̊u polynomů je vytýkáńı nejvyšš́ı
mocniny.

(a) Uprav́ıme výraz v limitě:

lim
n→∞

(−32n4 + 64n3 − 128) = lim
n→∞

n4

(
−32 +

64

n
− 128

n4

)
AL
= lim

n→∞
n4 · lim

n→∞

(
−32 +

64

n
− 128

n4

)
AL
= lim

n→∞
n4 ·

(
lim
n→∞

−32 + lim
n→∞

64

n
− lim

n→∞

128

n4

)
= (∗)

Z r̊ustové škály pak máme

(∗) = ∞ · (−32 + 0 + 0) = −∞.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limit.

(b) Uprav́ıme výraz v limitě:

lim
n→∞

n2 + 3n− 4

n+ 7
= lim

n→∞

n2
(
1 + 3

n
− 4

n

)
n
(
1 + 4

n

) = lim
n→∞

n2

n
·
1 + 3

n
− 4

n

1 + 4
n

AL
= lim

n→∞

n2

n
· lim
n→∞

1 + 3
n
− 4

n

1 + 4
n

AL
= lim

n→∞
n ·

lim
n→∞

1 + lim
n→∞

3
n
− lim

n→∞
4
n

lim
n→∞

1 + lim
n→∞

4
n

= ∞ · 1 + 0 + 0

1 + 0
= ∞ · 1 = ∞.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limit.
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(c) Uprav́ıme výraz v limitě:

lim
n→∞

n− 7

−n4 − 8
= lim

n→∞

n
(
1− 7

n

)
n4

(
−1− 8

n4

) AL
= lim

n→∞

1

n3
lim
n→∞

1− 7
n

−1− 8
n4

= 0 · (−1) = 0.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limit.

(d) Uprav́ıme výraz v limitě

lim
n→∞

5n5 − 6n3 + n

−4n5 + n2 − 9
= lim

n→∞

n5(5− 6
n2 +

1
n4 )

n5(−4 + 1
n3 − 9

n5 )

AL
=

lim
n→∞

(5− 6
n2 +

1
n4 )

lim
n→∞

(−4 + 1
n3 − 9

n5 )
= −5

4
.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limit.

(e) Uprav́ıme výraz v limitě s použit́ım binomické věty:

lim
n→∞

(n+ 4)100 − (n+ 3)100

(n+ 2)100 − n100
= lim

n→∞

∑100
k=0

(
100
k

)
nk4n−k −

∑100
k=0

(
100
k

)
nk3n−k∑100

k=0

(
100
k

)
nk2n−k − n100

= lim
n→∞

n100 + 400n99 +
∑98

k=0

(
100
k

)
nk4100−k −

(
n100 + 300n99 +

∑98
k=0

(
100
k

)
nk3100−k

)
n100 + 200n99 +

∑98
k=0

(
100
k

)
nk2100−k − n100

= lim
n→∞

100n99 +
∑98

k=0

(
100
k

)
nk4100−k −

∑98
k=0

(
100
k

)
nk3100−k

200n99 +
∑98

k=0

(
100
k

)
nk2100−k

= lim
n→∞

n99

n99
·
100 +

∑98
k=0

(
100
k

)
nk−994100−k −

∑98
k=0

(
100
k

)
nk−993100−k

200 +
∑98

k=0

(
100
k

)
nk−992100−k

AL
= lim

n→∞
1 ·

100 +
∑98

k=0

(
100
k

)
· 0 · 4100−k −

∑98
k=0

(
100
k

)
· 0 · 3100−k

200 +
∑98

k=0

(
100
k

)
· 0 · 2100−k

= 1 · 100
200

=
1

2
.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limit.

Alternativńı (př́ıčetný) př́ıstup. Nejprve si uvědomı́me následuj́ıćı: je-li P≤k(n) =
∑k

i=1 ain
i poynom

stupně nejvýše k v proměnné n, pak plat́ı

lim
n→∞

P (n)

nk+1
= lim

n→∞

k∑
i=0

ain
i−k−1 AL

=
k∑

i=0

ai · 0 = 0.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limit. Využili jsme toho,
že i− k − 1 < 0 pro všechna i ∈ {0, . . . , k}. S použit́ım binomické věty jako výše dostaneme

(n+ 4)100 =
100∑
k=0

(
100

k

)
nk4n−k = n100 + 400n99 + P≤98(n),

(n+ 3)100 =
100∑
k=0

(
100

k

)
nk3n−k = n100 + 300n99 +Q≤98(n),

(n+ 2)100 =
100∑
k=0

(
100

k

)
nk2n−k = n100 + 200n99 +R≤98(n),
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kde P≤98(n), Q≤98(n), R≤98(n) jsou vhodné polynomy stupně nejvýše 98. S použit́ım pozorováńı
uvedeného výše spočteme:

lim
n→∞

(n+ 4)100 − (n+ 3)100

(n+ 2)100 − n100
= lim

n→∞

n100 + 400n99 + P≤98(n)− (n100 + 300n99 +Q≤98(n))

n100 + 200n99 +R≤98(n)− n100

= lim
n→∞

100n99 + P≤98(n)−Q≤98(n)

200n99 +R≤98(n)
= lim

n→∞

n99

n99
·
100 +

P≤98(n)

n99
− Q≤98(n)

n99

200 +
R≤98(n)

n99

AL
= 1 · 100 + 0− 0

200 + 0
=

1

2
.

Pravá strana je definována, č́ımž jsme ověřili předpoklady věty o aritmetice limit.

Př́ıklad 4 V př́ıkladech s odmocninami se hod́ı znát vzorec

∀k ∈ N ∀a, b ∈ R : ak − bk = (a− b)(ak−1 + ak−2b+ . . .+ abk−2 + bk−1)

(a) Poč́ıtejme

lim
n→∞

√
n+ 1−

√
n = lim

n→∞

n+ 1− n√
n+ 1 +

√
n
= lim

n→∞

1√
n+ 1 +

√
n
= lim

n→∞

1
√
n(
√

1 + 1
n
+ 1)

= lim
n→∞

1√
n
· 1√

1 + 1
n
+ 1

= lim
n→∞

√
1

n
· 1√

1 + 1
n
+ 1

AL
= lim

n→∞

√
1

n
· 1

lim
n→∞

(
√
1 + 1

n
+ 1)

T1
= 0 · 1

2
,

kde T1 je Tvrzeńı 1. Použili jsme ho v obou limitách v posledńı rovnosti.
(b)

lim
n→∞

3
√
n+ 7− 3

√
n = lim

n→∞
(n+ 7)

1
3 − n

1
3 = lim

n→∞

n+ 7− n

(n+ 7)
2
3 + (n+ 7)

1
3n

1
3 + n

2
3

= lim
n→∞

7

n
2
3 (1 + 7

n
)
2
3 + n

2
3 (1 + 7

n
)
1
3 + n

2
3

= lim
n→∞

7

n
2
3 ((1 + 7

n
)
2
3 + (1 + 7

n
)
1
3 + 1)

AL
= lim

n→∞
7 · lim

n→∞

1

n
2
3

· 1

lim
n→∞

((1 + 7
n
)
2
3 + (1 + 7

n
)
1
3 + 1)

AL
= lim

n→∞
7 · lim

n→∞

1

n
2
3

· 1

lim
n→∞

(1 + 7
n
)
2
3 + lim

n→∞
(1 + 7

n
)
1
3 + lim

n→∞
1

T1
= 7 · 0 · 1

1 + 1 + 1
= 0.
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