Cviceni 6

Piiklad 1. Spoctéte z definice, nebo z definice dokazte, ze limita neexistuje:

(a) limg 5 x, (d) limg_osinz,
(b) lim, o+ r£27 (e) lim, 0 f(x), kde f je definovdna predpisem f(x) =
1, x€(0,1),
(¢) lim,_,ozsinz, 0, jinak.
Priklad 2. Spoctéte nédsledujici limity.
(a) lim, = tanz (i) limg 1 ””2;%””175 (p) limg_q (1+w)(1+2;)(1+3w)71
(c) limg— oo € R .
@) i, =5 R = (1) lim, g Y522
(1) lim,_o log(xz — 3)
(e) li = : VaF13—2y1¥z
€) img— 7 732 (m) T . (s) limg 3 229
. 1 m) Mg -1+ 77—
(£) dima o0 foga 5 (@=1)°—(1-a)®
i _a®—2x t) limg_y 22— % N
(g) limgy|z] — 2 (n) limg o 2x§+12f3x (£) Timg 1-= ne
1132711?7 20 .
(h) lim, o2 - L%J (0) limg_,o m (w) limgoz {% - LﬁJJ



Cviceni 6 - vysledky

Priklad 1

(e) neexistuje

Priklad 2
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Cviceni 6 - reSeni

Piiklad 1 (a) UkdZeme, Ze lim, ,5 2 = 5. Necht € > 0 a polozme § = €. Pak pro z € P(5,8) : [t — 5| < d = ¢,
coz jsme chtéli ukédzat.

Priklad 1 (b) Ukdzeme, Ze lim, o+ —15 = oo. Necht K > 0. PoloZzme § = +. Pak pro viechna z € PT(2,0)

mame r —2 < § = %, ekvivalentné ﬁ > K. Vskutku tedy lim,_.o+ ﬁ = 00.
Piiklad 1 (c) UkéZeme, Ze lim, ,q x sinx = 0. VyuZijeme odhadu |sin x| < 1 na R. Nechf & > 0. PoloZme § = «.
Pak pro z € P(0,d) mame |zsinz — 0| = |zsinz| < |z| < d =¢.

Piiklad 1 (d) Ukédzeme, ze limita je rovna nule. VyuZzijeme znalosti lim,_,q Sig’” = 1. Nechtf 0 < ¢ < 1.
Nalezneme ¢ > ¢ > 0 takové, ze pro vSechna x € P(0,9) : |% — 1’, ekvivalentné

sinx
— < —1l<e
T
sinx
1—e< <l+4e.
T

Odtud pro x € PT(0,d) mdme
0<(l—-¢e)z<sinz < (l+e)r<20<2e.

Pro z € P~(0,¢) méme
—2e< =20 < (1+¢e)z<sinz < (1—¢)z<0.

Odtud jiz plyne pozadovana limita.

Priklad 1 (e) Ukdzeme, Ze limita neexistuje - pro vSechna A € R nalezneme ¢ takové, ze pro kazdé 6 > 0
existuje z € P(0,6) takové, ze |f(x) — A| > €. Necht A € R. Polozme ¢ = %. Necht § > 0. Nynf si vezmeme dva
body z P(0,¢), konkrétné z; = —g a Ty = %. Pak z definice f médme f(z1) = 0 a f(a2) = 1. Pak nutné jedna z
téchto funkénich hodnot mé vzdalenost od A aspoii 4: kdyby tomu tak nebylo a [A — 1| < § a [A—0| < 3, tak z
trojihelnikové nerovnosti mame 1 =[1—0[ < |1 — A[+ |A — 0| < § + 1 < 1, coZ je spor.

Priklad 2 a.

lim tanz spol- tan T_ 1

r—)% 4

Priklad 2 b.
2\ 2
lim (z+2)? = lim 2? (1 + ) VoA o
T——00 T——00 x
Priklad 2 c.
1 vo

lim e ® = lim —VZALO

T—r00 r—o00 et
Priklad 2 d.

lim ——— = lim 3 VoAL 0

Piiklad 2 e. Pro pravé prstencové okoli dostavame

lim -3 VoAL -3
es—1+T+x  limy, 7 (7+2)




Pro levé prstencové okoli ovéem dostavame

—3  VoAL -3

li = - _
e Tt limg 7 (74 x) >
Limita tedy neexistuje.
Priklad 2 f.
. VoAL 1
lim = — =
z—oo logx + 1 lim, o0 (logz 4+ 1)

Priiklad 2 g. Pro pravé prstencové okoli dostavame

spoj. + VoAL

lim |z] — 2 1-1=0.
r—1+
Pro levé prstencové okoli ovsem dostavame
. i. + VoAL
lim |z] —z ™ VAl 1= 1.

r—1—

Limita tedy neexistuje.
Priiklad 2 h.
Plati%—lg L J §%,atedy
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1 1 1
Vw<0:m§x{J Sx(—l).
T T T

1 i 1
lim x<—1>— lim 1—2"2"1= lim 1= lim 2~

w—>0+ T 1‘—>0+ 1:—)0+ 1’—>0+ x

Plati

Tedy z Véty o dvou strdznicich dostdvame lim, o, L%J = 1. Analogicky odvodime lim, ,q_x L%J =1, a tedy
lim, o2 L%J =1.
Priklad 2 i.
2 _ _
lim & t4r -5 lim (x —1)(x+5)

spEj. 6
r—1 x—1 x—1 (,r — 1) B ’

=limz+5
r—1

Poznamenejme, ze vyrazem x — 1 muzeme délit, protoze je na prstencovych okolich bodu 1 nenulovy.
Priiklad 2 j.
. x*+4x -5 . (x=1)(x+5) . (x+5)
lim ————— = lim ————~* = lim —=
r—1 (:L' — ]_)2 z—1 (:E — 1)2 z—1 (1‘ — ]_)
Na pravych prstencovych okolich 1 mdme x —1 > 0, lim; 1, 2 +5=6 >0 a lim,_,;,  — 1 = 0, tedy podle Véty
(@45) (@+5) — oo, Tedy iim (@+5) _

23 ("omezend krat nulova”) plati xl_l,r{l+ =1y = 00 Analogicky oduvodnime 113{1, =) m {7555 =

. 2 — . .
hm1 z (;ff)f neexistuje.
xr—

Priklad 2 k.

i 2 +3r4+5— 1 . (1435 +55 —4) i 1+35 +55 — 24
m —ma0 = 1m == 1m
e—oo 8134432 -3  a--o0  z3(8+41 -3 e—co 8441 3%

AL143:0-5-0-0 1
~ 8+44.-0—-3-0 8
Piiklad 2 1.

Vyraz log(x — 3) neni na zddném prstencovém okoli bodu 2 definovén, limita tudiz neexistuje.
Priklad 2 m.



Na pravych prstencovych okolich 1 médme \/% >0, limg 1, x = 1> 0. Z véty o limité slozené funkce (varianta
zprava, zprava) pro f(y) = i, A =0, B=o0, g(xr) =+vz2—1, c =1 s predpokladem (P) (g je na intervalu (1, 00
prostd) plyne

. 1 VOLSF
Im —— =
Y R |

Tedy podle Véty 23 (”omezend krat nulovd”) plati

lim —— = oo.
z=1 /a2 — 1

Priklad 2 n.

. 1‘3 — 2 . .I‘(.132 — 2) . .132 -2 Spoj. 2
lim ——m— =lim —————— = lim ————— = =
e—0 223 + 22 — 3z +—02(222 42 —3) 20222+ —3 3

Priklad 2 o.

) (22 — 2z —2)%0 . (z—=2)2@@+ 1) . (2 +1)% spoj. + voar 3%
lim = lim = lim —%— = —
P B 120416010 2 (2 2)0 (2 + 4)10  a5b (z - 4)10 210
Pifklad 2 p.
1 1+22)(14+3x)—1 623 + 722+ 6 1-1 623 + 722+ 6 spoj.
i DA+ 20)A+30) =1 _ ) 62" 4 Ta” + 6o + —im T 622+ Te 46" 6
x—0 x x—0 x x—0 x x—0

Piiklad 2 q.
Uzitim véty o dvou policajtech na x — 1 < x 4 sinz dostadvame lim, o,  + sinx = oo.
Piiklad 2 r.

i \/9+2I75*Iim VI+22 -5 VI9+20+5 (Yo)*+ Yx-2+22
v VE—2 e Ya-2  \Sr2a+5 (VEP+vE 2+
(0422 - 25)((Va)? +2¢w+4) _ . 2@ —8)((Va)’ +2¢w+4) _ . 2((V2)* +2¥7 +4) spoj. 4 Voar 12

= lim = lim = lim

T8 (r —8)(v/9+ 2z + 5) =8  (x—8)(v9+2x+5) =8 (/94 2z +5) 5
Priklad 2 s.

,m\/a:—|—13—2\/1—|—x Ve+13-2V/14+z Vr+13+2V/1+=z y (z +13) —4(1 + x)

1 =1l = =
frar 2 -9 P x2 -9 V+134+2/1+x =03 2% -9

— lim —3($ - 3) — lim -3 spoj. + VoAL _i

o3 (@ +3)(w—3) a3z +3 B 16



