Cviceni 7
Mizete pouzivat znamé limity z prednasky, tj.

. sinz . logx et —=1 o 1l—cosz 1
lim =1, lim =1 — =
=0 a—=lx — 1 =0 z—0 xr?

DO |

Priklad 1. Spoctéte limity.

() Tim, o0 Y55 (8) Lm0 Yre—r=s
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(F) limy o 2(vVZZ + 1 — 2) (k) Wiysoe (/2 + V2 + VE—T (1) limy e )/ Song®

Priklad 2. Ukazte, ze plati
1 X
lim (1 + —> =e.
T—00 €T

Z Heineho véty pak plyne lim,, . (1 + %)n = e (jako limita posloupnosti).

Priklad 3. Spoctéte nasledujici limity za pouziti znamych limit a véty o limité slozené funkce:

s1n3:v 2sin? 24sinz—1 i)
(a) lim, 9282 () Time 2 ST (r) lim, oo (552) 7
b) lim,_ s M, : log(1+x2) 23
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(¢) limy_yo —2— T\ |
=0 T cosdz2 (1) hmx_mo X log (1 — ac%)’ tan 2z
_ e (t) lim, = [tan (8 + m)} ,
(d) lim e
r—0+ 2z : IOg(QJFeSI)
(m) Tim oo 1oy W i logrt1) %87
I—cosa? u 1mxoo(°(fx) :
(e) hmxﬁo 1 cosz ? . log(143%) - o8
(n) limg o log(1427)° !
(f) lim,_,o log (Smx) (v) limg o (1 + 22)sin%=
(0) limy 00 M, 1
(g) hmz_> sm4smmim3m’ log(1+27) ( ) hmx—>0 (1 + tan ZE) sinw,
1. T—00 11— 2 x7
(h) hmx_>0 ICﬂ7 (p) 111 — ( gg) X hma}—}O (llits?;l:) sinx
1—/x
i) lim,_,q =", im,_ e y) lim,_, = (tan )" 2%,
1; log glCJra:) li QIi 1 li : tan 2
Priklad 4. Spoctéte limity.
(a) limy o0 arcsin =% 1 + (c) limyoo %
(b) lim,_,, arccos(vVx? + z — x) (d) limg_i— afj;ziz
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Cviceni 7 - vysledky
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Priklad 4
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Cviceni 7 - reSeni

Priklad 1 (a)
V241

. . 2140
limg 00 = limg 00 — = limg s o0 $2

VoAL + VOLSF (S)

1

Nutno poznamenat, ze jsme vyuzili toho, ze = je kladné, neb = — oc.

Piiklad 1 (b)

) Vaz+1 . |x|\/1+%
lim —~——~ = lim —— =
x

T——00 €T r——00

Priklad 1 (c)

limg oo vV +2 — 2 =limgoo Vo + 2 — /- \/77@13://%

Piiklad 1 (d)

lim
xr—r—00

_ /1 n % VoAL + VOLSF (P) 1
X

o VOLSF (P) + VoAL g
Vr+2+y/T -

= limg 00

]. Spoj. 1

. Ve+1-1 lim \/a:+1—1 Vor+1+1
11m — = 111n
x—0 x x—0 x ver+1+1

Piiklad 1 (e)

m
-0z +1+1 2

X
= lim =
I%Ox(q/x—kl—‘rl) T

Ver—642 im —6—2 4+2-Y6—x+ (V/6—12)?
a——2 z34+8  az—-2 2348 442 - 6—a+ (6-2)2
z+2

A, BLr8)d+2 6ot (622

Pouzili jsme A% — B
Priklad 1 (f)

lim
r——2 (1‘

2 2+ 4)4+2-Y6—z+ (V6 —1x)2)
3=(A-B)(A2+ AB+ B?) az3 +8= (v +2)(2? — 2z + 4).

1 VoAL + spoj. i
B 144

Vaz +1 oAL 1
lim z(vV2?2+1—2)= lim z(va?+1—1x)- VI AT gy T VOLSF@ A veal l

Priklad 1 (g)

Vi+zr—+1—=x

Vitz—V/1-z JVi+z++V/1—-2

(V1+a2)?+ 1+ Y1 —x+ (JY1—2)? _

lim
=0 14+ —+/1—2x

~ o500 Nte—VT-2 Vito+Vi-z
20((V1+2)* + V14 a- Y1 —a+ (V1 —x)%) VOLSF (P) + VoAL 3

(Vi+a)2+V1+a-V1—z+ (V1—1x)?

250 2¢(vT+ x4+ 1—x) 2
Piiklad 1 (h)
lim V24— Vr+20
=7 Vo+az—2 N
_ V2+e—Ve+20 A (V9+2)+2(V9+2)° +4V9+a+8
a7 VI+x—2 A (V9B +29+2)2+499+x+8
b 2?4622 4+ 122 + 8 — 22 — 40z — 400 (VI9+2)> +2(V9+2)? + 4V9+ 2 4 8 voar
= 9+a—16 A B
VoAL 32 . x® 4527 —28:—392 32 spoj. 112
- Goan z—7 =g 3 Jm(e® +120+56) =" 57
Kde
(V2+2)° + (V2 4+ 2)* V2 + 20+ (V2 + 2)3(Vr +20)% + (V2 + )% (Vo + 20)% + V2 + o(Vx + 20)* + (V2 + 20)°

Pficemz jsme pouzili, ze 2% + 52728z — 392 = (z — 7) (2>

+ 12z + 56).



Piiklad 1 (i)

. 1 1
VE+ Yt yE _ Viltgs ﬂA 1 vt vs)
lim ———————— = lim = —
T—00 V2r — 1 T—00 \/ﬁ / \/i lim 1— i
xr—r o0
1
=
\[ lim 4/1— ﬂ
T—r00
a pouzijeme véty o limité slozené funkce pro f(y) = /v a g(x) = 1 — 5. Mame lim, , g(z) =1 a f je v bodé 1 spojitd.
Dostavame tedy
ol 11
V2lim vy V2

Piiklad 1 (j)

o VIt22-3 . 1420-9 Jz+2 VT H2 Altspoj. . 4 4
lim ————— = lim . =2lim ———r— "= 2.~ = .
a4 T —2 z=44/1+224+3 x—4 c—4 /1T + 22+ 3 6 3
Piiklad 1 (k)
lim \/z ++/z+ vz —Vx = lim rtyetyr-e
T—r0o0 Tr—r o0
Ve+Ve+Vz+ vz
Vay 1+ = 1+
T—00 L0
Va(y 142+ /& +1) T+ +1
. 1
AL a:linolo 1 + ﬁ
: ~ ()
lim \[1T+4/2+ /2 +1
T—r00
a pouzijeme Vétu o limité slozené funkce. Nejdifve v citateli vétu aplikujeme na f(y) = /y a g(z) = 1+ f Je
limg o g(z) = 1, a tedy ze spojitosti odmocniny v bodé 1 mame, ze lim1 V¥ = 1. V jmenovateli postupujme nasledovné:
Yy—
polozme f(y Vi+yy+lagl % + 1/1,%. Pak lim,_, . g(x) = 0, a tedy ze spojitosti funkce f zprava v bodé 0
mame, zZe hm f( )=2. Odtud
y—0t
1
(%) = 9

Piiklad 1 (1)

2\/5 1+

hm V1+Vz
hm 1+ x—l—xz—i— hm V1 x—i—:m

a pouzijeme tiikrdt vétu o limité slozené funkce. V ¢itateli uvazujme spojitou funkci f(y) = /1 + /y a g(z) = /z. Pak
lim,_,o+ g(x) = 0, a tedy ze spojitosti zprava funkce f v bodé 0 mame lim+ fly) = 1. V jmenovateli vyfesime prvni
y—0




limitu: Polozme f(y) = \/1+ /Yy a g(z) = = + 23, Pak lim, o+ g(z) = 0, a tedy ze spojitosti zprava funkce f méme
li = 1. Pro druhou limit j teli volime funk =,/1- = 3. Analogicky jak {
yi}})l* fly) ro druhou limitu ve jmenovateli volime funkce f V¥ a g(z) = x+x2. Analogicky jako pro prvni

limitu jmenovatele ukdzeme, ze i v tomto piipadé lim+ f(y) = 1. Odtud mdme
y—0
(x) = 1.
Piiklad 1 (m)

2d (@ +1)? ~ (&~ 1)?)

lim 23 ((x+1)% — (z—1)5) = lim

=00 v=00 (z 4+ 1)5 + (z+1)5(z — )3 + (z —1)3
. dgs
= lim I 122 12 1.2 1,4
oo gs (T4 4)5 + (14 1)5(1—3)5 +(1—1)5)
= 1 = ()
- . 1\4 . 1\2 1. 1\2 . 1,4
At e)e gk e)s g () + i (=08

a pouzijeme ¢tyfikrat vétu o limité slozené funkce. Ukazeme prvni z limit jmenovatele; ostatni se spocitaji analogicky.
4 . . . < , .
Polozme f(y) = (1+y)3 a g(z) = 2. Je limy—o g(z) = 0, a tedy ze spojitosti funkce f v bodé 0 méme hn}) fly) =1.
Yy—r

Odtud plyne, ze

Piiklad 1 (n) Spoctéme nejdiive limitu vyrazu v odmocning:

. $2—2$—l . $2(1—2—%)AL1
lim ———% = lim —wga: = —.
z?—2z—1

Nyni pouzijeme vétu o limité slozené funkce pro f(y) = /y a g(x) = —3o713 - Jiz jsme spocetli, Ze limy g(z) = %, a

tedy ze spojitosti funkce f v bodé % dostdvame lim f(y) = \/g, coz je nas vysledek.
y—=3
Priklad 2
1\* L
lim <1+) = lim eIOE(H‘;)x
x

Tr—r 00 T—r00

Spocteme nejdiive

log(1+2) 1 log (1+ 1
log(lt) 1., gy, el+s)
€T T—00 P

1
lim log (1 + ) = lim
x

T—r00 T—> 00

8|~

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = w a g(z) = L. Plat{ lim,_,o g(z) = 0, pficemz Vo € R\ {0}: g(z) # 0, mame tedy

ovéfen predpoklad (P). Z Piikladu 3 (i) vime, ze lim,_,o f(y) = 1. Tedy plati

Tr—r00 T—r 00 = T—r 00
x

1 log (1+ 2
lim log (1 + > = lim M = lim f(g(x)) VOLSE 4
T

Znovu pouzijeme VOLSF pro f(y) = e¥ a §(z) = log (1 + %) . Vyse jsme spocetli lim,_,o §(z) = 1, navic f(y) = logy
je v y = 1 spojitd, tedy mame ovéfen predpoklad (S). Plati tedy

1\* .
lim (1 + > = lim °8(1+3)7 = lim f(g(x)) VOLSE o1 — ¢
x

Tr—r 00 Tr—r 00 Tr—r 00
Priklad 3 (a)
sin 322 AL, . Sin 3z

lim 3 lim
x—0 X x—0 31’2

= (%)

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = sin(y)/y a g(z) = 322. Ziejmé lim,_,0 3z = 0. Navic pro  # 0 platf 322 # 0, a tedy mame
ovétren predpoklad (P). Plati tedy

y—=0 y

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 3 (b)



sinz __
nr — (.

Funkce sinx je omezena a plati lim, % =0, a tedy lim,_,~
Piiklad 3 (c)
I x4 lim 1 1 AL 1 1
et ~ M i 16 1y T )
(422)2 z—0 (422)?

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = 17;# a g(x) = 42?. Ziejmé lim,_,o 422 = 0. Navic pro z # 0 platf 422 # 0, a tedy mame

ovéfen predpoklad (P). Plati tedy
1

=3

1 1 1
() = =Ty — 1q
16 lim 1=¢02¢ 16

y—0

m\w\ —_

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 3 (d)
. tan \f ) 1 sin \/z AL 1 sin sin /&
lim lim lim = (%)
L—>O+ 27 T a0+ 2 cos \/> f \f L—>0+ f

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = sin(y)/y a g(z) = /x. Zfejmé lim,_,o /T = 0. Navic pro x > 0 plat{ /x > 0 zprava, a
tedy mame ovéren predpoklad (P). Plat{ tedy

(%) = 1 lim sin \/y L
\/iy%(ﬂ* f _\/i.

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Piiklad 3 (e)

. v 1 — cos z2 o V1—cosz?2 22 _AL 7L V1 — cos z2 . 1 — cos z2
lim = —— = lim 3 = 2lim ————— =2lim | ——55— = (%)
z—0 1 —cosx z—0 T 1—cosx z—0 T

Nyni spocteme
. 1—cosa?
lim

50 (222

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = 1‘5;’“«’ a g(x) = x2. Ziejmé lim, ,o 22 = 0. Navic pro = # 0 plati 22 # 0, a tedy mame
ovéfen predpoklad (P). Plat{ tedy

lim 1 — cos z2 ~ Jim 1 —cosy _ 1

z—0 (x2)2 y—0 y2 2

Znovu pouzijeme VOLSF, tentokrat pro f(y) = /y a g(z) = 1_(;3;2””2. Vyse jsme spocetli lim, o g(xz) = 1/2, navic
f(y) = /v je vy =1/2 spojitd, tedy mame ovéren predpoklad (S). Plati tedy

(x) =2lim /iy = V2.

Y3

Piiklad 3 (f)
Z AL a znamych limit mdme lim,_,q =% g = = 1/1 = 1. Pouzijeme VOLSF pro f(y) = logy a g(z) = 5.
spocetli lim, 0 g(z) = 1, navic f(y) = 1ogy je v y = 1 spojitd, tedy mame ovéfen predpoklad (S). Plat{ tedy

Vyse jsme

lim log ( ) = lim logy = 0.
z—0 sin x y—1
Priklad 3 (g)
Az — sin 3 4 3 - 3
i S SRS AL gy TRET gy ST g 4T T i 3T Ty 32,
0 sinx z—0 sinx  z—0 sinx  z—0 4x sinz 2—-0 3z sinx

Obeé limity spoc¢teme snadno pomoci VOLSF a AL (detailni vypocet pfenechdvdme ¢tenédri). Pravd strana je definovéna,
¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Pi#iklad 3 (h)

. 1—coszx . 1 1—cos?z AL, spoj 1 .. sin?z ap 1. sinz . sinz 1
lim ——— = lim 5 = 5 lim —— "= - lim lim =—
z—0 x z—0 1+ cosx x 22—0 x 2250 x z—0 X 2




Priklad 3 (i) Pouzijeme VOLSF pro f(y) = 1;% a g(x) = x + 1. Zfejmeé lim, ,ox + 1 = 1. Navic pro = # 0 plati

x4+ 1#1, a tedy mdme ovéren predpoklad (P). Plati tedy

. log(1+=x) . logy
lim = lim
z—0 T y—=1ly —1

=1

Priklad 3 (j) Pouzijeme VOLSF pro f(y) = % a g(x) = sinwx. Ziejmé lim,_,,ssinz = 1/2. Navic pro

x € P(n/6,1/42) plati sinz # 1/2, a tedy mdme ovéfen predpoklad (P). Spocteme
oty —1 L 2D+l oyt
m ——— = 1lnm —/—/—/—————— = l1Im ——— =
y=3 2y =3y+1 ol Qu-1y-1) yoiy-1
Z VOLSF mame
2sin?z 4+ sinz — 1 2P +y—1

hm 5 = lim 5 = -3.
e—% 2sin“x — 3sinx + 1 y—3 2y% -3y +1

Piiklad 3 (k)

lim log(1 +2?) lim log(1+2%) (1+2%)—-1 (1—-2%) -1
z=0log(l —22) =0 (14+22)—1 (1 —22)—1 log(l —x2)
log(1 2 1 -1 1—2%) -1
L i og( +x)'lim(er) ~lim( z’)
z—=0 (1+22)—1 250 (1 —22)—1 2—0 log(l —x?)

= (0)- (1) - (I11) = (*)

Snadno spocteme (I7) = —1. Déle spocteme (I). Pouzijeme VOLSF pro f(y) = l;gi’ ag(x) = 1+2% Zfejmé lim, o 1+2% =
1. Navic pro x # 0 platf 1 + 22 # 1, a tedy mame ovéten piedpoklad (P). Spocteme

(I) = lim log(1+2%) . logy

S ~ 1
230 (14 a2) —1 yiy—1

Obdobné se spocte (I1I) =1, a tedy
() =1-(=1)-1=—1.

Prav4 strana je definovédna, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Piiklad 3 (1)

lim —— - lim 5

1—%—1 T—00 xz—)oo 1— % —

log (1- % log (1- %
limxlog(li)limz( 2 >Og(w"’)AL i 2 M:(*)
T—00 T

T 2

Na druhou limitu pouzijeme VOLSF pro f(y) = 1;%31’ a g(x) =1—2/2% Plati lim, o, 1 —2/2% = 1. Navic pro z € (0, 00)
plati 1 —2/2% # 1, a tedy mame ovéfen predpoklad (P).

Pozor! Nesaté¢i prestat pocitat ve chvili, kdy spocteme, ze prvni limita je rovna 0 a prohlasit, ze cokoliv krat 0 je 0! To
plati pro redlna ¢isla, my ale pracujeme na rozsifené redlné ose, ktera obsahuje nekone¢no. Musime tedy dopocitat, ze
druhd limita je redlné ¢islo. Az pak vime, ze vysledek je definovany (a tedy zéroven ovérime predpoklady AL).

Priklad 3 (m)

3z +log(2e73% + 1)
= lim
z—o0 27 + log(3e=2% + 1)

, )

mro0 log(3 4 e27) 00 log e?*(3e=2% + 1) = log e?* 4 log(3e=2% + 1)
. 1 —3z

34 Llog(2e73 4 1) 5 3T lim g log(2e™" 4 1)
v 1 —2x l —2x

z—00 2 4 ~ log(3e~2% + 1) 2+ lim ~log(3e2* + 1)

T—>00

log(2+¢™) _ . loge’(2e™ 41) . loge® +log(2e™*" + 1
(

= ()

Pouzijeme VOLSF pro f(y) = log(y) a g(x) = 273 + 1. Plati lim,_,o, 2¢73% + 1 = 1. Navic log je v y = 1 spojity,
a tedy mdme ovéfen predpoklad (S). Plati tedy hmm%oolog(% 37 4+ 1) = limy,slogy = logl = 0. Z AL pak plat{
limg, 00 L log(2e 3% + 1) = 0- 0 = 0. Stejné dostaneme lim, o < log(3e72% + 1) = 0. Mame tedy

3+0 3
() =5—0=5
240 2



Prav4 strana je definovédna, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Piiklad 3 (n)

lim log(1+37)
log(14+3%) AL ..  a—5-00 3" . 3" voLsF 1
im ————— = lim ———————— lim — = --0=0
T——00 log(l + 21) r—=—00  |im lOg(;jZ ) oz oo 2 1
r——00

Pro citatele pouzijeme VOLSF pro f(y) =log(1+y)/y a g(x) = 3*. Ziejmeé lim,_, o, 3* = 0. Pro jmenovatele pouzijeme
VOLSF pro f(y) = log(l +vy)/y a g(z) = 2*. Ziejmé lim,, o 2* = 0. Pravd strana je definovdna, ¢imz jsme ovérili
predpoklady véty o aritmetice limit.

Piiklad 3 (o)

log(1 + 3%) . log3® +1og(37% +1) . xlog3+log(3™* +1) . log3+2log(37* +1) AL log3

w160 log(1 +22) mr00 log 27 +log(2—% + 1) 00 rlog2 +log(2—= +1) o200 log2+ tlog(27* +1)  log2

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Piiklad 3 (p)

xT
lim (1— 2 = lim elog(l_%)'m VOLSE -2
T—00 T T — 00

Kde poslednsledni rovnost ziskdme dpravou vnitini funkce a pouzit{ VOLSF (S):

2
log (1 — 2) VOLSF4+VOAL+znamé lim.

2
1imlog(1—)-x:lim 2. =) —2
T—r 00 X T—r 00 —

x

V posledni rovnosti bereme VOLSF g(z) = == a f(y) = log(%y). Prav4 strana je definovéna, ¢imz jsme ovérili predpoklady
véty o aritmetice limit. )
Priklad 3 (q)

1V

C (l4a\ T (fa\Taem 142\ T g (2)F )2
lim = lim = lim === =4/ =

Piiklad 3 (r)

1-vE

14+x\ == i) 1=vE
lim + = lim elog(%ﬁ)' =5 VOISF 0 _

Kde VOLSF (S) pouzijeme na vnitini funkci exponentu ndsledovné:

1
1 1- 141 z  J/z spoj.
1im1og( +x). ﬁ:limlog(§+1). VE spoi ALY g,

T—00 24+ x 1—=x T—00
x

Piiklad 3 (s)
23
2 —= 302 —ot1)
i (2EmE RN elog(‘;zg+zil).l_3x VOLSF 0o _
z—oo \ 222 4+ + 1 Z—00

Kde VOLSF (S) pouzijeme na vnitini{ funkci exponentu ndsledovné:

o log (32— 1Y _a® o Toe (37 1+4 22 AL
1m 10 . = [lim lo . = —00.
wmoe S\ 22t 211) T—a  abec 0 2_|_% 1 %_1

p
Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 3 (t)

i Jtan (2 )] = tim ostan(s o) aanzs i g o tan(42) a0 2
=7 =7

Pouzili jsme vzorec a¥ = e¥108(a)

lim {1og tan (% + x)} Stan 2z AU POk log tan (% + %) - lim tan 2z

T =
z—Z z—Z

Vyraz log tan (% + %) je realné ¢islo. Dale plati:



lim tan2z = oo, lim tan2z = —oc.
T 5 — =T+

Vyuzitim piedchozich rovnosti dostavame nasledujici.

T tan 2z
lim [tan (g—l—x)} =e* =0

3
T T —

T tan 2z
lim [tan (g + x)} =e =0

=T+

Jednostranné limity nevysly stejné, tedy limita ze zadani neexistuje.

Piiklad 3 (u)
) (log:c+1>logx
lim | —
z—>00 log x

1\Y 1\Y ps
lim <y * ) = lim <1 + ) PL2 e

. (logx+1>logm
lim (| —— =e.

T—>00 log

Pouzijeme substituci y = log x:

Tedy i

Piiklad 3 (v)

1
hm (1 +x )b"‘ = = lim elog(l'm )
x—0 z—0

Kde VOLSF (S) pouzijeme na vnitini funkci exponentu nasledovneé:

1 1 2 B :
lim log (1+2%) - —5— = = lim log [(1 + 2%) 12} : .332 & (hm log [(1 + z%) I2D .12 VOLSEF Pr2y
z—0 sin“ x z—0 sin“ x z—0

Zde pouzijeme VOLSF (S) na f(y) = log(y) a g(z) = (1 + z?) “%27 nebot vime, ze lir% g(z) = e. Pravé strana je definovéna,
TrT—r

¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Piiklad 3 (w)
log(1+tan T).% VOLSF 1

1
hm (1+tanz)*™* = lim e Wrsme =T et =e
—0 z—0

Kde VOLSF (S) pouzijeme na vnitini funkci exponentu nésledovné:
log (14 tanz) tanz . log(l4+tanz) 1 AL+VOLSF+znamé lim +spoj.

1
lim log (1 + tanx) - — = lim . — = lim . = 1-1=1
z—0 sinx z—0 tanx sin x z—0 tanx cosT

Zde pouzijeme VOLSF (S) na f(y) = %g(y) a g(r) = tanz, nebot vime, ze lin}J g(x) = 0. Pravé strana je definovana,
r—

¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 3 (x)

. <1+tanx)>'“ Llimmﬁo(l—&—tanx)ﬁ e
lim [ ———

:—:1
z—=0 \ 1+sinz e

1
lim, 0 (1 + sinx) ™=
Kde limita citatele plyne z predchoziho piikladu a limitu jmenovatele spo¢teme pomoci substituce y = sinz a odvozené
limity:
1
li ¥ =
Jim (1 +)

Prav4 strana je definovédna, ¢imz jsme oveérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Piiklad 4 (a)
Spocteme nejdifve limitu argumentu funkce arcsin:
1—2

lim =—1.

Nyni aplikujeme vétu o limité slozené funkce pro f(y) = arcsiny a g(x) = 1+9€ Jiz jsme spocitdli, ze lim, o g(x) = —1,
7\'

a tudiz ze spojitosti funkce arcsin v bodé —1 zprava dostdvame, ze lim f(y) = —Z a to je néds vysledek.

y——1+
Piiklad 4 (b)



Opét spocitame nejdiiv limitu argumentu:

1
lim V22 4+ 2 —2 = lim %: lim il AL = (%).

Tr—00

Polozme f(y) = 1+ y+lag(z) = % Pak lim,_, g(x) = 0, a tedy ze spojitosti funkce f v bodé 0 mame, ze lir% fly) =2.
Yy—r
Z véty o limité slozené funkce jsme tedy dostali, ze (x) = % Funkce arccos je spojitda v bodé %, a tedy

lim arccos(v#? 4+ — x) = lim arccosy = g

T—00 y—1
Priklad 4 (c)

Vime, ze funkce arctan x > 1 od jistého xg pocinaje (nebot’ limg o arctanz = 5 > 1). Déle vime, ze lim,_,, arccot x =
0 a arccotz > 0 pro kazdé x € R. Pro & > g tedy plati odhad —+— < artanz ygra, nalevo ale diverguje k 400 pro

arccotx — arccotx

. . . . ’ ~ : arctanz __
T — 0. 7 véty o dvou po}hcaﬁech tedy usoudime, Ze lim, o 22525 = oo.
Piiklad 4 (d) Upravime
. e2 — 2z . e2 — g2z
lim ——— = lim \/ ————
x—1- arccosx z—1- V arccos®z
S . . o . e 1. . 2_ 2cosy
a soustfedime se na vnitfek odmocniny. Pocitejme za véty o limité slozené funkce. Polozme f(y) = % ag(z) =

arccos z. Vime, ze lim,_,;- g(x) =0, a pro = € (%, 1) plati, ze g(x) # 0. Z podminky (P) tedy dostavéme, ze

) e2 _ 27 ) e2 _ g2cosy 5 - 1— eQ(Cosyfl)
lm ——=lim —— =¢° lim —M——
z—1— arccos?x  y—0+ 2 y—0+ 12
2(cosy—1) _ 1 2(1 — 2(cosy—1) __ 1 21 — .,
=2 lim © 20 = cosy) AL o2 Jiy & lim (1= cosy) = ().
y—0+ 2(cosy —1) 12 y—0+ 2(cosy —1) y—o+ 32
2(1—cos y)

Druha z limit je dvojnasobek zndmé limity s funkci cosinus. Spoc¢itdme lim = 1. K prvni limité uvazujme funkci

y—0+
fl(y) = &7—1 a g(x) = 2(cosz — 1). Pak lim, o+ g(z) = 0 a zdroven pro z € (0,1) je g(z) # 0. Z podminky (P) tudiz
plyne, ze
eQ(cosy—l) -1 ) et — 1

m ——
y—0+ 2(cosy — 1) z—0- T

Odtud méame, ze
(%) = e2.

2_ 20

Na zavér aplikujeme vétu o limité slozené funkce jesté jednou, tentokrat pro f(y) = \/y a g(x) = . Spocitali jsme,

ze lim,_,,- g(x) = €2, a tudiz ze spojitosti f v bodé e? dostdvame

arccos? x

2 _ p2z
. € € .
lim — = lim f(y) =e.
r—1— arccosx y—re?
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