Cviceni 9

Piiklad 1 (Zéaklady, aritmetika derivaci). Urcete definiéni obor funkce, derivaci funkce a definiéni obor
spoctené derivace.

(a) fx) =2 172> +V3z -8  (f) fl&)=1+2 -5 (j) f(z) =tanz —sinz

(b) f(z) = (#° — 22 + 3)e” (g) flz) = % (k) f(x) =sinzcosx —tanx

(€) f(z) =z +2yr+Vz

(d) f(z) = 2logz + 2 log, x + 267 (h) f(x) =logx + <= (1) f(x) = arcsinx — 3arccotan x
(e) f(z) = (3)" (i) f(z) = %;:2 (m) f(x) = 2arctanx + 5arccos x
Piiklad 2 (Slozené funkce). Urcete definiéni obor funkce, derivaci funkce a defini¢ni obor spoctené derivace.
(a) f(z) = (2 + 50z + 12)™ () f(z) = sin(sin(sin z))) © f@) = (1)}

(b) fa) =a* @+ 2%z =7)"" (1) f(2) = 2log G (s) f(z) = (sinz)™"

(¢) flw) = arccotan(2a) () f(x) = sina — sin(a?) (t) f(x) = arcsin(cos )

(d) f(z) =55 (m) f(z) = log(log?(log®(x))) (u) f(z) = log(arccos x)

(e) f(z) =log(2® +z +2) (m) f(o) = -2 (v) f(z) = \/Li arccotan ¥2

(f) f(z) = cos(a® —x +2)° L ) -

(&) flx) = VI—a? (0) f(z) = =7 (w) f(z) = e o4 —log | [ £
() f(2) = (b) fla)=e () fla) = axctan v/a? —1 - 5%
(i) f(z) = cos®(z® -z +2) () f(z) =" (v) f(x) =z (arcsin(z?))*

Piiklad 3 (Funkce definované ,po vétvich®). Urcete defini¢ni obor funkce, derivaci funkce a definiéni obor
spoc¢tené derivace.

(a) flz) = [z 1—ux, x € (—o0,1)

(b) f(x) = min{z?, —2 + 3z} (g) fla)=q(1—=z)2—2x), zell,2]
—(2—1), T € (2,00)

(c) f(z) = max{—2? 2z — 3} 2 0

() £(x) = |log 2] () f(a) = {g i ifo

() f(x) = elsl
-1, >0

2 =4 7 € (~00,0] (i) fx) =435 w=0
(f) f( )_{1og(1+x), z € (0, 00) {1 =0



Cviceni 9 - vysledky

Piiklad 1
(a) Dy =[0,00); f'(z) = % — 51z% 4 5z%; Dy = (0,00) (h) Dj = (0,00); f'(x) = 3 — 222, Dy = (0, 00)

(b) Dy =R; f'(x) =e*(1+22); Dy =R (i) Dy = (0,00)\{1}; f/(z) = == cos(m)<—1+;?§é§2;)—m2 log(z) sin(a)
(¢) Dy =[0,00); f'(x) =1+ g5z + 753 Dy = (0,00) Dy = (0,00) \ {1}

(d) Df _ (0,00); f/(.’E) = 14 2% + @ + (1 + @)logx; (J) Dy = R\ (W/2+7TZ); f’(l‘) = ﬁ(;p) —COS(JZ); Dy = Dy
Py =(0,09) (k) Dy = B\ (/2 + 7Z); ['(x) = cost() — sin®(x) — by

(e) Df = R; f’(x) = log(%)(ﬁ)gg' Df/ = R Df/ = Df

(f) Dy =R\ {0}; f/(x) = *=42="; Dy = R\ {0} M) Dy =[=1,1}; /'(#) = 77 — mamy D = (L)

(8) Dy =R\ {=6,1}; f'(z) = 22T Dpy =R\ {=6,1} (m) Dy = [-1,1]; /(&) = =2 + 1225 Dy = (-1,1)

Priklad 2

(a) Dy = R; f'(z) = 78(22 + 50z + 12)77 - (22 + 50z + 12); (n) D = (=3,3); f/(x) =9- (9 — 22)~2; Dy = (—3,3)

Dy =R
m(lfr)2(2741274x)

Dy =R\ {-1}; f = - : Dy =R\ {-1
() Dy =R\ (7} £1(0) = - a2l Ggn1, p gy gy (P TEMTHSE e oy
_ ) —9e— LD, —
(C) fo:R; f/(x):_ﬁ_z sz/:R (p) 'Df—R\{O},f(x)—2e x37Df R\{O}
(@) Dy = (0,00); f'(z) = 2" - (logz + 1); Dy = (0, 00)
(d) Dy =R; f'(z) = Bzﬁfxf;”; ; Dy =R . 1
Dy = (0,00); =(3)"  (—=F" +1); Dy = (0,

() Dy =B f'(a) = 2415 Dy = R () Dy = (0,00): f'() = (3) - (Z3= +1): Dy = ( go)
(f) Dy =R; f'(x) = —sin(2® —2+2)?-9(2® -2 +2)%- (322 - 1); () Dy = Upey km,m+2km); f'(2) = ecsvlossine.
Dy =R (— sinxlogsinx + Csoij), Dyr = Upey (2km, m + 2km)

(&) Dy =[-2.2]; f'(w) = = 7755 Dy = (-2,2) (t) Dy =R; f'(z) = 222 Dy =R
(0) Dy = (0,00) \ {1}; f'(2) = =55 D = (0,00 \ {1} (w) Dy = [-1,1); f'(2) = scks - =5 Dp = (-1,1)

(i) Dy = B; f/(x) = 9cos®(2® — 2 +2) - (=sin(a® —z +2) - (y) p, = (@) = =l Dy =
(3{;2—1);@,:1& (v) Dy =R\ {0}; f'(2) = 572=; Dy =R\ {0}

(i) Dy =R; f'(z) = cos(sin(sin(x)))-cos(sin(z))-cos z; Dy = R (w) Dy =R; f'(z) = e L (22 +1) — 4/ 62:2;'_1 : ezgi:):)7

Dy =R
(k) Dy = (—00,1) U (1,00); f'(z) = $2-; Dpy = (—00,1) U d
(1,00) (x) Dy = R\ (0,1); f/(2) = sh= — YLi5me2t, py, =
(1) Dy =R; f'(z) =sin(2z) — 2z cos(z?); Dy =R R\ (0,1)
(m) Dy = (Loo) \ {e}; f'(x) = m; Dy = (v) Dy = [-1,1]; f'(z) = (arcsin (:ES))2 + 2z - arcsin (2®) -
(1,050 \ {e) Dy = (-1,1)




Priklad 3

(a) Dy =R; f'(z) =sgnz; Dy =R\ {0}; vz =0 je derivace (e) f/'(z) =sgnz na R\ {0}
zleva —1, zprava 1

3_2537 HARS (—O0,0)U(3/2, OO), (f) f/: 17 x € (—OO,O]77
(b) f'=12x z € (0,3/2) 1/(1+x), ze(0,00)
;i f c {0’ 3/2) 7 Pozor. Bod x = 0 je tieba vysetiit zvlaste.
nedef, x ,
FL(0) =3, f1(0) =0, f(3/2) =3, f1(3/2) =0 o1l
2, x € (—o0, —3) U (1,00), 2x -3, 1 ,2),
(© f'={ 20, we(-3,1) , v e [200)
nedef, x 6 {-3,1} Pozor. Body r=1ax =2 je titeba vysetiit zvlaste.
~3) =2, fL(~3) =6, ' (1) = 2, f1(3/2) =2
(= L) fi(3/2) % 3 cos \V+2xbm {*’lf 3;3507’
L0, o
_1/x z e ( -1)u(0,1),, Pozor. od x = 0 je tfeba vySettit zvlaste.
nedef, x € { 1, O 1}
) -1, f+ 1) =1, fL(0) = oo, f(0) = —oo, 0, =#0,
fr () =-1, fJr =1 00, =0



Cviceni 9 - feSeni
Piiklad 1 (a) Derivace souctu je rovna souctu derivaci, takze na jednotlivé séitance pouzijeme vzorec pro (c-x®) = ca-z®~ 1.
Funkce je definovdna na [0,00), nebot potfebujeme nezdporné &islo pod sudou omocninou. Derivace funkce je definovdna na
(0,0), nebot potiebujeme kladné é&fslo pod sudou omocninou ve jmenovateli.

Piiklad 1 (b) ((2? — 2z + 3)e®) = ((? — 22+ 3)) - e® + (22 — 22 + 3) - (e*)' = (22 — 2)e® + (22 — 27 + 3)e® = (z? + 3)e”.
Funkce i derivace funkce jsou definovany na R.

P#iklad 1 (c) Derivace souétu je rovna souétu derivaci, takze na jednotlivé séitance pouzijeme vzorec pro (c-2%)" = ca-x*~ L.
Funkce je definovana na [0,00), nebotf potiebujeme nezéporné &slo pod sudou omocninou. Derivace funkce je definovdna na
(0, 0), nebot potiebujeme kladné &fslo pod sudou omocninou ve jmenovateli.

Piiklad 1 (d) (zlogz + xlogsx + 2¢%)" = 2'logx + x(log x)' + z'logg x + x(logg z)’ + (2¢”)’ = logz + x - L +loggz + = -
(izig)’ +2¢” =logz +1+logg x + 55 + 2¢”.
Funkce je definovdna na (0, c0), nebot potfebujeme kladnd &fslo uvnitt logaritmu. Derivace funkce je definovéana na (0, 00) ze

stejného duvodu.

Piiklad 1 (e) ((2)7) = (e¥log3) = log 3 - eTlog s — log 2 - ()", nebo lze alternativné pouzit vzorec ¢ - a® = cloga - a”

Funkce i derivace funkce jsou definovdny na R, nebot mocnény vyraz je kladny.

Piiklad 1 (f) Derivace souétu je rovna souétu derivaci, takze na jednotlivé séftance pouzijeme vzorec pro (c-x®)' = ca-z®~ 1.

Funkee i derivace jsou definovéany na R\ {0}, nebot potfebujeme nenulové &islo ve jmenovateli.

Piiklad 1 (g)

(x2—2x+7>/_ (22 =22 +7)" - (2% + 52— 6) — (2% — 22+ 7) - (z2® + 5z — 6)’

224+ 5x—6 (x% 4 bz — 6)?
(22 —2)- (2® +52—6) — (2> — 204+ 7)- 2z +5)  22° 4 8z% — 22z + 12 — (22° + 2® + 42+ 35)  Ta® — 262 — 23
(22 + 5z — 6)2 N (22 + bz — 6)2 - (22 +52—6)2°

kde jsme vyuzili vzorce pro derivaci podilu. Funkee i derivace funkce jsou definovany na R\ {—6, 1} kvili nenulovosti jmenovatele.

Priklad 1 (h) Derivace souétu je rovna souctu derivaci, takze na s¢itance pouzijeme vzorece (c-logz)’ =c- L a (c-cosz) =

¢ (—sinx). Funkce je definovana na (0,00), nebot pottebujeme kladna ¢islo uvnitt logaritmu. Derivace je pak také definovdna
na (0, 00).

Piiklad 1 (i)

xcosx — 2 /7 (zcosx —2) - (logz) — (xcosz —2) - (logzx)
(log x)?
(cosz —xsinz) - (logz) — (xcosz — 2) % _ z(cosz —wsinz) - (logx) — xcosz + 2

(log x)? z(log )?

log x

b

kde jsme vyuzili vzorce pro derivaci podilu. Funkce i derivace funkee jsou definovdny na (0,00) \ {0} kvali definicnimu oboru
logaritmu a pozadavku na nenulovost jmenovatele.

Piiklad 1 (j) Derivace souctu je rovna souctu derivaci, takze na scitance pouzijeme vzorece (c - tanz) = ¢ - ——
(c-sinz)" = ¢ - cosz. Funkee je definovdna na R\ {5 + km,k € Z}, nebot to je omezni plynouci z definiéniho oboru funkce
tangens. Derivace je pak také definovdna na R\ {F + kn, k € Z}.

Piiklad 1 (k) (sinzcosz — tanz)’ = (sinz) cosx + sin z(cos )’ — (tanz)’ = cos® x — sin® x — ——. Funkce je definovana
na R\ {5 + km, k € Z}, nebot to je omezni plynouci z definiéniho oboru funkce tangens. Derivace je pak také definovéna na
R\ {Z + km, k € Z}.

2

1
V1—z2
Funkce je definovdna na [—1, 1], nebof to je omezn{ plynouci z definiéniho oboru funkce arcussinus.

Priklad 1 (1) Derivace sou¢tu je rovna souctu derivaci, takZze na s¢itance pouzijeme vzorece (¢ - arcsinz)’ = ¢ - a
=1
1422

Derivace je pak definovéana na (—1,1), nebot jesté navic poZzadujeme nenulovost jmenovatele.

(c-arccotanzx) = ¢ -

—1
V1—z2
Funkce je definovdna na [—1, 1], nebof to je omezni plynouci z definiénfho oboru funkce arcuscosinus.

Priklad 1 (m) Derivace souctu je rovna souctu derivaci, takze na s¢itance pouzijeme vzorece (c - arccosz)’ = ¢ -

_1
1422

Derivace je pak definovéana na (—1,1), nebot jesté navic poZzadujeme nenulovost jmenovatele.

a

(c-arccotanzx) = c-



Priklad 2 (a) Nahlédneme, ze Dy = R. Spocitdme za véty o derivaci slozené funkce
(2% + 502 + 12)™)" = 78(2® + 50z + 12)77 (22 + 502 + 12)" = 78(2> + 50z + 12)77 (22 + 50).
Odtud vidime, ze i Dy =R

Piiklad 2 (b) Vidime, ze Dy = R\ {7}. Pouzijeme vzorce pro derivaci soucinu tif funkei (fgh) = f'gh + fg'h + fgh'.
Pocitejme
(*(z+2)%(z — 7)_11)/ =327 (2 +28% -7+ 8@ +2)" - (z -7+ 2P (x+2)8 (—11)(z —7)712
32%(z +2)"(31x + 14)
(z —7)"12 ’

Odtud vidime, ze Dy = R\ {7}.

Piiklad 2 (c) Je Dy = R. Spocitdme

2

1
(arccotan(2z))’ = ———— (2z) = T e

1+ (22)2

a vidime, ze Dy = R.

Piiklad 2 (d) Je Dy = R. Spocitame dle pravidla pro derivaci sou¢inu

2 +1 -

30-2\  3-(2®+1)-(Bx—2)-2z -322+4r+3
- (J]2+1)2 - ($2+1)2

Piiklad 2 (e) Spocitame, ze 22 + x 4+ 2 > 0 na R, a tudiz Dy = R. Spoéitdme derivaci

20+ 1
224+ +2

;1

Sy e Ys

(log(z® +z +2))
7 toho je vidno, Ze i Dy = R.
Piiklad 2 (f) Je Dy = R. Spocitame derivaci

(cos(a® —x+2)°) = —sin(a® — 2 +2)°- (2 —2+2)°) = —sin(z® — 2 +2)°-9(z® — 2 +2)% - (32% - 1).

Odtud Dy =R.
Piiklad 2 (g) Chceme, aby vyraz v odmocniné byl kladny. Odtud dostdvdme Dy = [—2, 2]. Spocitdme derivaci
/ 1 —x
\/4—x2> = (4-2* = —.
( 24 — 2 ( ) V4 — 2

Odtud Dy = (~2,2).

Piiklad 2 (h) Snadno nahlédneme, ze Dy = (0,00) \ {1}. Spocitdme derivaci

/
(lo;x) - _log12x (loga)’ = _xlongx.

Odtud Dy = (0,,00) \ {1}.

Piiklad 2 (h) Vidime, ze Dy = R. Spocitame

(cos”(2® —z + 2))/ =9cos®(z® — 2 +2) - (cos(z® —z + 2))/ =9cos®(2® — 2 +2) - (—sin(z® —z +2)) - (32% — 1).

Odtud Dy =R.

Priklad 2 (j) Vidime, ze Dy = R. Spocitame

(sin(sin(sinz))))" = cos(sin(sinz))) - (sin(sinz))" = cos(sin(sinz))) - cos(sin ) - cos z.

Odtud Dy = R.



Piiklad 2 (k) Spocitdme, ze izﬁ > 0 prave tehdy, kdyz « € (—oo, —1) U (1,00) = Dy. Spocitdme

9] 2?2 -1 /_ 2 +1 2z(2®+1)—2x(2*—1) 8z
Brril) T (x2 4 1)2 ot -1

Odtud Dy = (—o0, —1) U (1, 00).
Piiklad 2 (1) Vidime, ze Dy = R. Spocitame
(sin®x — sin(x2))/ = 2sinx - cosx — cos(x?) - 2.
Odtud Dy =R.

Piiklad 2 (m) Dostédvéme sadu podminek z > 0,log® z > 0 a log®(log®(z)) > 0. Dopocitame se, ze Dy = (1,00) \ {e}.
Spocitame

. / 1 . ’ 1 /
(log(log2(10g3(x)))) = m . (log2(log3(x))) = m . 210g(log3(a:)) . (log(log?’(m)))
_ 2 . (log3(x)) = 2 -3log?(z) - (log(x))
" ioator’ @) @ ) T glog o 1 ) 1os)
6
~ log(log®(x)) log()z

Odtud vidime, ze Dy = (1,00) \ {e}.

Priklad 2 (n)

fl2) = FEs

Definiéni obor f

9-22>0 < B-2)3+2)>0 < x€(-3,3)=D(f)
Derivace f

x )/:m’-\/Q—xz—x~(\/9—x2)/ _ 1-\/9—x2—m~%(9—x2)*%~(9—m2)’

N (Vo—a2) o
ARl e e S e o S SPOUPAR
5 - Voo

Definiéi obor f' D(f’) = (-3,3)

Priklad 2 o
2(1—
f() = =52
Definiéni obor f D(f) =R\ {-1}
Derivace f

) = (x2(1 _x)3>’ (@0 -2)Y) (1 +2) - (@21 -2)*) - (1 +a) ((x2)’(1—x)3+w2 ((1—96)3)') (1+2) —2?(1-a)

1+ (1+x)? (1+x)?
(2o(1-2) + 22301 -2 (L=a)) - (L+2) ~2*(1—2° _ 20(1— 2)*(1+2) — 3°(1 —2)°(1+2) — (1 — 2)°
(e (e
_ z(1—2)?(2(1 —2%) = 3z(1 + ) — (1 — 2)) _ (1 —x)? (2 - 222 — 3z — 3% — v + 2?) _ z(1—2)? (2 — 4a? — 4z)
(14 2)? (14 x)? (14 )2

Definic¢i obor f’
D(f") =R\ {-1}

Priklad 2 (p)
fla) = ez
Definiéni obor f D(f) =R\ {0}
Derivace f

m""



Definiéi obor f’
D(f") =R\ {0}

Piiklad 2 (q)

flx) =a®

Definiéni obor f D(f) = (0, 00), protoze z definice obecné mocniny plyne, ze z% = 1087,
Derivace f

Vyuzijeme vzorec a = €'°%2 pro a > 0.

1
fl(z) = (%) = (ex1°g$)/ = e®lo8? . (logx) = €187 . (¢ -logx + x - (logz)') = e®lo82 . <logaﬁ +x- z) =2"- (logz + 1)

Definic¢i obor f’
D(f") = (0,00)

Piiklad 2 (r)

(o) = (3)*
Defini¢éni obor f
D(f) = (0,00)
Derivace f

Vyuzijeme vzorec a = e'°8¢

pro a > 0.

1 . ((i)llog:r+x~(logx)/> =

i
S
S~—
Il
/
7N
SH
~_
8]
~_—
\
—~
)
8=
-~ 8
™
—
Il
)
8=
53
0
8=
VR
| —
5}
o
8| =
~_
\
7N
8]~
~~_
8]

Definiéi obor [’
D(f) = (0,00)

Priklad 2 (s)

f(@) = (sina)™

Definiéni obor f

Opét z definice obecné mocniny plyne, zZe je potieba, aby sinaz > 0. Tedy D(f) = ¢z (2km, m + 2k7).
Derivace f

flz) = (em”'k’gsmm)/ = ecoswlogsine  (cogp . Jogsinx)’ = ecosTlogsin ((cos z)" - logsinz + cos x - (logsin x)') =
1

2
. . ) / o Toe < . . cos® x
- | —sinzlogsinx + cos z— (sinz) | = e°®® logsinz sinxlogsina + —
sinx sinx

— o8 z-log sin x

Definiéi obor f’
D(f') = Upey, (2km, m + 2kT).

Priklad 2 (t)

f(z) = arcsin(cos x)

Definiéni obor f Defini¢ni obor arcsin je interval [—1, 1] a obor hodnot cos je [—1,1]. Proto D(f) = D(cos) = R.
Derivace f

f'(x) = (arcsin(cos z)) = . (cosz) =

1— (cosz)?

—sinx

V1 —cos?zx

Definiéi obor [’
D(f") =R



Priklad 2 (u)
f(z) = log(arccos x)
Definiéni obor f
D(f) =[-1,1)
Derivace f
1 1 -1
f'(x) = (log(arccos x))" = - (arccosz) =

arccos x arccosr /1 — 2

Definiéi obor f’
D(f’) =(—1,1) a v bodé —1 mé funkce pouze jednostrannou derivaci.

Piiklad 2 (v)
f(z) = % arccotan
Definiéni obor f

D(f) =R\ {0}

Derivace f

V2

€T

-1

(1 V2 '_ 1 1 V2 /_ 1 B B
f(x)—(\/iarccotanJ:) _\@H<\/§>2<x> _ﬁ.ler%-\/5.(—1).?_2+$2ﬁ_2+z2

Definiéi obor f’
D(f") =R\ {0}
Piiklad 2 (w)

flz) = e¥* o+l _og , /L2

621-"—1

Definiéni obor f

D(f)=R

Derivace f

!/ !
2z 2z 2z
U _ z?—z+1 o e _ o xi—ztl . 2 o 1 . € — € —

f(SC)— (6 log €2x+1> =e€ (Z’ ‘T+1) o2z ( e2x+1> - 621‘_’_17

e2r 41

2_ €2z+1
=T Qo 1) -y

(€2 + 1)2

1
2
R R e2r +1 1
=e 2z +1) - T
. e2r 41 €2 (1—e*
=e o@2e+1) - T 2( 2)
Y

Definic¢i obor [’
D(f')=R

Priklad 2 (x)

f(z) = arctan va? — 1 — %
Definiéni obor f

D(f) =R\ (0,1)

Derivace f

227 . (6295 + 1) — 27 . 92 22wl (20 +1) fe2r +1 1 2% (1 — eh)
. fr— e . :L’ —_— DR——
(621 + 1)2 622': 2 (629: + 1)2

.<62w+1> - (el -y B



log x !
"(2) = [ arctany/z2 — 1 — =
o = ( =)

1 2.(\/771)/7(10gx)/~\/x27—1—10gx-( x2—1)/

— 2 —
T eon WV (vVaZ 1) -

111 s o AVET o Tologz-t- (VAo 1) (a2 —1)
=33 x2_1.(x 71)7 PO =
B 2z z 22 —1—logz% -2z

222 /22 — 1 2 —1

1 m—longxQ

T ovaE—1 3 —x

Definic¢i obor f’
D(f) =R\ (0,1)

Priklad 2 (y)

flx)=x (arcsin(x3))2

Definiéni obor f D(f) =[-1,1]
Derivace f

! /

f(x) = (a: (arcsin(x?’))Q)l =1’ - (arcsin (:103))2 +x- ((arcsin (m3))2) = (arcsin (x?’))z + 2 -2 arcsin (z%) - (aresin (2°)) =

2
! . (acg)l = (arcsin (a:3))2 + 2x - arcsin (xg) . 3z

1— (%) vi-at

= (arcsin (x3))2 + 2x - arcsin (1;3) .

Definiéi obor f’
D(f’) = (—1,1) a vkrajnich bodech existuj{ jednostranné derivace.



