Sada 4

Tvrzeni 1 (Spojitost mocniny). Necht a > 0 a {z,}°2, je posloupnost redlnych ¢isel. Paklim,, oo (x,)*
(limy, 00 ©)*, pokud pravd strana ddvd smysl.

Priklad 2. Z definice spoctéte limity:

a) lim,_ n, d) lim,_eo (1)", g) lim,, . cos(mn)/n,
2
b) lim, e T, e) lim, o n", h) lim, . sin(Z 4 mn)n =2,
n 2
(c) limy, o ", (f) lim, o0 (—1)", (i) limy, o0 %

Piiklad 3 (Rustova skéla). Ukazte, ze pro a > 0,b > 1, ¢ € R plati

1 a " n!
Ilme-—=Ilmec-—=1lime¢-— = limc-— =0.
n—00 na n—00 n n—00 n! n—00 nm
Uvédomte si, ze z aritmetiky limit pak pro ¢ # 0 plyne
y
na n n! n
lmec-—=limec-—=1lime¢-— = lime-— =c- 0.
n—o00 1 n—00 na n—o00 b n—o00 n!
: 4n47n—ntd ; 416" +2
(2) limy, o0 gorti o, (b) Timy, o0 #FE000
Piiklad 4 (Raciondlni funkce a binomickd véta). Spoctéte limity:
. . 5_gn3 ) 2)21 _(p41)21
(a) hmn—)oo _32n4 + 64”3 - 1287 (d) hmn—mO %7 (g) hmn%oo (2(,?213))10_(&—’2__37)107
. 2 _ . +4 100 __ +3 100 . 2_ 2 4 3_,4
(b) lim,, oo 2 :_?_7; 4, (e) lim,, 00 (n(nj_Q)lOO(jnlﬂ)O ) (h) lim,, o0 (n 7n1()n(2_r~z_—2i-)2)+2n )
. _ . 4 15 __ 3 15 . . 5 1 6__(,,5 2 6
(C) hmn—)oo _ZTng (f) hmn%oo %1—5(11:15)7 (1> hmn%oo %

Piiklad 5 (Odmocniny, spojitost mocniny). Spoctéte nasledujici limity:

a) lim, oo vVn + 1 —/n, (e) n++/n+vn+3

n+1 ?

(f) lim, oo VN2 +n+2— V13 +n,

: Ynti—¥n
(d) \/n+n—n, () 11mn_>oo$_3\/22.

Piiklad 6 (Dva policajti). Spoctéte néasledujici limity:

(a) limy, e §/c,c >0, (c) limy, o0 %7 (d) limye0 4/(2 + cosn)n
(b) limy, 00 54, (€) limy,_o0 V/I7 4 27 + 37 + 47

Priklad 7 (Vsehochut). Spoctéte nésledujici limity:

(a) limy, oo sin() -n? - (Vnl+1—v/n3+1)



Priklad 2

(c) neexistuje,

Priklad 6

Priklad 7

(a) neexistuje.

Sada 4 - vysledky

(g) neexistuje,



Sada 4 - reSeni

Priklad 2 Kdyz pocitame limity z definice, je dobré mit predstavu, jak se posloupnost vyviji s ros-
toucim n, odhadnout, zdali konverguje k néjakému ¢islu, diverguje k 00, nebo limita vibec neexistuje.
Pak se pokusime nas odhad dokazat.

(a) Ukdzeme, Ze lim,, o, n = 0o z definice. Necht K > 0. Zvolme ng € N takové, ze ng > K (takové
existuje diky Archimédové vlastnosti). Pak pro vsechna n € N, n > ny mdme n > ny > K. Odtud
lim,, ..o n = o0.

(b) Ukazeme, 7Ze lim,, o, + - =0. Necht e > 0. Zvolme ng € N takové, ze ng > - L (k tomu se dostaneme
naptiklad tak, ze spocitame nerovnici + < ¢, Jepz feSenim jsou z > 5)‘ Pak pro n € N, n > ng mame
| L_ 0{ 1 < 1 < . Tedy vskutku lim,, s = =0.

(c) Ukazeme ze lim, o " = oo. Necht K > 0. Zvolme ny € N takové, ze ng > log K (opét
ho muzeme ziskat z nerovnice e > K). Pak pro n € N, n > ny mdme z monotonie exponencialy

en > e > elog K — K Odtud lim,,_, " = o0.

(d) Ukdzeme, ze lim,_,(3)" = 0. Necht ¢ > 0. Zvolme ny € N takové, ze ng > log1 & (naptiklad

reSime nerovnici log1 x < €). Pak pro véechna n € N, n > ny mame z faktu, ze funkce (%

5)" je Kklasjici,

ze |G —0[=0E)< @) < (3 >10g1 ° = &. Proto plyne pozadovany vysledek.

(e) Ukazeme ze posloupnost diverguje do oo. Volme K > 0. Uvédomime se, ze pro vSechna n € N
plati, ze n™ > n. Tedy, pokud zvolime ng € N takové, ze ng > K, pak pro n € N, n > ng mame
n™ >n > ng > K. Odtud lim,,_,. n™ = 0.

(f) Vidime, ze posloupnost (—1)" osciluje mezi —1 a +1, takze ukdzeme, ze limita neexistuje.
Predpokladejme pro spor, ze posloupnost (—1)" konverguje k néjakému A € R, tedy lim,, . (—1)" = A.
Jelikoz (—1)" konverguje k A, nalezneme z definice konvergence pro £ = % ny € N takové, Ze pro
n € N, n > ng mdme |[(—1)" — A| < 1. Pak ale pro vSechna m,n > ny mame z trojihelnikové nerov-
nosti, ze |(—=1)" — (=1)"| < [(=1)" — A] +|(—1)™ — A| < 1. Nicméné, pokud vezmeme n > ng tak pak
jisté i 2n > ng a 2n + 1 > ng, ale |[(—=1)?" — (=1)?"T!] = 2 a to je spor. Proto lim,, . (—1)" neexistuje.

(g) Uvédomime si, ze cos(nm) = (—1)". Vidime, ze jako v pfedchozim piikladé nase posloupnost
méni znaménka, ale zaroven i v absolutni hodnoté roste. Ukazeme, zZe limita neexistuje. Opét budeme
postupovat sporem. Necht tedy pro spor lim,,_,., cos(nm)y/n = A € R. Pro € = % nalezneme ng € N
takové, ze pro vSechna n € N, n > ng mame |cos(nm)y/n — A| < % Analogicky jako v minulém piikladée
vyvodime, ze pro v8echna m,n > ny mame |cos(n7r)\/ﬁ — cos(mm)y/m| < 1. Opét, pro n > ng mame,
ze |cos(2nm)v/2n — cos((2n + 1)m)v2n + 1| = |(— 2n — (—1)*""2n+ 1| = [V2n+2n + 1| =
Von+v2n+1>+2n > 1, coz je spor. Proto hrnlta neexistuje.

(h) Ukazeme, ze lim,, o sin(5 +n7r) —? = 0. Uvédomime si, Ze |sin(% + n7)| <1 pro n € N. Necht
€ > 0. Zvolme ngy € N takové, ze ng > f (treba vyTesime rovnici 2 < ¢). Pak pron € N, n > ny médme

sin( 5 +nm)
n2

|sin 5 +nmnT2 — O‘ = < ‘ L } =5 < 12 < e. Odtud plyne pozadovany vysledek.

sinn

= 0. Opét si uvedomlme ze |sinn| < 1. Necht & > 0. Zvolme ng € N
M 0} “n"} < ‘1‘ 1 < 1 - < &. Odtud plyne

(i) Ukazeme, ze lim,
takové, ze ng > % Pak pro vsechna n > ng mame
pozadovany vysledek.

Analogicky jako v pifkladu (b) bychom mohli z definice ukézat, Ze pro véechna a > 0 je lim, 0 = =

0.

Vysledek z ¢ésti (¢) a (d) bychom mohli zobecnit na to, ze pro a € (0,1) je lim, ,,,a”™ = 0 a pro
b€ (1,00) je lim, o b" = co. Dukaz by probéhl zcela analogicky.

Priklad 3

Pokud je ¢ = 0, tvrzeni trividlné plati, muzeme tedy predpokladat, ze ¢ # 0. K dikazu pouzijeme
nasledujici tvrzeni ze superseminare:



Tvrzeni 8. Necht {x,} je posloupnost kladnyjch redlnych &isel splriugici

Tn+41

lim <1 nebo lim /x, <1.

n—oo I, n— o0
Pak lim,,_, o x,, = 0.

lim c- =0:
n—00 ne

Limitu spocteme z definice. Necht je déno & > 0, Najdeme ng € N takové, ze ng > (|c| /). Pak
pro kazdé n € N,n > ny mame

lim c-
n—oo

Ukazeme, ze pro posloupnost z,, = ¢y ~ platf lim,,_ye0 -& s < 1. Pocitejme

.oy, , ¢c (m+1)* " , 1 /n+1\"
= lim | - . = lim | -
n—00 Lp41 n—oo \ C na prt+1 n—oo \ b n

b”:

lim

7 definice ovéfime, ze posledni limita je rovna 1. Necht € > 0 je ddno. Zvolme ng € N, ng > (1+a)+/a—1
Pak pro n € N, n > ng plati (podrobné si rozmyslete pouzité nerovnosti)

< ](1 F(A 4o 1) - 1‘ — ‘(<1+g)1/a)“ - 1(

Plati tedy
1
=—--1<1
()=7

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit a zaroven ukazali
pozadovanou nerovnost.
Alternativné misto vypoctu posledni limity z definice, muzeme pouzit Tvrzeni 1 a pocitat:

1\ 1\
lim (1+—) :(lim <1+ >) AL(hm 1+ lim —) =(1+40)"=1.
n—00 n n—00 n—00 n—o00 N

Prava strana je definovana, a tedy Vétu o aritmetice limit lze pouzit.

T
lim ¢ - b
n—0o0

7 d .
Ukazeme 7ze pro posloupnost x, = ¢ plati lim,,_,, —2=
9 n! Tn+1

n pntt ! 1 1
lim =2 — dim (S ) — tim (b AL i — (%),
n—00 Lpi1 n—oo \ C br (n -+ 1)' n—o00 n+ 1 n—oo 1, + 1
Nyn{ si uvédomme, ze posloupnost —- je ve skutecnosti podposloupnosti posloupnosti 1 ~ (vynechdme

prvni ¢len), a tedy musi mit stejnou hmltu Proto plati

(x)=b-0< 1.

4



Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limita zaroven ukazali

pozadovanou nerovnost.

. |

lim ¢- 2

N—00 n

/s~ o ! ’ 1. “ s .
Ukazeme, ze pro posloupnost z,, = ¢- 7= plati lim,, . /7, < 1. Pocitejme
. ve-n!

lim /z, = lim {/c-— = (x).
n—00 n—00 nn n—>oo

Pro n liché odhadneme

DO |
o3
3
3
I
VR
DN | —
N——

mf

3

3

IN
7N
| =
N——
V]

3

3

ml=1.2.. 2.0 <
2

x) < lim
Priklad 4 Zakladni trik pro vypocet limit polynomu a poddilu polynomu je vytykani nejvyssi
mocniny.

(a) Upravime vyraz v limiteé:

412 412
lim (—32n* + 640 — 128) = lim n* <—32 e _8>A_L lim n - lim ( 59 + 6_ _ 78)
n

n—00 n—00 n n4 n—00 n—00
64 128
A_Lhm nt <hm —324+ lim — — lim —4) = (%)

Z rustové skaly pak mame

() =00-(—=32+0+40) = —o0.
Pravé strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

(b) Upravime vyraz v limité:

n?+3n —4 nf(1+2-4)  p2 14314

lim = lim LS = lim — - n__n
. . 3 . 4
2 143_4 lim 1+ lim 2 — lim
A:Llim ® o lim ”4”A:Llimn-n_>°°, Lt

n—oo n—oo
14040
= = 1 =o0.

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
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(¢) Upravime vyraz v limiteé:

n n(1-1) AL, 1 -1
M s T s Ty 0 =0

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

(d) Upravime vyraz v limité

P —6nt4+n . (- 5+ k)
lim 3 5 =1 T 5
AL T}LIEO(E)_%—FTTIAL) __§
T EE

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

(e) Upravime vyraz v limité s pouzitim binomické véty:

oy (A — (3 S (et = 5 () nta
nl—>nolo (n + 2)100 — ploo o nl—>Holo ]1;1)0 (120) nkon—k _ 1,100
. n100 L 400n% + 228:0 (120)nk4100—k _ (nmo +300n%° + 228:0 (lzo)nk?)mo-k)
n—00 nl00 4 20019 + 228:0 (120) nk2100—k _ 1100
. 10009 + ZZSZO (120> nkq100—k _ 2820 (120) nk3100—k
n—+00 200199 + 228:0 (120) nk100—k
oy n9? ' 100 + 228:0 (120)nk7994100—k i 28:0 (120)nk—9931007k
= hh 99 98 100\, k—999100—k
noeen 200 + 3,2, (1) k02
AL, -, 100+ Soee o (190) 0 4100k 5708 (190 . 3100k
n—00 200 + 228:0 (120) . () - 2100—k
- 100 1
200 2

Pravé strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.

Alternativni (pficetny) piistup. Nejprve si uvédomime nasledujici: je-li P<g(n) = Zle a;n’ poynom
stupné nejvyse k v proménné n, pak plati

k k
. P(n) i k1AL
JE{}O nk+l _Jl_{f,lozam —Zai-O—O.
=0 i=0
Pravé strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit. Vyuzili jsme toho,
ze i —k —1 <0 pro vsechna i € {0,...,k}. S pouzitim binomické véty jako vyse dostaneme

100 _ N~ (100N 4k o 99
(n+4) :Z 4" = n" 4+ 400n™ + P<gs(n),

k
k=0
100 _ N~ (100N 4ok 10 99
(n+3) :Z i nt3" " =n" 4+ 300n™ + Q<os(n),
k=0
100 _ N~ (100N 4ok o 99
(n+2) :Z i nt2" " = n 4 200n™ + R<gs(n),
k=0



kde P<gg(n),Q<os(n), R<gs(n) jsou vhodné polynomy stupné nejvyse 98. S pouzitim pozorovani
uvedeného vyse spocteme:

oy (P )1 —(n+3)"% _ i n*% +400n% + P<gs(n) — (n'* 4 300n” + Q<gs(n))
n—oo  (n + 2)100 — 100 00 nt00 + 200n% + R<gg(n) — n'o0
i 10097 & Peos(n) = Quon(n) _ om0 100+ T — S
n—oo 200n% + R<gs(n) nveen® gq0 4 Heost) Bsosln)
AL, 100+0-0 1
20040 2

Prava strana je definovana, ¢imz jsme ovérili predpoklady véty o aritmetice limit.
Priklad 5 V prikladech s odmocninami se hodi znat vzorec

Vk € NVa,beR: a* —b* = (a — b)(a" ' +a* 20+ ... + a2 + ")

(a) Pocitejme

n+1—n 1 1
lim vn+1—vn=lim ——— = lim ——— = lim
1 1 1

1
:llm—-—_ _—
nﬁw\/ﬁ 1+%+1 n—00 n 1+%+1

1 1
ALhm - 210-—,

VT lim (/1+ 24+ 1)

n—oo

kde T1 je Tvrzeni 1. Pouzili jsme ho v obou limitach v posledni rovnosti.

(b)

lim Vn+7—¢n=limm+7)3—n3 = lim n+7_n1 T—
n—00 n—r00 n—00 (n+7)3 +(n+7)§ 3 +mns
) 7
= lim —; 5 P 1 p
n=on3(14+L)s +ns(1+ )3 +ns
) 7
= lim -2 I
nroops((1+0)8 4+ (14 )8 +1)
1 1
A:Llim7-hm — - 2
noo n=oo s lim (14 2)5 4 (1+ )5 + 1)
n—oo
1 1
AL 7. lim = -
n—oo  n—oo 3 lim (1-|— )3 + lim (1—|— )3 + lim 1
n—oo n—oo n—oo
T1 1
=7-0 =
1+1+4+1



