
Rychlé připomenut́ı vlastnost́ı funkćı, které v př́ıkladech budeme použ́ıvat:

absolutńı hodnota
Absolutńı hodnota je funkce |·| : R → ⟨0, ∞) definovaná následovně:

|x| =
{

x, x ≥ 0,

−x, x < 0.

Nav́ıc splňuje následuj́ıćı vlastnosti:

(i) |x| = 0 ⇐⇒ x = 0,

(ii) |ax| = |a| · |x| pro každé a, x ∈ R,

(iii) |x + y| ≤ |x| + |y| pro všechna x, y ∈ R (viz př́ıklad 7.(b)).

goniometrické funkce
Funkce sin, cos jsou definovány pro všechna x ∈ R. Funkce tan = sin

cos je definována pro x ∈ R \ { π
2 +

kπ; k ∈ Z}. Funkce cot = cos
sin je definována pro x ∈ R \ {kπ; k ∈ Z}. Na definičńıch oborech př́ıslušných

funkćı plat́ı

(i) sin2 x + cos2 x = 1,

(ii) sin 2x = 2 sin x cos x,

(iii) cos 2x = cos2 x − sin2 x,

(iv) sin(x ± y) = sin x cos y ± sin y cos x,

(v) cos(x ± y) = cos x cos y ∓ sin x sin y,

(vi) sin(−x) = − sin x,

(vii) cos(−x) = cos x,

(viii) tan(−x) = − tan x,

(ix) cot(−x) = − cot x.

exponenciála a logaritmus
Funkce loga (logaritmus o základu a, a > 0) je definová pro x ∈ (0, ∞). Pokud ṕı̌seme pouze log,

mı́ńıme t́ım logaritmus o základu e. Funkce exp je definována pro každé x ∈ R. Pro x, y, a ∈ R, x, y, a > 0
a n ∈ N plat́ı

(i) loga(x · y) = loga(x) + loga(y),

(ii) loga( x
y ) = loga(x) − loga(y),

(iii) loga(xn) = n loga(x),

(iv) aloga(x) = x.

Pro a ∈ R, a > 0, x, y ∈ R plat́ı

(i) ax+y = ax · ay,

(ii) (ax)y = ax·y,

(iii) ax

ay = ax−y,

(iv) loga ax = x.

Př́ıklad 1. (a) Obě dvě strany rovnice jsou definovány pro x ∈ R. Poč́ıtejme

sin 2x = cos x

2 sin x cos x = cos x

cos x(2 sin x − 1) = 0.

Levá strana je rovna nule právě tehdy, když aspoň jeden ze součinitel̊u je roven nule. Tedy

cos x = 0 ⇐⇒ x ∈ {π

2 + kπ; k ∈ Z}
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a

2 sin x − 1 = 0

sin x = 1
2 ⇐⇒ x ∈ {π

6 + 2kπ,
5π

6 + 2kπ; k ∈ Z}.

Proto celkem rovnici řeš́ı x ∈ { π
2 + kπ, π

6 + 2kπ, 5π
6 + 2kπ; k ∈ Z}.

(b) Obě strany jsou opět definovány na celém R. Začněme úpravou rovnice

1 − |sin x| = cos2 x

1 − |sin x| = 1 − sin2 x

sin2 x − |sin x| = 0.

Nyńı kv̊uli absolutńı hodnotě budeme řešit rovnici zlvášt’ pro x ∈ R, kde je sin x nezáporný, a kde je
záporný. Prvně řešme na {x ∈ R : sin x ≥ 0} =

⋃
k∈Z⟨0 + 2kπ, π + 2kπ⟩:

sin2 x − sin x = 0
sin x(sin x − 1) = 0.

Odtud vid́ıme, že opět řeš́ıme dvě rovnice:

sin x = 0 ⇐⇒ x ∈ {kπ; k ∈ Z},

a

sin x − 1 = 0

sin x = 1 ⇐⇒ x ∈ {π

2 + 2kπ; k ∈ Z}.

Nyńı zkontrolujeme, jestli tyto x lež́ı v množině, ve které jsme řešili, tj.
⋃

k∈Z⟨0+2kπ, π +2kπ⟩ a vskutku
tomu tak je.

Nyńı řešme rovnici na {x ∈ R : sin x < 0} =
⋃

k∈Z(π + 2kπ, 2π + 2kπ). Nyńı se nám kv̊uli absolutńı
hodnotě obrát́ı znaménko u sin x.

sin2 x + sin x = 0
sin x(sin x + 1) = 0.

=⇒
sin x = 0 ⇐⇒ x ∈ {kπ; k ∈ Z}, (1)

a

sin x + 1 = 0

sin x = −1 ⇐⇒ x ∈ {−π

2 + 2kπ}.
(2)

Vid́ıme, že hodnoty x, které nám vyšly v (1) nelež́ı v množině na které jsme nyńı řešili tj.⋃
k∈Z(π + 2kπ, 2π + 2kπ). Nicméně řešeńı z (2) tam lež́ı.

Celkem rovnici řeš́ı x ∈ { kπ
2 ; k ∈ Z}.

(c) Nejprve zjist́ıme, pro která x ∈ R jsou výrazy definované. Logaritmus je definovaný jen pro kladná
č́ısla, dostáváme tedy sadu podmı́nek x2 +8 > 0 a 2−x > 0. Prvńı z nich zřejmě plat́ı. Druhá plat́ı právě
tehdy, když x < 2. Proto budeme rovnici řešit na (−∞, 2).

log(x2 + 8) = 2 log(2 − x)
log(x2 + 8) = log(2 − x)2

x2 + 8 = (2 − x)2

x2 + 8 = 4 − 4x + x2

4 = −4x

−1 = x
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kde z druhého na třet́ı řádek jsme aplikovali inverzńı funkci exp. Řešeńım rovnice je x = −1.
(d) Výrazy jsou definovány pro x > 0. Poč́ıtejme

log4(64x2) = (log4 x)2

log4 64 + log4 x2 = (log4 x)2

3 + 2 log4 x = (log4 x)2

3 + 2y = y2

y2 − 2y − 3 = 0
(y − 3)(y + 1) = 0,

/y = log4 x

tedy řešeńım je y1 = −1 a y2 = 3. Nyńı zpětně ze substituce dopočteme hodnoty x. Nejprve dopočteme
x1 z y1.

−1 = log4 x1

4−1 = x1

x1 = 1
4 .

Analogicky spoč́ıtáme, že x2 = 4y2 = 43 = 64.
Celkem rovnici řeš́ı x ∈ { 1

4 , 64}.
(e) Rovnice je definována na celém R. Je

ex + 6e−x = 5
(ex)2 − 5ex + 6 = 0

y2 − 5y + 6 = 0
(y − 2)(y − 3) = 0 ⇐⇒ y ∈ {2, 3}.

/ · ex

/y = ex

Zpětně dopočteme hodnoty x. x1 = log y1 = log 2 a x2 = log 3.
Celkem rovnici řeš́ı x ∈ {log 2, log 3}.
(f) Nulový bod pro |2x| a |x| je x = 0. Budeme proto řeš́ıt zvlášt’ na intervalu (−∞, 0), kde jsou

funkce x a 2x záporné a na ⟨0, ∞), kde jsou obě nezáporné. Prvně na (−∞, 0), kde tedy u př́ıslušných
absolutńıch hodnot změńıme znaménko:

|x − |2x|| = 1 − |x|
|x − (−2x)| = 1 − (−x)

|3x| = 1 + x

−3x = 1 + x

−1 = 4x

x = −1
4

a − 1
4 lež́ı v (−∞, 0).
Nyńı řešme na ⟨0, ∞)

|x − 2x| = 1 − x

|−x| = 1 − x

|x| = 1 − x

x = 1 − x

x = 1
2 .

Celkem rovnici řeš́ı x ∈ {− 1
4 , 1

2 }.
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(g) Rovnice je definována na R.

sin x + cos x = 1
sin x − 1 = − cos x

sin2 x − 2 sin x + 1 = cos2 x

sin2 x − 2 sin x + 1 = 1 − sin2 x

2 sin2 x − 2 sin x = 0
sin x(sin x − 1) = 0,

/2

což nastane právě tehdy, když x ∈ {kπ, π
2 + 2kπ; k ∈ Z}. Nicméně jsme v postupu mocnili, což neńı

ekvivalentńı úprava, takže budeme muset provést zkoušku. Pro x = π
2 + 2kπ, k ∈ Z máme sin( π

2 + 2kπ) +
cos( π

2 + 2kπ) = 1, tedy vskutku se jedná o řešeńı rovnice.
Pro x = kπ, k ∈ Z, máme sin(kπ) + cos(kπ) = 0 + (−1)k = 1 ⇐⇒ k je sudé.
Celkem proto rovnici řeš́ı x ∈ {2kπ, π

2 + 2kπ; k ∈ Z}.
(h) Rovnice je definována pro x > 0. Poč́ıtejme

2 log2
3 x = 8 log3 3 − log3 x6

2 log2
3 x = 8 · 1 − 6 log3 x

2y2 = 8 − 6y

y2 + 3y − 4 = 0
(y + 4)(y − 1) = 0.

/y = log3 x

Řešeńım je tedy y1 = −4 a y2 = 1, tedy x1 = 1
81 a x2 = 3.

Řešeńım rovnice proto jsou x ∈ { 1
81 , 3}.

(i) Rovnice je definována pro x ∈ R. Poč́ıtejme

54x−1 + 3
552x+1 = 20

1
554x + 3 · 52x = 20

1
5(52x)2 + 3 · 52x = 20

1
5y2 + 3y = 20

y2 + 15y − 100 = 0
(y + 20)(y − 5) = 0.

/y = 52x

Řešeńım jsou y1 = −20, y2 = 5. Nicméně hodnota −20 nelež́ı v oboru hodnot funkce e2x, takže nás tato
hodnota nezaj́ımá. Dopočteme zpětně x1 = 1

2 log5 y2 = 1
2 .

Celkem řešeńım rovnice je x = 1
2 .

(j) Rozděĺıme rovnici na čtyři intervaly v závislosti na kořenech lineárńıch polynomů uvnitř ab-
solutńıch hodnot. Na př́ıslušných intervalech si pohĺıdáme znaménka jednotlivých absolutńıch hodnot.
Nulové body polynomů uvnitř absolutńıch hodnot jsou 4, 2, 0. Poč́ıtejme tedy

Na (−∞, 0):

|x − 4| − |6 − 3x| = −3 + |−x|
|x − 4| − |6 − 3x| = −3 + |x|

4 − x − 6 + 3x = −3 − x

3x = −1

x = −1
3 .

Hodnot − 1
3 ∈ (−∞, 0) a tud́ıž máme prvńı řešeńı.

Na ⟨0, 2):

4 − x − 6 + 3x = −3 + x

x = −1,
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ale −1 /∈ ⟨0, 2).
Na ⟨2, 4):

4 − x + 6 − 3x = −3 + x

13 = 5x

13
5 = x

a 13
5 ∈ ⟨2, 4), máme tud́ıž druhé řešeńı.
Na ⟨4, ∞):

x − 4 + 6 − 3x = −3 + x

5 = 3x

5
3 = x,

ale 5
3 /∈ ⟨4, ∞).
Celkem tedy rovnici řeš́ı x ∈ {− 1

3 , 13
5 }.

(k) Rovnice je kv̊uli logaritmu a jmenovateli zlomku definována pro x ∈ (0, ∞) \ {1}. Poč́ıtejme

log10 x + 8
log10 x

= 6

(log10 x)2 + 8 = 6 log10 x

y2 − 6y + 8 = 0
(y − 4)(y − 2) = 0.

/ · log10 x

/y = log10 x

Zpětným dosazeńım dostáváme, že řešeńım rovnice jsou x ∈ {102, 104}.
Př́ıklad 2. (a) Nerovnice je definována na R. Upravme nerovnici

(x − 2)(x + 2) ≤ 2x − 4
(x − 2)(x + 2) − 2(x − 2) ≤ 0

(x − 2)(x + 2 − 2) ≤ 0
(x − 2)x ≤ 0.

Nyńı si uvědomı́me, že součin nenulových výraz̊u je kladný (resp. záporný) právě tehdy, když je počet
záporných součinitel̊u sudý (resp. lichý). Pro lepš́ı představu, kde jsou jaké výrazy kladné a záporné si
můžeme např́ıklad udělat tabulku:

(−∞, 0) ⟨0, 2) ⟨2, ∞)
x - + +

x − 2 - - +
Nav́ıc vid́ıme, že v naš́ı nerovnici je neostrá nerovnost, takže řešeńım budou i hodnoty, kde je nějaký
součinitel nulový.

Proto rovnici řeš́ı x ∈ ⟨0, 2⟩.
(b) Ihned vid́ıme, že rovnice je definována na R \ {3}. Mohli bychom postupovat tak, že vynásob́ıme

výrazem (x − 3). Pak bychom museli ale řešit, kdy je tento výraz kladný/záporný/roven nule. Zkusme
tedy postupovat tak, že všechny výrazy převedeme na levou stranu nerovnice. Poč́ıtejme

5x − 1
x − 3 ≥ −x − 1

5x − 1
x − 3 + x + 1 ≥ 0

5x − 1 + x2 − 3x + x − 3
x − 3 ≥ 0

x2 + 3x − 4
x − 3 ≥ 0

(x − 1)(x + 4)
x − 3 ≥ 0.

Opět si můžeme sestrojit př́ıslušnou tabulku:
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(−∞, −4) ⟨−4, 1) ⟨1, 3) (3, ∞)
x + 4 - + + +
x − 1 - - + +
x − 3 - - - +

Hodnotu 3 jsem v tabulce neuvažovali, nebot’ tam nerovnice definována neńı. Opět se v nerovnici vyskytuje
neostrá nerovnost, takže ve výsledku se objev́ı i krajńı body interval̊u s výjimkou hodnoty 3.

Řešeńım nerovnice jsou x ∈ ⟨−4, 1⟩ ∪ (3, ∞).
(c) Nerovnice je definována na R. Opět rozděĺıme na dva př́ıpady podle znaménka výrazu v absolutńı

hodnotě. Poč́ıtejme:
Na (−∞, 0): ∣∣∣x −

∣∣∣x

2

∣∣∣∣∣∣ < 3∣∣∣x + x

2

∣∣∣ < 3∣∣∣∣3
2x

∣∣∣∣ < 3

3
2 |x| < 3

|x| < 2
−x < 2

x > −2.

Naš́ım prvńım řešeńım jsou tedy x ∈ (−∞, 0) ∩ (−2, ∞) = (−2, 0) (pronikli jsme řešeńı s množinou, na
které jsme poč́ıtali).

Na ⟨0, ∞): ∣∣∣x −
∣∣∣x

2

∣∣∣∣∣∣ < 3∣∣∣∣x − 1
2x

∣∣∣∣ < 3

1
2 |x| < 3

|x| < 6
x < 6.

Řešeńım tedy jsou x ∈ ⟨0, ∞) ∩ (−∞, 6) = ⟨0, 6).
Celkem nerovnici řeš́ı x ∈ (−2, 6).
(d) Nerovnice je definována pro x ∈ R (x2 − 3x + 3 > 0). Poč́ıtejme

log 1
3
(x2 − 3x + 3) > 0

x2 − 3x + 3 < 1
x2 − 3x + 2 < 0

(x − 2)(x − 1) < 0,

Aplikujeme na obě strany nerovnice exponenciálńı funkci o základu 1
3

kde znaménko nerovnosti se převrátilo d́ıky tomu, že exponenciála se základem 1
3 (obecněji pro základy

< 1) je klesaj́ıćı funkce. Opět si můžeme udělat tabulku:

(−∞, 1) ⟨1, 2) ⟨2, ∞)
x − 1 - + +
x − 2 - - +

Všimněme si, že v této nerovnici máme ostrou nerovnost, a tud́ıž krajńı hodnoty interval̊u se ve výsledku
neobjev́ı, nebot’ v těchto hodnotách je bud’ x − 2 nebo x − 1 rovno nule.

Rovnici tedy řeš́ı x ∈ (1, 2).
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(e) Rovnice je definována na R \ {3}. Převed’me na levou stranu a poč́ıtejme

(x − 4)(x + 2)
x − 3 − x − 2 ≥ 0

x2 − 2x − 8 − x2 + 3x − 2x + 6
x − 3 ≥ 0

−x − 2
x − 3 ≥ 0

x + 2
x − 3 ≤ 0.

Rovnici proto řeš́ı x ∈ ⟨−2, 3).
(f) Budeme řešit zvlášt’ na třech intervalech podle toho, kdy jsou výrazy uvnitř absolutńıch hodnot

záporné či nezáporné:
Na (−∞, −1) máme:

−x − 1 − 2 + x < 1
−3 < 1

a to zřejmě plat́ı. Dostáváme tedy prvńı řešeńı nerovnice a to x ∈ (−∞, −1).
Na ⟨−1, 2) máme:

x + 1 − 2 + x < 1
2x < 2
x < 1,

a tedy daľśımi řešeńımi jsou x ∈ ⟨−1, 2) ∩ (−∞, 1) = ⟨−1, 1).
Na ⟨2, ∞) máme:

x + 1 + 2 − x < 1
3 < 1,

ale to neplat́ı. Tedy na třet́ım intervalu nemáme žádné řešeńı.
Celkem nerovnici řeš́ı x ∈ (−∞, 1).
(g) Funkce tan je definována na R \ { π

2 + kπ; k ∈ Z}. Tud́ıž Chceme, aby 2x − 1 bylo r̊uzné od
{ π

2 + kπ; k ∈ Z} ⇐⇒ 2x je r̊uzné od { π
2 + 1 + kπ; k ∈ Z} ⇐⇒ x je r̊uzné od { π

4 + 1
2 + k π

2 ; k ∈ Z}.
Dostáváme, že nerovnice je definována na R \ { π

4 + 1
2 + k π

2 ; k ∈ Z}. Použijme substituci z = 2x − 1 a
poč́ıtejme d́ıky π-periodicitě funkce na tan na (− π

2 , π
2 ). Ze znalost́ı tabulkových hodnot pro tan (tan − π

3 =
−

√
3) a faktu, že je rostoućı na tomto intervalu ihned dostáváme

tan z ≥ −
√

3 ⇐⇒ z ∈ ⟨−π

3 ,
π

2 ).

Z π-periodicity tud́ıž dostáváme, že

z ∈
⋃
k∈Z

⟨−π

3 + kπ,
π

2 + kπ).

Dosad́ıme z = 2x − 1 a dopočteme x.

z ∈
⋃
k∈Z

⟨−π

3 + kπ,
π

2 + kπ) ⇐⇒ 2x − 1 ∈
⋃
k∈Z

⟨−π

3 + kπ,
π

2 + kπ)

⇐⇒ 2x ∈
⋃
k∈Z

⟨−π

3 + 1 + kπ,
π

2 + 1 + kπ)

⇐⇒ x ∈
⋃
k∈Z

⟨−π

6 + 1
2 + k

π

2 ,
π

4 + 1
2 + k

π

2 )

a to je tedy řešeńı naš́ı nerovnice.
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(h) Nerovnice je definována na R. Poč́ıtejme

cos 2x < sin x

cos2 x − sin2 x < sin x

1 − sin2 x − sin2 x < sin x

−2 sin2 x − sin x + 1 < 0

sin2 x + 1
2 sin x >

1
2

sin2 x + 1
2 sin x + 1

16 >
1
2 + 1

16
(sin x + 1

4)2 >
9
16∣∣∣∣sin x + 1

4

∣∣∣∣ >
3
4 .

Nyńı opět budeme řešit zvlášt’ na množinách podle znaménka obsahu absolutńı hodnoty:
Na {x ∈ R : sin x + 1

4 ≥ 0} máme

sin x + 1
4 >

3
4

sin x >
1
2 ⇐⇒ x ∈ A :=

⋃
k∈Z

(π

6 + 2kπ,
5π

6 + 2kπ).

Všimneme si nyńı, že A ⊂ {x ∈ R : sin x + 1
4 ≥ 0}, nebot’ pro x ∈ A máme, že sin x > 1

2 a tedy
sin x + 1

4 > 3
4 ≥ 0.

Na {x ∈ R : sin x + 1
4 < 0} máme

− sin x − 1
4 >

3
4

− sin x > 1
sin x < −1,

ale to zřejmě neplat́ı pro žádné x. Tud́ıž na {x ∈ R : sin x + 1
4 < 0} nemáme žádné řešeńı.

Celkem nerovnici řeš́ı x ∈ A.
(i) Nerovnice je definována na R \ {1}. Poč́ıtejme nejprve na (−∞, 2):

x + 2
x − 1 ≥ 2 − x

x + 2
x − 1 + x − 2 ≥ 0

x + 2 + x2 − x − 2x + 2
x − 1 ≥ 0

x2 − 2x + 4
x − 1 ≥ 0

a všimneme si, že čitatel je větš́ı než nula pro všechna x ∈ R (třeba tak, že diskriminant čitatele je záporný
a koeficient u x2 je kladný, tedy daná parabola neprot́ıná osu x a je umı́stěna nad osou x). Sestroj́ıme si
tabulku:

(−∞, 1) (1, ∞)
x2 − 2x + 4 + +

x − 1 - +

Tedy máme řešeńı na (−∞, 2) a to x ∈ (−∞, 2) ∩ (1, ∞) = (1, 2).
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Na ⟨2, ∞):

x + 2
x − 1 ≥ x − 2

x + 2
x − 1 − x + 2 ≥ 0

x + 2 − x2 + 2x + x − 2
x − 1 ≥ 0

−x2 + 4x

x − 1 ≥ 0 / · (−1)

x(x − 4)
x − 1 ≤ 0

a sestroj́ıme tabulku:

(−∞, 0) ⟨0, 1) (1, 4) ⟨4, ∞)
x - + + +

x − 1 - - + +
x − 4 - - - +

Odtud vid́ıme, že řešeńı na ⟨2, ∞) jsou x ∈ ⟨2, ∞) ∩ ((−∞, 0⟩ ∪ (1, 4⟩) = ⟨2, 4⟩.
Celkem nerovnici řeš́ı x ∈ (1, 4⟩.
(j) Nerovnice je definována na R. Řešme nejprve na (−∞, 0):

3−x3−3 > 3−|2x3|

3−x3−3 > 32x3

−x3 − 3 > 2x3

−3 > 3x3

−1 > x3

−1 > x

kde z druhého na třet́ı řádek jsme aplikovali na obě strany nerovnice funkci logaritmus of základu 3. Ten
je rostoućı, a tedy nerovnost z̊ustala zachována. Řešeńım na (−∞, 0) tedy jsou x ∈ (−∞, 0)∩(−∞, −1) =
(−∞, −1).

Na ⟨0, ∞):

3−x3−3 > 3−2x3

−x3 − 3 > −2x3

x3 > 3
x >

3
√

3.

Řešeńım na⟨0, ∞) tedy jsou x ∈ ⟨0, ∞) ∩ ( 3
√

3, ∞) = ( 3
√

3, ∞).
Celkem nerovnici řeš́ı x ∈ (−∞, −1) ∪ ( 3

√
3, ∞).

(k) Rovnice je definována na R. Nejprve rozděĺıme na dvě množiny podle zmanénka funkce 2x − 1.
Poč́ıtejme nejprve na (−∞, 1

2 ):

|−2x + 1 − 7| ≤ 2
|2x + 6| ≤ 2.

Nyńı v rámci intervalu (−∞, 1
2 ) uváž́ıme dva př́ıpady a to podle znaménka funkce 2x + 6. Na (−∞, −3),

kde je 2x + 6 záporná, máme

−2x − 6 ≤ 2
−2x ≤ 8

x ≥ −4,
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a tedy na (−∞, 1
2 ) ∩ (−∞, −3) = (−∞, −3) nerovnici řeš́ı x ∈ ⟨−4, −3). Na (−∞, 1

2 ) ∩ ⟨−3, ∞) = ⟨−3, 1
2 )

máme

2x + 6 ≤ 2
x ≤ −2,

a tedy na (−∞, 1
2 ) ∩ ⟨−3, ∞) = ⟨−3, 1

2 ) nerovnici řeš́ı x ∈ ⟨−3, −2⟩. Proto na intervalu (−∞, 1
2 ) nerovnici

řeš́ı x ∈ ⟨−4, −2⟩.
Na ⟨ 1

2 , ∞) budeme postupovat obdobně:

|2x − 1 − 7| ≤ 2
|x − 4| ≤ 1.

Nyńı opět rozděĺıme na dva podintervaly. Řešme nejprve na (−∞, 4) ∩ ⟨ 1
2 , ∞):

4 − x ≤ 1
x ≥ 3.

Řešeńım na ⟨ 1
2 , 4) tedy jsou x ∈ ⟨3, 4). Na ⟨4, ∞) máme

x − 4 ≤ 1
x ≤ 5,

a tedy zde nerovnici řeš́ı x ∈ ⟨4, 5⟩.
Celkem nerovnici řeš́ı x ∈ ⟨−4, −2⟩ ∪ ⟨3, 5⟩.
(l) Nerovnice je definována na R. Poč́ıtejme

2 − cos 2x − 3 sin x < 0
2 − cos2 x + sin2 x − 3 sin x < 0

2 − 1 + sin2 x + sin2 x − 3 sin x < 0
2y2 − 3y + 1 < 0

y2 − 3
2y + 1

2 < 0.

/y = sin x

Nalezneme nyńı kořeny kvadratické rovnice y2 − 3
2 y + 1

2

y1,2 =
3
2 ±

√
9
4 − 2

2 = 3
4 ± 1

4 .

Kořeny tedy jsou y1 = 1
2 a y2 = 1. Dostáváme tud́ıž y2 − 3

2 y + 1
2 = (y − 1

2 )(y − 1) a tedy y2 − 3
2 y + 1

2 <
0 ⇐⇒ y ∈ ( 1

2 , 1). Dosad́ıme zpětně za y a dostáváme podmı́nku sin x ∈ ( 1
2 , 1). To nastane právě tehdy,

když x ∈
⋃

k∈Z( π
6 + 2kπ, 5π

6 + 2kπ) \ { π
2 + 2kπ} a to je naše řešeńı nerovnice.

(m) Nerovnice je definována na R\
⋃

k∈Z{ π
2 +kπ}. Uvědomı́me si, že sin x2 ≥ −1, nebot’ obor hodnot

funkce sin je ⟨−1, 1⟩.
Odtud sin x2 + 12 |tan x| ≥ −1 + 0 = −1 ≥ −2. Tedy nerovnice je splněna kdykoliv je levá strana
definována.

Nerovnici tud́ıž řeš́ı x ∈ R \
⋃

k∈Z{ π
2 + kπ} =

⋃
k∈Z(− π

2 + kπ, π
2 + kπ).

(n) Nerovnice je definována na R \ {−3, 2}. Převedeme vše na jednu stranu a dáme na společného
jmenovatele:

x − 2
x + 3 ≤ x + 1

x − 2
x − 2
x + 3 − x + 1

x − 2 ≤ 0

x2 − 4x + 4 − x2 − 4x − 3
(x + 3)(x − 2) ≤ 0

−8x + 1
(x + 3)(x − 2) ≤ 0

8x − 1
(x + 3)(x − 2) ≥ 0

a sestroj́ıme si tabulku
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(−∞, −3) (−3, 1
8 ) ⟨ 1

8 , 2) (2, ∞)
x + 3 - + + +
8x − 1 - - + +
x − 2 - - - +

Odtud vid́ıme, že nerovnici řeš́ı x ∈ (−3, 1
8 ⟩ ∪ (2, ∞).

Př́ıklad 3. (a) Nerovnice je pro c ∈ R definována na R. Všimněme si, že pokud c > 0, pak nerovnost
cex ≤ 0 nemůže být splněna, nebot’ ex > 0 pro x ∈ R. Tedy pro c > 0 neexistuje žádné řešeńı.

Pokud c = 0, určujeme x ∈ R taková, že −1 < 0 ≤ 0. To ale jistě plat́ı pro každé x ∈ R. Pro c = 0 je
tedy řešeńım každé x ∈ R.

Pokud c < 0, tak druhá nerovnost vždy plat́ı, nebot’ pro každé x ∈ R plat́ı ex > 0, a tedy cex < 0.
Zameř́ıme se tedy na prvńı nerovnost:

−1 < cex

−1
c

> ex

log(−1
c

) > x.

Řešeńım pro c < 0 jsou tud́ıž x ∈ (−∞, log(− 1
c )).

(b) Nerovnice je pro c ∈ R definována na R. Ihned vid́ıme, že pokud c ∈ (−∞, 0), pak nerovnici
řeš́ı všechna x ∈ R. Pokud c ∈ ⟨1,∞), pak rovnice nemá žádné řešeńı. Zbývá tedy vyřešit př́ıpad pro
c ∈ ⟨0, 1). Funkce |sin x| je π-periodická, stač́ı tedy řešit na ⟨0, π⟩. Na ⟨0, π⟩ je |sin x| = sin x, řeš́ıme
tedy nerovnici sin x > c. Dále si můžeme uvedomit, že funkce sin je symetrická podle osy x = π

2 (tj.
sin( π

2 +x) = sin( π
2 −x)), takže nám stač́ı vlastně řešit rovnici na ⟨0, π

2 ⟩. Jelikož nyńı řeš́ıme tuto nerovnici
na ⟨0, π

2 ⟩, aplikujeme na obě strany funkci arcsin. Dostáváme tedy x > arcsin c. Na ⟨0, π
2 ⟩ tedy nerovnici

řeš́ı x ∈ (arcsin c, π
2 ⟩. Ze symetrie pak dostáváme, že na ⟨0, π⟩ nerovnici řeš́ı x ∈ (arcsin c, π − arcsin c).

Proto celkově pro c ∈ ⟨0, 1) nerovnici řeš́ı x ∈
⋃

k∈Z(arcsin c + kπ, π − arcsin c + kπ).
(c) Nerovnice je pro c ∈ R definována na R. Pokud c ≤ 0, pak nerovnice nemá žádné řešeńı. At’ tedy

c > 0. Opět rozděĺıme na tři podintervaly podle znamének funkci uvnitř absolutńıch hodnot.
Na (−∞, −3):

−x − x − 3 < c

−2x < c + 3

x > −c + 3
2 ,

a tedy zde nerovnici řeš́ı

x ∈ (−∞, −3) ∩ (−c + 3
2 , ∞) =

{
∅, c ≤ 3,

(− c+3
2 , −3), c > 3.

Na ⟨−3, 0):

−x + x + 3 < c

3 < c,

a tedy zde jsou řešeńım

x ∈

{
∅, c ≤ 3,

⟨−3, 0), c > 3.

Na ⟨0, ∞):

x + x + 3 < c

2x < c − 3

x <
c − 3

2 ,

a tedy zde jsou řešeńım

x ∈ ⟨0, ∞) ∩ (−∞,
c − 3

2 ) =
{

∅, c ≤ 3,

⟨0, c−3
2 ), c < 3.
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Vid́ıme, že proto celkem pro c ≤ 3 neexistuje žádné řešeńı, a pro c > 3 rovnici řeš́ı x ∈ (− c+3
2 , c−3

2 ).
(d) Nerovnice je pro každé c ∈ R definována na R. Výraz v absolutńı hodnotě můžeme přepsat na

x(x + 2), takže nejdř́ıv budeme nerovnici řešit tam, kde je tato funkce záporná, tj. na (−2, 0):

−x2 − 2x < c + 2x

−x2 − 4x − c < 0
x2 + 4x + c > 0.

Nyńı spočteme kořeny této kvadratické rovnice

x1,2 = −4 ±
√

16 − 4c

2 = −2 ±
√

4 − c.

Odtud vid́ıme, že pokud je c > 4, pak je diskriminant (4 − c) záporný, a tedy vzhledem k orientaci
paraboly řešeńım je celý interval (−2, 0). Pokud c = 4, pak máme jeden kořen, x = −2, ale ten nelež́ı
v (−2, 0), takže opět vzledem k orientaci paraboly je řešeńım celé (−2, 0). Pokud c < 4, máme kořeny
x1 = −2 −

√
4 − c a x2 = −2 +

√
4 − c. Řešeńım tedy v tomto př́ıpadě budou

x ∈ (−2, 0) ∩ ((−∞, −2 −
√

4 − c) ∪ (−2 +
√

4 − c, ∞)) =
{

∅, c ≤ 0,

(−2 +
√

4 − c, 0), c ∈ (0, 4).

Na (−∞, −2⟩ ∪ ⟨0, ∞):

x2 + 2x < c + 2x

x2 < c.

Vid́ıme, že zde nemáme žádné řešeńı, pokud c ≤ 0. V opačném př́ıpadě jsou řešeńım

x ∈ ((−∞, −2⟩ ∪ ⟨0, ∞)) ∩ (−
√

c,
√

c) =
{

⟨0,
√

c), 0 < c ≤ 4,

(−
√

c, −2⟩ ∪ ⟨0,
√

c), c > 4.

Celkem tedy:
Pro c ≤ 0 neexistuje žádné řešeńı.
Pro c ∈ (0, 4⟩ nerovnici řeš́ı x ∈ (−2 +

√
4 − c,

√
c).

Pro x > 4 nerovnici řeš́ı x ∈ (−
√

c,
√

c).
(e) Rovnice je definována pro každé c ∈ R na R. Všimněme si, že pro c = 1 se jedná o lineárńı rovnici

−2x − 1 + 8 = 0, kteoru řeš́ı x = 7
2 . At’ tedy c ̸= 1. Pak vyděĺıme rovnici výrazem c − 1 a dostáváme

x2 − 2c

c − 1x + −c + 8
c − 1 = 0.

Spočteme nejdř́ıve diskriminant D a urč́ıme, kdy je kladný, roven nule a záporný. Je

D = 4c2

(c − 1)2 − 48 − c

c − 1

= 4c2 + 4c2 − 32c − 4c + 32
(c − 1)2

= 4
(c − 1)2 (2c2 − 9c + 8).

Tud́ıž kladnost/zápornost diskriminantu záviśı na hodnotě výrazu 2c2 −9c+8. Dopočteme kořeny tohoto
polynomu

c1,2 = 9 ±
√

81 − 64
4 = 9 ±

√
17

4 .

Koeficient u c2 je kladný, a tedy

D < 0 ⇐⇒ c ∈ (9 −
√

17
4 ,

9 +
√

17
4 ),

D = 0 ⇐⇒ c ∈ {9 −
√

17
4 ,

9 +
√

17
4 },

D > 0 ⇐⇒ c ∈ (−∞,
9 −

√
17

4 ) \ {1} ∪ (9 +
√

17
4 , ∞),
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kde v př́ıpadě D > 0 vyškrtáváme hodnotu jedna, nebot’ uvažujeme pouze c ̸= 1.
Pokud je D < 0, nemá rovnice řešeńı.
Dopočteme nyńı kořeny kvadratické rovnice pro D ≥ 0

x1,2 =
2c

c−1 ±
√

D

2
= c

c − 1 ± 1
|c − 1|

√
2c2 − 9c + 8.

Odtud vid́ıme, že pokud D = 0, pak máme jeden kořen, a to x = c
c−1 .

Pokud D > 0, pak máme dva kořeny. x1 = c
c−1 − 1

|c−1|
√

2c2 − 9c + 8 a x2 = c
c−1 + 1

|c−1|
√

2c2 − 9c + 8.
Celkem tedy máme: pokud c = 1, tak x = 7

2 .
Pokud c ∈ { 9−

√
17

4 , 9+
√

17
4 }, tak x = c

c−1 .
Pokud c ∈ ( 9−

√
17

4 , 9+
√

17
4 ) tak nemáme žádné řešeńı.

Pokud c ∈ (−∞, 9−
√

17
4 ) \ {1} ∪ ( 9+

√
17

4 , ∞), tak rovnici řeš́ı
x ∈ { c

c−1 − 1
|c−1|

√
2c2 − 9c + 8, c

c−1 + 1
|c−1|

√
2c2 − 9c + 8}.

Př́ıklad 5. (a) Např́ıklad (x − 4)(x + 6) > 0.
(b) Např́ıklad (x + 2)2 ≥ 0.
(c) Např́ıklad x2 < 0.
(d) Např́ıklad x(x − 2) ≤ 0.
Př́ıklad 6. Použijeme vzorečky pro dvojnásobné úhly:

sin 4x = 2 sin 2x cos 2x = 2 · 2 sin x cos x · (cos2 − sin2 x) = 4 sin x cos3 x − 4 sin3 x cos x,

cos 4x = cos2 2x − sin2 2x = (cos2 x − sin2 x)2 − (2 sin x cos x)2 = cos4 x − 6 sin2 x cos2 x + sin4 x.

Př́ıklad 7. (a) Uvažujme kvadratickou rovnici ax2 + bx + c = 0. Upravujme

ax2 + bx + c = 0

x2 + b

a
x + c

a
= 0

x2 + b

a
x + b2

4a2 = − c

a
+ b2

4a2

(x + b

2a
)2 = b2 − 4ac

4a2

x + b

2a
= ±

√
b2 − 4ac

|2a|

x = −b ±
√

b2 − 4ac

2a
,

kde odstraněńı absolutńı hodnoty v jmenovateli výsledek nezměńı, pouze by se změnilo ± na ∓. Kořeny
nicméně vycházej́ı stejně.

(b) Poč́ıtejme pro x, y ∈ R

(x + y)2 = x2 + 2xy + y2 ≤ x2 + 2 |x| · |y| + y2 = |x|2 + 2 |x| · |y| + |y|2 = (|x| + |y|)2.

Odmocněńım dostáváme požadovaný výsledek.
(c) Pro x, y ∈ R máme z (b)

|y| = |x + y − x| ≤ |x| + |y − x| ,

neboli
|y| − |x| ≤ |y − x| = |x − y|

a
|x| = |y + x − y| ≤ |y| + |x − y| ,

neboli
|x| − |y| ≤ |x − y| .
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Z těchto dvou nerovnost́ı a definice absolutńı hodnoty již plyne ||x| − |y|| ≤ |x − y|.
(d) Necht’ n, k ∈ N, n > k > 0. Rozeṕı̌seme z definice a poč́ıtáme(

n − 1
k − 1

)
+

(
n − 1

k

)
= (n − 1)!

(n − k)!(k − 1)! + (n − 1)!
(n − 1 − k)!k!

= (n − 1)!k
(n − k)!(k − 1)!k + (n − 1)!(n − k)

(n − 1 − k)!(n − k)k!

= (n − 1)!(n − k + k)
(n − k)!k! = (n − 1)!n

(n − k)!k! =
(

n

k

)
.
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