Rychlé pripomenuti vlastnosti funkci, které v piikladech budeme pouzivat:

absolutni hodnota

Absolutni hodnota je funkce |-| : R — (0, 00) definovand ndsledovné:
2] = z, x >0,
N -z, = <0.

Navic splnuje néasledujici vlastnosti:
(i) || =0 < 2 =0,
(ii) |ax| = |a| - || pro kazdé a,z € R,

(iii) |z 4+ y| < |z| + |y| pro vSechna z,y € R (viz piiklad 7.(b)).

goniometrické funkce

sin

Funkee sin, cos jsou definovany pro vsechna = € R. Funkce tan = 2 je definovana pro x € R\ { +
km; k € Z}. Funkce cot = & je definovana pro x € R\ {km; k € Z}. Na defini¢nich oborech ptislusnych
funkei plati

(i) sin?z +cos?z =1, (vi) sin(—z) = —sinz,

97 — 9si
(ii) sin2z sinz cos z, (vii) cos(—z) = cosz,

(viii) tan(—z) = — tanz,

sin(z + y) = sinz cosy + siny cos z,

)
)
(iii) cos2x = cos?z — sin®z,
(i)
)

(v

cos(z £ y) = coszcosy Fsinzsiny, (ix) cot(—z) = —cot .

exponenciala a logaritmus

Funkee log, (logaritmus o zékladu a,a > 0) je definovd pro z € (0,00). Pokud piSeme pouze log,
minime tim logaritmus o zdkladu e. Funkce exp je definovana pro kazdé x € R. Pro z,y,a € R, x,y,a > 0
a n € N plati

(i) log,(z - y) = log,(x) +log,(y), (iii) log,(2") = nlog,(x),
(ii) log,(§) = log,(x) — log,(y), (iv) alog(®) = g,
Proa € R,a >0, z,y € R plati
(i) a®™¥ =a®-a¥, (iii) & =a*7Y,
(ii) (a®)¥ =a®", (iv) log, a® = z.

Priklad 1. (a) Obé dvé strany rovnice jsou definovény pro x € R. Poéitejme

sin 2x = cosx
2sinxcosr = cosx

cosz(2sinx — 1) = 0.

Leva strana je rovna nule praveé tehdy, kdyz aspon jeden ze soucinitelt je roven nule. Tedy

cosz =0 < .%'E{g-i-kﬂ;kEZ}



2sinx —1=0
5

1
sine = = a € {%—I—%W,F—}—ka; k €7}

Proto celkem rovnici fesf x € {5 + km, & + 2km, 3% + 2km; k € Z}.
(b) Obé strany jsou opét definovéany na celém R. Zaénéme tpravou rovnice

1 — |sinz| = cos®
1 —|sinz| =1—sin’z
sin? x — |sinz| = 0.
Nyni kvili absolutni hodnoté budeme Tesit rovnici zlvast pro z € R, kde je sinx nezdporny, a kde je
zaporny. Prvné fesme na {z € R: sinz > 0} = (J,,c5(0 + 2k7, 7 + 2km):
sin?z —sinz =0

sinz(sinz — 1) = 0.
Odtud vidime, Ze opét Tfesime dvé rovnice:

sint =0 < x € {km keZ},

sinx —1=0

sinz =1 < xE{g-ﬁ-Qkﬂ';k‘EZ}.

Nyni zkontrolujeme, jestli tyto 2 lezi v mnozing, ve které jsme fesili, tj. (J, ez (0+2km, 74-2k7) a vskutku
tomu tak je.

Nynf fesme rovnici na {x € R: sinz < 0} = {J; 5 (7 + 2km, 2 + 2km). Nyni se ndm kvili absolutni
hodnoté obrati znaménko u sin z.

sin?x +sinz =0

sinz(sinz + 1) = 0.
sine =0 <= z € {km keZ}, (1)

sinx+1=0

sinez =—-1 <= x € {—g + 2kn}.

Vidime, Ze hodnoty z, které ndm vysly v (1) nelezi v mnoziné na které jsme nyni fesili tj.
Urez (T + 2k, 27 + 2kn). Nicméné feseni z (2) tam lezi.

Celkem rovnici fesf z € {4F; k € Z}.

(c) Nejprve zjistime, pro kterd « € R jsou vyrazy definované. Logaritmus je definovany jen pro kladna
¢isla, dostavame tedy sadu podminek 2248 > 0 a 2 —z > 0. Prvni z nich zfejmé plati. Druh4 plati pravé
tehdy, kdyZ x < 2. Proto budeme rovnici Fesit na (—oo, 2).

log(z? + 8) = 2log(2 — z)
log(x? + 8) = log(2 — z)?
2+ 8=(2—x)?
2 +8=4—dr +2°
4=—4x

—1=x



kde z druhého na treti raddek jsme aplikovali inverzni funkci exp. Redenfm rovnice jex=—1.
(d) Vyrazy jsou definovany pro x > 0. Pocitejme

log,(642”) = (log, x)*
log, 64 + log, 2% = (log, x)*

3+ 2log, v = (log, x)* Jy =log,x
342y =1y
v =2y —-3=0

(y—=3)(y+1)=0,

tedy resenim je y; = —1 a yo = 3. Nyni zpétné ze substituce dopocteme hodnoty x. Nejprve dopocteme
L1 72 Y1-
—1 =log, 1
471 = xr1
1
xry = Z

Analogicky spocitame, ze xo = 492 = 43 = 64.
Celkem rovnici fesf x € {1, 64}.
(e) Rovnice je definovéna na celém R. Je

e’ +6e " =5 /- €e”
(e®)* —5e" +6 =0 Jy = e"
y> -5y +6=0

(y—=2)(y—3)=0 <= ye{2,3}.

Zpétné dopocteme hodnoty x. x1 = logy; = log2 a x5 = log 3.

Celkem rovnici fesi z € {log2,log3}.

(f) Nulovy bod pro |2z| a |z| je z = 0. Budeme proto Tesit zvlast na intervalu (—oo,0), kde jsou
funkce z a 2z zdporné a na (0,0), kde jsou obé nezdporné. Prvné na (—oo,0), kde tedy u pfislusnych
absolutnich hodnot zménime znaménko:

|z —[22]] = 1 — ||
& — (~22)| = 1 - (~a)
Bz|=1+=x
—3r=14+=z
-1 =4z
1
=73

a —1 lezl v (—00,0).
Nyni FeSme na (0, 00)

|z —2z|=1—x

|—z|=1-=x
|z =1—=
r=1-2
1
z=3.

Celkem rovnici fesf z € {—1,1}.



(g) Rovnice je definovana na R.

sinx 4+ cosx =1
sine — 1= —cosxz /2

2

2r—2sinz+1=cos’x

sin

2 i _ )

sin“x —2sinz+1=1—sin“x
2sin?z — 2sinz =0

sinz(sinz — 1) =0,

coz nastane pravé tehdy, kdyz « € {kn, 5 + 2km; k € Z}. Nicméné jsme v postupu mocnili, coz neni
ekvivalentni tiprava, takze budeme muset provést zkousku. Pro x = 5 +2k7, k € Z mame sin(5 +2k7) +
cos(% + 2km) = 1, tedy vskutku se jedna o feSeni rovnice.

Pro z = kn, k € Z, mame sin(kr) + cos(kr) =0+ (=1)F =1 <= k je sudé.

Celkem proto rovnici fesi x € {2k, § + 2k7; k € Z}.

(h) Rovnice je definovéna pro x > 0. Pocitejme

2log; = = 8logy 3 — log, °

2logiz =8-1—6logy Jy =logg x
2y% =8 — 6y
> +3y—4=0
y+4)y—-1)=0.
ReSenim jetedy y1 = —4days =1, tedy x; = 8—11 a Ty =3.

ResSenim rovnice proto jsou x € {57 3}.
(i) Rovnice je definovéna pro = € R. Pocitejme

54z71+g52w+1 =20
1 dx 2x
Lirory2 2 Jy = 5**
5(5 )2+ 35 =20 Yy
1
5y2+3y:20

y? + 15y — 100 = 0
(y +20)(y — 5) = 0.

Resenim jsou i1 = —20, y» = 5. Nicméné hodnota —20 nelezi v oboru hodnot funkce €2, takZe nds tato
hodnota nezajimé. Dopocteme zpétné z; = 1 logs yo = 3.
Celkem fesenim rovnice je x = %
(j) Rozdélime rovnici na ¢tyfi intervaly v zavislosti na kofenech linedrnich polynomu uvniti ab-
solutnich hodnot. Na pfislusnych intervalech si pohliddme znaménka jednotlivych absolutnich hodnot.
Nulové body polynomu uvnitt absolutnich hodnot jsou 4, 2,0. Pocitejme tedy

Na (—00,0):
|z — 4] — 16 — 3z| = =3+ |—z|
|z — 4] — 16 — 3z| = =3 + |z
4—z—-6+3r=-3—=

3r=-—1
1

T=—=.
3

Hodnot —3 € (—00,0) a tudfz mame prvn{ feSeni.
Na (0, 2):

4—z—6+3r=-3+=x

r=-1,



ale —1 ¢ (0,2).
Na (2,4):

4—z+6—-3r=-3+=x

13 =5z
13
2
5

a 22 € (2,4), mdme tudiz druhé feseni.

Na (4, 00):

rT—4+6—-3r=-3+=x

5 =3x
5
——
3

ale 3 ¢ (4,00).
Celkem tedy rovnici fesf z € {—%, 3}
(k) Rovnice je kvuli logaritmu a jmenovateli zlomku definovdna pro z € (0,00) \ {1}. Pocitejme

log10x+L:6 / -logipx
logq 10
(logyo )% + 8 = 6logyy = [y =logigz
y> —6y+8=0

(y=4)(y—2)=0.
Zpétnym dosazenim dostavame, Ze feSenim rovnice jsou z € {10%,10%}.
Piiklad 2. (a) Nerovnice je definovdna na R. Upravme nerovnici
(x—2)(z+2)<2x -4
(x—=2)(z+2)—2(x—-2)<0
(x=2)(x+2-2)<0
(x —2)x <0.

Nyni si uvédomime, Ze souéin nenulovych vyrazi je kladny (resp. zdporny) pravé tehdy, kdyz je pocet
zdpornych soucinitelt sudy (resp. lichy). Pro lepsi pfedstavu, kde jsou jaké vyrazy kladné a zdporné si

muzeme naptiklad udélat tabulku:

(—O0,0) <O72) <27OO)
x - + +

Tz —2 - - +

Navic vidime, Ze v nasi nerovnici je neostrd nerovnost, takze feSenim budou i hodnoty, kde je néjaky

soucinitel nulovy.
Proto rovnici resf z € (0,2).

(b) Ihned vidime, Ze rovnice je definovana na R\ {3}. Mohli bychom postupovat tak, Ze vyndsobime
vyrazem (z — 3). Pak bychom museli ale Fesit, kdy je tento vyraz kladny/zdporny/roven nule. Zkusme

tedy postupovat tak, ze vSechny vyrazy prevedeme na levou stranu nerovnice. Pocitejme
5r — 1
>—xr—1

xr—3 =
5z — 1
x g taet120

_ 2 _ _
S5r—14+=x 3r+x 3>0
r—3 -
2 _
z° + 3z 4>0
r—3 -
(x —1)(z+4) >0
T —3 -

Opét si muzeme sestrojit prislusnou tabulku:



(_007 _4) <_4a 1) <173) (3700)
rz+4 - + + +
z—1 - - + +
-3 - - - +

Hodnotu 3 jsem v tabulce neuvaZovali, nebot tam nerovnice definovdna neni. Opét se v nerovnici vyskytuje
neostra nerovnost, takze ve vysledku se objevi i krajni body intervala s vyjimkou hodnoty 3.

Resenim nerovnice jsou z € (—4,1) U (3, 00).

(c) Nerovnice je definovédna na R. Opét rozdélime na dva piipady podle znaménka vyrazu v absolutni
hodnoté. Pocitejme:

Na (—00,0):

X
— <3
=3l
xr
T3
‘x+2‘

gaz <3

| W

|z] <3
|z < 2
—r <2
T > —2.

Nasim prvnim Fesenim jsou tedy = € (—00,0) N (—2,00) = (—2,0) (pronikli jsme FeSeni s mnozinou, na
které jsme pocitali).

Na (0, 00):
T
—|= 3
=150 <
x—§aﬁ <3
1
|x] < 6
r < 6.

Regenim tedy jsou z € (0,00) N (—o0, 6) = (0, 6).
Celkem nerovnici resi x € (—2,6).
(d) Nerovnice je definovdna pro z € R (2% — 3z + 3 > 0). Pocitejme

log1 (z* =3z +3) >0 Aplikujeme na obé strany nerovnice exponencialni funkei o zakladu %
2 —3r+3<1
2? —3x+2<0
(z—2)(x—1) <0,

kde znaménko nerovnosti se prevratilo diky tomu, ze exponenciala se zakladem % (obecnéji pro zaklady
< 1) je klesajici funkce. Opét si mizeme udélat tabulku:

(—o00,1) | (1,2) | (2,00)

z—1 - + +
T —2 - - +

Vsimnéme si, ze v této nerovnici mame ostrou nerovnost, a tudiz krajni hodnoty intervalii se ve vysledku
neobjevi, nebot v téchto hodnotach je bud = — 2 nebo = — 1 rovno nule.
Rovnici tedy Tesi z € (1,2).



(e) Rovnice je definovédna na R \ {3}. Pfevedme na levou stranu a pocitejme

w_m_gzo
rz—3
2 _ QR _ 2 _
T 20— 8 —x° 4+ 3z 2x+6>0
r—3 -
—x—2
>0
r—3 —
T+ 2
<0
r—3

Rovnici proto fesi z € (—2, 3).

(f) Budeme fesit zvIa5f na tfech intervalech podle toho, kdy jsou vyrazy uvniti absolutnich hodnot
zaporné ¢i nezdporné:

Na (—o0, —1) mame:

—r—1-24+zx<1
-3<1

a to zfejmé plati. Dostdvame tedy prvni feSeni nerovnice a to x € (—oo, —1).
Na (—1,2) méme:

r+1-242<1
2r < 2
<1,

a tedy dalsimi feSenimi jsou z € (—1,2) N (—o0,1) = (—1,1).
Na (2, 00) méme:

r+1+2—xz<1
3<1,

ale to neplati. Tedy na tfetim intervalu neméame zadné reseni.

Celkem nerovnici resi x € (—oo, 1).

(g) Funkce tan je definovdna na R\ {§ + km; k € Z}. Tudiz Chceme, aby 2z — 1 bylo ruzné od
{5 +kmke€Z} < 2xjertzéod {F + 1+ km; kEZ} — JcJelruzneod{4 +1+k%; ke
Dostavame, Ze nerovnice je definovana na R\ {Z + 1 +kZ; k € Z}. PouZijme substltum z=2x—1a
pocitejme diky m-periodicité funkce na tan na (-7, 5) Ze znalosti tabulkovych hodnot pro tan (tan —% =
-3 3) a faktu, Ze je rostouci na tomto intervalu ihned dostavime

tanz > —V3 <= z ¢ (—g,g)

7 m-periodicity tudiz dostavame, ze

z € U —§—|—k7r —|—k’ﬂ')
keZ

Dosadime z = 2x — 1 a dopocteme x.

ZEU—*-i-k‘ﬂ' —I—ki?T)(:}QIL‘—lEU—*-i-k‘F,;T—I—kJ?T)
kez kezZ
T ™
— 2z € U<—*+1+k‘ﬂ',*+1+kﬂ')
vz O 2

<:>:ceU——+ +k —|—+k)
kEZL

a to je tedy Teseni nasi nerovnice.



(h) Nerovnice je definoviana na R. Pocitejme

cos2x < sinx
2 .2 .
cos“x —sin“x < sinx

2 2

1 —sin“x —sin“z < sinx

—9sin’z —sinz +1<0

.9 1 . 1
sin a:+§s1nx>f

2
Sin2$+lsin$+i >1—|—i
2 16~ 2 16
. 1 2 9
(sm:c—i—i) > 16
. +1 >3
sinx + — —.
4 4

Nyni opét budeme Tesit zvlast na mnozinach podle znaménka obsahu absolutni hodnoty:
Na {z € R: sinz + 1 > 0} mdme

1
si - >
1nx+4
s

5
—= € A= U(z+2k‘7r,—+2k‘7r).
kEZG 6

DO = ] o

sinz >

Vsimneme si nyni, ze A C {z € R: sinz —|—% > 0}, nebof pro z € A mdme, Ze sinz > L a tedy

2
sinx+i>%20.
Na {z € R: sinz + 1 < 0} méme
) 1>3
—sine — = > —
47 4
—sinz >1

sine < —1,

ale to zfejmé neplati pro zddné z. Tudiz na {x € R: sinz + i < 0} neméme z&dné TeSeni.
Celkem nerovnici Tesi z € A.
(i) Nerovnice je definovdna na R\ {1}. Po¢itejme nejprve na (—oo, 2):

x+2>
r—1"—

2—x

2
x+1+x—220

T —
42422 —x—2x+2
x—1
2 _

T 2x+4>0
rz—1 -

>0

a vSimneme si, Ze ¢itatel je vétsi nez nula pro vSechna 2 € R (tfeba tak, Ze diskriminant itatele je zdporny
a koeficient u 22 je kladny, tedy dand parabola neprotind osu x a je umisténa nad osou x). Sestrojime si
tabulku:

2 —2x+4 + +
rz—1 - +

Tedy méme feSeni na (—o00,2) a to z € (—o0,2) N (1,00) = (1,2).



Na (2, 00):

x+2>
r—1"—

xr — 2

2
$+1—x+220

r+2—a224+2x4+2—2
rz—1

—2? + 4z

r—1

x(x —4)

rz—1

>0

>0 /- (=1)

<0

a sestrojime tabulku:
(—00,0) | (0,1) | (1,4) | (4,00)

T - +
r—1 - -
z—4 - - -

Odtud vidime, ze FeSeni na (2, 00) jsou z € (2,00) N ((—o0,0) U (1,4)) = (2,4).
Celkem nerovnici fesi = € (1,4).
(j) Nerovnice je definoviana na R. ReSme nejprve na (—oo,0):

3—13—3 > 3—|23’,‘3|
3—1:3—3 > 321‘3
—3—3> 243
-3 > 32°
-1>2°
1>z
kde z druhého na tfeti faddek jsme aplikovali na obé strany nerovnice funkci logaritmus of zakladu 3. Ten
je rostouci, a tedy nerovnost zustala zachovdna. Resenim na (—o0, 0) tedy jsou z € (—o00,0)N(—00, —1) =
(=00, —1).
Na (0, 00):
3—w3—3 > 3—213
—2® -3 > 223
3 >3

3:>\3/§.

Resenim na(0, 00) tedy jsou z € (0,00) N (¥/3,00) = (¥/3,0).

Celkem nerovnici fesi x € (—oo, —1) U (3/3, 00).

(k) Rovnice je definovdna na R. Nejprve rozdélime na dvé mnoziny podle zmanénka funkce 2z — 1.
Potitejme nejprve na (—oo, 3):

|[-2z+1-7]<2
|2z 4+ 6] < 2.
Nyni v rdmci intervalu (—oo, 3) uvézime dva pifpady a to podle znaménka funkce 2z + 6. Na (—o0, —3),
kde je 2z + 6 zadporna, mame
—2r—-6<2
—2x <8
T > —4,



a tedy na (—oo, 2) N (—o0, —3) = (—o0, —3) nerovnici fesi « € (—4, —3). Na (—o00, 3) N (—-3,00) = (-3, 3)
mame
20 +6 <2
r < =2,
a tedy na (—o0, 1) N (—3,00) = (—3, ) nerovnici fesf z € (—3, —2). Proto na intervalu (—oo, 1) nerovnici
fesi o € (—4,-2).
Na (%, 00) budeme postupovat obdobné:
20 —1-7<2
|z —4] < 1.

Nyni opét rozdélime na dva podintervaly. Resme nejprve na (—o0,4) N (%, 00):
4—x<1

x> 3.
Resenim na (1,4) tedy jsou z € (3,4). Na (4, 00) mame
r—4<1
r <5,
a tedy zde nerovnici fesi z € (4,5).
Celkem nerovnici fesi x € (—4,—2) U (3,5).
(1) Nerovnice je definovdna na R. Pocitejme
2 —cos2x — 3sinx <0
2 — cos? x4 sin®x — 3sinz < 0
2 —1+sin®z +sin®z — 3sinz < 0

22 —3y+1<0

Jy =sinz

3 1

2

-z - <0.
Y 2y+2

Nalezneme nyni kofeny kvadratické rovnice y? — %y + %

[SJ[eY

+ -2

me=Ty S

Kofeny tedy jsou y1 = 1 a yo = 1. Dostdvame tudiz y? — 2y + 2 = (y— L)(y— 1) atedy y? — 2y + 1 <
0 < yc (%, 1). Dosadime zpétné za y a dostdvdme podminku sinz € (%, 1). To nastane pravé tehdy,
kdyz @ € Uyey (5 + 2km, 55 4 2km) \ {5 + 2k7} a to je nase FeSeni nerovnice.

(m) Nerovnice je definovéna na R\ U, {5 +kn}. Uvédomime si, Ze sin > > —1, nebot obor hodnot
funkce sin je (—1,1).
Odtud sinz? + 12|tanz| > -1 +0 = —1 > —2. Tedy nerovnice je splnéna kdykoliv je leva strana
definovana.

Nerovnici tudiz fesi 2 € R\ U135 +kn} = Upep(—5 +km, § + k7).

(n) Nerovnice je definovdna na R\ {—3,2}. Pfevedeme vSe na jednu stranu a ddme na spoleéného
jmenovatele:

(<=}

+

e~ w
1=

x—2<x—|—1
r+3 " xr—2
x727x+1<0
r+3 -2
2 2 A
T dor+4—x 4z 3<0
(z+3)(z—2) -
—8xr+1 <0
(x4+3)(x—2) —
8r —1 >0
(x+3)(z—2)

a sestrojime si tabulku
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(_OO, _3) (_37 %) <%’ 2) (27 OO)
z+3 - + + +
8xr—1 - - + +
r—2 - - - +

Odtud vidime, Ze nerovnici Fesf x € (=3, ) U (2, 00).

Priklad 3. (a) Nerovnice je pro ¢ € R definovdna na R. V§imnéme si, ze pokud ¢ > 0, pak nerovnost
ce® < 0 nemuZze byt splnéna, nebot e* > 0 pro z € R. Tedy pro ¢ > 0 neexistuje zadné feseni.

Pokud ¢ = 0, ur¢ujeme x € R takova, ze —1 < 0 < 0. To ale jisté plati pro kazdé x € R. Pro ¢ =0 je
tedy feSenim kazdé x € R.

Pokud ¢ < 0, tak druh& nerovnost vZdy plati, nebot pro kazdé x € R plati e > 0, a tedy ce® < 0.
Zamerime se tedy na prvni nerovnost:

Resenim pro ¢ < 0 jsou tudiz = € (—o0,log(—1)).

(b) Nerovnice je pro ¢ € R definovdna na R. Thned vidime, Ze pokud ¢ € (—o0,0), pak nerovnici
fesi vSechna z € R. Pokud ¢ € (1,00), pak rovnice nemd zadné feseni. Zbyva tedy vyfesit pripad pro
¢ € (0,1). Funkce |sinz| je m-periodickd, staci tedy Fesit na (0,7). Na (0,7) je |sinx| = sinz, TeSime
tedy nerovnici sinz > c. Déle si mizeme uvedomit, ze funkce sin je symetrickd podle osy z = § (tj.
sin(§ +x) = sin(§ —x)), takze ndm staci vlastné fesit rovnici na (0, §). Jelikoz nyni fesime tuto nerovnici
na (0, 7), aplikujeme na obé strany funkci arcsin. Dostdvame tedy 2 > arcsinc. Na (0, §) tedy nerovnici
fesi o € (arcsinc, 7). Ze symetrie pak dostavdme, Ze na (0, 7) nerovnici fesi z € (arcsinc, 7 — arcsin c).
Proto celkové pro c € (0, 1) nerovnici fesi x € |J, o, (arcsin ¢ + km, 7 — arcsin ¢ + k).

(c) Nerovnice je pro ¢ € R definovana na R. Pokud ¢ < 0, pak nerovnice nemé zadné feseni. At tedy
¢ > 0. Opét rozdélime na tti podintervaly podle znamének funkci uvniti absolutnich hodnot.

Na (—o0, —3):

—r—x—3<c¢
—2r<c+3

c+3
2 b

a tedy zde nerovnici fesi

c+3 0, c <3,
z € (—o0,—3)N(— ,00) = -
( aal 2 ) {(—033,—3), c>3.
Na (—3,0):
—r+rz+3<c
3 <c,
a tedy zde jsou resenim
0, c<3,
x e
(—3,0), ¢>3.
Na (0, 00):
r+rz+3<c
20 <c—3
<cf3
x 5
a tedy zde jsou resenim
c—3 0 c<3
z € {(0,00) N (—o0, =< -7
(0.00)n ( 7 ) {(0,023), c<3.
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Vidime, ze proto celkem pro ¢ < 3 neexistuje zadné feseni, a pro ¢ > 3 rovnici fesi x € (fcf’, 053).

(d) Nerovnice je pro kazdé ¢ € R definovdna na R. Vyraz v absolutn{ hodnoté mtzeme pfepsat na
x(z + 2), takze nejdifv budeme nerovnici fesit tam, kde je tato funkce zdporn4, tj. na (—2,0):
—2? —2x < c+2x
—2?—dr—c<0
2?4+ 4x+c>0.

Nyni spocteme kotfeny této kvadratické rovnice

4+ 164
$:—2j:\/4—c.

1,2 =

Odtud vidime, ze pokud je ¢ > 4, pak je diskriminant (4 — ¢) zéporny, a tedy vzhledem k orientaci
paraboly FeSenfm je cely interval (—2,0). Pokud ¢ = 4, pak mdme jeden kotfen, x = —2, ale ten nelezi
v (=2,0), takze opét vzledem k orientaci paraboly je fesenim celé (—2,0). Pokud ¢ < 4, mame kofeny
1 =—2—+v4—caxy=—-2++/4— c. ReSenim tedy v tomto pripadé budou

) c <0,

€ (—2,00N((—00, -2 —V4—c)U(-24+ V4 —c,0)) = {(’_24_\/@ 0) c;(O 2

Na (—o0, —2) U (0, 00):
2?42 <c+2
? <e.
Vidime, ze zde neméme zadné feseni, pokud ¢ < 0. V opacném pripadé jsou feSenim

(0,/2), 0<c<d4,

T € ((—OO,—2>U<O, OO))Q(_\/E, \/E) = {(_\/E _2>U<O \/E) c>4.

Celkem tedy:

Pro ¢ < 0 neexistuje zaddné reseni.

Pro ¢ € (0,4) nerovnici fesf z € (=2 + /4 — ¢, /).

Pro z > 4 nerovnici fesi x € (—+/¢, /).

(e) Rovnice je definovéna pro kazdé ¢ € R na R. V8imnéme si, Ze pro ¢ = 1 se jedna o linedrn{ rovnici
—2x — 1+ 8 =0, kteoru resi x = % At tedy ¢ # 1. Pak vydélime rovnici vyrazem ¢ — 1 a dostédvame

2c —c+8
2

— =0.
. c—lm c—1

Spocteme nejdiive diskriminant D a urc¢ime, kdy je kladny, roven nule a zaporny. Je
4¢? -
c 7 48 c
(c—1)2 c—1
_ 4c? + 4c® — 32¢ — 4c + 32
- (c—1)

2¢? — 9c + 8).

D=

L
Tudiz kladnost/zépornost diskriminantu zavisf na hodnoté vyrazu 2¢? — 9¢+8. Dopoéteme koteny tohoto
polynomu

9+81—-64 9++17
C12 = 4 = 4 .

Koeficient u ¢? je kladny, a tedy

9— V17 9+ 17

);

D<0 < ce(

4 ’ 4
9—V17 9 17
D=0+ ce{ f, +4\ﬁ},
9 — V17 9 17
D>0 < ce(—oo,T\/»)\{l}U(%\/»&O%
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kde v pfipadé D > 0 vyskrtdvdme hodnotu jedna, nebot uvazujeme pouze c # 1.
Pokud je D < 0, nemé rovnice feSeni.
Dopocteme nyni koreny kvadratické rovnice pro D > 0
2¢ + /D

Tr2=——+H
2

1
- _° 4 V22 —9¢ + 8.

c—1" |e—1]

Odtud vidime, ze pokud D = 0, pak mdme jeden kofen, a to z = —<5.

Pokud D > 0, pak mdme dva kofeny. r; = =% — |Ci1‘ V2e2 —9c+8awy = S5+ \cil\ V2c% —9c + 8.

c— c—
7
3¢

Celkem tedy mame: pokud ¢ =1, tak « =
Pokud c € {9_T‘/ﬁ, 9+T\/ﬁ}, tak r = 5.
Pokud c € (%m, %%ﬁ)

tak nemame zadné fesSeni.
Pokud ¢ € (—o0, 2=Y17)\ {1} U (2227 o0), tak rovnici Fesf
v € {s5 — ThrVEE 00T 8, 24 + iy V3 — 00T B).
Ptriklad 5. (a) Napiiklad (x — 4)(z + 6) > 0.
(b) Napiiklad (z + 2)% > 0.
(c) Napiiklad 22 < 0.
(d) Napiiklad z(z —2) < 0.
Priklad 6. Pouzijeme vzorecky pro dvojnasobné thly:

sin 4z = 2sin 2z cos 2z = 2 - 2sinz cos = - (cos? —sin® ) = 4sinz cos® x — 4sin® z cos z,
cos 4x = cos® 2z — sin? 2z = (cos® x — sin® x)? — (2sinz cosz)? = cos? x — 6sin? z cos® z + sin? .
P¥iklad 7. (a) Uvazujme kvadratickou rovnici az? + bz + ¢ = 0. Upravujme
ax® +br+c=0

b
P4z S=0
a a

x2+éx+i—_f ﬁ
a 402 a  4a?
b ., b*—dac
($+%) T 4a?
b Vb2 —4
ey b VU —dac
2a |2a]
—b+ Vb% —4ac
r=—
2a ’

kde odstranéni absolutni hodnoty v jmenovateli vysledek nezméni, pouze by se zménilo + na F. Kofeny
nicméné vychdazeji stejné.
(b) Pocitejme pro z,y € R
2 2
(z+y)* =2+ 20y +y* <a® + 202yl +y* = |2[* + 22| - [y + |yl” = (2] + [y])*.

Odmocnénim dostavame pozadovany vysledek.
(¢) Pro z,y € R mdme z (b)

lyl=lz+y—z| < |z|+ |y — 2],

neboli
lyl =] <y — 2| = |z —y|
a
[z =ly+z—yl <[yl + |z —yl,
neboli

lz| = |y < |z —yl.
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Z téchto dvou nerovnosti a definice absolutni hodnoty jiz plyne ||z| — |y|| < |z — y|.
(d) Necht n,k € N,n > k > 0. Rozepiseme z definice a pocitame

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
(k—l)Jr( k >(n—k:)!(k—1)!+(n—1—k)!k;!
B (n—1)'k (n—1!Yn—k)

SRk — D% =1k kK
(n—Dn—k+k) (n—-1)n <n)

-k -k \k)
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