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Teorie

Véta. Méjme mocninnou fadu f(z) = Y oo ax(x — x0)* s polomérem konvergence
R > 0. Potom pro kazdé x takové, Ze |x — xo| < R plati, Ze

= Z ay - k(x —xzo)F L.
k=1

Véta tikd, ze uvnitt konvergenéniho kruhu lze derivovat fadu ¢len po ¢lenu. Véta plati
v redlném i komplexnim oboru.

Navic plati, Ze derivovand rada md stejng polomér konvergence, jako puvodni Tada.

Analogicky plati véta o integraci ¢len po ¢lenu.

Véta. Méjme mocninnou fadu f(z) = > re; ap(z — x0)* s polomérem konvergence
R > 0. Potom pro kazdé x takové, Ze |x — xo| < R plati, Ze funkce F definovand

predpisem
=S wl
MR k+1

md v bodé x derivaci rovnou F'(z) = f(x).
Véta (Abelova sumaéni metoda). Necht’ Fada Y peq ap konverguje. Necht R je
polomeér konvergence mocninné fady Y po apz®. Potom plati

(o] (o @]
lim Zakxk = Zak.
z—R—
k=1 k=1

Abelovou sumacni metodou nazyvdme metodu, kdy z libovolné fady > aj udélame
mocninnou pfidénim z* o poloméru konvergence R a spocitdme limitu

+1

o0
lim Z aka:k.
rz—R—
k=1

Tim lze pfifadit soucet i nékterym divergentnim faddm! Mame ale zaruceno, ze pokud
fada ), aj konverguje, pak jsme ji touto metodou secetli spravne.
Priiklady

1. Derivovédnim ¢len po ¢lenu seététe nasledujici fady (uvnitt kruhu konvergence).
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ResSeni: Oznacéme
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f(a:)::c+%+g+...

Formalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme fadu
1+a®+a' 4+ ...

coz je geometricka fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem z2. Zéroveii je to
mocninna fada s koeficienty stiidavé 0 a 1, mé tedy polomér konvergence
roven jedné. Puvodni fada mé tedy polomér konvergence také roven jedné
a uvnitt kruhu konvergence plati
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Reseni: Oznac¢me
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Formalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme Fadu
1—a®+a2'+ ...

coz je geometricka fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem —z2. Zaroveii je to
mocninna fada s koeficienty stiidavé 0 a +1, ma tedy polomér konvergence
roven jedné. Puvodni fada mé tedy polomér konvergence také roven jedné
a uvnit? kruhu konvergence plati
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Plati, ze
1
(arctan z) = 1122
tudiz
f(z) = arctan =, |z] < 1.

Pozndamka: Vztah plati pro |x| < 1, k tomu je ale zapotiebi lepsi teorie, nez
mdme k dispozici.



2. (a) v +22% +32° 4 ...
Reseni: Mame secist fadu
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Podle ,,podilového kritéria“ mé polomér konvergence jedna. Plati, ze

o0 o0
kak =z- Z kak—1,
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Oznacéme
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Potom na kruhu konvergence plati integrovanim ¢len po ¢lenu, ze
- kit - k+1 x
— / — — —
flz)=F'(x),  kde F(m)—Z(k+1)k+1—Zx =1
k=0 k=0
Odtud vyplyva, ze
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kak:xf(x):ﬁ, lz] < 1.
k=1

(b) = — 4%+ 92 — 162 + ...
Reseni: Rada mé polomér konvergence jedna, jak plyne z ,podilového
kritéria“. Méame secist fadu
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coz, podle véty o integrovani ¢len po ¢lenu, je rovno
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a znovu podle véty o integrovéani ¢len po ¢lenu a vztahu pro soucet geomet-
rické rady plati




a nyni zbyva jen spocitat piislusné derivace
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ReSeni: Mame secist radu
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Polomér konvergence je jedna, jak plyne z ,podilového kritéria“

o integraci ¢len po ¢lenu plati
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. Podle véty

|z] < 1.



Reseni: Namisto (—1)%/3" budeme psit zF a potom dosadime z = —1.

Sectéme tedy fadu
o
Z k3ot
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Polomér konvergence je roven jedné. Je

o (o (o (22))) = (o (o () ) -
e () = (- (25) -

Odvodili jsme, ze
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Nyni dosazenim = = —% do levé a pravé strany dostaneme
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Reseni:

Rada konvegruje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty je
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Potom na kruhu konvergence plati
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a tedy

@) = / ffx — _(l+2)+C,

pricemz, protoze f(0) =0, je C = 0. Odtud vyplyva, ze

X (_1\k
Z( 1 = lim f(z)=—-1In2.
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Reseni:

Rada je evidentné konvergentni. Lze ji samoziejmé secist elementdrné po-

moci vztahu
1 1 1

k(k+1) k k+1

Snadno tak dostaneme, ze
N
LI R T =N
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Nicméné to zkusme Abelovou metodou. Za tim ucelem sec¢teme fadu
> xk+1
/@) :;k(kJrl)'

Na kruhu konvergence je
k
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f”(l') _ i'xk—l — 1
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a proto

f/(g;>:/1imdm:—ln(1—x)+ch

pricemz f'(0) = 0, a tedy C; = 0. Nyni integraci per partes (s funkcemi
v =1av=In(1-x)) dostaneme

fx)=2z—2In(l —z)+In(1 —z) + Cy,

opét je ziejmé f(0) = 0, a proto Co = 0. Nakonec, podle Abelovy véty, plati

Zk(klﬂ) = lim f(z)=1—1-In(1) +In(1) = 1.

r—1—
k=1



