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Teorie

Věta 1. Limita a uspořádáńı

Necht’ f : Rn → R, g : Rn → R, a je hromadným bodem množiny M a necht’

f(x) ≤ g(x) na pr̊uniku nějakého prstencového okoĺı bodu a ∈ R
n a množiny M .

Existuj́ı-li limity obou funkćı f a g v bodě a vzhledem k množině M , potom plat́ı

lim
x→a
x∈M

f(x) ≤ lim
x→a
x∈M

g(x).

Naopak, necht’ f : Rn → R, g : Rn → R, a je hromadným bodem množiny M . Je-li

lim
x→a
x∈M

f(x) < lim
x→a
x∈M

g(x),

potom existuje prstencové okoĺı P (a) bodu a ∈ R
n tak, že f(x) < g(x) na P (a) ∩M .

Věta 2. Věta o dvou policajtech

Necht’ f : Rn → R, g : Rn → R a h : Rn → R, a je hromadným bodem množiny
M a necht’ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) na pr̊uniku nějakého prstencového okoĺı bodu a ∈ R

n a
množiny M . Pokud,

lim
x→a
x∈M

f(x) = lim
x→a
x∈M

h(x).

potom existuje také limita funkce g v bodě a vzhledem k M a všechny tři limity jsou
si rovny, tj.

lim
x→a
x∈M

f(x) = lim
x→a
x∈M

g(x) = lim
x→a
x∈M

h(x).

Věta 3. Věta
”
omezená krát nulová“

Necht’ f : Rn → R, g : Rn → R a a bud’ hromadným bodem množiny M . Necht’ f
je omezená funkce na pr̊uniku nějakého prstencového okoĺı bodu a ∈ R

n a množiny M

a necht’

lim
x→a
x∈M

g(x) = 0.

Potom
lim
x→a
x∈M

f(x)g(x) = 0.

Nejd̊uležitěǰśım nástrojem pro nás bude věta o limitě složené funkce.
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Věta 4. Věta o limitě složené funkce

Necht’ f : Rn → R a g : R → R a a ∈ R
n je hromadným bodem množiny M . Necht’

plat́ı, že

1. lim
x→a
x∈M

f(x) = b,

2. lim
y→b

y∈f(M)

g(y) = L,

3. je splněna jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

(a) g je spojitá v bodě b (vzhledem k množině M) nebo

(b) existuje prstencové okoĺı P (a) bodu a tak, že f(x) 6= b pro každé x ∈ P (a)∩M .

Potom
lim
x→a
x∈M

(g ◦ f)(x) = L.

Jedńım z př́ımočarých d̊usledk̊u, který ale lze jednoduše dokázat také př́ımo, je
prvńı část následuj́ıćıho tvrzeńı.

Věta 5. 1. Necht’ f : Rn → R a a ∈ R
n bud’ hromadným bodem množiny M . Jestliže

lim
x→a
x∈M

f(x) = L, potom lim
x→a
x∈M

|f(x)| = |L|.

2. Necht’ f : Rn → R a a ∈ R
n bud’ hromadným bodem množiny M . Potom

lim
x→a
x∈M

f(x) = 0, právě když lim
x→a
x∈M

|f(x)| = 0.

Př́ıklady

1. Najděte definičńı obor následuj́ıćıch funkćı

(a) f(x, y) =
√
x− y

(b) f(x, y) =
√
y sinx

(c) f(x, y) = xy

(d) f(x, y) = arccos 1+x2y2

2xy

(e) f(x, y) =
√

sgn(sinx sin y)

2. Popǐste vrstevnice následuj́ıćıch funkćı

(a) f(x, y) = 1
x2+y2

(b) f(x, y) = max{|x|, |y|}
(c) f(x, y) = min{x, y}
(d) f(x, y) =

√
x
y
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3. Vypočtěte

(a) Ukažte, že pro funkci f(x, y) =
x− y

x+ y
plat́ı

lim
x→0

(

lim
y→0

f(x, y)

)

= 1, lim
y→0

(

lim
x→0

f(x, y)
)

= −1

a
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) neexistuje.

(b) Ukažte, že pro funkci f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2
plat́ı

lim
x→0

(

lim
y→0

f(x, y)

)

= 0 a lim
y→0

(

lim
x→0

f(x, y)
)

= 0,

ale
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) neexistuje.

(c) Ukažte, že pro funkci f(x, y) = (x+ y) sin
1

x
sin

1

y
limity

lim
x→0

(

lim
y→0

f(x, y)

)

a lim
y→0

(

lim
x→0

f(x, y)
)

neexistuj́ı,

ale

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) vzhledem k definičńımu oboru funkce f existuje a je rovna nule.

(d)

lim
(x,y)→(2,2)

x2 − y2

x2 − 3y + 3x− xy

(e)

lim
(x,y)→(0,0)

√

x2 + y2 + 1− 1

x2 + y2

(f)

lim
(x,y)→(0,2)

e(|x|+(y−2)2)y − 1

(|x|+ (y − 2)2)y

(g)

lim
(x,y)→(4,0)

tg
√

(x− 4)2 − y2

x2
√

(x− 4)2 − y2
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