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Teorie
Priklady

1. Najdéte defini¢ni obor nésledujicich funkci

(a) f(zy) = VT =y (d) f(z.y) = arccos Y
(b) f(z,y) =+ysinz
(c) flz,y) = aV (¢) f(x,y) = /sen(sinzsiny)

2. Popiste vrstevnice nésledujicich funkeci

(a) f(z.y) = 7 (¢) f(x,y) = min{z,y}
(b) f(z,y) = max{|z], ly[} () f(z,y) = %
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3. Vypoctéte

“i . -y .
Ukaite, funkei f(z,y) = —2 plat
(a) Ukazte, ze pro funkci f(z,y) x+ypa1

lim @135 (:L’,y)> =1, 555 (g%f(a%y)) =-1

lim x,y) neexistuje.
e f(z,y) \

Reseni:
Nejprve vypocteme obé dvojnasobné limity. Uvédomme si, Ze vnitini limitu

pres y (resp. x) ndm staci pocitat pro hodnoty parametru x (resp. y) ruzné
od limitniho bodu, tj. v nasem konkrétnim piipadé pro = # 0 (resp. y # 0).

Plati, 7e
lim <lim (:):,y)) = lim <lim T y) =
z—0 \y—0 z=0 \y—=0x +y

pro libovolnou hodnotu ,,parametru“z ruznou od nuly je funkce (proménné
y) v bodé nula spojitd, a proto po dosazeni y = 0 mame




Obdobné vypocteme

lim (hm f(m,y)) = lim <lim ° _y) =
y—0 \z—0 y—=0 \z—=02 +y

pro libovolnou hodnotu ,,parametru“y ruznou od nuly je funkce (proménné
x) v bodé nula spojitd, a proto po dosazeni x = 0 mame

Protoze dvojndsobné limity existuji a nerovnaji se, nemuze dvojné limita
existovat (ani vzhledem k definiénimu oboru).

Ukazte, ze pro funkci f(z,y) = o jiy;_ ot plati
tm (Jm ) =0 ot (1 o) =0
ale
(x,yl)ig%o,o) f(z,y) neexistuje.
Reseni:

Vypoc¢téme nejprve dvojnasobné limity. Uvédomme si, ze funkce f(x,y) je
jako funkce proménné y pro pevnou hodnotu x # 0 spojitd pro vSechna
y € R, specidlné v bodé nula. Mdme tedy, Ze pro = # 0 je

Proto

222
lim <lim (x,y)) = lim <lim ) = lim (0) = 0.

z—0 \ y—0 0 \y—0 x2y2 + (x — y)2

Obdobné dostaneme, ze

o (i 000) 1 (1) i () o
ylil(l) :chl(l) Y _yg% zlirtl)l‘2y2+($—y)2 _yli% 0+(0_y)2 o

Uréeme nyni limitu po piimce y = x pro x — 0 (potom samoziejmeé také

y — 0). Mame, ze
2, .2
x* -z
li =1
zgr(l)aﬂ-ﬂ—i—(x—x)g

Y

a protoze limita po pfimce y = x a dvojndsobné limity (tj. limity po svislé
a vodorovné ose) existuji a nejsou shodné, dvojnd limita nemuze existovat
(ani vzhledem k definiénimu oboru).



1 1
(c) Ukazte, ze pro funkci f(x,y) = (z + y) sin — sin — limity
z Y

lim <lim (x,y)) a lim (hm f(x,y)) neexistuji,

z—0 \ y—0 y—0 \z—0

ale

( l)in%O 0 f(x,y) vzhledem k definiénimu oboru funkce f existuje a je rovna nule.
m’y _> b

Reseni:

Uvédomme si, ze pro zadné x # # pro k € Z neexistuje limita

. 1 1

lim (z + y) sin — sin —.

y—0 x Y
Formélné to lze nahlédnout pomoci Heineho véty. Volme-li y, = 1/27mn,
potom

lim (x + y,)sin —sin — = lim (x + ——)sin — sin(27n) = 0,
n—00 x Yn  N—00 2mn T

zatimco pro volbu y, = 1/(7/2 4 2mn) je

1 1
lim (z+yy,)sin —sin — = lim (z+

.1y 1
n-s%0 2 0y, T b Ty 27m) sin —sin <§ + 27m> = (z+40) sin - £ 0.

TudiZz nemuze existovat ani dvojnasobnd limita

lim <11/1g5 (z, y)) ,

protoze vnitini limita neni definovdna na zadném intervalu hodnot = €
(—e,4€). Ze zcela stejného duvodu neexistuje ani druhd z dvojndsobnych
limit.
Naopak dvojna limita
lim  f(z,y)

(z,y)—(0,0)
sice neexistuje vzhledem k R? (protoze funkce f neni definovdna ani na
jedné ze soufadnych os, a proto neni definovdna na zadném prstencovém
okoli poc¢éatku), ale vzhledem k definiénimu oboru funkce f je nulovd. To
proto, ze

lim (z+y)=0+0=0
oo’ Y ’
1
x
je omezend. Tudiz podle lemmatu o sou¢inu funkce s nulovou limitou a
funkce omezené je vyslednd limita opravdu nulova.

nebot polynom (x +y) je spojita funkce, a ddle protoze, ze funkce sin Sin%
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lim

22 —

(zy)—(2,2) 22 — 3y + 3z — 2y

lim Vi
(z,5)—(0,0) x? 4 y?

ezl + =22y _

lim
(@y)—0.2) (|| 4+ (y —2)?)y

lim

(mvy)_)(470) .1'2

tg /(@ —4)2 42
22

(x—4)? -y



