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Teorie

Véta 1 (Limita integrdlu zdvislého na parametru). Nechf P je metricky prostor a
ACP. Bud a€ A\ A. Necht funkce f: Ax D — R md ndsledujici vlastnosti:

(Li-1) Pro skoro vsechna x € D existuje lim  f(t,z).
t—a,t€A

(Li-2) pro vSechna t € A je funkce f(t,-) méritelnd,

(Li-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vsechna t € A a x € D je
[f(t,2)] < g(z).
Potom
li t,x)d = 1l t,x)d :
| tim s dnte) = tim [ o) au)

specidlne vyrazy vyskytujict se vyse maji smysl.

Véta 2 (Spojitost integrdlu zdvislého na parametru). Necht P je metricky prostor.

Bud a € P a U okoli bodu a v P. Necht funkce f : U x D — R md ndsledujici
vlastnosti:

(Sp-1) Pro skoro vSechna x € D je funkce f(-,x) spojitd v a,
(Sp-2) pro vsechna t € U je funkce f(t,-) méritelnd,

(Sp-3) ezistuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vsechna t € U a x € D je

£t )] < g(x).

Potom pro viechna t € U je f(t,-) integrovatelnd a funkce

F:t »—>/ f(t,x) du(x)
D
je spojitd v bodé a.
Lemma 3 (Fatouovo). Necht D € S a {f;} je posloupnost nezdpornijch méritelnych
funkci na D. Potom
/ liminf f; < lim'inf/ fi-

D J J D
Véta 4 (Derivace integralu zévislého na parametru). Necht (X, S, p) je prostor s mirou
a I C R je otevieny interval. Necht funkce f : 1 x D — R md ndsledujici vlastnosti:

(De-1) Pro skoro vsechna x € D je funkce f(-,x) diferencovatelnd na I,

(De-2) pro vsechna o € I je funkce f(a,-) méritelnd,



(De-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro véechna o € I a = € D je
of
‘%(a,f)‘ < g(z),

(De-4) existuje ag € I tak, Ze f(to,-) je integrovatelnd na D.

Potom pro viechna o € I je f(a,-) integrovatelnd na D, funkce

F:ar—>/Df(oz,a:)d,u(x)

je diferencovatelnd na I a plati vzorec

P = [ Fiaaduta).
Priklady
1. Ukazte, ze funkce F(a) = [° f:;a; dz konverguje pro o > 0 a pro a € (0,00)

spliiuje diferencidlni rovnici f” + f = é

o0 e—Oé(l'
F = .
(@) /0 1+ 22

2. Vysetiete prubéh funkce

na intervalu (0, c0).

Spoctéte

na intervalu (0, c0).

Spoctéte
lim F(«).
a—04
3. o
F(a)= / dz,
0 242
na intervalu (2, c0).
Spoctéte
lim F(«).
a—2+



Spoctéte

F(a,ﬁ):/ eSOt g B € (0,00),a €R
0

T

Hint:dce dle «, fooo e 5% cos ax dx = B/(a® + 32).

T In(1
F(a) = / In(1 + acos) dz a€(—1,1)
0 cos

inte [T d — ; —
Hint: fo TTasss = \/17:7, arcsin ' = 1/4/1 — 32

ISIE

1+ aacosz dx

F(a):/o In ae(—1,1)

1 —«cosxcosx

Hint: fw/2 2dx

_ ™
0 1—a2cos?2z ~ /1—a2’

2 arct t
F(a)=/2de a€R
0 g

s (/2 1 Y |
Hint: [ Tretig % 9 = 3 15a-

Bl

F(a,B) = /02 In(a?sin? x + 2% cos® ) da (o, B) € R?\ (0,0)

Hint: dce dle o,

i r—
aa?sin® x + 2 cos? x a+f

/“/2 2 a?sin? x T
0



