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3. cviceni

http:/ /www karlin.mff.cuni.cz/ ~kuncova/
kytaristka@Qgmail.com

Priklady

1. Z definice urcete

(a)

] 1
A
Reseni: chceme dokdzat, ze: Ve > 0 Ing € N Vn > ng : '% — 0] < e.
Jelikoz n > 0, miZeme absolutn{ hodnotu pfepsat na: % < g, €OZ znamens,
ze potfebujeme zajistit, aby % < n. Tedy staéi zvolit ng := [% + 1] (horni
celd ¢ést), pak ng > %, tedy pro n > ng > é plati, Ze % <e.

nlggo logn

Reseni: Ze znalost{ zékladnich funkeci odhadneme, Ze limita bude asi co.
TakZze uzijeme definici nevlastni limity:

Definice 1. Rekneme, e posloupnost {an}l, mé limitu co (resp. —oo)
jestlize plati:

)

VE€eR Ing e NVneNn>ng: an > k

(resp.
VEeER IngeNVReNnn>ng: an < k).

Tedy zvolme k € R a hledejme ng, aby pro Vn > ng byla a, > k. Logaritmus
je rostouci zélezitost, stadi tedy najit vhodné ng, zbytek bude platit trividlné.
Dosadime-li ny do piedpisu, ziskdme:

Inng > k.

Vypustime na to exponencielu, kter4 Je taktéz rostouct funkci, tedy nezmén{
znaménko nerovnosti:

2. Spoctéte

(a)

ng > e,
Nyni uz jsme hotovi, staci volit ng := [e¥] + 1 a z predchozich tvah plyne
vSe potiebné.
. P o
lim



(d)

@b (e)

Resent: Uzijeme opakované vétu o aritmetice limit, promyslete si, kde
presné.

2n° + 2n — 7 : n5(2+;b2—4—;t73) limn—>oo(2+n%—nls)
im ———— = 1 s = e

n=oon® —6n? 44  nSeo n’(1— 5+ %) limp00(1 — -5 + %)
= limn—moz"f—hmn—)oo%“limn—mon_?s 20—

iy 00 1 — limp o0 % + limp 00 &% 1—0+0

=2

I 5n?4+n—5

1 ————

n——)rgo nd3 + 8

Reseni: Opét véta o aritmetice limit, ale uz to nebudeme rozepisovat
Bn’l+n—-5 il i AR e

nlggo PERE e S n3(1+§g) R

. V/n2-sin(n!)
lim ——> "/
n—00 n-+1

ResSeni: Funkce sinus je omezend, tedy:

3 2 3 2. o ! 3 2
O lmfapjeiime: o) Vi doinnt) to SRVIGTERE
n—rco0 n+1" nSc n—+1 n—oomn + 1

’ 1+424+...+n n
lim § ——M— — _ ~
n—00 n-+2 2

Reseni: pouzitim vztahu 1+2+ - +n=n(n+1)/2 mime

_ 1+24...4n =n . nn+1) n
Jim &l e = |ifii e AT S AU
n—00 n—+2 2 n—00 n-+2 2

- () ()

: {12+22+...+n2}
lim 3
n—o0 n

ResSeni: powzitim vztahu 12 4+ 22 + ... + n2 = n(n +1)(2n + 1) mame

lim

n—00 n3 n—00 1

=(14+0)(2+0) =2.

12+22 n(n+1)(2n +1) . (1+1/n)(2+1/n)
(= = s



(%) (i)

@ 4

(n +4)1%0 — (n 4 3)100
n—co  (n 4 2)100 _ ;100

Reseni: Roznédsobime zavorky podle binomické véty a nebudeme se zbyteéné
trapit s malymi mocninami:

: (n'% +100-4n% + .- )(n1% 4100 - 3% + ... ) s il s
S (n100 17100 - 2099 4 ... — 7,100 T Do 2n%() 2

L ltat o ta
n—oo 1 4+b+4 ... 4 pn’

kde|al, [b] < 1

Reseni: Staéf si uvédomit, jaky je soudet geometrické fady a véta o arit-

metice limit...: 32 ;4™ = ;L. Limita vyjde: %
)
) D
Reseni: Pouzijeme trik:
1 1 1

kk+1) k& k+1
. Nyni aplikovdno na limitu ziskdme:

n
1 T ]
li e s R e Sl . T SN
ng%o;k(kqtl) g 05 a0

Ocdsek sumy je malicky (jde k nule), a vSechny ¢leny kromé jednicky se
sezerou... Tedy vysledek je roven 1.

i (-a) (-5) - (-3)

Reseni: Pouzijeme opét trik:

I Bl E—-1EED
R e k2

Kdyz si nyni limitu rozepiseme, zaénou se nim zdvorky navzajem kratit s
Jmenovateli a zbyde ndm 1/2 a maly zbytek. Tedy limita je rovna 1/2.



ResSeni: Resime na zdkladé znalosti nerovnosti:

135 2n-1 1

E RieecPurce i U1 N
w0 24 6 50, - Won Ei

coz jde k nule. Zespoda je limita také omezend, vie je kladné. Cili celkem
je rovna 0.



4. cviceni
http: //www.karlin.mff.cuni.cz/ ~kuncova/
kytaristka@gmail.com

Priklady
1. (a) Najdéte suprema a infima nésledujicich mnozin v R:
N inf =1 supneexistuje

(0;2] inf=0 sup=2
(0;1)NQ inf=0 sup=1
{re€Ziz>—-v6) inf=-2 sup neexistuje
{(=1)"V/n;n € N}  inf neexistuje sup neexistuje
{arctan z;2 € R} inf = —7/2 sup = /2

: . 7T
7};11010 sm(nz)
Reseni: Najdeme vybrané podposloupnosti s riznymi limitami. Kup#ikladu
pro n délitelnd 8 ziskdme sin(27) = 0, zatfmco pro n, kter maji po déleni
8 zbytek 2 ziskdme sin(1/27) = 1. Takse méme 2 rtzné podposloupnosti
s riznymi, dosti vzddlenymi limitami. Sta&f pouzit Vétu o limité vybrané
posloupnosti. Jiny zptisob je pouzit Bolzano-Cauchyho podminku: zvolime
€ < 1 a najdeme protiptikladova ng pomoci uvahy vyse.

. (b)
@ lim YnF1- ¥n

Reseni: Jednak kdyZ se podivdme na tlohu, mtZeme zkusit odhadnout
limitu. Odmocnina zmenguje rozdily, takze mizeme doufat, Ze rozdil se
bude zmen3ovat a limita pijde k nule. A ted formalné - rozsifime vhodnym
zlomkem tak, abychom se zbavili odmocnin:

im ¥/ N~ ey (M1 TR n?s
A Vrt+l-Yn= lim (Vn+1- i) B+ VnF Tl =
1

n+1-—n n2/3

= hm == hm n?/3
noo (n4+1)23 + Yn+ 1¢¥n+n2/3  noo n2/3 €/1+2+%+€/1+l+1
n n n
0

= =0
VI+0+0+Y1I+0+1

Uvédomime si, Ze jsme pouzili Vétu o aritmetice limit.



()

(d)

()

lim (=1)"v/n(vVn+1 - v/n)

n—0o0

ReSeni: Nejprve se soustfedime na sudé ¢leny a zlomek rozs{ifme:

2 2 '2 D
Tim ( /_—n2+n— ﬁ—nz)'\/n +n+vn B +n—n
n—00 1/77’24_,”_}_«/712 n—)oo,/nQ_l_n_}_ﬁ/nQ
1

1 1

S e /1+%+\/I VILt0+1 2

Pro liché ¢leny spoéitame limitu Uplné stejné, vyjde ndm —1 /2. Cili limita
neexistuje.

Hm V/nd+1—+/n2+1
n—o0
Budeme pracovat se zlomkem:

lim ¥/(n3 + 1)2 - {/(n241)3

n—o0

Ten rozsiifme, aby ndm zmizela Sestd odmocnina. Méla by vyjit 0.

lim 3 <1 - %) + 2(—1)"

n—o0

Reseni: Rozdélime opét na sudé a liché ¢leny:

1
lim 3(1+~)+2=3+2=5

n—o0

: 1

lim Bl =) -2 =391
n—oo n

Cili opét médme dvé rizné limity, ale jedna posloupnost nemtize mit 2 limity.
Tedy limita neexistuje.

e (R
ni)nolo ‘3/TL2 +6— ‘3/712

Reseni: Rozsfifme jmenovatel tak, abychom podle vztahu (A — B)(A2 +
AB+ B?) = A3~ B3 odstranili odmocninu ve Jmenovateli. Rozsif{ime &itatel
tak, abychom podle vztahu (4 — B)(A2 + AB + B?) = A3 — B3 odstranili
odmocninu v &itateli. Vzniklé odmocniny se jiz nebudou odeéitat.

im YR AT V4T Y+ VA 1Yl 17+ Y 1 1)
n—oo /2 16— Ip2 \?'/(n2+7)2+ V2 +1¥m2 ¥ 7+ ("/(n2+ 1)2

2
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3.

_ /(% +6)2+ Vn2¥n2 16+ ¥/ (n2)2 B
Y02+ 62+ Vn2¥n2 16+ Y22
6 ¥/(n? 4 6)% + Vn2Vn? 16 + {/(n2)2 L+1+1

= lim —- = 15 —
ne0 6 Y2+ )24+ Vn? + 1VnT 1 7+ /(02 + 1)2 L1

(Uvédomte si, ze citatel i jmenovatel maji nejvéts{ mocninu n*/3, maji tii
sc¢itance a ve vSech je u koeficientu n4/3 jednicka. Anebo poctivé vytknéte
n/3 v Gitateli i jmenovateli a proved'te limity — dostanete tii jednicky v
citateli i jmenovateli.)

2n? + 2n + nsin 2n
im .
n—o0 1.cos 3n + (2n + sin 4n)2

Reseni: Goniometrické funkce jsou omezené, a tedy nezajimavé. Nejvice
rostouct ¢len je v Citateli i jmenovateli n2, vytkneme jej tedy:

im 2n? + 2n + nsin 2n e n_2 2+2/n+ (sin2n)/n
ntooncosdn + (2n +sindn)?  n—+oo n2 (cos3n)/n + (2 + (sin4n)/n)?
A 0
1 0+ T2

Limity typu &2 Cflkouv, cos C;kOIiV konverguji k nule podle véty ” omezens posloup-
nost krat nula”.

Pro jaké posloupnosti (a,) existuje lim (—1)"a, ?
n—+00

Reseni: Pokud je an > 0, pak limita existuje, pravé kdyz lim a,, = 0.

Jestlize lim a, = 0, potom lim(—1)"a,, = 0 podle véty o limité sou¢inu omezené
posloupnosti a posloupnosti jdouc{ k nule (jednoduchy disledek véty o dvou poli-
cajtech).

Jestlize lima,, # 0, pak existuje ¢ > 0 tak, Ze pro vSechna n > ng, kde ng je
néjaké pfirozené éislo, je a, > . Potom ale lan — ant1| > 2¢ a nenf tedy splnéna
Bolzano-Cauchyova podminka pro konvergenci posloupnosti.

2. Pokud ay, stfidd znaménka, pak rozlisime dva ptipady.
a) lim a, = 0. Potom lim(—1)"a,, = 0 ze stejného divodu jako vyse.

b) lima, # 0. Pak existuje € > 0 tak, Ze pro vSechna n > ng, kde ng je néjaké
pfirozené ¢cislo, je |an| > . Protoze limitou nemtize byt podle predpokladia
nula, pak, mé-li posloupnost (—1)"a,, limitu mit, musi od néjakého indexu n,
(pfedpokléddejme bez Gjmy na obecnosti, Ze n; > ng) piestat stiidat znaménka. 7
toho plyne, ze od indexu n; lze psit a,, = (—1)"by,, kde posloupnost b,, od indexu
n1 je stdle kladnd nebo zapornd. Potom lim(—1)"ay, existuje pravé tehdy, pokud
existuje lim b, (z podobného divodu jako v 1. ¢4sti piikladu).



