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1. (a) liI_l{l 2
n—r+00
Reseni: Odhadneme n < 2", a tedy z Véty o limité a usporadsni

lim 2" > lim n = co.
n—o0 n—oo

® i (5)

Reseni: Dokézeme z definice, Ze limita je rovna 0.
Zvolme € > 0. Hleddme ng tak, aby pro Vn bylo

Zvolme
ng = |lo —1
0 g2 )

Predpoklad je pak zjevné splnén.

@ tm (-3)

Reseni: 7 véty o dvou policajtech
chiE —-1\" 1\"
= (e < [z <[z
(2> B ( 2 ) B (2>
1 n
0< lim <—> <0
n—+oo \ 2

(d) lim (-2)"

n—-+o00
Resent: Ukézeme, ze limita neexistuje. Najdeme vybrané posloupnosti s
odliSnymi limitami. Pro sudé ¢leny mame

Aoy = 22n — 00

a pro liché

agnt1 = —22"T 5 oo,

tedy limita neexistuje (véta o limits vybrané posloupnosti).



2. (a)

, (=2)" + 3»
im0 RO 7
n—00 (_2)n+1 + 3n+1
Reseni: Vhodnym vytknutim plyne
lm A4S g i AT+ 1041 g
e — — == —
(_2)n+1 + 3n+1 3n+1 ute. (_32)n+1 19 3 0 o 3
(b)
lim
n—+oo 95,0001
Reseni: Mohli bychom pbostupovat vytknutim, ale zde to jde Jednodusseji.
Limitu roztrhneme pomocy vety o aritmetice limit na pét kusig.
lim 12" +3" 4 4n 4 50 , 1 ”+ 2 ”+
1 = 1 PR
n= oo 5,00017 n—too \ 5, 0001 5, 0001

+ 3 (Y . n+ W n—o+o+o+0+o-o
5,0001 5,0001 5,0001 ) — :

nebot v kazdé zavorce je koeficient ostTe mensi ne7 jedna.

(c)
lim S+’ + (n+ 1)
nsos n(nb + nl)

Reseni: N ejrychleji ze élent ve zlomku roste faktoris]. Proto

. 3"+ 0%+ (n+ 1)
lim —— 7 ")
n=+teo  n(nb 4+ pl)

n 5
mlm+m%+%+1

i P13 48y
6 = lm ———mnm n "~
n—r+o0 n(n') Z—T +1

n—+too p Z_‘f L e
1q 0+0+1 i
I
(d)
lim \/n24+2n 4 3n
n—00
Resent: Pouzijeme tFeti véty a budeme zjistovat im0 ag:fl, tedy:
ey (P12 2741 gn im SR EE+ @™ 11 404y o
nl{{)lo n2+2n_|1_3n n—oo 3n+1 32i1+%(§n)_’_% 0+%.0+§
(@ ]
lim Var + pn cn,
n—00
kde a,b,c >0



(f)

(g)

Reseni: Bez tjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze ¢ > b>c. Potom
plati, ze

ngrfoo Var + bn on — lim ¢q- \”/1+(b/a)”+(c/a)":a

n—+o00

podle véty o dvou policajtech, nebof {/T S V1+(b/a)n + (c/a)» < /3,

i Va4 pn
ng{)lo a2n + b2n
proa >b>

Reseni: Vytknéme a™ v itatel; a a®" ve Jmenovateli. Je {/g2n — a?, a tedy

) Vam + bn im & 1+ (/) 1
im ( — " _ ) _ . @ | =
"o \ Va2 4 p2n " at \ V1+ (b/a)m a

nebot 0 < b/a < 1, a tudiz je ,”/11:((;% <7 % = /2, a tedy limita
¢lenu v zgvorce Je podle véty o dvoy policajtech rovna jedné.

lim pf {422 — (n 4 1)2)n+1
7165 (n+1)3 —p3 = 3n2)n-1
Reseni: Upravime:

lim o {n+2)2— (n 4 bejE lim »f (P FH4n 44— (n2 4 op o L)t
o0 (n+1)3—p3_ 3n2)n-1 ~ ;50 (n®+3n2+3n 43 _n3 = 3n2)n—1

I . (2n + 3)n+1 ’ " 2n+1nn+1(1 + 3/2n)"+1 .
- ngglo (37’L + 3)71—1 o nggo 3n—1nn—1(1 i l/n)n—l i

y n/on+1 n/mntl . (1+3/2n)n+1 E
I e e il Vv =
i /82 o JU o s/amye
o Vo Y e =

o 1+3/2n 2 1+
. ng/nzv/(1+3/2n)(1+1/n)-\/—1.—.1-1.\:
n—00 3 3 0

1+1/n — 1+

(@)
Wi N

Platf totiz pro kazdé ¢ > 0, k pfirozené :
lim {/a =1, lim {/n =1 = lim ¥nk = 1

a také, Ze }

1< ¥/(A+3/2n)1+1/n) < ¥4
a krajn{ limity jdou k jedné, tudiz podle véty o dvou policajtech také limita,
prostiedni.



1.

. nl!
it
n—oo pn
Reéem’:
. nl o Pn—1In—-2 9 ! 1
hm~n=hm—\ Bl L
n—o00 7 n—oon p n n e L

Véty pro mizejici a, omezenou posloup
Je Vetsi nez 0) mdme, 7e limita = 0,
(b) proa > 1 je

Reseni: Pouzije se limitng verze podilového tegty. Plati totiz

qn+1

A +1 |
. (n 1)1 I a” n! I i
— — = =0<1.
YLBI}}OO ‘:TT n—l>r-f{loo am ('n, + 1)! n—lglf—loo n—+1
(c) Prof>0aa> 1 dokazte, 7e
B
lim =~

n—+oo gn

S . . B S SeTe e, g P 2
Reseni: Oznagme an = 2. Stag pouzit limitni verzi podilového testu.
Plat{ totiz, ze

(n+1)# B .n B
e . n+1 a ! n+1 1
iy 2 lim -¢ ;1 = lim (\)\1 = - lim ( =-<1.
n—+oo g, n—+oo nf n=too  pBb gnt a n—+oo \ a
a’fl

Dodejme, ze lim ( ”T“)'B =18=1 Plyne z véty o mocning limity posloupnosti.

lim {fa=1

n—-+o0o

lim ¢Yn=1

n—+oo
(c)
lim {/ne =
n—+oo
d
& lim Vnl= 400
n—~+00

Zagneme od konce.



(d) Klitem je odhad n! > nn/2 (pro n sudé). D4 se snadno dokézat indukef
nebo tfeba nésledujici ivahou: 1-n > n,2-(n—1)=2n—2>n (pron > 2),
3:-(n—-2)=3n-3>n (pro n > %, bohaté tedy pro n > 2) atd.

Z toho vyplyvé, 7e pro libovolné n jen! > nn/2 (pro n sudé) nebo n! > n"s
(pro n liché).

Z toho vyplyva, ze pro n > 2 je
n\/ ’)’L' 2 nnT_l% = n%_% Z n%_% = n1/4 = \4/5 — —l—O()
Tvrzenf o limité je nyn{ zfejmé.
(c) Plyne ihned z (b) pomoci véty o mocning limity posloupnosti, nebot
a

lim {/n%= lim (\”/ﬁ)a:<lim \"/ﬁ) =l

n—-+o00 n—-+oo n——+o0o

(a) Sta¢i dokdzat tvrzenf pro a > 1, nebot pro a = 1 je ziejmé a pro
O0<a<ljel/a>1avie vyplyne poéitdnim pomoci véty o limité podilu:

et e e . 1 1 LhcE
im a= lim — = lim =— = =1,
n——+oo n—-+ 1/a —+o00 1 i n 1
B / L ¥/1/a nll)r-ir-loo V1/a
Pro a > 1 si ukdzeme dvé fesent:

1) Posloupnost je ziejmé klesajici a zdola omezens, nebot Ya > 1 pro
libovolné n € N, musi tedy byt konvergentnf. Existuje tedy lim /a = L.
Zaroven musi existovat a byt ji rovna limita vybrané podposloupnosti
lim %/a = L. Na druhou stranu oviem musi platit

n—-+oo n——+o0o n—-+o00 n—-4o0o

=rLV2 _ /T,

1/2
L= lim %¥a= lim o'/?"= lim (al/")1/2=( lim al/">

Musi tedy byt rovno VI = L, coz je mozné jeding tehdy, jestlize L = 1
nebo L = 0. Protoze /a > 1 pro kazdé n, nepfichdz{ nula v tvahu (viz
pocétek bodu 2).

2) Klasické Fesent poskytuje tzv. Bernoulliova nerovnost, ktera k4, ze pro
kazdé > —1 (dokonce z > —2) plati, ze

(1+2)">1+nx pro kazdé n pfirozené.

Tato nerovnost se jednoduse dokize matematickou indukeci. Potom lze
vyuzit odhad pro a > 1

a= (" = (1+(Va-1))" > 1+ n(va—1),

5



z ¢ehoz ihned vyplyva, ze
- a—1 notoo
0= Ya-1<—— Bz g
n

Zbytek zaiidi véta o dvou policajtech.
(b) VSechny postupy ukdzané v éasti (a) lze pouzit i zde, ale je potfeba byt
Pii jejich pouziti jemnéjsi.

1) Pro postup 1) neni tak docela Jjasné, ze posloupnost I/n je klesajici, to
se musi dokdzat a nenf to viibec jednoduché, pokud nechcete zkoumat
priibéh funkce z'/%, k &emuz musite umat (dobfe) derivovat.

2) Bernoulliovu nerovnost lze pouzit téz, ale nejde to tak primocafe jako v
piipadé (a). Diky nf plat{ odhad pro n sudé

Vi = (" = (L (Y- 2 g (9-1) 2 142 L (my )

Pro n liché 1ze postupovat podobné, pouze dva kroky budou piehozené
a vyuzije se monotonie funkce 2"

V= (Y/n)"? = 1+ (Yn-1))"2 > (1+ (¥/n —1))r-D/2

>1+ 2= Lm ).

Z obou odhadii plyne, 7e pro libovolné n plat{

-1
o< (vn-n< Y2l
n
Proto plat{ podle véty o dvou policajtech

Im(Y/n—-1)=0 = lim ¢/n = 1.
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