()

(“0)

3.

(c) Necht 0 < a < 1. Vypoctéte limitu posloupnosti definované rekurentné

vztahy

1
z1 =0, Tn+1 :mn—l—é—(a—mi).

Reseni: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulova a vse je jasné.
Necht tedy a # 0 a nechf 0 < z, < v/a. Tato nerovnost jisté plati pro z;.
Pak z, = v/a — ¢, kde € < y/a a protoze plati, Ze v/a < 1, je také ¢ > /ag,
a proto

1

Tn1 = Va—et s (a—(va—e)?) = va—e+2(2ev/a—e?) = va+(var—e)—e? < va—e? < Va.

2 2

Piitom evidentné z,.1 > 0, protoZe pro z, < +/a je piiristek %(a — g2

kladné é&islo. Indukci jsme tak dokézali, Ze pokud z, < +/a, potom také
Tprl < \/5

Tim jsme indukci dokézali, Ze posloupnost je omezend a zZe pro kazdé n
prirozené plati, ze 0 < x,, < v/a. Z toho plyne, 7e posloupnost z, je rostouci,
protoze

Tntl — Tp = §(a - :v%) > 0.

Z toho plyne, Ze posloupnost je konvergentni a existuje vlastni limita lim ,, =
L. 7 toho plyne, ze musi platit

| 1
lim 2,41 = 1im(xn+§(a~xi)) o L= L+—2—(a—L2) el’=ae L==+/a

Protoze ale vSechny ¢leny posloupnosti jsou kladné, pfipada v ivahu pouze
L = /a. Snadno se ovéii, 7e vysledek plati i pro specidlni piipad a = 0.

3n
lim <1 + —)
n—00 n
Reseni:
3n n\ 3
lim <1+—) = lim (1+-—) )
n—oo n n—oo
VOAL i § e
lim 1—{——) lim <1+—) - lim (1+—)
n—o0 n n—rod T n—oo n
—e-e-e= gf



(1)

(M\ &)

<4e) e(e)

ResSeni:

lim <1 + —) = lim (1 + —) =4/ lim (1 + ——> =+/e
n—00 n n—00 2n n—0o0 2n —_—

U druhého rovnitka jsme pouzili vétu o mocning a limité. U posledni rovnosti

jsme uzili limitu vybrané posloupnosti, neb posloupnost azn musi mit stejnou
limitu jako a,, coz zndme a vime, Ze jde k e.

n—oo

! 9 fi+1
= lim <1 = >n+1—1 voas Mmoo (1-54) i
n+l limp 00 (1 = ?,%) ,}__.

Posledni rovnost upravime podobné jako piiklad pfedchozi a vyjde &

ResSeni:

) 1\" . n—1\" . n \ "
lim (1—-— = lim = lim
n—oo n n—o0o n n—soco \n — 1

1 n—1\ ~! 1 1\ —1
= lim <(1—|—————> ) - lim <<1—|— ) )
n—oo n—1 n—00 n—1

voAL 1

o

Uvahy o vétach viz vyse.

ResSeni:



i e R
ie—) =lit=] =% [1+=
(i) = (4 ) = ()

Z Véty o limité vybrané posloupnosti mdme, ze
tedy lze nalézt n tak, Ze

Zaroven zjevneé

1 n
1< (1+—2>
n

n-t4 odmocnina tuto nerovnost nepokaz{ (promyslete) a tak mizeme odhadovat

n n 1 nz n
1= lim V1< lim \/<1+—2—> lim < ¥/10 =1,
n—00 n—o0 n n—00

takie z Véty o dvou policajtech mame

1 n
lim 4 (1 + —2> =1
n—00 n

=



Limita posloupnosti - komplexni Gloha VI

Uloha &islo: 860

Urcete limitu posloupnosti

kde [ -] znad¢{ funkci nazyva

s v

nou cela ¢éas

Naptiklad [2] = 2, [-1] = -1, [1,3] = 1, [1,7]

t definovanou pro viechna realna &isla tak, Ze [z] je nejvyssi ce

lim ? nt +4nd — L :

n—o0

vy, M\ vz

é ¢islo mensi nebo rovné z.

~~ s v

=1 a [-1,3] = -2 (protoZe 2 je nejvy3si celé cislo mensi nez —1,3).

Reseni

Urcujeme limitu posloupnosti

kde symbol [...] nejsou pouze zévorky, ale znac¢{ specialni funkci celd ¢ast popsanou v zadani tlohy.

v/ .

Nejprve se zamérime na vni

Zc vztahu

plyne, ze

Pokud polozime

trek této funkce.

lim T\» n* + 4n® — ‘L i

n—oo

s vz

A* — B*=(A—- B)(A*+ A’B+ AB* + B?)

=g
A3+ A2B+ AB? + B3

A-B=

\»H/\»:».T%ewq B =mn,

[vs]

e




dostavame identitu

<%3»+N§wlzn

nt +4n® — n?

A\A‘z» +4n3)3 + A\Aﬂp +4n3)2 -n+ /nt +4nd . n? +nd

kterou lze upravit na tvar

4n?
n3+/(1 + 4/n)3 + ndv/(1 +4/n)? +ndy/1+4/n+nd E
4

T Yt 4jnp + VA + 4R + V1 4/n+ ik

Uvédomme si nyni, ze podle dlohy Limita pod odmocninou I a véty o aritmetice limit plati, ze

lim /(1 +4/n)* =1, lim./(1+ 4/n)? =1, lim/(1 +4/n) =1,

a tudiz

zsﬁ\th\:vf,«\mﬁ\if firan+1)=1+1+141=4

7 toho podle definice vlastni limity posloupnosti vyplyvé, Ze od néjakého ¢lenu pocinaje je

A\er&am i %TL\SM +Y1+4/n+1<5.

Z4rovel si vimnéme, Ze pro viechny ¢leny plat

A\MJL\:VN+QA\H+»\3M+4\M+33+HV%

7 toho vyplyva, Ze od néjakého Clenu pocinaje je

4

oy - VAT amp + Ve tnrl

0<

L




a tud{z cold ¢ast zlomku uprostfed je rovna nule. Posloupnost je tedy od né&jakého €lenu pocinaje

vysledna limita je

lim

n—r00

[ -]

=0.

=

konstantni, rovnd nule, a tudiz i




Qo//

Tolea.

Limita posloupnosti - komplexni dloha IX
Uloha &islo: 861

Uréete limitu posloupnosti

) (VA 1] + [Vad 1]

nooo GIT + 2 437 + -+ 07

bl

A Vs

kde [ - ] znad¢i funkci nazyvanou celd cast, tj. [] je rovno nejvyssimu celému Cislu mensimu nebo rovnému .

T\ﬂmwm:m @

Uréujeme limitu posloupnosti

?ﬂqﬂ + [vad =1

lim ;

nooo YT+ 20 4+ 3" +--- + 0"

s v 7

kde [ -] znadf funkci celd ¢ast popsanou v zadani tlohy.

Uké4zeme, Ze limitou je oco. Lze na to prijit tak, ze citatel se aproximativné chovéa jako mocnina

/\mm.TH.T/\ﬂ\%.IHRw(:w H:w\mv

zatimco jmenovatel lze seshora odhadnout

by O R B R R R sl et

vy, .

a tudiz se chové nejvyse jako mocnina n. To nasvédéuje tomu, ze Citatel roste s vyssi mocninou n nez jmenovatel, ale predchozi
heuristické ivahy se musi velmi peclivé formalizovat, aby byl popsany postup korektni.

s v 7

Zatneme tim, Ze odhadneme Citatel zespoda. K tomu vyuZijeme, Ze celd Cést Cisla je vétsi nebo rovna stejnému ¢islu umenSenému o

jednicku, tudiz




T%+L+~ :FL S el 1y~ =12
Sl =3 A = 2= =D,

Zirovenn odhadneme jmenovatel zespoda. K tomu vyuzijeme nejprve vyse zminény odhad

§\H3+N3+w.§+...+:3m :\33+\:\3+33+...+33H3\§g

a nynf si uvédomime, Ze podle ulohy Limita posloupnosti — n-t4 odmocnina II je

lim Y/n=1,

tudiz od n&jakého ¢lenu pocinaje je

8

a tedy od stejného ¢lenu pocinaje plati

/,5‘:+m:+w:+:.+3:ma\::+::+::+...+::ﬂ:a\mmm:.

Od tohoto &lenu poéinaje tedy mame odhad, ze
3w\m —2 nooo

ﬁ nd + L + [vn? = 1]
> +o00.

T2+ +--+nr 2

Podle &4sti (b) tlohy Véta o dvou policajtech je tedy také

ﬁ n3 +L + [v/n? IL
lim = +o00.
nooo I+ 2T 43"+ -+




Limita posloupnosti - komplexni aloha XIV
Uloha &islo: 866

Uréete limitu posloupnosti

s nym /(n+ 1) +nrt ,
2 Tl s+

A VY2

kde [ - ] znad{ funkci nazyvanou celd ¢ast. Ta je pro viechna redlns &sla definovana tak, Ze [2] je rovno nejvyssimu celému ¢islu, které
je mensi nebo rovno z.

mmmwm:m Q

Uréujeme limitu posloupnosti

o Ny/N 3
2 T e v o

7 v 27

kde [ -] znadi funkci nazgvanou celd cast popsanou v zadéni dlohy.

Ulohu budeme fesit pomoci odhadu posloupnosti zespoda i seshora, které povedou na stejnou limitu. Podle tvrzeni dlohy Véta o

dvou policajtech bude mit i piivodni posloupnost tutéz limitu.

Jmenovatel mtizeme seshora odhadnout postupem

[V + [2vA] 4+ [y <

e e

a zespoda postupem




A o o o] 2

n(n+1)
> A-1+2/R—1++n/i-1l=A—0— —n
Pro cely zlomek tedy médme odhady
3\§ :A3+Hvs+3:+w : 3\§ :\A3+Hv3+33+u
n(n+1) e ’
T [ A A

nym Y+ )r ot nya (1) 4+t
R T\ﬂ + T,\i e o T§g

Y

Pokud ukéZeme, Ze posloupnosti, jejichz n-ty ¢len je uréen mensim i vét§im zlomkem, maji stejnou limitu, bude mit tutéZ hodnotu i

hledané limita.

A protoze podle vty o aritmetice limit mame, Ze

ny/m v/ (n + 1)" + nrtl

lim - =
/\mﬁ.?\m;u ) ok
. nymy/(n+ 1) +antl
= lim =

%%w . G = Ewtvv

nym A/ (n+ 1" +nmtt 1
n(n+1) i 2
V= i Vi(n+1)

nym v (n+ 1)" 4+ notl 1
n(n+1) 1-0
VAt

ny/m v/ (n + 1) 4+ nntl
n(n+1) 4

Ve

= lim

= lim

= lim

pfi¢emz posledn{ zlomek odpovidé druhému z uvazované dvojice, vidime, Ze staci ukézat, Ze jeho limita existuje.




Zkracenim dostaneme, zZe
nym v (n+ 1)" + nntl
n(n+1)

VAt

V (n + 1)* + nntl

lim

n+1

2

a naslednym vytknutim zpod odmocniny

= lim =

UkéZeme, 7

nntl Aﬁ + “_.v:+H

1< M1+
iri (n+1)» — (n+1)"

posloupnosti — n-t4 odmocnina I1.

Tudiz

< A1+ =3 Fn<¥on=y2-nm,

pfitom limita levé strany je zjevné rovna jedné a o pravé strané to plyne z tloh Limita posloupnosti

e posledni limita je rovna dvéma. K tomu opét pouzijeme tlohu Véta o dvou policajtech. Pro n

> 2 mame totiz odhady

n-t4 odmocnina I a Limita




1.2 Priklady 11

Tento vztah ndm ukazuje, Ze &itatel zlomku (samoziejmé druhym zlomkem poc&inaje) se zkrati se jmeno-
vatelem zlomku nésledujiciho (pokud za nim ovSem ten nasledujici je). UvaZovany vyraz se pak podstatné
zjednodusi a bude mit tvar

1.2 n2+n+l_2 n4+n+1

al) 222l & mEEn

Takto dostavame

] 95 |38 =1 nd—1 2 n4+n+1
hm( ):— AT S B

241 3341 nd+1

2
3 nso0 p2 +n 3 ‘

n—oo

n

P¥iklad 1.12. Urcete lim Z
k=1

k3 +6k* + 11k + 5
n—>00 (k + 3)! ’
Reseni. Zde miizeme byt na znaénych rozpacich, jak postupovat. Ale v Citateli je mnohoclen a mno-
ho¢leny &asto umime rozloZit. Jisté by bylo pifjemné, kdyby se nektery ¢initel v rozkladu mnoho¢lenu
I3 + 6k% + 11k + 5 zkratil proti (k + 1)!. Zkusime tedy napf. zda k + 1 ned€li uvazovany mnohoclen.
Bohuzel viak zjistime, Zze v bodé k = —1 méa mnohoclen hodnotu —1. Tedy k + 1 na$ mnohoclen ned€li,
ale z naseho vysledku plyne, ze k + 1 déli mnohoClen (k* + 6k* 4 11k + 5) + 1. Odtud je pak jiZ jen
kracek ke zjisténi, ze

B +ek:+1lk+5=(+Dk+2)(k+3)—1.
S pouzitim tohoto vysledku dostavame

n

Zk3+6k2+11k+5 o GkFDE+YEk+3) -1

= (k +3)! & (k +3)!
= k! P (k +3)! = k! o k!
gl 1 e 1 1 1 1
e s e 2 e
Odtud
"k 6kr+ 11k +5
lim Z =+ R o =
n— 00 = (k —|—3)'
: 1 1 1 1 1 1
= lim (= + oo+ 5 — = il e
nsoo\1! 21 31 m4+D! wm+2)! (n+3)!
gl i 1 s Lt
T TR A
wr . ’ o . an—1 +3 o .
Priklad 1.13. Posloupnost {a,}°2, je ddna pfedpisem a; = 0, a, = I pron > 2. Urcete lim a,.

Reseni. V tomto prikladé je posloupnost definovana pomoci rekurentni formule. Vypocteme-li prvni tfi
Cleny, zjistime, ze
L6 48 =10
a = <a2_z<a3_—1—6—.
Posloupnost {a, }°2, alespoti na svém zacatku, plisobi dojmem, Ze by mohla byt rostouci a shora omezena
&slem 1. Zkusme tedy tato tvrzeni dokazat. Ziejmé a; < a,. Pfedpokladejme tedy, ze ax < ak+1 pPro



12 Limita posloupnosti, limes inferior a limes superior posloupnosti

véechna k = 1,2, ....n — 1. Upravujeme-li nerovnost, jejiz platnost oviem chceme teprve dokazat,
dostavame
al’l < an+l 9
an—1 7 3 an sl 3
< )
4 4

an—1+3 < a, +3,

an—1 < Qyp,

pii¢emz posledni nerovnost podle indukéniho predpokladu plati. Pfedchozi postup ovSem nemuZzeme
povazovat za diikaz, spiSe za navod k dikazu. Formalni diikaz by postupoval pfesné opa¢nym smérem.
Podle indukéniho predpokladu plati a,—; < a,. Odtud ipravami dostavame

an—1 + 3< ay +3’
ay,_1 + 3 a, + 3
< :
4 4
ap < dp+1.

Tim je tedy dokéazano, ze posloupnost {a,}° ;| je rostouci. Ukazeme nyni, Ze a, < 1 pro vSechna n € N.

n=1

Ziejmé a; < 1. Pfedpokladejme, ze ay < lprok =1,2,...,n — 1. Potom
ay—1 +3 1+3
= = =
4 4

¢imz je omezenost posloupnosti {a,}°, dokazana. Podle Véty 1.9 ma tedy posloupnost {a,},2, vlastni
J p p n=1 y p p n=]

an

1,

5 : 5 s o 143 i ’ roor
limitu. Oznac¢ime lim a, = a. V rovnosti a,, = “i—F— piSme n + 1 misto n. Dostavame rovnost
n—oc
a, +3
an+1 = 4 ’

ktera plati pro viechna n € N. Pfechodem k limité na obou stranich této rovnosti dostavame

: .oa,+3
lim a,,; = lim 1
n—>00 n—o

1
a=-(lim a, + 3),
4 n—oo

1
a= Z(a+3),

la =1.

Pfipomenme, ze lim a,+1 = anazaklad& Vety 1.12, protoZe posloupnost {a,41}5 ; je vybrana z {a, };2 .
Ukazali jsme tedg/, z“é lim a, = 1.

Ukazme si ale je§tnéjfloei ukonéime tento ptiklad, jak jinak mizeme dospét k pfesvédceni, ze ¢islo 1
by mohlo byt horni hranici posloupnosti {a,}%,. Postup, ktery ukdZzeme, se ndm miize hodit i leckdy
jindy. K presvédéeni, ze a, < 1 pro kazdé n € N jsme piivodné dospéli odhadem. Pak jsme ovSem
tuto nerovnost dokazali. Miizeme vSak postupovat i takto: Chceme-li dokézat, ze a, < ¢ pro vSechna
n € N (c oviem zatim nezname), bylo by dobré, kdybychom byli schopni dokazat, ze a, < ¢ implikuje
U < C)

a, +3 c+3
<
4 4

api] =



1.2 Piiklady 13

Kdyby nyni platilo %‘—3— = ¢, byl by n4§ dikaz hotov. Z této rovnice ale ihned dostavame ¢ = 1.
Miizeme ale nabidnout je$té dal$i postup pro urdeni kandidata na horni hranici posloupnosti {a,},2 .

V okamziku, kdy uz vime, Ze {a, }°°, je rostouci, miizeme uvazovat nasledujicim zpisobem: Horni hranici

rostouci konvergentni posloupnosti je jeji limita. Ma-li posloupnost {a,};2, vlastni limitu, oznacme

lim a, = a. Ptechodem k limité v rovnosti a,,; = “”;“3 uplné stejné jako vySe zjistime, ze a = L.

n—o0

Takze, ma-li posloupnost {a,}° , viibec horni hranici, potom ¢islo a = 1 je jeji horni hranici. A
n=1

ok

1 1 !
Priklad 1.14. Posloupnost {a,}°2, je ddna ptedpisem a; > 0, ay+1 = E(an + —). Uréete lim a,,.

—
ay n—oc

Reseni. Jedné se op&t o posloupnost definovanou rekurentng, takze zkusime stejny postup jako v Pii-
kladg 1.13. Je-li posloupnost {a, }* ; viibec monotonni, zjistime téméf jist¢ druh monotonnosti srovnanim
prvnich dvou ¢lentt a; a a, = 3 (a1 + i) (Nic nezjistime pouze v ptipadé a; = a».) VySetiujme tedy
napf. nerovnost

1
a) < dz, a < —,
a
1 1 5
a1<—<a1+—), a =1
2 ay
2y < a1 + —, a; < 1.
aj

Zda se tedy, 7e pro a; < 1 by naSe posloupnost mohla byt neklesajici a pro @; > 1 nerostouci.
Kazdopadné je ale jasné, Ze pro a; = 1 je konstantni, pfesnéji a, = 1 pro vSechna n € N. Pfedchozi
domnénka o monotonnosti je viak velky omyl, ktery nam ukazuje, jak opatrni pfi matematickych soudech
musime byt. Jak ale zjistime, Ze se jednd o omyl, a jak nalezneme spravnou odpovéd? PokraCujeme-li
v nagich piedchozich tivahach, je ptirozené snaZit se v ptipadé a; < 1 dokazat, Ze naSe posloupnost je
neklesajici. VysSetiujme proto nerovnost a, < a,41:

ay, = dpy1,
1 1
anS— an+_),
2 a,
1
an S Sl
ay
a, < 1.

(Pii nasobeni &islem a, nedojde k obraceni nerovnosti, nebot’ jak se snadno dokéaze indukci {a,};2, je
posloupnost s kladnymi ¢leny.) Jist& by tedy bylo dobré dokézat, ze a, < 1 pro vSechnan € N.Pron > 2
zde dostavame

a" S l’
l( i 1 ) o
P an— ey ’
2 : an—1
1
e == = 2
ap—1

2
an_l + 1 S 2an_1,



Limita rekurentné zadané posloupnosti V

Uloha &islo: 878

Rozhodnéte, zda existuje nebo neexistuje limita posloupnosti zadané rekurentné vztahy

1
Tpil = Tp + |AQ - HMVV

L1 = .O, D)

kde 0 < a < 1, a pokud existuje, urcete ji v zévislosti na hodnoté parametru a !

Reseni

Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulova a vse je jasne.

Necht tedy @ # 0 a necht 0 < z, < ¥a. Tato nerovnost jiste plati pro z;. Odvodime indukei, ze poté plati take
O < u~w§+H < /\m

Mame totiz, ze

Tpil = Tp + MAQ =D Hmv“
coz lze upravit na tvar
P

Tpi1 = ——TH + —a,

+1 5 In n MQ

1 1

Tn+l = IM AHW e MH:V + MQ“
1 1
Tyl = IMAHz ~-1)* + MA@+ e

Druh4 mocnina bude nejmensi pro co nejmensi kladné z,, tudiz




1 1 1
Tpt1 < ||M|AOI”_.VM + MADATH: s MDA /\N

za predpokladl na a.

Z toho ale vyplyva, ze

Tn+l — Tp = AD i Hmv > 0,

N | =

a tudiz posloupnost {z,} je rostouci.

7 toho plyne, #e posloupnost je konvergentni a existuje jeji vlastni limita L. 7 toho plyne, Ze musi platit

1
lim zpyy = lim(z, + = (a — z2))

2

huh+w€|5

I’=a

L=+.a.

ProtoZe ale vSechny &leny posloupnosti jsou kladné, pfipada v tivahu pouze

L=,a

vvs oo~

Snadno se ovéii, ze vysledek plati i pro specidlni piipad a = 0.




7. cviceni
http:/ /www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/
kytaristka@gmail.com

Priklady

1. Spoé¢téte limitu rekurentné zadané posloupnosti

(a) 21 = V2, Tn = V2 F T2

Reseni: Pro n-ty ¢len mame vzorec

a:n:\/2+\/2+...—|—\/§.

n odmocnin

Posloupnost z, je zfejmé ostie rostouci, nebof nerovnost xnt1 > Tn Se

lehce ovéif (napt¥. umocnénim). Dokédzeme, ze zn, < 2 pro libovolné n;
et Sx i 3 : Y el

umochnovanim na druhou totiz postupné dostavame

T <2 & 2+\/2+...+\/§§2©2+\/;—\/2+...+\/2_S44:>

n odmocnin n — 1 odmocnin

@\/2+\/2+...+\/§§2@...@\/§§2.

n — 1 odmocnin

Protoze posloupnost je_monoténni a_omezend, konverguje, tj. mé vlastni
Lmezen
limitu L. Tuto limitu lze nyni navic snadno spocitat, nebot

limzpe; = limv2 + 2,

L=v2+L
L=2

N =

zg > 0, Tnil =

1
(xn . —> .
Tn

Reseni: Ukézeme, Ze posloupnost je omezend a monoténni, tedy konver-
gentni. Ozna&ime-li potom jeji limitu L, potom musf platit

Dokazte, ze lim z, = 1.
n—oo

. il 1
limz, =lim - { 2 + —
2 97

n



1 1
L hm2< +L>

odkud plyne, zZe

1 i I
=lim= L+~ L=>-sI?’=1.
L 1m2<+L>® T

Ziejmé tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentni, muze byt pouze
&slo —1 nebo +1. Protoze 2o > 0, jsou véechny cleny posloupnosti nezdporné
(diky rekurentnimu vzorci), a tedy minus jedni¢ka nepfichdzi v tvahu.

Zbyvé dokazat konvergenci, tj. monotonii a o ezenost. Podle nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym prameérem| (AG-nerovnost] vyplyva, ze
pro libovolné a > 0 je

1 1 1

=l = s g =0

2 a a

a tedy plati, #e libovolny ¢len posloupnosti s vyjimkou xg je vetsi nez 1.

1 i 1(1-22
l@é S ol S e
n n

Odtud plyne, ze posloupnost je klesajici (pritemz ostie, pokud 0 < zg #
1, nebot v AG-nerovnosti nastdva rovnost pouze tehdy, dél-li se pramér
stejnych &isel). Z toho, ze posloupnost je od druhého ¢lenu klesajici plyne,
7e je omezena, nebot plati, ze

0 < zn, < max{zg, 1}

Necht 0 < a < 1. Vypoététe limitu posloupnosti definované rekurentné

vztahy
1
z1 =0, Tnal = Tn + i(a — m%)

Reseni: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulovd a vse je jasné.
Necht tedy a # 0 a nechf 0 < z, < y/a. Tato nerovnost jisté plati pro 1.
Pak 7, = v/a — ¢, kde € < v/a a protoze plati, ze v/a < 1, je také e > Vae,
a proto

tos = Va— e+ la- (Va— ) = va— e+ 5(2eva - )

—Va+(Vac—¢e)-e? < Va-¢e’ < va

Piitom evidentné z,11 > 0, protoze pro zn, < Va je piirtstek %(a )
kladné éislo. Indukef jsme tak dokézali, ze pokud zp < Vva, potom také
Tn+1 < V!



Tim jsme indukci dokézali, Ze posloupnost je omezend a Ze pro kazdé n
prirozené plati, ze 0 < m, < v/a. Z toho plyne, ze posloupnost z,, je rostouci,
protoze

1 2

Tpil — Ty = 5(@ —z;)>0.

Z toho plyne, Ze posloupnost je konvergentni a existuje vlastni limita lim 2, =
L. 7 toho plyne, Ze musi platit

: . 1 2 1 2 2
limzpeg = hm(atn,—}—i(afwn)) s L= L+§(a—L e L =as L :[j:\/?t

Protoze ale viechny ¢leny posloupnosti jsou kladné, piipadéd v ivahu pouze
@ Snadno se ovéfi, e vysledek plat{ i pro specidlni pfipad a = 0.

: 1N
lim (1 + —2>
n—o0 n

it B Tt T Py
gAY (F (RPE I Sl s b e
(+m) = (@) =0+ z)

7 Véty o limité vybrané posloupnosti mame, Ze

2. (a)

Reseni:

tedy lze nalézt n tak, Ze

Zaroven zjevné

1\"
1< <1+—2>
n

n-t4 odmocnina tuto nerovnost nepokazi (promyslete) a tak mizeme odhadovat

n n 1 n2
1= lim ¥1< lim \/<1+—2> lim < {10 =1,
n—oQ n—00 T n—oo

takze z Véty o dvou policajtech mame

g
lim { (1 + —2> =
n—r00 mn



sinn

lim
n—oo n

Reseni:

Pouzijeme vétu o souéinu omezené a mizejici posloupnosti, 1 > sinn < 1,

lim,, y00 1/n = 0, tedy

lim =i
n—oo N

. 1 1
lim Rt
n—00 105 n

Reseni: Tato posloupnost limitu nemd, neb cleny zaénou byt zdhy zaporné

pod odmocninou a tedy nejsou definované.

lim ——-——nS gL
n—o0 n¢
aeN
Resent:
Comdtn+l . mwdli b+ L
lim = lim — & n 0, a>3
n—00 n% n—oo N¢ 1
00 a<3
- (n+1)2+ (3n+2)*
n—o0 ne + n4
aeN
Reseni:
81/2,
lim s 1)2 gl il 2)4 = lim 34n4(% i3 #)2 il %)4 = 0 :
n—00 ne 4 n4 n—00 ne + nd 871, e
lim (i s (n2 +1)°
n—o00 ne 4+ n2

a € N Reseni:

(n—2)* — (0* +1)?

(n*—2-4n®+---+28* — (nt+2n2 +1)

lim = lim
n—00 ne 4 n? n—00
-8, a=23
=< 0, a>3
—00, a<3

ne 4+ n2



lim n® (\3/n2 +1-— v/n2? - 1) ’

n—r-+o0
kde a € R
Regeni: Odstranénim odmocniny z &tatele pomoci vhodného rozsiient (viz
jmenovatel nésledujictho zlomku) méme

lim n® (\/n2 —3/n? - )

n—+00
m n® [l )
= 1 n P .
notoo /(2 4 12+ /n? + 1v/n? — 14 Y/ (n? - 1)
2n®

= lim 4 :
no-too 3/(nZ + 1)2 + V/n? + 1¥/n? — 1+ /(n? - 1)

a vytknutim n?/3 ze jmenovatele dostaneme

= lim no %3 2
n—r+00 YA+ 1/n2)2 4+ Y1+1/n2Y1-1/n? + /(1 - 1/n?)?

a) Pro a = 4/3 vyjde

2 2

= lim =
n—+oo 31+ 1/n2)2 4+ {1+ 1/n2{/1 - 1/n? + /(1 — 1/n?)? B

b) Pro a > 4/3 vyjde

lm- n® %P 1 i
n—+00 s YA +1/n3)2+ Y1+1/m2Y1-1/n2 + /(1 - 1/n?)?
2
= (+00) - b +o00
¢) Pro a < 4/3 vyjde
2
lim n®%%. lim
n—-+00 n=too 3/(1+1/n2)2 + Y1+ 1/n2/1—1/n2 4+ /(1 —1/n2)?
2
=0--=0.
3
Uréete a,b € R tak, aby
lim (V/n3 —n —an —b) =
n—oo
Reseni:
3 3
cLals, . —~— +b)
lim (vV/n3—n—an—-5)= 1 o idn
P ) g e e v e B

n3 — n — (a3n3 + 3a®n?b + 3anb? + b?)

n—oo (n3 —n)2/3 + (nd — n)1/3(an + b) + (an + b)?

)

wil o



Vedouci clen ve jmenovateli je n?, v Citateli n®(1 — @

Aby

byla limita

vlastni, musi byt a = 1. Pak v citateli zbyva 3a®n?b, coz téZ mus{ zmizet,

jinak by limita byla > 0. Tedy b =10
(i) Urcete a > 0 tak, aby nésledujici limita byla vlastni
P e 1)3 + a(-1)"
i
n—=o0  n2(y/n? 41— n)

ResSeni:

1+—+1>

| (5

-n
Iim ————
n—00 \/4n? —n 4 2n

S il Yl e Vi it i
n>o0 p2(vnZ+1-n) noe n2(Vn2+1l-n) vnP+ltn
: 30(1+na) ( ) (
= lim n 3
n—oo n
3
- [ ) 2
n—00 n<
2, a=1/3
=K Bo; a>1/3
0, a<l1/3
(i)
lim (v/4n? —n — 2n)
n—oo
Reseni:
V4 2
lim (v/4n?2 —n — 2n) = lim (v/4n? —n —2n) - e e
n—o0 n—00 1/4TL _n+2n
e ) -1 1
= lim — = ——
noon [4 %_'_2 4
(k)
. (n+2)+ (n+1)!
lim
n=oo (n + 2)! — (n + 1)!
Reseni:
2)1 1)!
lim Sl el i), = lim aey sk 1.
n—00 (TL )'—(n+1)! n—co (n 2)—1



ReSeni:

lim (1 + sinnm)
n—oo

lim (1 + sinnm) VoD 1+ lim sinnr=1+0=1.
n—oo n—oo



