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1
Priklad 4.30. Vypoctéte derivaci funkce f(x) = (x — 2) arctg pe Prorx e 2 f(2) == 0.
x —

Resent. Ziejm€ Dy = (—00, 400). Pro x # 2 dostdvdme

1 /
f/(X) =|(x—-2) arctg —— | = arctg +
x=2 Xi=2
PO =D () — arctg doal'
o il = arc L .
' 1+ () \ G-27? 2¥x—2 P —4x+5

Vzhledem k piiznivému tvaru funkce f(x) bude vhodné jednostranné derivace v bodé 2 pocitat podle
definice.

s i) = 2) : 1 T
‘ — —_—_— = —_———
;-@) = x1—1>r£1— x—=2 xlifgl— IS x—2 2
/ Lo =12 ; 1 T
2)= lim ——————~= =] t = —.
LA G Vel
Tedy D = (—00,2) U (2, +00). A

Priklad 4.31. Vypoctéte derivaci funkce f(x) = [In |x||.

Reseni, D 7 = (=00,0) U (0, +00). Funkce In x m&n{ znaménko v bod& x = 1, tak¥e funkce In |x| bude

meénit znaménko v bodech x = —1 ax = 1 (je to koneén& sudé funkce). Snadno vidime, Ze
In(—x) pro x € (—oo, —1),
—In(—x) ro x € (—1,0),
&) = i
—Inx pro x € (0, 1),
Inx pro x € (1, +o0).
Odtud
; 1 7
fx)=- pro x € (—oo, —1), P10 =il
X
7 ]' 4
f(x):—; pro x € (—1,0), it G S
1
fli(x)y=—- pro x € (0, 1), L) =-1,
X
1
@)= = pro x € (1, +00), Sy =1,

Vidime, Ze Dy = (—o0, —1) U (—1,0) U (0, 1) U (1, +00). Celkovy vysledek miiZeme nap¥. zapsat ve
tvaru .

Fe) = sign(|x| — 1) :
b

Priklad 4.32. Vypoctéte f©® a £ funkce f(x) = x(2x — 1)2(x + 3)3.

Reseni. UvaZovana funkce je zfejmé polynomem stupné 6. Tedy D r=D O = D fn = (—00, +00).
Obecné snadno vidime, Ze m-td derivace polynomu stupné n pii m > n je rovna nule. Tedy f7 = 0.
K vypoctu Sesté derivace pouZijeme Leibnizovu formuli:
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Podle véty o limité derivace zde bez nesnizi zjistime, Ze f1(—a) = 0 a f’(a) = 0. MiZeme potom

napsat
f(x)=+va?—x2 na (—a,a),
kde v krajnich bodech op&t rozumime piislusné jednostranné derivace. A

Priklad 4.12. Vypoctéte derivaci funkce f(x) = |x|.
Reseni. Ziejm€ Dy = (—00, 4-00). Zde je vyhodné napsat

Py {—x prox € (—o0, 0),

X pro x € (0, +00),
nebot’ odtud ihned plyne, Ze

fl(x) =~1 pro x € (—o0, 0), 0 = —1,
flx) =1 pro x € (0, +00), f10) = 1.

Z techto vysledkil vidime podle Véty 4.3, 7e funkce S (x) = |x| nemd v bod& 0 derivaci a 7e D =
= (—00, 0) U (0, +00). MliZeme napsat

f(x) = signx pro x € (—o00, 0) U (0, +00).

Podotknéme je§té, Ze vyskyt absolutni hodnoty ve vyjadfeni funkce mnohdy zpidsobuje, Ze funkce
v né€kterych bodech nema derivaci. Nemusi tomu ale tak byt vzdy, jak ukazuje nasledujici piiklad. A

Priklad 4.13. Vypoctéte derivaci funkce f(x) = x - |x].

ReSeni. D s = (—00, +00). Opét pouZijeme postupu, ktery jsme vid&li v pfedchozim prikladg. MiZeme
psat
2

f@) = {—x2

X pro x € (0, +00).

pro x € (—o0, 0),

Odtud

fl(x) = =2x pro x € (—o0, 0), £(0) =0,
Fie) =2 pro x € (0, +00), f1(0) = 0.

Vidime piedevsim, Ze f'(0) = 0, a tedy D f = (=00, +00). Celkem miZeme napsat
flx) =2]x|.
Zavérem si povSimnéme ndsledujici skute¢nosti. Funkce f(x) = x - |x| m4 tvar soudinu, md v bod& 0

vlastni derivaci, ale tuto derivaci nemiZeme vypo&ist podle VEty 4.1 bod c), nebot’ jedna funkce ze
soucinu — totiZ funkce |x| — nemd v bod& 0 derivaci (coZ jsme vid&li v predchozim piikladg). A
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Jetedy Dy = (—o0, —1) U (1, +00) a plati

1\ 1
/
(x) = (arccos — ) = ———,
f ) ( 'xl) x/x2—1 A

@Pf'iklad 4.18. Vypoctéte derivaci funkce f(x) = [x]sin’mx.

Re§eni. D ¢ = (=00, +00). Na zdkladé naSich zkuSenosti s funkci [x] vime, Ze je vhodné uvaZovat
interval (n, n + 1), kde n je celé (samoziejm& miZe byt té% zaporné). Na tomto intervalu zfejmé je

f(x) = nsin’nx,
a tudiz
f'(x) =n-2sinwx cos wx - T = Tn sin 27X prox € (n,n+ 1), Lol =0,

Zbyva tedy urcit f’(n + 1). Pokusime se opét pouZit vétu o limité derivace. Za tim déelem ukayme
nejprve, Ze funkce f(x) je vbodé n + 1 spojitd zleva:

fn+ 1) =[n+1]si’nn+1)=m+1)-0=0,

2

lim f(x)= Ilim #nsin“nx =0.

x—>(n+1)— x—>(n+1)—
Dale
li ‘)= 1 -sin2 =0,
x—>(}1r-IFll)— f (X) x—>(£zr-{r-11)—(nn )
odkud vyplyvd, Ze f’(n 4+ 1) = 0. Na zdklad& t&chto vysledki snadno vidime, ¥e funkce f(x) ma
vlastni derivaci i v kazdém celoéiselném bod€ n, pficemz plati f'(n) = 0. MtZeme tedy napsat, ze
D = (—o0,400)azZe

, TN - sin 2mx pro x € (n,n+ 1),
-]

0 pro x =n.

Chceme-li vysledek zapsat v hez&im tvaru (uvédomte si, e na intervalu (n,n +1) je [x] = n), miZeme
psét

f(x) = m[x]sin 2mx. A

Priklad 4.19. Vypoctéte derivaci funkce

1—x pro x € (—o0, 1),
f) =30 -x)2—-x) pro x € (1,2),
—2—-x) pro x € (2, +00).

ReSeni. Dy = (—00, +00). PouZijeme opét nasi osv&d&ené metody. MiiZeme psit:

1—x pro x € (—o0, 1),
f@E)=10-x)2-x) pro x € (1,2),
—2—-x) pro x € (2, 400).
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Odtud
fix) =-1 pro x € (—o0o, 1), L) =-1,
ffx)y=2x -3 pro x € (1, 2), L =-1, ff2)=1,
flix)y=1 pro x € (2, +00), f@y=i.

Vidime ihned, Zze D 7 = (=00, +00). Celkovy vysledek miZeme zapsat ve tvaru

-1 pro x € (—oo, 1),
Fl)=2319%—=13 pro x € (1, 2),
1 pro x € (2, 400). A
Priklad 4.20. Vypodtéte derivaci funkce
(x —a)®(x — b)? pro x € (a, b),
f@x) = N
0 vSude jinde.
ReSent. D¢ = (—00, +00). Pov§imnéme si, Ze miiZeme napsat
0 pro x € (—o0, a),
f&x) =13 —a)?(x —b)? pro x € (a, b),
0 pro x € (b, +00).
Odtud ziskdme ihned
Jia=0 prox € (—00, a), F(a) =0,
f'(x) =2(x —a)(x — b)(2x —a — b) prox € (a, b), fi@ =0, f.(b)=0,
f'x)=0 pro x € (b, +00), fL @) =0,
Zase vidime, Ze D = (=00, +00) a celkovy vysledek miZeme zapsat ve tvaru
, 2x —a)(x —b)2x —a —b) pro x € {(a, b),
fix)= 2 nl e
0 vSude jinde. A

Priklad 4.21. Vypoctéte derivaci funkce

X pro x € (—o0, 0),
fx) =
In(1 + x) pro x € (0, +00).
Reseni. D f = (—00, +00) a opét miiZeme napsat
X 10 x € (—o0, (),
o) = E )
In(1 + x) pro x € (0, +00).
Odtud
Fibg =il pro x € (—00,0), JLO0) =1,
1 e
f@=1— oproxe@+0), fl.0) =1

14+x
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@ Priklad 4.16. Vypoctéte derivaci funkce f(x) = |sin’x]|.

Regeni. D f = (=00, +00). Kvili absolutni hodnoté budeme dévat pozor na intervaly, kde sin®x > 0 a
kde sin®*x < 0. Jsou to ziejmé intervaly tvaru (km, (k + 1)7t). Na intervalu (km, (k + 1)m) pro k sudé

dostavame

f(x) = |sin’x| = sin’x,

odkud
f'(x) =3sin’xcosx prox € (kx, (k + D), frtkm) =0, f/((k+ m)=0.
Na intervalu (km, (k + 1)7) pro k liché dostdvame
f(x) = |sin’x| = —sin’x,
odkud
f(x) = =3sin’xcosx prox € (km, (k + 1)), frtkn) =0, f ((k+1m) =0.

Vidime tedy, Ze pro libovolné k celé je f/ (kn) = fi(km) = 0 a Ze tedy (podle V&ty 4.3) ¥ km)i=0.
Odtud ihned plyne, Ze Dy = (—00, +00). Abychom mohli f'(x) vyjadfit pomoci jediné formule,
povSimnéme si, Ze miZeme psat

3

F(x) %sin 2x - sinx pro x € (km, (k+ 1)m), je-li k sudé,
x) =
—3 sin2x - sinx pro x € (km, (k+ 1)m), je-li k liché.

(Zde f'(x) znaci v kazdém bod& oboustrannou derivaci!) Potfebovali bychom tedy funkeci, kterd se rovna
sinx na intervalech (kw, (k 4+ 1)w) s k sudym a kterd se rovnd — sin x na intervalech (km, (k + D))
s k lichym. To je ale ziejmé funkce |sinx|. MiiZzeme tedy z4vérem napsat

, o :
|sin®x|" = 5 sin 2x - |sinx|.

1
@ Priklad 4.17. Vypoctéte derivaci funkce f(x) = arccos I——I .
X

Reseni. Ziejmé Dy = {x; L Gl 1} = {x; |x| > 1} = (—o0, —1) U (1, +00).
Na (1, +00) dostdvame

= (arccos i), =

x|

Na (—o00, —1) dostdvame

2
fl(x) = (arccos £l v E

) \/—TZ VB #

Wl 1 T
x2—1 X2 x2—1 )Cz_xx/‘_x“2 1

Podle véty o limité derivace dostdvdme navic

1 1
"~ = lim ——— = —00, (D= lim —— = ;
f—( ) x—>=1— y/x2 — 1 —_— f+ =1+ yo/x2 — 1 —_—
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Teorie

Definice 1. Necht f je redlnd funkce a a € R. Jestlize existuje

i L@+ h) = £(a)
h—0 h

)
pak tuto limitu nazgvdme derivaci funkce f v bodé a. Znaéime

f/(a) e f(a+h)_f(a)

h—0 h

Véta 2 (Aritmetika derivaci). Nechf a € R a necht f a g jsou funkce definované na
néjakém okolf bodu a. Necht existuji f(a) € R* a ¢/(a) € R*.

(a) Plati
(f £9)(a) = f'(a) £ ¢'(a),
(b) Je-li alespori jedna z funkci f, g Spbjité v bodé a, pak
(f9)'(a) = f'(a)9(a) + f(a)d(a),
(c) Je-li funkce g spojitd v bodé a a navic g(a) # 0, pak

f\ | _ Fla)gla) - f(a)d'(a)
<§) ik g(a)? :

vzdy je-li vyraz na pravé strané definovan.

Véta 3 (O derivaci slozené funkce). Nechf f m4 derivaci v bodé Yo € R, g m4 derivaci
v_bodé 20 € R, yo = g(xo) a g je v bodé z¢ spojitd. Potom

(f ©9)" (z0) = £'(y0)g'(z0) = F' (9(x0)) ' (0),

je-li vyraz na pravé strané definovan.

Véta 4 (O derivaci inverzni funkce). Necht f je spojitd a ryze monoténni v intervalu
I a necht a je vnitfnim bodem I. Oznaéme b := f(a). Potom

(2) jeli f'(a) € R*\ {0}, pak (f~)" (%) = w455
(b) je-li f'(a) =0 a f je rostouci (respektive klesajict), pak ( 1) (b) = oo (respektive
(F7) () = —o0).

Véta 5. Necht redlns funkce f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje limg_,q, f'(z).
Pak existuje f (a) a plat{

fi(a) = lim f'(z).

Lev4 strana analogicky.

Matematickd analyza 1, 2015, Kristyna Kuncové 1
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Vidime tak, Ze Dy = (—o00, +00) a Ze
, 1 pro x € (—o0, 0),
Fl=a
pro x € (0, 4+00). A

Priklad 4.22. Vypodtéte derivaci funkce

arctg x ro |x| <1,
Fe = { o
pro |x| > 1.

—$+%  pro x e (-0, 1),
. f(x) = jarctg x pro x € (—1, 1),
iy 1;—1 pro x € (1, 400).
Zde je trochu nepiijemné, Ze hodnota funkce 2 *2;1 vbod€ —1 neni rovna hodnoté funkce arctg x v bodé
—1, takZe nemiZeme napsat f(x) = —% + "2;1 pro x € (—o0, —1). KaZdopddn& vSak z predchoziho
vyjédren{ funkce f(x) ihned plyne
, 1
fx) = 3 pro x € (—o0, —1),
1 1
/ LY. ! ek 1l / ]l HE
f(x)—x2+1 pI'OXE(—].,l), f+(—l)_2, f_(l)_zv
: 1 i
f(x)—:i pro x € (1, +00), fJ/r(l)ZE-

Zbyvi tedy jedind otdzka — jak vypadd f’(—1). Snadno vidime, Ze

i _ T 7oL e = N ! ! i
Jm S0 = fm (~2+P5)=-3-1,  Feh=-2.
Funkce f nenf tedy v bod& —1 spojitéd zleva a odtud je ihned Jasné, Ze pokud f’ (—1) existuje, miZe byt
pouze nevlastni. (Pfipomenime, Ze ma-li funkce v bod& vlastni derivaci resp. vlastni derivaci zleva resp.
vlastni derivaci zprava, je v tomto bod& spojitd resp. spojitd zleva resp. spojitd zprava). K dikazu
existence f(—1) nemlZeme pouZit v&tu o limité derivace, nebot bohuZel neni splnén predpoklad
spojitosti funkce f v bodé —1 zleva. Nezbyva neZ pouZit definici derivace:

— (=1 L feon iy O piim
(=)= lim _“f(x) =) = lim (4 a1 +) =
x=>-1-  x — (=1) x—>—1— x+1
) XT_I I . x-1
= lim = — lim = ==00;
x>—1-x+1 2x——-1-x+1 —
Tim je vySetfovani derivace ukonleno. Ziejm& D £ = (=00, =1) U (=1, +00). Celkovy vysledek

miZeme zapsat ve tvaru

P o= pro x € (=1,1),
L1 1
5 pro |x| > 1. ™
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Ihned vidime, Ze Dy = (—00,1) U(1, +00) a Ze plati

2(x = 2)(x — 3)?(3x% — 11x + 9) pro x € (—oo, 1),
) = 3 =20 = 2)(x —3)2(Bx% - 11x + 9) pro x € (1, 3),
2(x —2)(x — 3)(3x%2 — 11x + 9) pro x € (3, +00).
Cheeme-li vyjadfit f/(x) jedinou formuli, potfebujeme funkci o(x) takovou, Ze
1 pro x € (—oo, 1) U (3, +00),
Le {- pro x € (1, 3).
Lze si ale v§imnout, Ze takovou funkci je funkce o(x) = sign(x — 1) sign(x — 3). TakZe mtiZeme napsat
Flio=2 sign(x — 1) - sign(x — 3) - x—=2)(x — 3)2(3x2 —11x +9). A
Priklad 4.25. Vypo&téte derivaci funkce f(x) = 7% — x2| sinx.

Reseni. D f = (=00, 4-00). Kviili absolutni hodnots vyskytujici se ve vyjadreni funkce f(x) budeme
uvazovat intervaly (—oo, —7), (=7, ), (17, +00). MliZeme ziejmé psat

(6% = %) sin%x pro x € (—oo, —m) U (m, +00),
s {(n2 — x2) sin’x pro x € (—m, m).
Odtud
J'(x) = 2x sin’x 4+ (x? — w2 2sin x cos x
= 2sinx (xsinx + (x? — 2) cos x) pro x € (—oo, —1m) U (1, +00),
fL=m) =0, fi(m)=0,
F'(x) = —2sinx (xsinx + (x? — 7%) cos x) pro x € (—m, m),

fi-m =0, fl(m)=0.
Tedy Dy = (—o00, +00) a celkovy vysledek miZzeme zapsat ve tvaru
f'(x) = —2sign(n? — x2) sin x (x sinx + (1% — x2) cos x). A
@ Priklad 4.26. Vypo&téte derivaci funkce J(x) = arcsin(sin x).

ReSent. Zfejm& Dy = (—o0, +00), nebot’ oborem hodnot funkce sin x Je interval (—1,1) a tentyz
interval je definiénim oborem funkce arcsin y. Funkce arcsin y se zavadi jako funkce inverzni k funkci
sinx, coZ svadi k tomu, napsat arcsin(sin x) = x. Toto Je zdsadni chyba, nebot’ je tieba si uvédomit, Ze
funkei arcsin y definujeme jako inverzni funkci k funkci sin x uva¥ované pouze na intervalu (—% %)
Plati tedy arcsin(sin x) = x, ale pouze pro x € (—%, g) Pro detailni rozbor funkce arcsin (sin x) je dobré
si povSimnout, Ze tato funkce je periodickd s periodou 27t (diky tomu, Ze je takov4 funkce sin X). Stact ji
tedy uvazovat na intervalu délky 2mt. My si vybereme interval ( = 37")

Na intervalu (—%, %), Jak jiz bylo feceno, mame P g

arcsin(sin x) = x.

Na intervalu ( %, 37") potom dostidvame

arcsin(sin x) = arcsin(sin((x —T7) + Tt)) =
= arcsin(— sin(x — n)) =— arcsin(sin(x — n)) =—x—-—7n)=17 —x,
nebot x — & e (—% —}) Pro lepsi zapamatovéani uvedeme graf funkce arcsin(sin x). (Pro jeho nakreslenf
vyuZijeme periodi¢nosti!)
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y = arcsin(sin x)

SERS

Z predchozich vysledkd ihned plyne:
Fom1 wore(LD A(D-n r(E)-
X) = X e B e S =L =1, S (A == &y
£ R + 2
, (31
fi(z)=-1 £(5)=-1

3
i) = -1 proxe(%,—n>,
Odtud (s pouZitim periodi¢nosti) snadno vidime, Ze defini bor derivace je

NI

o — N

2

o< /N

ni

B = (00, L) & {E+kn;k ez}

2
aze
1) 1 pro x € (—§+2/m,§+2kn), keZ,
X)) =
-1 pro x € (§+2kn,3—2”-+2k7r), kelZ. il
Priklad 4.27. Vypoctéte derivaci funkce fx) = il — prox #0, £f(0) =0.
1+ex

Resent, Dy = (=00, +00). Pro x # 0 vypodteme

) X g (I—I-e%)—xe%(—xiz) 1 ez

fl(x) = =) = v = T+ Tk
1+ex (l—l—ex) 1+ e x(l—i—ex)

Zbyva vySettit, zda existuje derivace nebo zda existuji alespon jednostranné derivace v bodé 0. Zde je
asi nejlépe, pov§imneme-li si pomé&rng& technicky vyhodného tvaru funkce f(x) a zadneme pocitat 1/ (0)
a f1.(0) podle definice.

g = O R P
x—>0— x—0 x—=>0—- X x—0— 1 + ex

0 i ) = O ) = ]
x—0+ x—0 x—=0+  x x>0+ 1 fex

Tedy Dy = (—00,0) U (0, +00) a f'(x) pro x # 0 je urCeno vySe uvedenou formuli. Pokud se
nerozhodneme pocitat f’ (0) a f7 (0) podle definice, mizeme jesté pouzit vétu o limité derivace. Tento

v

postup ale, jak ihned uvidime, je zde podstatn& technicky ndro¢néjsi. Pfedng&, abychom vé&tu o limits
derivace mohli pouZit, musime ovéfit, zda funkce f(x) je v bodé& 0 spojita.

lim x
oo £ R Y et
x—0- x0-1 I ex lim (1 + e%)

x—>0—

=0=1(0),

—| o

SRS e O,



Priklad 7.14. M4 nésledujici funkce derivaci v nule?
1 ;
f(z) = wlog?—zzl—l’ el
%, z =0.
Priklad 7.15. Dokate, e kazd4 z nasledujicich dvou rovnic ma préve jeden koten.
13 4723 — 5 =0.
3% 4 4% = 57,
VYSLEDKY
o Piiklad 7.10:

@ — Pro funkci f plati
’ -1/2, =z € (2n/3,4n/3) + 2%kn, k€ Z,

f(z) = qcosz, z€((n/3,2n/3)U (4m/3,5m/3)) + 2kn, k € Z,
1/2, e (—n/3,7/3) +2km k €Z.
Z ptedchoziho vyjadieni vypljrvé, ze
F(z) = z € (—n/3,n/3)+kn, k €Z,
—sinz, € (n/3,2n/3)+kn, k € Z.

Funkce f je spojitd na R a proto mtzeme podle z piedchoziho vyjidreni vypocitat jedno-
stranné derivace jako p¥isluiné limity derivaci:

{
1
{
|
|

/ . 7 3 -+ 2]1/7 == hnl —SsSmx = —sin(nw =+ 2]€7 == 2
7 3+2k7 = hnl () = ()
f ( / ) / n )

fi(2m/3 + 2km) =0,

fL(2n/3 + 2km) = —sin(2n/3 + 2km) = —/3/2,
Fi(4m/3 + 2km) = —sin(4n /3 + 2kr) = v/3/2,
fL(4m/3 + 2km) =0,

fi(5m/3 + 2kn) =0,

JL(5m/3 + 2kn) = —sin(57r/3 +2km) = V3/2, k €Z.

— Ztejm& D(f) = R. Plati (\/z)' = \/— pro z > 0. Vzhledem k tomu, #e 1—e=*" = 0 & 7 =
tak pro kazdé z € R \ {0} mame
1 e 2 2 z

f(m)zi\/l‘e'-lz | /1_62;2'

V bodé 0 poéitejme derivaci funkce f podle definice:

i = F0) e D= e
z—0 -0 x—0 x

Vypocet posledni limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

V11— e—xz e—z? _ 1
1—>0+

fi(0) = hm

Uvédomme si, Ze
. e¥—1 __
* lim, o4 ==1,
* lim,_,0 —22% = 0,
* —?=0&1=0,
* ./ Je spojitd na svém defini¢nim oboru.

Z véty o limité slozené funkce, (1), (2 ) a (3) plyne lim,_,o, &

= 1. Odtud, z (4) a véty
0 limité sloZené funkce obdrzime

2
y e —1
1 gy il S
z—0+4 —



