Prubéh funkce - teorie

Teorie

Definice 1. Necht M C R, M # (), x € M a funkce f je definovéna alespon na M.

e Rekneme, ze f nabyva v bodé z svého

Rekneme, ze f nabyva v bodé = svého lokdlniho maxima (lokdlniho minima,
ostrého lokalniho maxima, ostrého lokdlniho minima) na M, jestlize existuje
d > 0 takové, ze f nabyva v bodé x svého maxima (minima, ostrého maxima, ostrého

maxima na M, jestlize plati
Vye M: f(y) < f(x),
minima na M, jestlize plati

VyeM: f(y) = f(z)),
ostrého maxima na M, jestlize
VyeM, y#x: fy) < f(z),
ostrého minima na M, jestlize

Vye M, y#x: f(y) > f(x).

minima) na M N B(z,J).

Véta 2 (nutnd podminka existence extrému). Necht I je nedegenerovany interval, f je
realnd funkce a a je vnitinim bodem I. Je-li @ bodem lokélniho extrému funkce f, pak

bud f’(a) neexistuje nebo f’(a) = 0.

Véta 3 (vztah derivace a monotonie). Necht I je interval a f je spojitd funkce na I.
Necht Int I oznacuje mnozinu vSech vnitinich bodu intervalu I. Necht existuje f/(x)

pro kazdé x € Int I. Potom

> 0 pro kazdé x € Int I , pak je f rostouci na I;
> 0 pro kazdé x € Int I | pak je f neklesajici na [;
0 pro kazdé = € Int I , pak je f klesajici na I;

<
< 0 pro kazdé x € Int I , pak je f nerostouci na I.



Definice 4. Nechf f je redlns funkce a a € R. Rekneme, ze f mé v bodé a inflexi,
jestlize existuje vlastni f’(a) a a existuje § € R, § > 0 takové, ze bud

Vo € P_(a,d): f(z) > f(a)+ f'(a)(z — a) a
Vr € Py(a,6): f(x) < f(a) + '(0)(z — o)

nebo

Vo € P_(a,0): f(x) < f(a) + f'(a)(z — a) a
Vo € Py(a,0): f(z) > f(a) + f'(a)(z — a)

Véta 5 (nutnd podminka pro inflexi). Necht f je redlnd funkce a a € R. Jestlize
existuje f”(a) a je ruznd od nuly, pak a nenf inflexnim bodem funkce f.

Véta 6 (postacujici podminka pro inflexi). Necht f méa spojitou prvni derivaci na
intervalu (a,b) a ¢ € (a,b). Piedpoklddejme, ze

Vz € (a,e): f"(z) >0 a Vze(eb): f'(z)<0

nebo
Vz € (a,c): f"(z) <0, a Vxe(eb): f’(x)>0.

Pak ¢ je inflexnim bodem f.

Definice 7. Necht I je interval a nechf f je redlnd funkce definovand alespon na I.
Rekneme, ze f je

e konvexni na I, jestlize
Yo,y e IVA€ (0,1) 0 fQAz+ (1= XNy) < Af(z) + (1= A)f(y),
e konkavni na I, jestlize
Yo,y e IVA€ (0,1) 0 fQAz+ (1= XNy) = Af(z) + (1= f(y),
e ryze konvexni na I, jestlize
Ve,ye I, Zy VA€ (0,1): fAx+(1—=Ny) < Af(z)+ (1 =N f(y),
e ryze konkavni na I, jestlize

Ve,ye Ia #y VA e (0,1): f(Az+ (1= Ny) > Nf(z)+ (1= N)f(y).



Véta 8 (vztah druhé derivace a konvexity ¢i konkdvnosti). Necht f je spojitd funkce
na intervalu I C R a necht m4 f na Int I spojitou prvn{ derivaci. Jestlize je f’ rostouci
na Int I, pak f je ryze konvexni na I. Specidlng, je-li f”(x) > 0 pro kazdé = € Int [,
pak f je ryze konvexni na I.

Definice 9. Necht f je redlnd funkce definovand na néjakém okoli bodu oo. Necht
a,b € R. Rekneme, ze f ma v bodé oo asymptotu az + b, jestlize

lim (f(z) —az —b) =0. (1)

T—r00

Analogicky definujeme asymptotu v bodé —oo.
Véta 10 (tvar asymptoty). Funkce f mé& v bodé oo asymptotu ax + b pravé tehdy,
kdyz

lim@:aeR a lim (f(z) —az)=beR. (2)

r—0o0 I T—00

Analogické tvrzeni plati pro asymptotu v bodé —oc.



Orientac¢ni postup pri vysetrovani pribéhu funkce f: R — R.

Pred tim, neZ za¢nete derivovat
e Defini¢éni obor D(f): maximalni mnozina realnych &isel, pro které je f(x) € R. Na defini¢éni obor
maji vliv zejména: vyrazy pod odmocninou, jmenovatelé zlomku, definiéni obory specidlnich funkeci
jako je In, arcsin, apod.
e Sudost, lichost, periodicita: nezapomente, ze i defini¢ni obor hraje v téchto pfipadech roli. S vyhodou
pak vysSettujte sudou nebo lichou funkci naptiklad jen pro kladna x.

e Limity: pamatujte, Ze je nutno spocitat limity ve vSech krajnich bodech téch intervala, které tvori
definiéni obor funkce f, pokud v nich tato funkce neni pfimo definovana. Tj. jde vétSinou o jedno-
stranné limity. Specidlné pajde ¢asto o limity v +o0o0, —o0.

e Spojitost funkce: ur¢it, kde vsude je f spojitd, bud z toho, Ze je to soucet, rozdil atd. spojitych
funkci, nebo z toho, ze mé v jakychsi bodech vlastni derivaci (jak pozdéji odhalite).

Prvni derivace

e Nalezeni f’: Zderivujte mechanicky tam, kde to lze. Uréete D(f’). V bodech a, které patii do D(f),
ale nepatii do D(f’), je potieba f’ spo¢ist jinak: pokud existuje, spo¢tu lim, 1 f'(x) (z pfislusné
strany). V pfipadé, Ze je f spojitd v a z pfislusné strany, mam tim f/ (a). V opaéném piipadé mam
alespon limitni polohu , jednostranné tecny“ ke grafu funkce v kritickém bodé, to se bude taky
hodit pro nacrtek. Pokud limita lim, .4+ f'(x) neexistuje, je potfeba [’ (a) spocist podle definice
jednostranné derivace. Obcas se vyplati spocist si limitu derivace i pro +oo, pokud existuje. Hodi
se to pro asymptoty, viz pozdéji.

e Intervaly monotonie f: Podle znaménka f’ lze uréit intervaly monotonie f. Pamatujte, Ze je mozno
timto zpusobem efektivné odhalit i lokdlni extrémy funkce f, 1épe nez pocitanim vyssich derivaci v
téch bodech, kde f’(z) = 0. Napfiklad: pokud vime, ze f klesd vlevo od z a roste vpravo od z, je v
z lokalni minimum.

Druha a vyssi derivace

e Nalezeni f”: Zderivujte mechanicky f’ tam, kde to lze. Vétsinou se uz nedéla nic dél, tj. nezkoumaji
se jednostranné druhé derivace ani limity druhych derivaci.

e Intervaly konvexity a konkévity f: Podle znaménka f” lze urcit intervaly konvexity a konkévity f.
Pamatujte, Ze je mozno timto zptsobem efektivné odhalit i inflexni body funkce f, podobné jako v
ptipadé lokalnich extrémii.

e Lokalni extrémy a inflexni body: Pokud jste neodhalili lokalni extrémy a inflexe pfi vyse naznacenych
avahéch, lze samoziejmé studovat vyssi derivace v podezielych bodech. Rozhodne prvni nenulova
derivace v daném bodé. Nezapomente, ze napiiklad lokalni extrém se mize nabyt i v bodé, kde
neexistuje derivace (napfiklad u funkece |z| v nule).

e Obor hodnot funkce H(f): vezméte do tvahy, jaké nejmensi a nejvétsi hodnoty nabyva funkce na
intervalech, které tvori jeji defini¢ni obor, a dale uplatnéte svoji znalost o spojitém obrazu intervalu.
Nezapomeiite, Ze nékdy se nabyva nejvétsi a nejmensi hodnota v krajnich bodech intervalu, i kdyz
tam funkce nema nulovou derivaci.

Graf

e Pfi nacrtku grafu pomtze studium asymptot funkce v +oo. Pfipomenme, Ze pokud existuji vlastni
limity a := lim; 400 f(z)/z a b := lim, 4 oo (f(x) — ax), je pfimka az + b asymptotou funkce f v
+00, tedy f(x) = ax+b pro z — +0o. Podobné v —co. Uvédomte si, Ze limitu pro a je mozno zkusit
poc¢itat L’Hospitalem: lim, o f(z)/2 = lim, o f'(x), pokud limita vpravo existuje. Ale to uz
mozna vite z doby, kdy jste pocitali jednostranné limity derivaci.

e PomuZe i pfedstava o hodnotdach funkce ve vyznacnych bodech. Neni to nutné, ale pomuze to.
Nebojte se vynést si do grafu v8echny rozumné body na grafu funkce, zejména ty, kde se f(z) dobie
pocita. Pomahaji i pruse¢iky s osami = a y. Stejné tak pomuze, kdyz si v nékterych bodech spoctete
i hodnotu derivace. Ziskate tim pfedstavu o tec¢né ke grafu funkce v tom kterém bodé.

e Vsechny ziskané informace zachytte do nacrtku grafu funkce a jste hotovi.
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