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f 1
X4 1Y4)
Reseni. Podotknéme, Ze je evidentni, Ze funkce f je nezdporna a nuly nabyva pouze v bodé (0,1), kde tedy nabyva
globalntho minima. Pojd me nicméné vy3etfit existenci extrémi standardnim postupem. Funkce f je definovana na R?.
Parcidlni derivace

2 B csliinge
5= 5,21

jsou spojité, tudiz f ma v kaZzdém bodé totaIni diferencidl. Jediné body podezfelé z lokdlnich extrémii jsou tedy staciondrni
body, tj. body, kde jsou obé parcialni derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemtize mit extrém. ReSenim rovnic
2x:D, Z(y—]):[]

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1), kde, jak uZ jsme zminili funkce zfejmé nabyva globalniho minima.
Nemusime tedy vySetfovat definitnost matice druhého diferencidlu (navic bychom tak dostali pouze informaci, Ze jde o
lokalni minimum). )

E‘-Q,:/" 1l!I:]loha Led. f(x,y) = P (v - ])2

Regeni. Funkce f je definovéna na R?. Parcialni derivace

U=

of _
ox

dy
jsou spojité, tudiz f ma v kazdém bodé totalni diferencial. Jediné body podezfelé z lokélnich extrémii jsou tedy stacionarni
body, tj. body, kde jsou obé parcidlni derivace nulové. V jinych bodech funkce f nemiiZe mit extrém. ReSenim rovnic

x!

-2(y—1)

=0, -2(y-1)=0

vidime, Ze jedinym staciondrnim bodem je bod (0, 1). Oproti pfedchozi tiloze neni automaticky vidét, zda se v tomto bodé
nabyvé extrému. VySetfime tedy definitnost matice druhého diferencidlu, tj. matici

(£ %)

Urteme tedy nejprve druhé parcialni derivace. Mame

.. 8. . HBf  RE.
axz 7 a7 dyox ~ oxdy

Matice druhého diferencidlu (v bodé (0,1)) m4 tedy tvar

(5 %)

ajeji hlavni determinanty jsou Dy = 2 > 0, D, = —4 < 0. ProtoZe druhy hlavni determinant (tedy determinant celé matice)
je zdporny, je matice druhého diferencidlu indefitni, extrému se tedy v bodé (0, 1) nenabyva. Funkce f tedy v Zddném bodé
nemad lokéIni extrém.® 0

Uloha 1.65. f(x,y) = (x —y+1)?

Resent. Je vidét, Ze funkce f je nezdporna. Ve viech bodech piimky x — y +1 = 0 tedy nabyvé globélnfho minima.
PfesvédEime se, Ze jiné extrémy funkce f nemd. Parcidlni derivace jsou

o - o _ o(x-

3 = 2(x —y+1), = 2(x—y+1).
Je zjevné, Ze obé parcidlni derivace jsou nulové préavé v bodech zminéné pfimky. V jinych bodech se tedy extrému ne-
nabyva. O

UlohaL66. f(x,y) =x* —xy+y* —2x+y

Reseni. Funkce f je definovana na R2. Jeji parcialni derivace jsou

. of _
é}—2x~y~—2, a—'y— x+2y+1

Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy
2x-y-2 = 0
-x+2y+1 = 0.

%) Ulohu lze opét fesit i pomoci tvah. Pokud x # 0, pak malym zvétSenim absolutnf hodnoty x se funkéni hodnota f zvétsi, zmengenim
zmensi, takZe v bodech, kde x # 0 se nemtiZe nabyvat extrému. Z podobného dtivodu nepfichazi z hlediska extrému jind moZnost, nez
¥ = 1. Nicméné ani v bodé (0, 1) se nemfize nabyvat extrému. Malym posunem hodnoty y se funkce f dostane do zapornych, zatimeo
malym posunem hodnoty x do kladnych hodnot.
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1. Posuzujme nejprve body na ose x s vyjimkou poédtku. Na prstencovém okoli libovolného takového bodu osy x nabyva x?
nezapornych hodnot a pro xp # 6 je pro dostatefné malé okoli bodu (xp, 0) hodnota vyrazu (6 — x — i) bud' stale nekladnd
nebo stile nezdpornd (fimto okolim miiZe byt napf. dvojinterval (xp — e/4,xp +¢/4) x (—¢/4,e/4), kde e = |xg — 6|).
Ovéem na libovolném prstencovém okoli bodu (xp, 0) nab)’fvé yﬂ kladnj/ch 1 zépom)’zch hodnot, coz implikuje ze f nabyvé
pro xp # 0a xy # 6 na n&akém okoli bodu (xp,0) kladnych i zdpornych hodnot, nemiiZe tedy mit v tomto bodé lokalni
extrém, nebof hodnota funkce f je v tomto bodé samozfejmé nula. Je-li xg = 6, nabyva funkce f kladnych hodnot na
Jtisecee” {xp} x (0,1) a zdpornych na ,iisecce” {xp} x (—1,0), opét tedy na kazdém okoli bodu (6,0) nabyvéa kladnych i
zapornych hodnot. Ani v bodé (6,0) tedy nenf extrém.

2. Podobné nahlédneme, Ze funkce f nenabyva extrému v pogatku, nebof nabyva kladnych hodnot na mnozing {0} x (0,1)
a zdpornych na mnoZziné {0} x (—1,0).

3. VySetfujme nyni extrémy funkce f ve zbylych bodech osy y. Opét, jestliZe yp # 6 a yp # 0, potom existuje okoli bodu
(0, y0) takové, Ze hodnota vyrazu 6 — x — i je na ném nekladnd nebo nezdporna (timto okolim muiZe byt nap¥. dvojinterval
(—&/4,+e/4) x (yo — /4, y0 +€/4), kde € = |yp — 6|). Stejné tak existuje okoli bodu (0, yp), kde je stale nekladny nebo
nezéporny vyraz y° (posloui libovolny krouZek, ktery neprotind poatek). A protoZe koneéné x2 je nezdporné &slo na
R? a prinik dvou okoli je okoli, dostavédme, Ze existuje okoli bodu (0,1p), kde funkce f nabyva pouze nekladngch nebo
nezdpornych hodnot.

Navic o tom, zda jsou tyto hodnoty nekladné nebo nezéporné, rozhoduje ziejmé znaménko vyrazu y*(6 — x — y). Je-li x
velmi malé a y # 6, je znaménko vyrazu (6 — x — y) stejné jako znaménko vyrazu (6 — y}, tedy o znaménku f rozhoduje
hodnota vyrazu (6 — y), kterd je samozfejmé kladna pro y € (0,6) a zaporn4 jindy. Z pfedchozich tivah vyplyva, Ze
hodnoty funkce f na né&akém okoli bodu (0,yp) pro yp € (0,6) jsou nezdporné, a tedy funkce f ma v téchto bodech
(neostré) lokdlni minimum. Naopak, hodnoty funkce f na n&akém okoli bodu (0,¥y) pro yo € (o9,0) U (6, 400) jsou
nekladné, a tedy funkce f ma v téchto bodech (neostré) lokdlni maximum.

4. Zbyva vysetfit posledni bod (0, 6). Funkce f zde lokalni extrém nema. Jeji hodnota v tomto bodé je nulova, pfitom na
useéce (—1,0) x {6} nabyva f kladnych hodnot a na tseéce (0,1) x {6} zdpornych hodnot. Na libovolném okoli bodu
(0,6) tedy funkce nabyva hodnot vétsich i mengich, neZ je hodnota funkce f v bodé (0,6). O

Sd ',U Uloha 168. f(x,y) = x> +y* — 3xy

Reseni. Funkce f je definovana na R%. Spottéme jeji parcilni derivace. Méme

of _ a2 U g2
= =3 -3y, ay_syz 3x:

Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcidlni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy

3x? — 3y
-3 =

Kracenim trojek, vyjadfenim y = x? z prvni rovnice a dosazenim do druhé dostaneme rovnici
x*—x=0,

kters ma vzhledem k rozkladu x* — x = x(x® — 1) = x(x — 1)(x? + x + 1) dvé fefeni, x; = 0 a x = 1. Témto dvéma

feSenim pfislusi fedeni ﬂig_iﬁ_z__l'

Druhé parcidlni derivace jsou
P o P

? 02
R B e ae{:ag:_&
y yox — dxdy

Matice druhého diferencidlu v prvnim stacionarnim bedé (1,1) je tedy

6 -3

-3 6
hlavni subdeterminanty jsou Dy = 6 > 0, D2 = 36 — 9 = 27 > 0, matice je tedy pozitivné definitni a v bodé (1,1) ma tedy
funkce f lokdlni minimum f(1,1) = —1.

Matice druhého diferencidlu ve druhém staciondrnim bodé (0,0) je oviem

(5 %)

je tedy indefinitni, funkce f v bodé (0,0) tedy nenabyvd extrému. O

Uloha 1.69. f(x,y) = x* 4+ y* — x2 — 2xy —y?
Resenf. Funkce f je definovdna na R?. Spoétéme jeji parcidlni derivace. Mame

of 4 of _4
oy

3_ —
T Y — 2y — 2x.

P —-2x -2y,



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Obr. 6.1.2

Jf:} Piiklad 6.1.2. Urcete lokaln{ extrémy funkce

I"; JL’ -\\ [ I 2_I =
2 tew =t @),
Reseni: Funkee je definovand na celém R2.

1. Uréime parcialni derivace prvého fadu:

% = e ™V (22) (2 + 2) + eV 2z = —22e~ " V(22 + 2 — 1),
ﬁ _ epdag®r e B 2 . —x?y?(0,2 | 2
9 =g (=2y)(2y~ + ) +e 4y = —2ye (2y° +2° —2).
—— : .. . Of af
2. Parcialni derivace polozime rovny nule, tj. 3z = 0, 5{; = 0. Dostaneme

tak rovnice pro stacionarni body funkece f,

—2ze~ " V(2 + 22 — 1) =0,

2y V(2% + 2% — 2) = 0.

. * rd Id - - # pa—" 2_ -2 . o = L
3. Rovnice pro stacionarni body vytesime. Vyraz e ~¥ je vzdy ruzny od nuly

pro libovolné z, y, mizeme jim proto obé rovnice vykratit,

z(2y: +22-1) =0,

y(2y +22-2) =0.

el
ol * ok



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

Polozime-li v prvni rovnici z = 0, dostavame ze druhé rovnice y(2y? —2) = 0
fesenf y = 0, y = +1. Ziskali jsem tii staciondrni body A, = [0,0], Ay =[0,1] a
As = [0,—1].

Polozime-li ve druhé rovnici y = 0, pak z prvnf rovnice z(z? — 1) = 0 plyne
feseni ve tvaru z = 0, x = %1. Staciondrni bod A; = [0,0] jsme jiz vypoécitali,
takze na zdkladé predpokladu y = 0 jsme ziskali dva nové staciondrnf body, bod
A1, 0s ds =L, 10

Zbyva jesté provérit moznost, ze x # 0, y # 0. V tomto pfipadé fesime

soustavu

A +2°—1=0,

2y 4+ 22 —2=0.

Jestlize obé rovnice od sebe odecteme, dostavame rovnici 1 = 0, toto ale ne-
plati pro zadné z, y. Soustava nemé za tohoto predpokladu feseni. Zadny novy
staciondrni bod jsme neziskali.

Shrneme-li krok 3, vysledkem nasi snahy bylo uréeni péti staciondarnich bodu:
A =(0,0], 4, =[0,1], As = [0, -1], As = [1,0], 45 = [-1,0].

4. Uréime matici parcidlnich derivaci druhého réadu.

&f &f
ox?  0xz0y
h M !
dydx Oy’
92
g_z = (=2 + 42?)(2? + 2% = 1) — 42?)e™™ V",
&
2
;rgy = dzye™™ V' (2y? + 2% - 3),
2 .
a(;gx = daye™ V(2% +a® - 3),
azf 2 2 i 9 _Ig_ 2

T I
- * oy



Matematika Il 6.1. Lokalni extrémy

5. Do matice parcidlnich derivaci postupné dosadime stacionarni body (tzn.

z-ovou soufadnici staciondrniho bodu dosadime za promeénou z, y-ovou za y).

_ 2 0 ~& P &
QA1) = Q(A2) = ,Q(A3) = ' ,
0 4 0o -3 0 -¢
- -390
Q(A4) = o ],Q(A4s) =
0 2 0 2
6. Urcime hodnoty Dy, D> a rozhodneme o charakteru extrémau.
Stac. bod A; | D, D, extrém z = f(A;)
A; =[0,0] 2>0 & >0 | ostré lokdlni minimum z = 0
A;=100,1 |—-2<0| ¥ >0 |ostré lokdln{ maximum z = 2
Az =[0,-1] —% <0 %% > 0 | ostré lokdlni maximum z = ﬁ
Ay=[10 |-4<0|-%<0 extrém neexistuje
As=[-1,0 | -2<0|-% <0 extrém neexistuje

V bodé A; mé funkce f ostré lokdln{ minimum. V bodech A, A; ma funkee

f ostra lokdlni maxima. V bodech A4, A5 funkce f extrém nemd, Obr. 6.1.3.

Obr. 6.1.3

- L
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Matice druhého diferencidlu je tedy
24x2 -2 0
( 0 124 — 4 )
coZ je diagondlni matice. Posoudit definitnost je tedy snazsi pfimo z hodnot na diagondle. Pokud jsou obé hodnoty kladné,
je matice pozitivné definitni, coZ je pfipad étyf bodu (fc%,il) - v nich md tedy funkce f lokdlni minimum. V bodé (0,0)
jsou ob& hodnoty zdporné, matice je tedy negativné definitni a v bodé (0, 0) ma tedy funkce f lokdlni maximum. Ve zbylych
¢tyfech bodech je jedna hodnota na diagonale kladna a druhd zéporna, matice je tedy indefinitni a extrému v daném bodé
se nenabyva. 0

Uloha 1.71. f(x,y) = xy + S—f- + %,x}i},y>0‘

Regeni. Funkce f je dle zadani definovana na prvnim kvadrantu. Spotéme jeji parcidlni derivace. Mdme
of 50 of 20

— e Y —

ox YT oy ¥

Stacionarni body jsou ty, ve kterych jsou obé parcialni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy

50
y-—3 = 0
x—% = 0.

Yy

Z prvni rovnice mame, ze y = %’é, dosazenim do druhé a pfendsobenim jmenovatelem ziskdme rovnici

20 4
X = @x =0.
sew w e 3/ 502 3 s : 3 . P P T
Jeji feSenijsou x; = 0a x2 = {/ 37 = V125 = 5. Prvni fedeni oviem nemiiZe byt &asti feSeni celé soustavy. Odpovidajici
hodnotou pro druhy kofen je y» = 3¢ = 2. Funkce f m4 tedy (v prvnim kvadrantu) jeding stacionarni bod (5,2).
Druhé parcidlni derivace jsou
i R S T A N
9x2 ¥ oy P’ dyox  oxdy
Matice druhého diferencidlu v bodé (5, 2) je tedy
4
5 ]
()

hlavni subdeterminanty jsou D; = # > 0aD; =4 —1 = 3 > 0, matice je tedy pozitivné definitni a funkce f mé tudiz v

bodé (5,2) (ostré) lokdIni minimum f(5,2) = 30. O
2 2

Uloha L72. f(x,y) = xy{/1— z—z - yb‘—z, kdea >0,b> 0.

Reseni. DOPLNIT m]
by+c¢

Uloha 1.73. f(x,y) = _a_:c+—_’ kde a® + b% +c% # 0.

Reseni. DOPLNIT ]

Uloha L74. f(x,y) =1—/x2 42

Reseni. DOPLNIT O

Uloha L.75. f(x,y) = e (8x% — 6xy + 3y?)

Reseni. Funkce f je dle zad4ni definovana na IR2. Spottéme jeji parcidlni derivace. Mdme

% = 2623 (8x% — 6xy + 3y?) + €2 (16x — 6y) = 2T (1622 + 16x — 12xy + 63> — 6y),

% = 3P 13 (832 — 6xy + 3y?) + ¥ (—6x + 6y) = ¥ (24x% — 18xy + 9y? — 6x + 6y).
Staciondrni body jsou ty, ve kterych jsou obé parciélni derivace nulové. Najdeme je feSenim soustavy

23 (16x% 4 16x — 12xy 4+ 6> —6y) =
H(24x2 — 18xy +9y* —6x +6y) = 0.



Resenim této rovnice jsou hodnoty z; = 0 a z5 = 2. Dosadime-li ziskané
hodnoty do rovnice x> — 2y = 0, abychom vypocetli y-ové soutadnice sta-
cionarnich bodu, dostavame y; = 0,y, = 2. Zkoumana funkce ma tedy dva
stacionarni body B; = [0,0], B, = [2,2].

Nyni pfistoupime ke zkouméni charakteru bodi By, By a k tomu je za-
potiebi vypocitat parcidlni derivace druhého fadu. Obdrzime

Foz =0, fay = —6 a fyy = 6y.

Protoze f3(0,0) - f,,(0.0) — [f2,(0,0)]> = =36 < 0, vidime, Ze bod B, je
sedlovym bodem funkce f(z,y).

Analogickym postupem ze vztaht f3,(2,2)- fy(2,2) —[fey(2, 2)]* = 108 >
0 a fre(2,2) = 12 > 0 dostédvame, ze bod B, je bodem lokdlntho minima
funkce f(z,y).

Priklad 8.11. Najdéte lokdlni extrémy funkce tif proménnych dané vztahem
f(z,y,2) = 2% + 3 + 23 — 3(zy + z2).

Reseni. Vyjdeme opét z parcialnich derivaci finkce f (z,y, z), které maji tvar
fz=32% -3y — 3z, fy, =372 —-3z a fo=282% 32

Polozime-li obdrzené parcialni derivace rovny nule, dostavame soustavu rov-
nic

Déle lze dosadit y? za = do prvnf a tieti rovnice, coz dava vztahy

y'—y—z=0
2 -y =0.
Z rovnosti 22 = y* mdme z = y nebo z = —y.

Uvazujme nejprve pifpad z = y. Dosadime-li za z do rovnice y*—y—2z = 0,
dostavame
y(y® —2) = 0.

Z obdrzeného vztahu vyplyva, 7e y; = 0 nebo y, = v/2. Déle ihned vidime ze
témto hodnotdm odpovidaji hodnoty proménné z ve tvaru z; = 0,2, = /2.
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r Z rovnosti T = 2 pak vypoctteme z; = 0 a 7, = /4. Obdrzeli jsme tedy dva
staciondrni body

B, =[0,0,0] a B,=[v4,2,V2]

Vysetiime-li nyni pfipad z = —y, dostdvdme po dosazeni za proménnou
z do rovnice y* — y — z = 0 rovnost y* = 0, coz ndm déva kofen y; = 0. Pak
ale také z3 = 0 a x3 = 0. V tomto piipadé jsme tedy neobdrzeli zadny dalsf
stacionarni bod, ktery by byl ruzny od bodu By a Bs.

Pro parcidlni derivace druhého fadu dostaneme

fx.r = bz, fyy = 6y, fzz = 6z, fry = -3, f:cz = -3, fyz = (.

Chceme-li nyni vySetfit kvadratickou formu, kterou predstavuje diferencial
druhého Tadu, pracujeme vlastné s determinantem

6z —3 -3
D=(-3 6y 0
-3 0 Bz

Uvazujeme-li bod By = [0, 0, 0], dostaneme

0 =3 =3
D=(-3 0 0
-3 0 0
o g ;i 0 =3]|. . T i g
Thned vidime, ze hlavni minor D, = _3 ( |Jezdporny, coz znamend, ze

piislusna kvadraticka forma je indefinitni a pocatek je tedy sedlovym bodem
funkce f(z,y, z).
V bodé B, = [V/4, V2, v/2) mame

g4 -8 -3
D=| -3 6¥2 0
-3 0 6v2
a vidime, ze D; = 6¢/4 > 0,D, =36-2—-9> 0, Dy = 216/16 — 1082 > 0.

Kvadraticka forma je tedy pozitivné definitni a bod Bj je v disledku toho
bodem lokalniho minima funkce f(z,y, 2).
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Véazané a globalni extrémy - feSené piiklady 29

69. Priklad f(z,y) = 223 + 42® + y® — 22y na mnoziné O ohraniéené kiivkami y = 22 a y = 4.

Reseni Nejprve nalezneme lokalni extrémy funkce f(x,y) = 223 + 422 + 2 — 2xy. Spocteme
parciilni derivace

fi=6z%+ 85— 2y =0,
fi=2-2z=0

a nalezneme stacionarni body. Ze druhé rovnice plyne y = x. Po dosazeni do prvni rovnice dostavame
z(z + 1) = 0. Odtud plyne oy = [0,0],as = [=1,—1]. Pfitom a; € h(Q) a az ¢ Q. Funkce f tedy neméa
uvnitt () lokdlni extrém. '

Hranice mnoZiny €2 je tvofena dvéma kiivkami. VySetfeni hranice h(Q) se tedy rozpada na vyfeSeni
dvou tloh na vazané extrémy s funkci f a vazbami V) : y = 4, V5 : y = 2. Je zapotiebi zv1a3t vysetiit body
A = [—-2,4], B = [2,4], které jsou priniky vazeb V; a Vs. Ulohy f,V; a f, Vs pievedeme na ekvivalentni
tlohy nalezeni lokdlnich extrémi funkci jedné proménné.

Uloha f, V; je ekvivalentni tiloze nalézt lokalni extrémy funkce

Fi(z) = f(z,4) = 22° + 42 — 8z + 16.

Plati F{(z) = 62%+8z—8 = 6(x +2)(z— ). Stacionarni body jsou x = —2 az = . Déle F{/(z) = 12z +8.
Odtud F{'(-2) = —16. Tedy v £ = —2 je maximum funkce F} a v A = [~2,4] vézané maximum f.
Podobné spoéteme, e v bodé a = [é, 4] dochéazi k vazanému minimu f.

Uloha f, V; je ekvivalentni tiloze nalézt lokdlni extrémy funkce

[*]

Fy(z) = f(z,2?) = «* + 422

Snadno se zjisti, Ze tloha f,V, mé vizané minimum v bodé b = [0,0]. Spoéteme funkéni hodnoty v na-

lezenych bodech. Plati f(a) = 32, f(b) = 0, f(4) = 32, f(B) = 16. Odtud M = {0,32,16,32}. Tedy

max f(Q2) = max M = 32 a nastava v bodé A a min f(Q2) = min M = 0 a nastava v bodé b.

|| 70. Priklad f(z,y) = 2® +y® — 2z — 4y + 1 na mnoziné Q: A = [0,0], B = [3,0],C = [0, 5.

ReSeni  Nalezneme lokalni extrémy funkce f(z,y) = 2% + y2 — 2z — 4y + 1. Spocteme parcialni
derivace f; = 2z — 2 a f, = 2y — 4 a nalezneme staciondrni bod a = [1,2]. Matice druhé derivace je
9 g
rovna " = f"(a) = 0 g . Hlavni minory této matice jsou kladné a proto v bodé a nastava lokalni
minimum funkee f. Plati f(a) = —4. Tedy A = {—4}.
Hranice mnoziny (2 je tvofena tfemi tiseckami. VySetfeni hranice h({1) se tedy rozpada na vyfeseni
tfi uloh na vazané extrémy s funkei [ a vazbami

V] :y=0,
Vo : bz + 3y = 15,
Vg!.’IC:O.

Zvlast vysetfime body A, B, C, které jsou priniky riiznych vazeb. Ulohy f,V;, kde i = 1,2, 3 pfevedeme
na ekvivalentni tlohy nalezeni lokdlnich extrémi funkei Fj, kde

Fi(z) = f(£,0) = 2? — 22 + 1,
Fy(z) = f (=, %g) =3g? — 122+ 6,
F3(y) = f(0,y) =y —4y+ 1

Snadno se zjisti, ze tloha f, V] ma vdzané minimum v bodé a; = [1,0]; f,Vo ma vazané minimum
vag = [0,2]; f, V5 ma vizané minimum v az = [%, ‘11—[7—’] Spoc¢teme funkéni hodnoty v nalezenych bodech.
Plati f(a1) =0, f(az) = -3, f(a3) = -2, f(A) =1, f(B) = 4, f(C) = 6. Odtud B = {0,-3,-%2,1,4,6}.
M = {-4,0,-3, *%, 1,4,6}. Odtud max f(f2) = max M = 6 v bodé C. Déle min f(Q2) = min M = —4

v bodé a.

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brné, 7. 3. 2006
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Funkei zderivujeme, derivaci polozime rovnu nule

227 — 1 1 1
Fl(z)= ——==0 = : :\/Z,,:_\/j —1.1).
W= A L=y 3 € =L1)
Dopocteme y; = y, = \ﬁ Obdrzime tedy dalsi dva stacionarni body

- (A= iV

Zbyva vysetiit body A = [-1,0], B = [0,—1], C = [1,0], které jsou praniky
ruznych vazeb. Spocéteme jednotlivé funkéni hodnoty v nalezenych bodech a
porovname je

fa) = =2, f@3) = -3, f@D) =7, f@)=—3, f@D) =7

Fld) = (B = () ==
f@y) < flag) < f(ay) < f(23) < f(A) < f(x5).

Funkce f ma v bodé z} = [—~\/; \/g globalni maximum a v bodé z} = [0, 0]
globalni minimum.

Poznamka 10.5. Pii feSeni piikladu mohlo byt v bodé ¢) pouzito i Lagran-
geovy funkee s vazbou g(z,y) = 22 + y?> — 1 = 0, ale muselo by se déle
uvazovat, ze y > 0.

Piiklad 10.6. Urcete globaln{ extrémy funkce f(z,y) = y?> — 2y +e™* na
¢tverci M, ktery je uréen body A = [-1,0], B=[1,0],C = [1,2], D = [-1,2].

Reseni. Mnozinu M tvofi étverec majici vrcholy v bodech A = [—1,0];
B =11,0], C =[1,2], D = [-1,2] a viechny body, které v ném lezi, obrézek
15. Existence maxima a minima opét plyne z véty 10.2. Nejprve hledame
lokalni extrémy funkce f uvnitf mnoziny M. Spocteme parcialni derivace a
polozime rovny nule,

folt,y) = =22 =0 = =0, f(e,y)=2y—2=0 = y=1.

Dostali jsme stacionarni bod x} = [0,1]. Tento bod lezi uvniti mnoziny M.
Déle hledame body extrému funkce f na hranicich mnoziny M. Hranice
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Obréazek 15: Mnozina M

mnoziny M je tvofena Gtyfmii tseckami. Uloha hledéni vazanych extrému
funkce f se tedy rozpada na ¢tyfi piipady, tj. na jednotlivé tisecky zadaného
ctverce.

a)

L

Hledame vazané extrémy funkce f s vazbou g(z,y) = y = 0 pro viechna

€ (—1,1). Vzhledem k jednoznatnému vyjddfenf y = 0 z rovnice
vazby pfevedeme ulohu o hledéni vézaného extrému na ekvivalentni
tilohu nalezenf lokélniho extrému funkce F(z) = ¢=*". Funkei zderivu-
jeme, derivaci poloZime rovnu nule

F'(z)=—-2ze* =0 = z=0¢€(-1,1).
Dostali jsme staciondrni bod x3 = [0,0].

Hledame vazané extrémy funkce f s vazbou g(z,y) = x — 1 = 0 pro
y € (0,2). Vzhledem k jednoznaénému vyjédieni proménné z z rovnice
vazby, tj. * = 1, pfevedeme tlohu o hledani vdzaného extrému na
tllohu nalezeni lokélniho extrému funkece F(y) = y? — 2y + e~'. Funkci
zderivujeme, derivaci polozime rovnu nule

Fliiy) =25—2=0 = y=1€ (0,2).

Obdrzeli jsme stacionarni bod x5 = [1, 1].
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c) Hleddme vézané extrémy funkce f s vazbou g(z,y) = y — 2 = 0 pro
vSechna o € (—1,1). Vzhledem k jednozna¢nému vyjédieni y = 2 z rov-
nice vazby pievedeme 1ilohu o hledéni vazaného extrému na ekviva-
lentni 1lohu nalezeni lokalniho extrému funkce F(z) = e *". Funkdi
zderivujeme, derivaci polozime rovnu nule

Fliz)=-2z¢ " =0 = z=0¢€ (-1,1).
Ziskali jsme staciondarni bod z} = [0,2].
d) Hleddme vazané extrémy funkce f s vazbou g(z,y) = z+ 1 = 0 pro
y € (0,2). Vzhledem k jednoznaénému vyjadfeni proménné x z rovnice
vazby, tj. * = —1, pfevedeme 1ilohu o hleddni vizaného extrému na

ulohu nalezeni lokalniho extrému funkce F(y) = y? — 2y + e~!. Funkci
zderivujeme, derivaci polozime rovnu nule

FPlyl=2y—2=0 = g=1&(0,2),
Dostali jsme staciondrni bod z = [—1,1].

Zbyva vysetfit vrcholy ¢tverce ABC D, které jsou pruniky ruznych vazeb.
Spocteme jednotlivé funkéni hodnoty v nalezenych bodech a porovname je
flz3) = fa) =1, fla3) = flag) = —1+e7,
flAy=f(B)=f(C)=f(D)=¢"",
fa3) < f(A) < f(a3).

Funkce f ma v bodech 3, z} globdlni maxima a v bodech z3, x globalni

minima.

b

Piiklad 10.7. Urcete globélni extrémy funkce f(z,y,2) = —22 — y% 4+ 222
na mnoziné M dané nerovnostmi /a2 + %2 < z, z < 3.

Reseni. Mnozina M je kompaktni a funkce f je spojité, pak dle véty 10.2 na
mnoziné M existuje maximum a minimum funkce f. Mnozina M viz obrazek

16.

Nejprve hledame lokélni extrémy funkce f uvnitf mnoziny M. Spocteme
parcidlni derivace a polozime rovny nule,

f$($!y?z) = —2r = 03 fy(:r!y:z) = _2y e DJ fz(x}y}z) =4z =0.
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Finding Absolute Minimums and Maximums

The extreme value theorem guarantees that a (continuous) function achieves its maximum
and its minimum values on a closed bounded domain. To find the maximum and minimum
values, recall that we check the function’s values at all of the critical points inside the domain,
as well as the function’s values on the boundary of the domain. By checking at these points,
notice we find the absolute maximum (minimum) value - that is, the biggest (smallest) the
function can be — as well as the point(s) that value is achieved at.

The following examples are from the book, but are rewritten slightly:
EXAMPLE 4.33 Find the absolute maximum and minimum values of the function f(z,y) =

[Zx +2y® — 2 + y on the closed disk D = {(z,y)|2? + y* < 1}.

First, find the critical points of f(z,y). Calculate that V f(x, 1) 4z — 1, 4g + 1). Setting

both4x —1=10 a:nd 4y +1 = 0, we see we must have both z = ; and y = —1 Therefore the
only critical point is (3, ) This point is in the disk D, so we check the value of f(- - 3 = -1

Now, notice that the boundary of D is all the points on the circle 22 + > = 1. We can
break up the boundary into two parts: the upper half-circle y = /1 — 22 and the lower half-

circle y = —v1 — a2,

For the upper half-circle, consider g(z) = 2 —z + V1 —a? (for =1 < x < 1). For all the
points on the upper half-circle y = /1 — 22, g(z) = f(z,y). We will find the extreme values
of g(x) on the interval [—1,1]. Setting ¢’(z) = —1 — x/v/1 — 22 = 0, we find the only critical
point is at z = —%. We need to check the values of ¢ at this point and at the endpoints of
the interval:

9= =2+v2 g(-1)=3 g(1)=1
None of these values are smaller than f(%, —‘—i), so none are candidates for the absolute mini-

mum of f. Since we're on the upper half circle, f(—\%i, ) = g(—vi,a) = 2+ /2. This is the
largest value we've found for f (so far!), so this is a possibility for the absolute maximum of f.

To check the values of f on the lower half-circle, consider h(z) = f(z,—v1 —22) = 2 —
x—V1—2a? (for —1 < 2 < 1). To find the critical values of h(x) on [—1,1], find the critical
points in the interval and check the values of h(z) at these critical points and at the endpoints.
You should find that the only critical point is z = % and that h(z) is maximized at z = —1
(with value h(—1) = 3) and minimized at x = % (with value h( ) =2 — v2). Neither of
these values is larger or smaller than ones we've already found, though

Putting this together, we see that f(z,y) is minimized at (3,—1), with value f(1,1) = —1
and is maximized at (—%, —ﬁ), with value f(—71§, %) =2+ 2.

Notice that we could have checked the boundary in one step: we can describe all the points on
the circle by (cos@,sin @) where 6 ranges from 0 to 27. Then, on the boundary, the function is
equal to g(f) = 2(cos#)? + 2(sin#)? — cos# + sinf = 2 — cosf + sinf. Then, we find critical
points wherever ¢'(f) = sinf + cosf = 0. On [0,27], tanf® = —1 only at %T" and ZX. These



values of # correspond to the points (— 7— 7) and (—\/—5 ) that we found above! Checking
the values of the function at these two points on the boundary and at the critical point on
the inside of the disk, we find the same absolute minimum and maximum as with the previous
method. This is the method the book uses; feel free to use whichever you like better. (This
method s typically easier because you can avoid the square roots in the derwatives and algebra
above! It’s a good reason to review trig, including learning the values where sine, cosine, and

| tangent are 0 and +1.)

EXAMPLE 4 34 Find the absolute minimum and abbolute maximum values of the function
f(z,y) = 2® — 3zy + 3y> on the rectangle D = {(z,y)|3 < 2 < 1,0 <y < 2}. (I changed the
rectangle slightly from what is given in the book.)

First, solve for the critical points of the function: Set 3:: — 3y =0 and 6y — 3z = 0. From the
first equation, at a critical pomt we must have y = 2. Then from the second, 62% — 3z = 0
implies that either & = 0 or = 3. Therefore, the only two critical points are (0,0) and (3, §).
However, the point (0,0) is not on the rectangle we're interested in, so we do not consider it!
The value of the function at the only critical point that is in the rectangle is f(3,3) = —.
We break the boundary up into four different lines: x
0<y<2);y=0(with § <z <1); and y = 2 (with
clearly!)

with 0 < y < 2); ¢ = 1 (with
1). (Draw a picture to see this

IN —~

On the line @ = 1, consider g(y) = f(5,y) (on the interval [0,2]). To solve for the critical
1 ) ! — M A - 3 : et . . 1 . e
points, set g'(y) = 0: ¢'(y) = —3 + 6y = 0. The only critical point is at y = . Since this is
n [0,2], check the values g(%) = 3, 9(0) = &, and g(2) = %2. Notice that thc point on this
line corresponding to y = 2 (that is, the point (3,2)) is a posslb]e maximum for f (It’s the

largest value of f we've found so far, but we still have three more parts of the boundary to check!)

Similarly, on y = 0, consider g(z) = 2*® on the interval [%}1]. Once you'’ve found the max-
imum and minimum on this line (as well as on the other two lines that make up the boundary),

compare all the values you've checked to find out that the absolute maximum and the absolute
minimum are

) % (« absolute maximum)

,3) = —155 (— absolute minimum)

EXAMPLE 4.35 Try this example on your own! When you look at the boundary, you can
break it into three parts: the upper half-circle y = /1 —2z? (with —1 < 2z < 0); the line
y=—x+ 1 (with 0 < 2 < 1) and the lower half-circle y = —v/1 — 22 (with —1 <z < 1).

Or, if you'd prefer, you can divide the boundary into two parts: the line y = —z + 1 (with
0 <2 < 1) and the circle, described by (cos @, sin ) where 5 < 6 < 2.



Matematika Il 6.3. Globalini extrémy

vanou na uzaviené mnoziné D;. Necht hranice této mnoziny je kfivka o rovnici
g(z,y) = 0. Globéln{ extrémy funkce f na mnoziné D budeme uréovat takto:
1. Uréime lokdlni extrémy funkce f na mnoziné Dy, ze které vyloucime hranici.
2. Uréime lokalni extrémy této funkce vdzané podminkou g(z,y) = 0.
3. Porovname funkéni hodnoty vsech extrémi. Extrém s nejvetsi funkéni hod-

notou bude globalnim maximem, extrém s nejmens{ funkén{ hodnotou bude
globalnim minimem.

Pozndmka
Je-li hranice tvotena koneénym poctem krivek, vysetrujeme vdzané extrémy

na jednotlivijch krivkdch. V tomto pripadé ovsem musime uvaZovat i vrcholy

hraniénich krivek pri koneéném porovndvdnd funkénich hodnot.

Pozndmka
Analogicky se postupuje 1 v pripadé funkci ti a vice proménnijch.

f Regené dlohy

| Piiklad 6.3.1. Naleznéte globdlni extrémy funkce z = f(z,y),

flz,y) = 2° — 2% + 42y — 62 — 1,

| jeliD;={[z,y) €R*|2>0Ay>0Ay< —z+3.

0

Obr. 6.3.1
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Matematika I 6.3. Globalni extrémy

Resent: Definiénim oborem funkce f je trojithelnik s vrcholy A = [0,0],
B =[3,0],a C =0, 3] plus vSechny body, které v ném lezi, Obr. 6.3.1.
1. Nejdrive budeme hledat lokdln{ extrémy funkce f v bodech lezicich uvniti

trojuhelniku ABC.

—f=2:r+4z —f=0,
ox
Y,
i = —4y+4z =0.

Ay

Resenim této soustavy je bod 4; = [1, 1], tento bod oviem lez{ uvnitf trojithelniku
ABC, lezi tedy v mnoziné Dy a md smysl hledat v tomto bodé lokalni extrém
funkce f.

Sestavime matici Q a dosadime do matice @ bod A;,

v o
Q- Oz Ozdy | [ 2 4
Ff &f | \4 -4)
oydxr  Oy?
2 4
QA1) =
4 —4

Determinant D; =2 > 0, Dy = —24 < 0, extrém v bodé A, neexistuje.

2. Hraniéni kfivka se skldda ze ti{ usecek lezicich na primkach. Jednd se o
pifimku « = 0 proy € (0,3), y=0proz € (0,3) ay = —a + 3 pro z € (0,3).
Provéfime existenci vazanych extrému funkce f na jednotlivych tisec¢kach.

a) Necht g(z,y) =z =0 pro y € (0, 3). Pak

fly) = -2 -1
df
—=—-4y=0= y=0.
dy Yy y

Dosadili jsme z = 0 do funkce f a ziskali jsme tak funkei pouze jedné proménné y.

Funkei jsme derivovali podle y a dostali jsme staciondrni bod y = 0. OvSem tento

bod nelezi v intervalu (0, 3), a tedy vdzany extrém na této lisece neexistuje.

* % &
*: : _320-
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Matematika Il 6.3. Globalni extrémy

b) Necht g(z,y) =y = 0 pro = € (0,3). Pak

flx)=2*—6x—1

f’(:r)zﬁ-—%:—ﬁ:(] =% =3,
dx

Ovsem bod & = 3 nelez{ v intervalu (0,3) a tedy vdzany extrém neexistuje.
¢) Necht g(z,y) =y +x — 3 =0 pro z € (0,3). Dosazujeme za y do funkce f

vyraz y = —x + 3, tedy

flz) =2 —2(—2+3)* +4z(~x +3) — 62 — 1
=5z +18z—19

fllx)=-10c+18=0 = z=2.

Bod z = g lez{ v intervalu (0, 3) a m4 smysl zkoumat, zda-li v tomto bodé m4
funkce f vdzany extrém. Vypocitdme druhou derivaci funkce f a uréfme hodnotu

derivace v bodé z = g,
f"(3) =—10 < 0 = ostré lokdln{ maximum.

Dopocitame y-ovou soufadnici z rovnice y = —z + 3, tedy y = g Funkce f mé

v bodé Ay = [2, 2] vézané lokdlni maximum.

3. Protoze je hranice tvofend jednotlivimi kiivkami, musime jesté vySetfit
vrcholy trojihelnika ABC. Vypocitame jednotlivé funkéni hodnoty a vzdjemné

je porovname.
f(A)=-%, f(A)=-1 f(B)=-10, f(C)=~-19.
Porovname jednotlivé funkéni hodnoty,
f(C) < f(B) < f(A2) < f(A).

Funkce f md v bodé A = [0,0] globédln{ maximum z = —1 a v bodé C' = [0, 3]

globalni minimum z = —19.

mE -
- ook



(E') | Piiklad 8.12. Najdéte nejkratsf vzdalenost bodu B = [1,1,1] od roviny

3r+y+z=2.
Reseni. Vzdilenost libovolného bodu [z,y, 2] od bodu B = [1,1,1] je déna
vztahem

d=/-12+y-12+(z- 1)

Pokud ovéem bod [z,y, 2] lezi v roviné 3z + y + 2 = 2, mtuzeme vyjadiit
nékterou z proménnych x,y, 2 pomoci zbylych dvou. Mdme tedy napriklad
z = 2 — 3x — y, coZ znamena, ze je zapotiebi najit extrémni hodnoty funkce

d=+/(x—12+ (y— 12+ (1 -3z — y)

Uziteénym trikem, ktery se pfi minimalizaci vzdédlenosti pouziva, je umoc-
néni funkéniho vztahu, éimz odstranime odmocninu a zjednodusime tak vzta-
hy, které obdrzime pfi vypoctu parcidlnich derivaci minimalizované funkce.
Budeme tedy hledat extrém funkce.

&= flz,y)= (e -1+ (y - 1)+ (1 -3z - y)~.
Dostavame
fe=2(x —1) — 2(1 - 3z — y).(+3) = 20z + 6y — 8

fi=2y—-1)-21-3c—-y)=4y+6zx—4
. Vidime, Ze funkce d? ma jediny kriticky bod

8 6
‘44‘8 2
TS 71206 4 11
K
2 8
B GJ_m_S
YT 6| @ 11
k¥

Z povahy tlohy vyplyvé, ze nalezeny bod [Z, <] je bodem lokélntho i
globélniho minima funkce d?, protoze v roviné 3z +y + z = 2 musi lezet bod,
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[ ktery je nejbiz k bodu B = [1,1,1]. Tyto tivahy uz jen formalné potvrd'me

vypoctem, kdy ze vztahu f,, = 20, f,, =4, f;, = 6 vyplyva
y vy y Y

- 2
a to znamena, ze bod [£, £] je skute¢né bodem lokdlntho minima zkoumané

funkce. Zbyva ur¢it hodnotu nejkratsi vzdalenosti bodu B = [1,1,1] od ro-
viny 3z 4+ y + 2 = 2. Je ddna vztahem

9\* [3)\° - i)
d_\/(ﬁ) +(ﬁ) +(1‘ﬁ—ﬁ) RAETEE

| Priklad 8.13. Obdélnikovd drevénd bedna bez vika ma objem Cdm?, kde
|| C je kladna konstanta. Jaké maji byt rozméry bedny, jestlize chceme mini-
| | malizovat spotfebu dfeva potfebného k jeji vyrobs. Pii vypoétu zanedbejte

tloustku stén bedny.

Reseni. Oznacime-li délky jednotlivych stran bedny pomoci proménnych z,
y a z, pak je objem bedny dan vztahem

V=gyz=C,

Nasim tikolem je minimalizovat plochu stén bedny, pficemz celkovy obsah je
dan vztahem
S = ay+ 2xz 4+ 2yz.

Obsah minimalizované plochy je tedy obecné funkef tif proménnych. Vyuzi-
jeme-li ale skuteénosti, ze z = —x%, muzeme nas problém redukovat na hledén{
extrému funkce dvou proménnych tvaru

2eC  2yC 2C 20

S=zy+—+ Y+ — A —
Ty Ty Y €T

Parcialni derivace funkce S podle proménnych x a y maji tvar

2C 2C
Sz(:rny) = ;2— a Sy(:r:y) =il = ?
a jsou rovny nule, jestlize
2 2C ;
y= __E;_ a T=—, neboli yz* = 2C = oy’
z y
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Z posledniho vztahu dostdvame rovnici zy(z — y) = 0, jejimz feSenim je

vzhledem k pozadavku nenulovosti proménnych bod, pro ktery plati z = y.

Odtud déle dostavame x = y = v/2C. Z povahy 1ilohy a ze skutecnosti, ze

funkce S mé pouze jediny staciondrni bod, vyplyva, ze bod [v/2C, v/2C] je

bodem lokélniho n;linima funkce S. Podotykame jesté, ze tfeti rozmeér z je
5C

dan vztahem z = :
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Véazané a globélni extrémy - FeSené piiklady 27

65. Piiklad Urdete rozméry pravoihlé nadrze tvaru kvadru o objemu V = 32m? tak, aby dno a stény
mély co nejmensi povrch.

Refeni  Oznadme z,y rozméry dna a z hloubku nadrze. Podle zadani mame minimalizovat povrch
nadrze P(x,y, z), je-li pfedepsan jeji objem V (x,y, z) = 32m?®. Mame tedy nalézt vazané minimum funkce
P(r,y,z) = xy + 2wz + 2yz s vazbou V(x,y,2) = xyz = 32. Vazba je jednoznaéné feditelnd vzhledem

k z. Plati z = '% Ulohu na vézany extrém funkce P pfevedeme na filohu o lokélnich extrémech funkce
32 64 64
i =P T, Yy,— | =T e .
f(z,y) ( y xy) G

Spocteme parcidlni derivace, polozime je rovny nule a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezna-
mych z,y. Plati

Z prvni rovnice plyne y = E—%. Dosazenim do druhé rovnice dostavame x — g—: =0.0dtnd z =0V z =4,
Z¥ejmé = = 0 nevyhovuje zadéani tlohy.
Nalezli jsme jediny stacionarni bod a = [4,4]. Dopoéitame z = 22 = 2. Spoéteme matice f”, f"'(a).
b | P a7 p )

1
Plati f/_ = 1-_,1:23§’ !'L . 1—5@, gy = 1. Odtud plyne

128 4 9 1
"o__ 3 " o
(% w ) re=(1,)
Uréime hlavni minory.
Plati Dy(a) = 2 > 0, Dz(a) = 3 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a = [4,4] lokalni minimum
funkce f a tedy v bodé [4,4, 2] vdzané minimum funkce P. Rozméry nadrZe jsou 4m x 4m x 2m.

66. Priklad Urcete rozméry kvadru tak, aby soucet délek jeho hran byl 96em a jeho objem byl
co nejvétsi.

\3

ReSeni  Oznadme r,y, z rozméry kvadru. Podle zadénf médme maximalizovat objem V(z,y, z), je-li
pfedepsano, Ze 4z + 4y + 4z = 96, tj. Ze soucet délek hran kvadru je 96cm. Mame tedy nalézt vazané
maximum funkce V(z,y, z) = zyz s vazbou 4z + 4y + 4z = 96. Vazba je jednoznaéné fesitelna vzhledem
k z. Plati z = 24 — x — y. Ulohu na vazany extrém funkce V pf¥evedeme na tilohu o lokalnich extrémech
funkce

fley) =Vi(e,y,2d —z —y) = 2y(24 —z — y).

Spocteme parcidlni derivace, poloZime je rovny nule a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezna-
mych x,y. Plati

fe=y(24—z—y)—zY=0,
fy=a(24—z—y)—zy=0.

Trividlni feseni, kdy = = 0V y = 0 nebudeme uvaZovat. Soustavu lze tak pfevést na tvar

2 +y = 24,
T+ 2y =24

Snadno nalezneme jediné feseni a = [8, 8]. Dopoéitame z = 24 — 8 — 8 = 8. Spoéteme matice f”, f"(a).
Plati f7, = =2y, f,,, = —2x, fi}, = 24 — 2z — 2y. Odtud plyne

- ~2y 24 — 20 — 2y wern_ [ —186 -8
! _(24—2;n—2y ~2z ) f(“)"( -8 16 )
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Uréime hlavni minory.
Plati D1(a) = —16 < 0, Da(a) = 192 > 0. Podle kritéria nastivi v bodé a = [8, 8] lokdlni maximum
Lﬁmkce [ a tedy v bodé [8,8, 8] vazané maximum funkce V. Rozméry kvadru jsou 8cm x 8cm x 8cm.

67. Piiklad Uréete rozméry oteviené nadrze tvaru kvadru tak, aby pfi daném povrchu P = 108m?
meéla co nejvétél objem.

Resgeni Oznacme z,y rozméry dna a z hloubku nadrie. Podle zaddni mame maximalizovat objem
nadrze V' (x,y, 2), je-li pfedepsano, Ze xy + 2yz + 2zz = 108. Méame tedy nalézt vazané maximum funkce
V(z,y,2) = zyz s vazbou zy + 2yz + 22z = 108. Vazba je jednoznaéné feSitelnd vzhledem k 2. Plati

gi= ;0[?:—:_;3)!. Ulohu na vazany extrém funkce V pfevedeme na uilohu o lokdlnich extrémech funkce

' _ 108 —xy\  xy(108 — xy)
ren=v (a0 35 53) = Ly

Spocéteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezna-
mych x,y. Plati

B —y?(z? + 2zy — 108) B

A PR 0
f = —z2(y? + 2zy — 108) —0
g 2(z + y)? o

Trividlni feseni, kdy # = 0V y = 0 nebudeme uvaZovat. Soustavu lze tak pfevést na tvar

z? 4 2xy = 108,
y? + 2xy = 108.

Odtud plyne, ze = = y a 3% = 108. Tedy z = 6. Nalezli jsme jediny stacionérni bod a = [6, 6]. Dopo¢itdme
i 10836 _ 3. Spoéteme matice f”,f”(a)‘ Plati f;:’x - —1(!‘—”;83 2‘ ;y = —;7:4_108:32, gy o

212 Tty (z+w)
- 3 - 2 ‘3“ 3
= 1082y I(f+f)§ Y =2V Odtud plyne
4 .»1(;5.&,2 1USzy—I{'qy—3}:r:y3 —zy® 3 3
= T+y)® Tty 1 = =gt =g
f - 1l38::|::g,|-—:1:"3y,r—.'.'u:‘!;g,.lg—:z:g,r3 —z'—108z7 1 f ({.'.) - ( =By wy ) 2
(z+y)? (z+y)? 2

Urcéime hlavni minory.
Plati Di(a) = —3 < 0, Da(a) = Z > 0. Podle kritéria nastdvd v bodé a = [6, 6] lokdlni maximum
funkce f a tedy v bodé [6,6, 3] vdzané maximum funkce V. Rozméry nadrZe jsou 6m x 6m x 3m.

68. Piiklad Urcete rozméry valce o nejvétsim objemu, jestlize jeho povrch je 67dm?.

Reseni Ozna¢me r,v polomér a vysku vilce. Podle zadani mame maximalizovat jeho objem
V(r,v), je-li predepsano, ze povrch valce je P(r,v) = 6rdm?. Mame tedy nalézt vizané maximum funkce
V(r,v) = mrv s vazbou P(r,v) = 2rrv + 27r? = 6m. Po tipravé ma vazba tvar rv + r? = 3. Vazba je

jednoznac¢né FeSitelnd vzhledem k v. Plati v = 3__:2. Ulohu na vazany extrém funkce V pfevedeme na
tilohu o lokdlnich extrémech funkce
3 — 2
Flr) =) (r, £ ) = r(3 —r?).
Spoéteme
f'(r) =73 —r?) —2nr® = 37 — 3712,

Derivaci polozime rovnu nule a ziskdme rovnici 3 — 3r? = 0. Odtud plyne r = £1. Z¥ejmé fedeni r = —1
nevyhovuje. Jediny stacionarni bod je r = 1. Z vazby dopoéitdme v = 2. Spoc¢teme f"(r) = —6ur

a f"(1) = —6m < 0. Odtud plyne, Ze v bodé r = 1 nastéva lokdlni maximum funkce f a tedy v bodé [1, 2]
vazané maximum funkce V. Rozméry valce jsou r = 1dm, v = 2dm.
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T H Priklad 6.51: RozloZme kladné ¢islo a na &ty¥i kladné s¢itance tak, aby jejich souéin

&/

'byl maximalni.

ReSeni: Hledame extrém funkce f(z,y, z,u) = xyzu za podminky z+y+2+u = a, z >
0, 430,20, 1>0.
Z vazebni podminky vyjadfime proménnou u, dosadime do tiéelové funkce. Formalizace:

F(z,y,2) =zyz(la—x—y—2) — maxz, z>0,y>02>0.
Hledame body, ve kterych plati

F'=(y2(a—2r—y—2),z2(a—x—2y—2), zy(a —x —y — 22)) = 0.
Vzhledem k tomu, Ze Zddnd proménna nemuiZe byt rovna nule, fesime soustavu

2Z6+y+z=a
e+t z=a = g=y=z=
T+y+2z2=a

Dostévame stacionarni bod A = (4,4, 4).

Z charakteru ilohy vyplyva, Ze jsme nasli feSeni nlohy; pfesto se pfesvéd¢ime pomoci
Sylvestrova kriteria, Ze se jedna o maximum:

Vo= =2yz, fI! =z(a—2z—2y-—2);

xr Yy 1t (A):f” (A)Zf” (A)Z—-g-z-
' Y T yy zz g !
w = —2x2, fr.=yla—2z—y-22) G i iy y
=22y, fy.=z(a—z—2—22) w(A) = fo(d) = f:(4) = 5.
24 3 2 1 ]_
" — (—‘11—6) 12 1],
11 2
ab a’ a?
Dy(A) = —5 -6 <0, Dy(A)=-3>0, Dy(A)=-5<0

— v bodé A skute¢né nastane maximum o hodnoté :—j. Cislo je tfeba rozdélit na &tyii
stejné dily.

Priklad 6.52: Mame najit extrémy funkce f(z,y) = zy za podminky z2 + y? = 2.

ReSeni: V tomto pfipadé nemtizeme vyjadfit z podminky Zadnou proménnou jedno-

T

znafné, je vhodnéjsi pouzit parametrické rovnice. Podminka je rovnice kruZnice se stfedem
v podatku a polomérem /2, parametrické rovnice maji tedy tvar

z=V?2cost, y =V2sint, te(0,2m).



