KAPITOLA 1. MATICE A RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC 9

Priklad 1. Rozhodnéte, které matice jsou ve schodovém tvaru:

)

=i, g ‘a 1, <8 0 é _3 2 ; 3 2, 1
A=| 0, 0, 0[,B=|4% 3 0]|,C= i o o 0 1|P=]| 0 -8
0, 0, 1 0, 0, 0 ! A 0, 0

B 0 0 B B

Reseni: Matice A, B nejsou ve schodovém tvaru. V matici A neni nulovy fadek uveden uplné
dole. Matice B ma sice nulovy fadek spravné pod nenulovymi fadky, ale prvni nenulovy prvek
druhého fadku % (vedouci prvek) neni ve sloupci napravo od vedouctho prvku pfedchazejiciho
fadku (¢islo 1). Matice C a D jsou ve schodovém tvaru.

Matice C je dokonce ptikladem normované schodové matice. Jeji vedouci prvky se rovnaji 1
a viechny prvky ve sloupcich nad i pod nimi jsou nulové.

Priklad 2. Najdéte viechna fefeni systému Hx = ¢, kde

= L B8
H|c = 0, 3, 5|8
0, 0. =4|8

Resgeni: Systém linearnich rovnic odpovidajicl této roziifené matici je
—9T) — o+ 3x3 =

3xo + dx3

—411’13 — 8.

Il

Z posledni rovnice vypocéteme x5 = —2. Po dosazeni do druhé rovnice dostaneme
Jxo + 5('—2} =8, 3x2 =18, z2=6.
Nakonec dosadime za x3 a x3 do prvni rovnice a mame
—bx1 —6+3 (-' 2) =3, —br = 15, = = —3.

Systém ma jediné Fefeni oy = —3, 2o = 6, 23 = —2.

Piiklad 3. Gaussovou elimina¢ni metodou feSte soustavu rovnic

o — 3.‘1‘ 3 = = 5
2r7 + 312 — Ty = 7
4z + by — 2z 3 = 10,

Reseni: Sestavime rozsifenou matici soustavy a pfevedeme ji ipravami R1 az R3 na schodovy tvar.

0, 1, -3 —B T2 2, 3; =1 7 2, 3; =1 7
2, 3 -1 7 rn ~ |0 1, =-3]| =5 ~ | 0, 1, =3 | -5 ~
4, 5, -2 10 4, 5, =2 10 —2r; 0, —1; 0| —4 +rg

2, 3, -1 7]
0, 1, =3 | -5
0, 0, =3 | -9

Neznamé dostaneme podobné jako v piedeslé uloze: x5 = 3, @y = 4, 21 = —1. Rikame takeé, ze
soustava ma jediné fesent, kterym je vektor x = [1, 4, 3]7 .
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Frobeniova véta. Uvazujme soustava m linedrnich rovnic o n neznamych Ax = b.

e Jestlize hod(A) = hod(A) = k, potom soustava mé feseni.

— V pfipadé &k = n ma soustava pravé jedno feseni.

— V piipadé k < n ma soustava nekonecéné mnoho feseni, ktera mohou byt za-
psana pomoci n — k parametri.

o Jestlize hod(A) +# h.od(;i), potom soustava rovnic Ax = b nema feseni.

P1i feseni soustavy linearnich rovnic pomoci Gaussové eliminaéni metody budeme
postupovat nasledovné:

1. Pfevedeme rozsifenou matici soustavy ekvivalentnimi tipravami na trojiuhelnikovy
tvar.

2. Pomoci Frobéniovy véty rozhodneme o fesitelnosti soustavy.

3. Rozsifenou matici soustavy pfevedenou na trojihelnikovy tvar zase zapiSeme jako
soustavu rovnic a postupné vypoc¢itame jednotlivé neznamé.

P¥iklad 1.4.1. Reste soustavy rovnic:

a)lz+y—22=0 b) |4y — 22 = 2 c) r+y+2=2 d)] 2z + 5y = 2
Tr—y+22=—4 6z — 2y + 2z = 29 y+z=-2 —dz + 3y = -30
3z +3y—62=-2 dr — 8y —4z=24 4y — 6z = —12 4o + 23y = —22

Reseni: | a) Rozsifenou matici soustavy a upravime na trojihelnikov{ tvar tak,
ze prvni fAdek odecteme od druhého a trojnasobek prvniho Fadku odecteme
od tfetiho fadku.

_ 1 1 -2 0 1 1 -2 0
A= 1 —1 2 1 —4 ~ 0 -2 6 1 —4 =
3 3 -6 1 -2 0 0 0 i —2

hod(A) =2, hod(A)=3, 2#3 = soustava nemé Fefeni.

b) Rozsifenou matici budeme upravovat nasledovné:
. Prvni fadek vydélime 2 a tfeti fadek vydélime 4.
. Pfehodime prvni a tfeti radek.
. Sestnasobek prvniho ¥adku odeéteme od druhého fadku.

1

2

3

4. Pfehodime prvni a tfeti radek.

5. Pétnasobek druhého fadku ode¢teme od tetiho Fadku.
6

. Tteti fadek vydélime 12.

0 4 -2, 2 o 2 -1, 1
A=|6 -2 1,29 | ~| 6 =2 1 1 29 | ~
4 —8 —4 | 24 1 -2 -1 1 6
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1 -2 -1 |, B 1 —2 =—1 6 1 -2 -1 6
~ 6 —2 1 129 |~ | 0 10 710 =7 | ~ 0 2 -1 1 ~
0 2 -1 1 1 0 2 =1 1 0 10 7 1 =7
1 -2 -1 6 1 =2 -1 6
~ 0 2 =1 1 ~ 1 0 2 =1 | 1

0 0 12 , -12

]
<
—_
|
—

hod(A) = 3, hod(A) = 3, potet neznémych n = 3.

hod(A) = hod(A) =n = soustava méa pravé jedno feSeni.

K posledni rozsitené matici pfifadime soustavu:

g = dy — g = B8 14 3
2y — z = 1 =z==1y= =0, z=6+2y+2=6+0-1=5
z = -1

c¢) Upravujeme rozsifenou matici soustavy:

1. Treti fadek vydélime 2.

2. Dvojnasobek druhého radku odecteme od tfetiho fadku.
3. Treti fadek vydélime -5.

. 1 1 1 2 R | 1 2 1 1 1 2
A=|101 1, -2]~101 1, =2]~101 1.1 =2 |~
0 4 -6 1 —-12 0 2 -3 1 -6 00 -5 1 =2
1 1 1 2 hod(A) = 3
~1 011, =2 = hod(A) = 3 =  pravé jedno feseni
0 0 Sl EO % n=23
Dostali jsme soustavu: =z + y + 2z = 2
¥y + z = =2
e D @ g
5 %= -
a nakonec x:2—;y—z:2+%—§=2+2:4.
- ' .. 12 )
Resenim soustavy je trojice x =4, y= 5 z= -,
5
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d)'1. Druhy fadek pfi¢teme k t¥etimu fadku.

2. Dvojnésobek prvniho fadku odeé¢teme od druhého fadku a treti fadek vy-
délime 26.

3. Druhy radek vydélime 13.
4. Druhy fadek odecteme od tfetiho fadku.

_ 2 85 2 2 5 2 2 5 2
A= -4 3 =30 ~ -4 3 1 =30 ~ 0 13 1+ —26 ~
4 23 1 =22 0 26 1 —5H2 0O 1.1 =2

2 51 2 2 51 2 hod(A) = 2
~1 011 -2 ]~1011 -2 | = hodA)=2 ; = pravé jedno FeSeni.

01 -2 0 0 | 0 Ti=2
Mame Fegit soustavu: o= 2 } = r= ol =6

y = =2 2

Resenim soustavy je o =6, y = —2.

| Priklad 1.4.2. Rozhodnete o Tesitelnosti soustavy s parametrem pomoci Frobéniovy véty.

a) r+ay=1 b) ar+4y =2 &) THYFr=1
ar+ 9y =3 x+ay=1 r+ay+z=1
Ttytaz=

rd
ReSeni: | a) NapiSeme rozsifenou matici soustavy a budeme upravovat na
trojuhelnikovy tvar, stejné jako u soustav bez parametru, odectenim a-nasobku
prvniho Fadku od druhého fadku.

" 1 a1 1 1 a I 1
A:(a 9 1 S)N(O 9 —a? | 3—-0:)
Vidime, Ze hod(A) =1 pro 9—a?=0a hod(A) =2 pokud 9 — a2 # 0.

9—a?2=B8-0a)(3+a)=0 & a==43
Pro a # +3 mame hod(A) =2, hod(A) =2, n=2 = pravé jedno feSeni.

Musime jesté vyfesit soustavu pro a = 3 a pro a = —3. V obou pfipadech
si nejdiive dosadime do upravené fozSifené matice soustavy a rozhodneme
pomoci Frobéniovy véty.
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B i3 4 hod(A) =1
a=3 = A~ ( 0 0 : 0 ) = hod(A)=1 = nekonec¢né mnoho feseni.
n=2

~ 1 ,
a=—-3 = A~ ( 5 =» soustava nemad feSeni.

b) Upravujeme rozsifenou matici soustavy.
1. Predpokladejme, Zze a # 0. Druhy fadek vynasobime ¢islem a.

2. Prvni radek odec¢teme od druhého fadku.

A_(¢ 4 4 2 a 4 1 2 a 4 I 2

B | a a’ 1 a 0 a>—4 1 a—2
Podobné jako v a) je hod(A) = 1 pro a*—4 =0 a hod(A) = 2 pokud

a®>—4#0, a#0 Mame a’>—4=(a—2)(a+2)=0 < a==+2.

Proa # 42,4 # 0 je hod(A) =2, hod(A) =2, n=2 = pravé jedno feseni.

N PR hod(A) = 1
a=2 = A~ ( 00 : 0 ) = hod(A)=1 ; = nekonetné mnoho feseni.
=12
B ~ -2 4, 2 hod(A) =1 . e
a=-2 = A~ ( 00 1 —4 ) = hod(&) _ 5 = soustava nem4 FeSeni

Jesté musime vysettit pfipad, kdy a = 0.

= pravé jedno reseni.

= 041 2 ' '
PotomA:(1 0 1) = hod(A) =

c¢) Upravujeme rozsifenou matici soustavy tak, Ze prvni fadek odeéteme od
druhého a od tfetiho Fadku.

. 1 1 1 1 1 1 1 S |
A= 1 a 1 11 ~] 0 a-1 0 1 0
1 1 a1 0 0 a—1 1 0

Vidime. Zze hod(A) =1pro a—1=0 a hod(A) =3 pokud a—1#0.
Proa#1 je hod(A) =3, h,od(;i) =3, n=3 = pravé jedno feSeni.

N 1 111 hod(z}) =
a=1: A~ 0000 |= hod(A) =1 = nekonééné mnoho feseni.
0000 n=3



20 Fakulta elektrotechniky a komunikaénich technologii VUT v Brné

Priklad 1.4.3. Reste soustavy rovnic:

a)rt+y—z=1 b) 24 yrz—u el c)2r+4y+2z—u=1
r—y+2=5 204+3y—2+2u=23 3z +6y+32=6
2r+y—2z=4 dr+Ty+2=5 T+2y+2z—u=20
Jr+2y—22=5 b + Ty — 4z + Tu =8

Regeni: a) Roz§ifenou matici soustavy a upravime na trojihelnikovy tvar.

1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1
R = 1. =] 1 1 5 N 0 -2 2 1 4 N
2 1 =1 4 0 -1 1 2
3 2 -2 1 5 0 —1 1 1 2
1 1 -1 1 1 1 1 =1 1
0 -1 1 1 2 0 -1 1 2
“lo-1 1.2 ]lo 0 os0]| T
0 -1 1 1 2 0 0 0+ 0

hod(A) =2, hod(A) =2, n =3 = soustava ma nekone¢né mnoho Fedent,
zavislych na n — hod(A) = 3 — 2 = 1 parametru.
+y -
— y _+_
Zvolime si napfiklad za z = p, p parametr.

K posledni matici pfifadime soustavu:

1
B =

[ B
|

Potom méme feSeni ve tvaru z=p, y=p—2, =3, peR.

b) Upravujeme rozsifenou matici soustavy:

121 =1 1) 1 2 1 -1 1
T 23 -1 2,3 0 -1 -3 4.1 1
“ |47 1 0.5 0 1 3 —4 ., -1
57 —4 7. 8) 0 -3 -9 12 , 3
1 1 -1 1 (1 2 1 —-1 1
A —
o 1 3 -4, 013 —4 1| ?Oj(g)_g
0 =1 =3 4 000 01 0 i
0-1-3 4. 1) \oo0oo0o 0. o =
Soustava ma nekone¢né mnoho Fegeni, zavislych na n — hod(A) =4 —2 = 2
parametrech.
A Bid R . + 2y + 2z - u = 1
K posledni matici pfifadime soustavu: . R R

Zvolime si 2 = p, u = ¢; p,q parametry.

Potom mamefeSeni 2 =p, u=¢q, y=4¢—3p—1, 2 =3—-9¢+4dp; p,qcR.
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Druhy fadek prvni upravené matice, ktery odpovidd rovnici 5y+4z = 4, jsme dostali
pfi¢tenim dvejnisobku rovnice 2 + 2y + z = 1 k rovnici —22 + y + 2z = 2 (tedy
piétenim dvojndsobku fédku (1 2 1|1) kiadku (-2 1 2|2)) a podobné tieti
fadek vznikl z plvodniho tietiho fadku odeétenim prvntho. V daldim kroku jsme
jen piehodili fadky (tedy rovnice) a poté jsme odecetli pétinasobek druhého fadku
od tietiho. Nynf uz vysledek ziskdme zpétnou substituci. Z posledni rovnice 14z = 9
okamzité dostévéme z = & a ddle dopocitdme
y:—l—t—?z:—l—{—%:; a x=1~2y—z:l—i—gz——-.

;}’: ——— i
Vidime, ze jediné fedeni soustavy je | y | =

eomatea), .
=les

£

Uveédomme si, ze muzeme k vysledku dospét i v maticovém zapisu, tj. muzeme

levou stranu matice posloupnosti elementarnich prav pfevést az na jednotkovou
madtici: :

N

12 1 1 12 1 | 1 100 | -
~10 1 -2 -1]~[0 10 émﬂlﬂ 2
00 1 2 001 | & 00 1 '

1.2. Najdéte vsechna redlnd reseni soustavy rovnic:
x + 2y + z = 1
=2r + y + 2z = 2

Znovu si soustavu zapiseme do matice a poté ji pomoci pficteni vhodného ndsobku
jedné rovnice k rovnici druhé upravime stejné jako v predchozi dloze:

1 21 |1 1 2 1 |1
(—2 1 2 ‘2)"“(0 5 4 ‘4)‘
Vidime, ze se pivoty (v druhé matici vyznaceny tuéné) nachdzi v prvnim a druhém
sloupci a volnd proménna je tedy ta, kterd odpovidajici tietimu sloupci. Nyni si
snadno uvédomime (a na piednasce byl tento fakt vysloven v pozorovani 2.16), Ze
dosadime-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznaéné dopocitidme y a x. Polozime-
li napiiklad z = 0, pak z rovnice 5y + 4 -0 = 4 dostavame, ze y = % a z rovnice
z+2- % +0 =1 spocitame, ze © = u%. Nasli jsm:ie iedy jedno reseni dané soustavy,

které miizeme zapsat do trojice (z,y, z)T = (=55 0)”. Dosadime-li za z obecny

realny prvek ¢ muzeme zpétnou substituci dopoéitat y:

o

4 4
+4.t=4 == — =t
Y + =Y 5 5

a poté stejnym zptsobem i a:

_ 4 4 3 3
.1'!*.'-2‘:{)’+.~—~]:l—]—?-(g—gﬁ)—t——g-th.



v ;
Obecné feseni ma tedy tvar | y | = % - -;-t = % +1 ——é- a mnozina
z t 0 1
_3 3
s 5 5, _
viech FeSeni soustavy je prave {| £ | +¢| -z | |t € R}.
0 1

Na zavér si piipomefime geometricky vyznam FeSeni dané soustavy: kazdou z
rovnic chapeme jako rovinu v R? (tvofenou viemi trojicemi (x,y, z), které rovnici
fesi) a mnozina feseni celé soustavy je prunik téchto dvou rovin. Vsimneme-li si
navic, 7e roviny zjevné nejsou rovnobezné, musi mnozinu viech feseni tvofit primka,
jejiz jeden bod (—%, %,0) nz jsme nasli a jejiz smer je dan vektorem (3, —4, 5), ktery
je pravé o netrividlni feseni soustav rovnic se stejnymi levymi a nulovymi pravymi
stranami. Z geometrického ndhledu tedy vidime, Ze mnozin vechna feSeni je piimka,
kterou mizeme vyjadiit ve tvaru {(—2 + 3t,3 — 4t,5¢)T| t € R}. O

1.3. Najdéte vechna redlna fefeni soustavy rovnic:

ry + x2 — x4y = 1
To + x3 + =z = 3
— x3 + 23y = 0

zz + 3dra = D

Soustavu si opét mizeme zapsat do matice a poté ji (jedinou elementérni fadkovou
tipravou) upravime na odstupiiovanou matici:

11 0 -1 |1 11 0 -1 |1
01 1 1 |3 01 1 1 |3
00 -1 2 o] ]loo -1 2 |0
00 1 3 |5 00 0 5 |5

Nyni uz snadno jednoznacné dopoéitdme nezndmé zpétnou substituci. Z posledniho
Fadku S5z4 = 5 dostdvame, Ze x4 = 1, z predposledniho fadku —z3+2x4 = 0 vidime,
7e —z3+2 =0, tedy 23 = 2. Déle z druhé rovnice xs + 23 +x4 = 3 obdrzime x» = 0
a konecné z rovnice 7 + 25 — 24 = 1 dostaneme z; = 2. Vidime, Ze existuje jediné

feeni soustavy (z1,x2, 23, 24)7 = (2,0,2,1)7. 0
01 1 |2
1.4. Najdeéte viechna redlnd feSenf soustavy rovnic s maticia) [ 1 2 3 ‘1 §
L 1 2 1
11 38 2 |2
b) 10 1 1 |1 '63(1101 2 -1 ‘1)
21 -11 jo)j"\“J\2 210 -1 1 |3}
22 1 2 11

Ve viech pifpadech postupujeme standardné posloupnosti elementarnich dprav:

a)

011 |2 1 1.2 |1 1. 12 [d
123 (1}),~|l0 1 1 |O),~[0 1 1 |0,
11 2 |1 011 |2 00 0 |2



]

Vidime, ze ptivodni soustava je ekvivalentni se soustavou pozadujici rovnost 0 = 2,
tedy mnozina Fedeni je prazdni.

b)
1 1 3 2 |2 1 0 1 1 |1 10 1 1 | 1
10 1 1 |1 11 38 2 |2 01 2 1 | 1]
5 T =1 1 (@l™lz2 1 =2 1 jo|™ |4 1 «=F =1 | -8
o= 1 9 1 5 5 7 B |1 02 -1 0 | -1

10 1 1 | 1 1011 | 1

01 2 1 1] (o121 1

0 0 -5 -2 = 00 5 2 3

00 -5 -2 | -3 00 0 0 0

Obdrzeli jsme matici hodnosti 3 s étvrtym volnym sloupcem (pivoty jsme opét vy-
znadili tuéne). Zvolime-li opét za ctvrtou neznamou u parametr libovolnou redlnou
hodnotu ¢, dopoéitame zpétnou substituci:

= 2. 1 1 3 13
=5 YT TR TR
2 3
21 i
Zjistili jsme, ze {| 3° | +t| _3 ||t € R} je mnozina vSech feSeni dané soustavy.
5 5
0 1

Protoze étvefice (1,0,1, —1)7 rovnéz Fesi danou soustavu a vektor (3,1,2, —5) Fesi
homogenni variantu nasi soustavy, snadno muzeme nahlédnout, ze mnozinu véech

1 3

N s a 0 1

fedeni také muzeme popsat ve tvaru { 1 +t 5 | t e R}
-1 -5

1 1 01 9 «=i |1 110 1 2 -1 |1
2210 -1 1 |3 001 -2 -5 3 |1/°
Ziskali jsme odstupfiovanou matici, v niz jsou bez pivott 2., 4., 5. a 6. sloupec, tedy
volné jsou jim odpovidajici proménné. Oznaéime-li si neznamé postupné xy,..., rg,

pak pro libovolna ta, t4. t5, tg € IR polozime

Ty =1tla, x4 =14, T5 =15, g5 =1g
a zpétnou substitucl dopoéitame
=1+ Qf.q F-atg— 3ig a p(}l;é z=1—ts -1y — 2i-5 + tg.

Nyni obvyklym zptusobem popiSeme mnozinu vSech fedeni soustavy:

1 -4 —i —9 1
0 1 0 0 0
1 0 2 5 B
{lol+tz] o [+ta] 1 |+t 5 +t5 | o |+ testasts,te € R}
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
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1.2 Ekvivalentni upravy matic, hodnost matice
Ekvivalentni uprava nebo také elementarni transformace matice — jedna z na-
sledujicich tfi uprav:
1. zaména dvou fadka (sloupeii) matice,
2. vynasobeni jednoho fadku (sloupce) nenulovym ¢islem,
3. pfipocteni jednoho fadku (sloupce) jinému.

Ekvivalentni matice — dvé matice A a B stejného typu, kde matice A se da upravit
pomoci elementarnich transformaci na matici B. Piseme A ~ B.

Hodnost matice — pocet linearné nezavislych fadki (sloupcit) v matici. Znacime hod(A).

Poznamka. Pokud plati, Zze A ~ B, potom hod(A) = hod(B). Z toho plyne velice jedno-
ducha metoda na pocitani hodnosti matic. Kdyz chceme pocitat hod(A), tak tuto matici
pomoci fadkovych ekvivalentnich iprav upravime na trojihelnikovou matici B. Je jasné,
ze pocet linearné nezavislych radka v matici B se rovna poc¢tu nenulovych fadka této
matice. Tim ziskdme i hod(A).

Poznamka. Plati, 7e hod(A) = hod(A"). Znamené to, Ze je jedno, jestli pfi poc¢itani
hodnosti pouzivame ekvivalentni fadkové tipravy, anebo sloupcové upravy.

Priklad 1.2.1. Vypoditejte hodnosti ndsledugicich matic:

2 3 -1 2 3 3 0 2 2
a)A=]1 1 4 |,b) B=]| -6 4],¢c)C=| -6 42 24 54
0 -3 4 - 4 0 21 =21 0 -15

Reseni: a) Upravovat za¢inAme v levym hornim rohu matice A. Budeme

provadét nasledujici ekvivalentni fadkové tpravy:
1. Zaménime prvni a druhy fadek v matici A. Tim ziskdme jednicku v levym
hornim rohu.

2. Dvojnasobek prvniho radku odec¢teme od druhého fadku. Jinymi slovy k
druhému fadku pficteme -2 nasobek prvniho fadku.

3. Po pfedchozi tpravé je prvni fadek a prvni sloupec podle nasich pfedstav.
Pfi dalsi upravé postupujeme, jako kdyby jsme chtéli upravit na trojihelnikovy
tvar matici typu 2 x 2, kterd by vznikla vynechanim prvniho fadku a prvniho
sloupce. Tato submatice uz ma v levym hornim rohu jedni¢ku. Jako posledni
upravu trikrat druhy rfadek pfiéteme k tfetimu fadku.

2 3 -1 1 1 4 1 1 4 1 71 4
1 1 4|~12 3 -1)]~10 1 -9|~101 -9
0 -3 4 0 -3 4 0 -3 4 0 0 —23

Dostali jsme trojihelnikovou matici. Spoc¢itame nenulové fadky: hod(A) = 3.
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b) 1. V matici B trojnasobek prvniho faddku pfi¢teme k druhému fadku a
zaroveni dvojnasobek prvniho fadku odeéteme od tretiho fadku.

2. Druhy radek vydélime 13 a zaroven tfeti fadek vydélime -6.

3. Druhy radek odec¢teme od tietiho radku.

2 3 2 3 2 3 2 3
Hd|lw|ld Bl=ldl]l=|b1 =  hod(B) = 2.
40 0 —6 01 0 0 e

c) 1. V matici C nejdiive dvojnasobek prvniho fadku pfic¢teme k druhému
fadku a zaroven sedmnésobek prvniho fadku odecteme od tiretiho radku.

2. Zaménime druhy a tfeti fadek.

3. Dvojnasobek druhého fadku pricteme k tfetimu radku.

3 0 2 2 3 0 2 2
-6 42 24 54 | ~| 0O 42 28 58 | ~
21 =21 0 -15 0 —21 —-14 -29
3 0 2 2 3 0 2 2
~| 0 -21 -14 =29 |~ | 0 =21 -14 -29 = had(C) =2.
0 42 28 58 0 0 0 0
1 2 3
Priklad 1.2.2. Zjistéte hodnost matice A= | —1 3 2 | v zdvislosti na parametru p.
2 10p

Regeni: 1.V matici A pfi¢teme prvni fadek druhému fadku a zaroven dvoj-
nasobek prvniho radku odecteme od tretiho radku.

2. Druhy fadek vydélime péti.
3. Trojnasobek druhého fadku pfi¢teme k tfetimu fadku.

12 3 1 2 3 1 2 3 12 3

-1 3 2 ~ 0 5 ) ~ 0 1 1 ~ 01 1

2 10p 0 -3 p—6 0 -3 p—6 00 p—3
Pokud p — 3 = 0 (p = 3) matice ma dvé nenulové fadky, jinak ma matice
nenulové fadky tfi. Z toho plyne, Ze pokud p =3 = hod(C) = 2 a v pfipadé,
kdy p# 3 = hod(C)=3.

Piiklad 1.2.3. Vypocitejte hodnosti ndsledugicich matic:

1 34 3 -5 33411—18

a) A=|2-11] yB=| 6 2| ¢ C= nel- B
3 0 3 9 3 $ -8 & U
3 1 =1 g

Reseni: a) hod(A) = 2; b) hod(B) = 2; ¢) hod(C) = 3.



Matematika |, ¢ast | Inverzni matice a hodnost matice

Pozndmka

Hodnost matice A typu (m, n) bychom mohli definovat pomoci sloupcovych vektori

z vektorového prostoru Vy,. Obé definice vedou k témuz vysledku h(A) = r.

o
(]
]

Véta 2.4.2. Necht' A je libovolnd matice typu (m, n). Hodnost matice A se nezméni pfi

kterékoliv z nasledujicich elementarnich uprav:
1. zdméné poradi radki (sloupcii),
2. nasobeni jednotlivych fadka (sloupci) &isly k; # 0,
3. pri¢teni k nékterému fadku (sloupci) linearni kombinace zbyvajicich fadku (sloupcty),
4. vynechanim fadku, ktery je linedrni kombinaci zbyvajicich fadkua.

Ditkaz: Zadné z uvedenych dprav neméni poet linedrné nezavislych fadka &i sloupcii.

Pozndmka

Dvé matice A, B, které maji stejnou hodnost h(A) = h(#B), nazyvame ekvivalentnimi a

znacime A ~ B,

Resené tlohy

Priklad Ur¢eme hodnost matice

L 200=1 0

g ST 0 e | BT
A=

0 -2 1 -1

it | Bt TS 54

ReSeni:  Budeme upravovat matici A podle véty 2. Ke 2. fadku pficteme (-1) nasobek 1.
fadku a ke 4. fadku (-2) nasobek 2. radku

-

[~
[~}
g




Matematika |, ¢ast | Inverzni matice a hodnost matice

1 2 -1 0 .(,—1)| 1 2 -1 0

1 8 @ =2 = .2 g -2 1 =1 T 21 @
0 =32 1 =i lee IS N(o = 1-J’
2 0 0 -2 00 0 0

3. a 4. fadek muZeme vynechat (dle 4. bodu véty 2).

Je vidét, Ze v upravené matici jsou dva linedrné nezavislé fadky, tzn., Ze hodnost matice A je

dvé, h(A) = 2.

Kontrolni otazky

1. Pro inverzni matici A~ k &tvercové matici A plati
a) A+AT'=AT+A=E,
b) AA'=ALA=E,

c) A\ A=EA'=E, kde E je jednotkova matice.
2. Ctvercova matice A, jejiZz determinant detA=0 se nazjva
a) singularni,
b) nulova,
c) regularni.
3. Inverzni matice k matici A existuje
a) kdyZz A je singularni matice,
b) vZdy, kdyz A je étvercova matice,
c) kdyZ A je regularni matice.

4. Adjungovana matice A je vytvofena

a) z algebraickych dopliki{ prvka matice AT (tj. matice transponovana k pavodni
matici A),
b) ze subdeterminantli prvka matice A,
¢) z algebraickych dopliku prvkia matice A
5. Hodnost matice A je ¢islo r, které udava
a) maximalni pocet linedrné zavislych fadku (sloupcii) matice A,

b) maximalni pocet linedrné nezavislych fadka (sloupci) matice A,

Ef' *f"* i
" *
P
" -




PRIKLADY Z LA
I. SEMESTR

PAVEL RUZICKA

1. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

| \Pfiklad 1.1. Uréete kvadratickou funkci, jejiz graf prochdzi body (0, 2),
(1,5) a (~1,1).

Reseni. Hledame ¢isla a, b, ¢ tak, aby dané t¥i body vyhovovaly rovnici
az’ +br+c=1y.

Po dosazeni dostaneme soustavu linearnich rovnic

c 2.
a + b + ¢ = 5,
a — b + ¢ =1

Z prvni rovnice dostavame, 7e ¢ = 2. Dosadime do zbyvajicich rovnic:

a + b + 2 = 5,
a — b + 2 =

a seCtenim druhé a tfeti rovnice dostaneme, zZe
20 4+4 =6,

odkud plyne a = 1. Dosadime do tfeti rovnice:
l=b+2=1

a dostaneme b = 2. Dané tfi body tedy lezi na grafu jediné kvadratické
funkce

y=z+2zx+2.

Cvic€eni 1.1. Urcete kvadratickou funkci, jejiz graf prochdzi body (1, —3),
(—1,-5) a (2,-5).

Resent. y= —a2?+ 1z — 3.

|\ Priklad 1.2. Urcete soutadnice stvedu kruZnice prochdzejici body (0,1),
' (-1,1) a (2,0).



2 PAVEL RUZICKA

Redeni. Obecnd rovnice kruznice je
(1.1) (z—a)’+(y—0)°=c.

Pokud bychom hledali rovnici kruznice prochazejici trojici danych bodn
(®1,11)s (T2, ¥2), (¥3,y3), dostali bychom po dosazeni do rovnice (1.1)
soustavu

(z1—a)* + (n—0)?* =¢,

(z2 —a)® + (y2—0)* =¢,

(s —a)® + (y—b)? =c.

Tuto soustavu upravime podobné jako v Uloze 1.2.

af — J:% — 2z —wz)a + ¥ — y:é — 20y —y)b =0,
T3 — 3 — 2za—z3)a + Y3 — 13 — 22—y =0,
2 — 2sg F a + yi — 2ysb + R o=

Pro nase konkrétni body maji prvni dvé rovnice vysledné soustavy tvar

02 — (=1)2 — 200—(-1))a + 12 — 12 — 2(1—-1)p =0,

(-1)? - 22 — 2((-1)—=2)a + 12 - 0® - 21-0) =0,
odkud

-1 — 2a =k},

=3 + 62 + 1 = 25 =0.
Z prvni rovnice dostaneme, Ze a = —1/2 a po dosazeni do druhé z
rovnic b = —5/2. O

Cvi€eni 1.2. Urcete rovnici kruZnice, kterd prochdzi body (—3,0),
(3,0) a (0,1).

Regeni. 2% + (y +4)* = 5°.

Cvi€eni 1.3. Urcete rovnici kruinice, kterd prochdzi body (—1,0),
(1,-1) a (3,-2).

Reseni. Body le#i na pfimce.

Priklad 1.3. Naleznéte parametrické vyjddient roviny p uréené rovnici

(1.2) r—y+2z=1

Reseni. PoloZime y = s a z = t. Po dosazeni do rovnice (1.2) dostaneme
r=1+s—2t,
y=s,
z=1

a mame tedy

(z,y,2) = (1,0,0) + (1,1,0)s + (=2,0, 1)t.
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| Priklad 1.1.5. Vypocitejte matici X = A -B, kde

1 3 0

a)A:(f ;ﬁ) B2 5 <8},

T 0 4 1
3 b5 =1 9 B W
b) A= 4 0 2 B = 5 01 8 ]);
-6 -3 2 9 3T
-2 0 3 0 3 “32:;

c) A= 02 5 0 -5], B=

T 0 =1L =1 ¥ =15 1
70 2

Reseni:
a) Matice A je typu typu 2 x 3 a B je typu typu 3 x 3 a proto existuje matice
X = A : B, ktera bude typn 2 x 3.

N 13 0
X:(_? _;_;)* 29 Y =
04 1
) S | g Oy | T Ay ) S D 241 (=) —1-1
—1F— 8 Z 20 —1-3-3-24+2-4 -1:0—-3:(=2)4+2-1

B 4 4 -3

S\ -7 -1 8/
b) Matice A je typu typu 3 x 3 a B je typu typu 3 x 4 a proto existuje matice
X = A x B, ktera bude typu 3 x 4.

3 5 -1 2 =2 3 -1 33 -8 13 38
X = 4 0 2 |= 5 01 8 | = 4 —4 14 -6
~f =3 2 -2 21 -1 =3l 16 —=19 =20

c) Matice A je typu 3 x 5 a B je matice typu 4 x 3, tzn. pocet sloupcti matice
A se nerovna pocti radki matice B, tehdy se neda vypocitat A - B. V tomto
pripadé by bylo mozné vypocitat soucin B - A a byla by to matice typu 4 x 5.

Priklad 1.1.6. Vypocitejte matice X =A-B aY =B A, kde

, 5 B
A:(_g _i’D a B=| 4 -2
2 1



MATEMATIKA 1 - Sbirka uloh

ReSeni: Matice A je typu typu 2 x 3, B je typu typu 3 x 2 a proto existuje
matice X = A - B, kterd bude typu 2 x 2 a také matice Y = B - A, kterd bude

typu 3 x 3. il 3
X_(3—51) i 5 _(-2120)
«F T 3 % 1 10 10
<1 8 . -9 8 11
Y = 4 -2 ( g’_‘l’}i): 16 —22 —4
2 1 B 4 -9 6

Poznamka. Nésobeni matic neni komutativni operace — obecné A - B # B - A.

Priklad 1.1.7. Vypocitejte matice X = A2 aY =A AT, kde A = ( ; ? ) ;

Regeni: Matice X a i matice Y existuji a budou to matice typu 2 x 2.
— A2 53 (5 3\ _ (37 18
= L4 1 4 1) \ 24 13 )
B T (95 3 5 4\ (34 23
Y_AA_(41) (3])_(23 I g
Piiklad 1.1.8. Vypocitejte matice X = (A +B)2 a Y =A%2+2-A-B+B?, kde
3 1 —1 3
A:(—l 4) a B:( 2_1).

2 4
1 3 ) . Potom

- s (24 [(24) (8 2
S=iatly “(1 3) (1 3)_(5 13)'

3 1 3. 4 p 3 1 —1 3
() (i) (a0 ()

1 -1 3 8 7 -1 8

(2—1) ( 2—1)_(—7 15)”'( g -7

-6 8-2+7 T+16—6Y (13 17
43 ~7T+18-4 15-14+7 )=\ 7 8 )

Priklad 1.1.9. Vypoditejte matici X = A-B, kde

Refeni: A+ B = (

1 2 1 2 0
A = 4 8 4 a B = 1 -1
-1 -2 -1 -4 2

Reseni: X = A - B je nulova matice typu 3 x 2.



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98

Priklad 1 : Najdéte feSeni soustavy rovnic a spoctéte determinant soustavy.

r+2y+3z24+4t=1
2r—2y+3z—-3t= —b
T+ y+ z+ t=95H
4r+3y—52+2t=3

(10 bodi)

Priklad 2 : Urcete definicni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji a napiste rovnici teéné roviny v bodé [0,1];

flz,y) = y+sinz. (10 bodn)

Priklad 3 : UkaZte, Ze rovnice
sin(zy) + cos(zy) = 1

urc¢uje v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 7. (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkee f (pokud existuji) na mnoziné M.
flay) =2y M={zy R z*+y*<16,2>-1}
(15 bodtt)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkei

dx _ .
[mm oo

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98
Priklad A1l : Gaussovou eliminaci obdrzime feSeni z = -3, y = 13, z = 2, t = —T.
Spoc¢téme determinant
1 2 3 4 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -2 8 8| |t 2 83 4| |01 2 3
1 1 1 1| |2 -2 3 -3| [0 -4 1 -5
4 3 -5 2 4 3 -5 2 0 -1 -9 -2
1 1 1 1
o1 2 3|_
“lo o 9 7/7%
0 0 -7 1




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A a rozhodnéte, zda plati det A = 0;

1 -1 0 4 5
2 2 2 0 1

A=|3 -2 1 1 1 |. (10 bodd)
=1 0 3 -2 -2

0 -10 -2 7 6
Priklad 2 : Urcete definicni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji a napiste rovnici tecné roviny v bodé [1,2];

f(z,y) = |£2 —¢?|. (10 bod)

Priklad 3 : UkaZzte, Ze rovnice
iy + 22+ +ay =1

urcuje v jistém okoli bodu [1, 0] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bod)

Priklad 4 : Naleznéte maximun a minimumn funkee f (pokud existuji) na mnoziné M.
flz,y)=22+4y M={[z,y)eR? ¥z + Yy<1,z>0, y>0)}
(15 bodtt)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

2
/ ( e an dx (15 bodi)

&+ 1)(2% + &+1)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Pfiklad B1 : Prevedme matici A pomoci elementarnich fadkovych iprav na schodovitou
madtici:



( 1 -1 0 4 5 1 -1 0 4 5

9 2 2 0 1 0 4 2 -8 -9
2«3 1 1 T [, |0 I T =10 -],
1 0 3 -2 -2 0 -1 3 2 3

\0 -10 -2 7 6 0 —10 -2 7 6

/1 -1 0 4 5 1 -1 0 4 5
0o 1 1 —11 —14 6 1 1 =11 =i
o 0 4 -9 -1 |.lo o —2 36 a7
0 0 -2 36 47 0 0 0 63 83

\0 0 8 -103 —134 0 0 0 41 54

/1 -1 0 4 5

0 1 1 —11 —14

0 0 -2 36 47

0 0 0 63 83

\0

0 0 0 -4

Matice A ma hodnost 5, a je tedy regularni. Proto plati det A # 0.

Piiklad B2 : Funkce f je definovdna na R?. V bodech, kde y*? # z?, miiZeme poéitat
derivaci ,podle vzoreckta“:
?(1‘:9) = sgn(z? - y°) - 2z,
x
0

gg(x,y) — _sgn(a® —y?) - 2.

V bodech, kde y? = 22, zkusme poéitat parcialni derivaci %ﬁ podle definice

Jl@+t,y)— flz,y)

%[m, y) = lim :
2 .9
o )2 -y
t—0 t
. |2zt + 2
=lim ———
t—0

t
= lim u|2m + t|.
t—0 ¢

Posledni limita existuje, jen kdyz x = 0, a je rovna nule. Vzhledem k symetrii funkce f
(f(z,y) = f(y,z)) totéz plati pro %’5

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1,2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i tecna rovina, ktera ma tvar

2=3-2-(z—-1)+4.(y—2).

Priklad B3 : Polozme

F(z,y) =22y +2° +9° +zy - 1.



Pisemna zkouSka z matematiky pro FSV (F)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A v zévislosti na parametru:

x 0 2
A=[1 2 1 ] (10 bod)
1 2 -3

Priklad 2 : Urcete definicni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji, a napiste rovnici teéné roviny v bodé [1, 2];

f(z,y) =2, (10 bodit)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
yPr? + y2x? +siny =0

urc¢uje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné ). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodn)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(z,y) = (z* + TyQ)e_(QIQ'*yE) M = {[z,y] € R?; 2+ 4y* < 1}
(15 bodi)

Priklad 5 : Spoctéte

8

cosx + cos?

.7;/4 .
/ — T gz (15 bodd)
0

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (F)

LS 1997-98

Priklad F1 : Upravmme matici A pomoci fadkovych elementarnich uprav, které neméni
hodnost matice:

a2 0 2 1 2 -3
h(A)=h|1 2 1 =h|0 0 4
1 2 -3 z 0 2
1 2 -3 1 2 -3
=h|O0 0 4 =h| 0 —2z 2+ 3z
0 -2z 243z 0 0 4



Pokud z # 0, je hodnost matice rovna 3. V pfipadé, Ze = = 0, je hodnost matice A rovna
2.

Priklad F2 : Funkce f je definovana na (0, +00) x (0, 400). Pro funkei f plati:

f(@,y) = exp(y” log z).
V bodech [z, y] € D(f) mhiZeme poditat derivaci ,podle vzorecki:

s 1
—d—f(Jy) =exp(y”logz) - (yr logy -logx + y* - —) .
dx @
of

a—y(:l:,y) = exp(y” logz) - (zy” U log :r:) :

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1,2] spojité. Proto v bodé [1,2] existuje totalni
diferencidl, a tedy i tecna rovina, ktera ma tvar

z=142-(x—1)+0-(y—2).

Priklad F3 : PoloZme
F(z,y) = y*z? + y?2* + siny.

Funkce F je definovana na R?. Pro parcidlni derivace I plati:

oF 3 .
@(ﬁ?a y) = 2y°z + 2y°z,

F ; .
5—(.7:, y) = 3y*x* + 2yx* + cosy.
Y

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C%(R?). Déale plati F(0,0) =0 a %‘5—(0, 0) =1 # 0. Tim jsme ovérili, Ze nase rovnice uréunje
v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je t¥idy C2.
Funkci oznac¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

o(x)*2? + o(x)%2? + sin p(z) = 0.
Postupné obdrzime
3p(2)2/ (2)0? + 20(x)*x + 20(a)¢ (2)52 + 20(2)% + cosp(z) - @' (&) = 0,
Bio(x)¢ (2)¢' (2)2° + Bp(x) %" (2)2” + 6p(2)?¢ ()2 + 60(2)°¢ (x)x

+20(2)° + 2¢' (z)¢' (z)2” + 20(2) " (x)3” + 4 (2)¢' ()T
+4p(x)¢' (z)x + 2p(2) — sinp(z) - ¢’ (z)¢' (z) + cosp(x) - ¢ (z) = 0.

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ¢"”(0) = 0.



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcéete hodnost matice A v zavislosti na parametru:

(10 bodi)

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, uréete kde existuji vlastni parcialni derivace
a spoctéte je; napiste rovnici tecné roviny v bodé [1, 2];

sin(x (:{‘)s Y) x>0 ‘ (10 bods)
cos(rsiny)+2 <0

faw ={

Priiklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
7/2 + arcsin(z + y?) = arccos(y + z?)

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodh)

Piiklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkee f (pokud existuji) na mnoziné M.
flz,y,2) =2>+2r2+9y> + 2
M= {z,y,2) eR? 2? +y* +22 =1, 2 = y* + 2%}
(15 bodt)
Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

o+1

———dx 15 bodu
| T Uabedd

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Piiklad H1 : Pomoci fadkovych elementarnich tiprav, které neméni hodnost matice,
dostaneme:

1 = =z 1. 2 1 2 1
1 2 11, -2 1 4], 0 5 6
-2 1 4 1l =z = 0 z—2 -1



Pokud = = 2, pak h(A) = 3. V pfipadé, Ze x # 2, pak 1ze ¢islem x — 2 délit.

L2 4 1 2 1

0 2 0 1 :
i z—1 6

O = 00 255

Posledni fadek je nulovy, pravé kdyz 5 - % = 0, tj. pravé kdyz « = 7.

Zaver: h(A)=2proxz =17, h(A) =3 proz # 7.

Priklad H2 : Okamzité vidime, e D(f) = R% Pokud x # 0 lze v bodé [z, y] pocitat
parciadlni derivace ,podle vzorecki®.

of cos(zcosy) - cosy pro = > 0,
Frad = { —sin(zsiny) -siny  pro z < 0.
of cos(xcosy) - (—xsiny) proz >0,
ay Eig)= { —sin(zsmy) - (zcosy) prox < 0.

V bodech tvaru [0, y] budeme poditat parcidlni derivace ,z definice®:

L (0,9) = g LEDSED) _ i SE0)

Tato limita ovSem neexistuje, protoze limita zleva (—oo) se nerovna limité zprava (cosy).

Y) = =l —— =
U s T

V bodé [1,2] jsou ob& parcidlni derivace spojité, a proto v tomto bodé existuje totalni
diferenciél, a tedy i teénd rovina. Jeji rovnice vypada takto:

z = cos(cos2)-cos2- (z —1)—cos(cos2) -sin2- (y — 2) + sin(cos 2).

Priklad H3 : PoloZme

F(z,y) = 7/2 + arcsin(z + y?) — arccos(y + 3:2)_

Bod [0,0] je ve vnitiku definiéniho oboru funkce F - mtzeme tedy spocitat parcidlni
derivace funkce F' na jistém okoli G bodu [0, 0]:

S_F(T j = 1 % 2%
Bz Y VI-(z+y?)?  J/1-(y+2a?)?
oF 2y 1
hudaill P + ;
R Y Y = e

Obé parcialni derivace jsou na jistém okoli bodu [0,0] spojité a navic tam jsou jejich
parcialni derivace spojité, tj. f € C?(G). Déle plati F(0,0) =0 a 3—5(010) = 138 0. Thin
jsme ovéfili, Ze naSe rovnice urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Priklad 1 : Reste soustavu Az = b, kde

1. —% I 1
= L @ =1
A= =] 0 1 1 4° b=

2 -3 -1 0

(10 bodu)

= O b

Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoététe jeji parcialni derivace viude kde
existuji a napiste rovnici tecné roviny v bodé [1,2];

fey)=——1T

(10 bodi)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
arctg(y® + zy) = e® — cosz +y

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanon funkci (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bod)

Piiklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkee f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(z,y) = arctgz + arctgy M = {[z,y] e R?* 2°+y* <1, 2> 0,y > 0}
(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

/ S T
VvVl 42z +4

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (I)

LS 1997-98

Priklad I1 : Napisme si rozsifenou matici (A|b) a provedme Gaussovu eliminaci:

L, =2 4l 1 2 i =2 1 1 2
=] 1 0 -1 2 0 -1 1 0 4
I 1 1 0 0 -2 2 2 2
2 -3 -1 0 4 0 1 =3 =2 0



1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
0 -1 1 0 4 0 -1 1 0 4
0 0 0 2 -6 0o 0 -2 -2 4
0o 0 -2 -2 4 0 0 0 2 -6
Odtud jiz snadno spocteme: 1 = —2, v = =3, z3 =1, x4 = —3.

Piiklad I2 : Pro defini¢ni obor plati: D(f) = R?\ {[z,y] € R?*; z+y = 1}. Pro parcialni
derivace plati

ﬁ(a: e BT pe G T,

oz Y T Bty 12 S
i —.'1'.72—?

(, y) = " = lz.y] € D)\ {[0,0]}.

Vi +y2(z4+y—1)2

V bodé [0, 0] pocitejme parcidlni derivace z definice:

( VitZ
of g BB =FO0) e FST |t sgnt
iUl er E R = [Ty e

Posledni limita neexistuje, protoze limita zleva je rovna 1 a zprava je rovna —1. To zna-
mena, ze parcialni derivace —i =-(0,0) neexistuje. Naprosto stejnym postupem lze ukazat, ze

ani 5_-5(0, 0) neexistuje.
V bodé [1,2] jsou obé parcialni derivace spojité a proto v tomto bodé existuje totdlni
diferencial a tedy i tetna rovina. Jeji rovnice vypada takto:

\/:
2

=)o

e —
=

-3
Ug‘[m—l) 4\/_

Priklad I3 : Polozme

F(z,y) = arctg(y® + zy) — ¥ 4 cosz — y.

Funkce F je definovana na R? a pro jeji parcialni derivace plati:

., . Y oV
%(&‘"! y) - 1 + (yg + fLy) y ‘11]’1 €z,
or 2y+z .
(:I:'s y) = . t - f."ry.'lf —1.
9y 1+ (¥ + zy)?

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. f €
C%(R?). Dale plati F(0,0) = 0 a ﬂ (0,0) = —1 # 0. Tim jsme ové&fili, Ze naSe rovnice
uréuje v jistém okoli bodu [0, 0] 1mp11utne zadanou funkci proménné z, ktera sama je t¥idy



