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1.3 Determinanty a inverzni matice

Determinant — redlné &islo, které mizeme k dané ¢tvercové matici jednoznaéné uréit
nasledujicim zpisobem:

1. pro matici A = (a1;) typu 1 x 1 je det(A) = a1,

2. pro matici A = ( Az ) typu 2 x 2 je det(A) = aiae — aya,
@21 Q92

G11 Qi Q13
3. pro matici A typu 3 x 3 je det(A) = | a1 asx az | =

31 Qg2 Q33
= (a11a22033 + Q21032013 + G31012023) — (013022031 + Q23032011 + A33012021).
V tomto pfipadé prvni dva fadky matice napiSeme pod danou matici typu 3 x 3 a
poéitame soudiny zleva shora dolu po diagonile s plusem a zprava shora po opacné
diagonile s minusem.

4. pro obecnou &tvercovou matici A typu m x m determinant poditdme rozvojem
podle fadku (sloupce)

ain " GQim
ary o Qem | = le(—l)k+1Mkl + akz(—l)k-'-szz b it o akm(_l)k+kafn
Am1 " Omm

kde Mj; oznacuje determinant submatice typu (m — 1) x (m — 1), ktera vznikne z
puvodni matice vynechdnim k-tého Fadku a j-tého sloupce.

Regularni matice — ¢tvercovd matice, kterd ma nenulovy determinant.

Inverzni matice k matici A — matice B, pro kterou plati, Ze AB = BA = E.
Znaéime A1

Poznamka. Pokud A neni regularni, neexistuje k ni inverzni matice A ™'

Pii hledéni inverzni matice A~ postupujeme tak, Ze nejdfive k matici A typu m x m pfi-
piSeme jednotkovou matici stejného typu. Dostaneme novou matici typu m x 2m, kterou
pomoci elementérnich transformaci upravujeme tak dlouho, dokud nevznikne jednotkovi
matice vlevo. Potom z pravé &4sti jednoduse opi§eme matici A~!. Postup ilustruje nésle-
dujici schéma.:

(A|E) ~ -+ ~ (E|]ATY)
Priklad 1.3.1. Vypoditejte determinanty ndsledujicich matic typu 2 X 2:

_ 3 ~1 _ a b _ [ sinz  cosz
a.)A—(_2 1) b)B_(—b a) C)C*(cosx —sina:)
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Reseni: a) det(A) = | _3 i | =3:1-(-1)-(-2)=3-2=1
a b 9 | 12
b) det(B) = b all=0 a—b-(—=b)=a*+b
c) det(C) = ;Zi —:{iﬁi = —sin?z — cos? z = —(sin® z + cos? z) = —1.

Q Priklad 1.3.2. Vypoditejte determinanty ndsledujicich matic typu 3 X 3:

1 3 -1 1l a b 4
) A=|-1-2 2) B)B=[1ba] ¢ C={1
2 1 -1 1 a b 2
1 3 -1 1 3 -1
Refeni: a)det(A)=|-1 -2 2|=|[-1 -2 2| =
2 1 -1 2 1 -1
1 3 -1
-1 -2 2

=(1-{--2)‘(—-1}+(—1)-1-(—1)+2»3-2)—((—1)‘(—2)-2+2-

(-1)-3-(-1)) = (2+1+12) - (4+2+3) =15-9=6.

b) det(B) =

e
2 o 2
o g

= t+ab+at—b—at—-ab=0.

[JLIN o

14

= (l-b-b+1-a-b+l-a-a) - (b-b-1+a-a-l+b-a-1) =

Poznamka. Matice B méa dva linedrné zavislé fadky (prvni fadek je stejny

jako tieti) a proto det(B) = 0.

c) det(C) =

(RS N
— b W

@ Priklad 1.3.3. Vypoditejte determinanty ndsledujicich matic typu 4 x 4:

2 0 31 1 24 3
1 -1 29 3 2 10 -2
A)A=|g o 50| PB=|3 30 4| 9C=
1 -2 -1 3 0 -1 b 1

1
2| =244+1+412-(4+8+9)=37-21=16.
3

— oD

8 o2 o

o0 o0

Reseni: a) Je to matice typu 4 x 4, proto determinant musime poéitat roz-
vojem. Vybereme si fddek nebo sloupec, kde je nejvice nul. V tomto p¥ipadé
jednoznac¢né nejvhodné&jsi bude tfeti fadek, kde jsou az 3 nuly. Jediné nenulové
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@ &slo v tomto Fadku je 5, kterd je v tfetim Fadku a tfetim sloupei.

0 3

L1 258 g e
det(A)=|1 1 B 3| _o40+5(-1)*%|1 -1 3|+0=
0 0 &80 1 —2 3

1 =2 <1 3

=5-1-(-—6—2+0+1+12+0):5-5=25.

b) V tomto p¥ipadé nejvhodnéjsi bude poéitat rozvoj podle tfetiho sloupce.

é ? E —2 2 1=g
detB)=|5 L o 4 =a(-1)"**3 3 4| +0+ 0+
0 -1 5 1 0 -1 1
12 3
+b(-1)**|2 1 -2 |=0a-17-b-(-9) = 1Ta+ 9.
33 4 T—

c) Rozvineme determinant podle prvniho sloupce.

1L a b c b
00 ab i 8
det(C) = | =1(-1)"*1 b ¢| =ac—b%.
e 0 L wmil]| o
01 atwb
Priklad 1.3.4. Vypoditejte determinanty ndsledujicich matic :
3 1 cosz 0 sinz a b ¢
a) A=( ) b)) B= 0 1 0 c)C=10a b
-1 3 .
—sinz 0 cosz 0 0 a
3 3 0 -1 1 2 3 3
-1 -5 0 2 2 1 2 =2
d) G= 8 2 10 7 eH=| 5 39 o
5 0 0 3 0 -1 0 1

Refeni: a) 10; b) 1; c)a® d)-310; e)-19.

Priklad 1.3.5. Vypocitejte inverzni matici k matici:

a)A=(_g _i)b)B=<i g)c)cz("i _?) d) D:(g



’fo "f O “‘4"'-2
AL
1 4 4[4 4
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C@Pﬁklad 1.3.7. Vypodéitejte inverzni matici k matici:
1 -1 0 111 -2 -1 1
a)A=| -1 0 2]|bB=|402]|¢c C= 2 00
0 0 -1 4 2 3 -2 11

ReSeni: a) det(A) = 1 = existuje A™'. Matici (A |E) typu 3 x 6 zatneme
upravovat z levého horniho rohu smérem dolu.

1. Prvni fadek pfidteme k druhému a tfeti fadek vydélime -1.

2. Druhy Fadek vydélime -1.

3. Pokradujeme z pravého dolniho rohu matice A smérem nahoru. Dvojnésobek
tfetiho fadku pficteme k druhému fadku.

4. Druhyj radek pFiéteme k tfetimu fadku.

1 -1 01100 1 -10:110 0
-1 0 21010}|~|l0=-12:11 0]~
0 0 -1 1001 0 01100 -1
1 =1 §ul T .08 B 1 -10+ 1 0 0
~{0 1 -2,)/-1 -1 0])J~|0 10, -1 -1 -2 |~
0 0 11 0 0 -1 0 011 0 0 -1
100 4¢| 0 -1 =2 0 -1 -2
~[ 010 1]|-1 =1 =2 = Al=[ -1 -1 -2
0014+ 0 0 -1 0 0 -1
b) det(B) =0 a proto neexistuje B~".
c) det(C) =4 = existuje C™".
-2 -11:100 2 001010
2 00:1010)|~|-2-111100 ]~
=2 1 La0 o1 -2 11001
2 001010 2 001010
~ 0 -11:110]~10-1111120 /|~
0 11011 0 021121
10 01 0 20 1001 030
~01-1,|-1—10~0101—%0§
oo 1.+ % 11 001 £ 13
] 010
= A_1='2“ -1 01
1 21




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (E)
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Priklad 1 : Spoctéte determinant matice A.

0 1 -2 0

1 1 2 1 .
5 1 2 _3 (10 bodt)
-1 2 -2 1

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, spoététe jeji parcidlni derivace vSude, kde
existuji, a napiste rovnici te¢né roviny v bodé |[1, 2];

f(z,y) = min{z? + 32,2 — 2% — 4?}. (10 bodt)

Priklad 3 : Ukaite, 7e rovnice
¥ +y* =2

urcuje v jistém okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 1. (10 bodn)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f@yz)=ay+yz M={z,y,2]eR} 22+ 2 +22=1, z+y+2= 1}
(15 bodt)

Priklad 5 : Spoctéte

/3 1 ;
/ e AR
0 cosx + cos®

ResSeni pisemky z matematiky pro FSV (E)

LS 1997-98
Priklad E1 : Plati:
0 1 -2 0 11 2 1 1 1 2 1
A=l 1 2 1| |5 1 2 -3/_|0 -4 -8 -8
5 1 2 -3 0 1 -2 0 0 1 -2 0
-1 2 -2 1 -1 2 -2 1 0 3 0 2
1 L @ 1 2 i
{01 -2 0f_ (01 -2 o0 __‘—16 —8’:46
0 -4 -8 -8 0 0 —16 -8 6 2 '
0 3 o0 2 00 6 2
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Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (D)

LS 1997-98

Piiklad 1 : Spoététe determinant matice A.

-1 2 -2 4

1 -1 -2 1 o
A= 0 1 2 0 (10 bodit)

1 1 -2 -1

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, spoététe jeji parcialni derivace vsude, kde
existuji, a napi$te rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

f(z,y) =e" ¥+ Ty+zyl. (10 bodir)

Priklad 3 : Ukaite, Ze rovnice
log(z + arctgy + 1) + 2y =0

urcuje v jistém okoli bodu [0,0] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodt)

Ptiklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
Nakreslete mnozinu M.

4 .
) ==+ 224 gmg M ={[z,y) e R* 2° +3* < 4,z < 0}
(15 bod)

Priklad 5 : Spodtéte

dz (15 bodi)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (D)

LS 1997-98
Priklad D1 : Plati
-1 2 -2 4 -1 2 -2 4
1~1—21_01—45__1_243_32
0120_0120_3_43_'
1 1 -2 -1 0 3 -4 3




Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (C)

LS 1997-98

Pfiklad 1 : Spoététe determinant matice A.

1 2 3 -5

1L =1 2 0 X
A= 1 1 9 1 (10 bodt)

0 —1 2 1

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace viude, kde
existuji a napiste rovnici teéné roviny v bodé [1, 2J;

flz,y) = \3/:;@ (10 bod)

Priklad 3 : UkazZte, 7e rovnice
log(z® + y2 + cos(zy)) + y = 0

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (promeénné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnozing M.
S 2 T . 3. .2 .2
@y 2)=e (@ +ay+y®) M={z,y,2] eR% 2>+ 9> =1,]z| < 1}
(15 bodd)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkei

223 + 422 — 19z + 16
(—2)%2(2x2 +x4+4)

dx (15 bodt)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (C)

LS 1997-98

Priklad C1 : Plati

1 2 3 -5 (1 2 3 -5

L 12 0| lo-8 -1 5| |18
1121_0—1—16_121_'
0 -1 2 1 0 -1 2 1 .
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Pisemna zkouSka z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priklad 1 : Naleznéte matici inverzni k matici

1 2 1 3
-1 0 0 -1 a
A= | | 3 (10 bod)

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcidlni derivace viude, kde
existuji, a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2J;

f(z,y) = (arctg(v/z2 + y2))4. (10 bodu)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
esin x? s esin Ty _ 2?,-‘ +92

urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodu)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
f(z,y,2) =2+ €™ M= {z,y,2] €R3 22 + 92+ 22 =1, 2? +1y? = 22}
(15 bodd)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

/ 222 + 52+ 5

[x 5 bodt
D@+t (15 bod)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Pfiklad G1 : Standardnim postupem obdrzime

1 2 1 3 1.0 0 0 1 2 ] 3 1 0 0 0
=1 0 -1 01 0 0 0 1 2 1 1 0 0
1 1 1 -1 0 0 1 0 0 -1 0 -4 -1 010
1 -3 -2 0 0001 0 -5 -3 -3 -1 0 0 1



1 2 1 3 1 0 0 0 12 1 3 1 0 0 0
01 0 4 1 0 -1 0 01 0 4 1 0 -1 0
02 1 2 1 1 0 0 00 1 -6 -11 2 0
0 5 -3 -3 =1 0 0 1 00 -3 17 4 0 -5 1
1213 100 0 /121 3 1 0 0 0
01 0 4 1 0 -1 0 0O 1.0 4 1 0 -1 0
(0016—1120 o 01 -6 -1 1 2 0 |’
00 O =i 4 & 1 1 \0 0 0 1 -1 -3 -1 -1
1210 4 9 3 3 /1200 11 26 7 9
0100 5 12 3 4 0100 5 12 3 4
(001071746’ 00 1 0 -7 —17 -4 —6 |
0001 -1 -3 -1 -1 \0 0 0 1 -1 -3 -1 -1
1000 1 2 1 1
0100 5 12 3 4
(001{]—71746
0001 -1 -3 -1 -1

Platf tedy

1 2 1 1
5 12 3 4
T T =, ~f
b el )

Al =

Pfiklad G2: Funkce f je definovdana na R?. V bodech [z,y] # [0,0] miiZeme poéitat
derivaci ,podle vzorecki*:

1
il =4 t 2
L (@) = (arctg (/a7 T ) szﬂ —
f 1
—(z,y) = 4(arct 2 + ;
By & Y) g(vVa? +y?) 1+$2+J =

V bodé [0,0] spocitame parcialni derivace z definice:

of o . f(t,0)= f(0,0) (arctg(\/‘ (arctg(VE2)* . raretg(lt)\* [H*
200 = 00 - gy ()"

t—>0 [¢]

Vzhledem k symetrii funkce f plati také Qi([] 0} =},

Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencidl, a tedy i tecna rovina, ktera ma tvar

z = (arctg v/5)* + %(arctg v5)3. % (z—1)+ 5 arctg VB)? si— - 2).

g

Priklad G3: Polozme ,
F(a:;-y) — esin;.:: =8 esinmy s 29 =00
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O 0 4 <4
1 ©» 2 o
M0 4 A
1 0 & 0
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Pisemna zkousSka z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98

Priklad 1 : Najdéte feSeni soustavy rovnic a spoctéte determinant soustavy.

r+2y+3z+4=1
2z —2y+3z—3t= -5
z+ y+ z+ t=5
dr+3y—5z+2t=3

(10 bodti)

Priklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vSude, kde
existuji a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [0, 1];

flz,y) =y +sinz. (10 bodu)

Piiklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
sin(zy) + cos(zy) = 1

uréuje v jistém okoli bodu [, 0] implicitné zadanou funkci (proménné x). Spoctéte prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé . (10 bodi)

Piiklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
flz,y) = z*y M = {[z,y] € R? z* +y* < 16,2 > -1}

(15 bod1)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkeci

da

. [ 15 bodd
2?2 1 ( )

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (A)

LS 1997-98
Ptiklad A1 : Gaussovou eliminaci obdrZzime feSeni z = -3, y =13, z = 2, t = —T.
Spoctéme determinant
1l 2 3 4 L 1 1 1 1 1 1) I
‘2—23—3_1234_[}123
(1 1 1 1| |2 -2 3 -3 |0 -4 1 -5
‘43-—52 4 3 -5 2 0 -1 -9 -2
d, L. &,
01 2 3
|10 0 9 7 =P8
0 0 -7 1




