(b) /(1 +sinz 4 cosz)dr

Reseni: Sledujte vypocet

/(l—i-sinx—l—cos.-":)dx: x —cosz +sinz + C.

—= ol 2
(C) /73m2+§Siﬂx—Td$

72

Reseni: Sledujte vypocet

) _ “5{3
/7\’3 :::2+% sin :1:—1 1—2.1,9 dy = / 7:1:2"'3-1—% sin :;':-—21 e da = 7—573-—5(:05 x—2arctan r+c
2 ;
(d) /3:5 +4J3+2dm
3z
Reseni:
322 + 4z + 2 4 21 2 4z 2
—_— ES -4 —-——dzr=—+—+=-Inx )
/ 3z dx /$+3+3$d3 7 3+3]I].I+[
z+1
(e) = dx

Reseni: Sledujte vypocet

41, _ oo AN o fpde . o . afR L glR
./\/Ed""./(“/””ﬁ)d“"/(” +a7V2) do = Tt T 4.

(f) /(3 - 3:2)3 dx
Reseni: Zfejmé

. 7
/(3 - :rg)“ dr = /(27 — 922 + 32 — 2% dx = 27x — 3% + g:r:s - :3:7 +C.

2. Dokazte, ze pokud F'(z) = f(x), potom (1F(az +b)+ C)' = f(az +b), pokud
a # 0.

3. Linearni substituce

(a) /e—3m+l dz
Reseni:

/E—S:C-i-l dr = _?18—31'-}-1 B C
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(b) ‘/,.":e_”2 dz

Reseni: Pouzijeme substituci y = —z%. Potom dy = —2x dzx a plati

; 1
/xe‘*‘2 dz = —5/8”’9 B ‘%ey =g

© | arap

Reseni: Pouzijeme substituci y =1+ 2% Potom dy = 2x dz a plati

/ o 1fdyc 11_ 1 1
ra— I A4 —_—m e B
(Em2)= 2/ y? 2y 21+ z2?

1
(d) / - dr
(arcsin z)2v1 — z2
Reseni: Pouzijeme substituci y = arcsin z, potom dy = \/TE—TE dz a plati

/ 1 . /dy e 1 1

x — — | T ——‘
J (arcsin x)2y/1 — 22 y? Y arcsin
(e) /si112 rdx

Reseni:
1 x 1
.92 w
sin“zdr == [ 1 —cos2zxder == — Z=sin2zx +¢
[ ’ 2/ 271
5. Per partes
(a) /xe_x dz
Reseni: Per partes: ! =e %, u=—e% v=urx,1 =

/:z:e"’ dr = [——:r.e“ﬂ = / —e Tdx = —ge T —eg "

(b) /a:cosxd.r

Reseni: Per partes: v’ = cosz, u =sinz, v=1z, v/ = 1.

. . e ...
/mcos;t:d:c = [zsinz] — /sm:cd&? = zsinx + cosz
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(m) /cas:imda:

3 i3
: ; . _ sin®
fCOS'3$d$ = ](1 —sin®x)cosz dz = /(1 —y?) dy g Y- % =sinz— =
1
n —————dz
) /Sin2$4 cotg =
Reseni:
Pouzijeme substituci y = cotg . Potom dy = ——— dz a plati
1 dy ¢ 4 3 4,
—————dr = — [ — = —¥% = Z {/cotg 3z
_/ sin? z{/cotg = ! yl/4 gY 3 g%
2 (o) /cos(ln z)dx
Reseni: Pouzijeme integraci per partes, polozme v/ = 1, u — cos(lnx).

Potom v = z a «/ = —sin(Inz) - 1. Dostaneme, ze
/1 -cos(Inz) = zcos(Inzx) + /sin(ln E)dz =
Nyni pouZijeme jesté jednou per partes na v’ =1 a u = sin(In z) a dostaneme
/ 1-cos(Inz) = x cos(In x)—i—/ sin(Inz) dz = z cos(In z)+2z sin(In ;zr)—/ cos(Inz)
Prevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, ze

2 /1 -cos(Inx) g z cos(Inz) + zsin(ln x)

fcos(ln x) g

z(cos(Inz) + sin(Inz))

b2 =

(p) /sinxln(tg z)dz
1

§ P e iy el e - r_ L. oo
ResSeni: Per partes: «' = sinz, u = —cosz, v = ln(tg z);u = o= ol
1

sinzcosx

/sinxln(tg z)dr = — cosz In(tg 3.“-)-|-/ i
si

c x
dx = —coszIn(tg z)+1 |t
—dz cosz In(tg z)+In |tg >

arctan
1+ 22
Reseni: Pouzijeme substituci y = arctan z, potom dy = - dz a plati

arctan x c y* arctan %z
o ALcoll i P, TP S
/ T+a2 _/y ¥=13 2

T
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Pouzijeme substituci 1 + y? = 2, 2ydy = dz. Dostaneme

1
:/2(z—1)ﬁdz

dz. Mame

= / (t'zl——l)dt’

To uz je v tabulce primitivnich funkei, tedy:

Substituce ¢t = 1/z, dt = 3

-

1. |1+t 1+/z
=—= =—-=1 E

21111_):’4-0 nl—\/Z-H
1 1 £ A/ olT 1

1—+/y2+1 2 1—+er41

Reseni: Pouzijeme substituci y = Inz. Pak dy = -;- dr a plati

In? 2 cy? Indzx
T dr = 2d i B
/ z /y L

(x) / x% sin 2z dz

Reseni:
Prvni per partes: u' = sin2z, u = —1 cos 2z, v = z2, v/ = 2z.

/:.':2 sin2rdx = [—%xg cos 2:1:} + /:ccos?:c =
Druhé per partes: v’ = cos2z, u = $sin2z, v=1z, v = 1.
1 1 1 1 1 1
= —5:52 cos 2x-+ [QT sin 29:} 3 f sin 2x dx £ —§w2 cos 2$r+§xsin 2.7;4—1 cos 2x

arcsin
/ ——d
(y) / 2 dz
1

ResSeni: Per partes: v/ = 5, u = —i} v = arcsin z, v' =

arcsin x 1 .
————dx = |——arcsin ¢

I
—_——dr =
e T Tl — 2

¥ .  ad. ¥ =5 T 2 1. .2
Substituce y = /1 — 2. Potom dy = @dmam =1y

- i +/1 L dx 1a;rc' + } d L
= ——arcsin ——— = —— — _dy =
s 5 L.',‘\/l—___;_,:‘f g sin T 1—y2 1

1—x2’

£ 1arcsin:{:Jr h11+y——1'1rc<;in'r+1lnl+m
B T 2 l—y_ J;l > . 3 1—-\/1_—&?2_
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1
(d) /a:lnz:ln(ln:c) dz

Reseni: Pouzijeme substituci y = In(Inz). Potom dy = ——
- o (L€
/md*—/ydy—lnlyl — In(| In(in )

(e) /‘;113‘\‘3_“’EQ dz

Reseni:
Provedeme substituci y = 22. Pak dy = 2z dz a plati

i 1
/xsc_a‘z dx = E/ye‘y dy =

Nyni aplikujeme per partes: ' =e ™V, u=—eY, v=y9,v = 1.

2

= [_ye_y] + /C_y dy :C:‘ ----yc_.rs|I —e YV = __J:Qe—:s - C,.._-r?

(f) /tg zdzx

Reseni: Pouzijeme substituci y = cosz. Potom dy = — sinz dz a plati
sinx dy ¢
tg xdz = de = — —In|y| = —In|cos x|
cosx Y

(g) farcsin zdx

ReSeni:
]
1—z2’

Per partes: v’ =1, u =z, v = arcsin z, v' =
] )

/1 arcsin x dox = [rarcsin ] / 2 i
-arcsin x dz = [zarcsin z] — [ ——=dz =
: Vv1-—2z?
Substituce y = 1 — z2.
;rarcsin:r—I—l/ - dy € zarcsi +Y in x4+ v1— 22
= = | —=dy = zarcsin x y = xarcsin x —x
2) vy

(h) /%dx

Reseni: Pouzijeme substituci y = = /z. Potom y? =z, dy = \/— dx a plati

1 C B
/(1 dz = 2/1+12f 2 Wdy—Zarcmny—chtanﬁ
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(b) / ze " da

Reseni: Pouzijeme substituci y = —22, Potom dy = —2z dz a plati

1 1 1
/:re_$2 dz = —E/eydy £ -*Eey = —§c_$2

(c) /—(1 _:IQ)Q dz

Reseni: Pouzijeme substituci y = 1+ z2. Potom dy = 2z dz a plati

/’Ld_l dyo 11 1 1
1+ 22)2 Y 2y 21422

1
) / (arcsin 1)2v/1 — 22 e

Resenf: Pouzijeme substituci y = arcsin x, potom dy = —=%

s dz a plati

gl_ 1

/ 1 dr — f dy
(arcsin z)2v/1 — z2 y? y arcsin

i (e) /sin?‘:rd:ﬂ

Reseni:

1 o 1

. .
sin“zdr == | 1—cos2zxdes = = — —sin2zx+¢
/ 3/ =
5. Per partes
(a) /:me_I dx

Reseni: Per partes: v’ = e %, u=—e*, v=x,0 = 1.

/xe_m dr = [—:r:e_“"] o /—e_m dz S e — o

(b) /:ncosa:d::c

ResSeni: Per partes: v’ =cosz, u =sinz, v=1x, v = 1.

; . & .
/:rcosxdx: [z sin ] —/sma:dm=a:smx+cos:r
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(m) /cosSmdx

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosx dx a plati

3 ‘3
. . : . sin®
/COS":I:(I;{::/(l—sinz:{:)cosrd:r = /(l—yg)dyg y-—‘% =sinx— 3

S T d
() f sin’ x /cotg x &
Reseni:
Pouzijeme substituci y = cotg x. Potom dy = ——h— dz a plati

sin® x

1 dy ' 4 3/4 44.-' .
—-—d, = - —_— - = - t 3
f sin’ x /cotg z ! yl/4 3¢ g YR

(o) / cos(Inz)dx

Reseni: Pouzijeme integraci per partes, poloZzme v’ = 1
Potom v =2 a v = —sin(Inz) - % Dostaneme, zZe

u = cos(lnz).

t

/ 1.cos(Inz) = xcos(Inz) + /sin(ln r)de =
Nynf pouzijeme jesté jednou per partes na v’ = 1 a u = sin(In z) a dostaneme
f 1-cos(Inz) = x cos(In :r)+/ sin(lnz) dz = z cos(Inz)+z sin(In 3:)—/(:05(111 x)
Pievedenim integrdlu napravo na levou stranu dostaneme, 7e

) /1 - cos(In x) gy cos(Inz) + zsin(lnz)

1
/cos(]n x) £ Ea:(cos(]n x) + sin(In z))
(p) /sin:z:ln(tg x)dx
Reseni: Per partes: u/ = sinz, u = —cosz, v = In(tg z), v/ = ?gl'zaslrz =

sinxcosa”

1 ;
/sinxln(tg x)dzr = —cosz In(tg m)+/ e dr € - coszIn(tg z)+In |t.g —‘

arctan
o e,

1+ 22
Reseni: Pouzijeme substituci y = arctan z, potom dy = ﬁg dz a plati

arctan x y?  arctan 2z
—drz/yd-yg I 2

1+ 22 |
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Ndvod: Plati, ze v2® = |z%|. Na intervalu z € (0, +oc) plati, ze
3 z*
fv$5d9::/:r dr= ~4-+Cl
Na intervalu = € (—oc, () plati, ze

4
/\/’Fd;ﬂ=[(—ﬂ:3)dm= -*-j;—-i—Cz

Primitivnf funkce oviem existuje na celém R, pokud se obé funkce shodujf v bodé 0, tedy pokud €y = "z

(princip lepen{). Primitivn{ funkee jsou tedy uréeny vatahy

-2 4C <0
Flz) = c =10
=4 @so

kde C zna&i véude stejnou konstantu, aviak libovolné volenou.
Pi#iklad 10. f(z) = cos® zVsinx
Ndvod: Plati, ze
fccas5 zVsinzdr = /(1 —sin® z)*Vsinz cosz dx =

a nyni pouzijeme substituci t = sinx, tudiz dt = cos r dx a dostaneme tak
= f(l — ) Vidt = f (\/E— 2t2v’?+t“\ft) dt = f (t”z — 2652 4 t"“) dt €

2 4
G 272 _ 2,7/2

2 11y2 _ 2, 32 ; 2 . 12
3 = +1—l-t —35m b 73111 w-l—llsm T

Inx

zv1l+Inz

Ndvod: Pouzijeme substituci ¢ = 1 + Inz. Potom dt = 1 dx a plati

Priklad 11. f(z) =

Inx t—1 1 e 232 172 2 3/2 1/2
v/1+Inzx Vi ./( \/E) 3 3

Priklad 12. f(z) = %
sinz

Ndvod: Plati, ze

f,l dm=f’?i“;’ d;c:fLﬂd.xz
sinx sin® 1 —cos*x

a nyni pouzijeme substituci ¢t = cosx. Pak platf, Ze dt = —sinxz dr a dostdviame
dt ¢ 1 1-—¢ 1 1 —sinx 1 sin £ 1 T
=] —==-In|—|=zIn|——| = =1 2 :—ln‘t —i
- 2 |T+2| 2 “‘Hsmx 3 'eosz| T2 %2
arctge”
Priklad 13. f(z) = ——o°
€

Ndvod: Pouzijeme per partes

Eﬁ:

tge® _ i _ i tge® 1
[%dz:/e “arctge” dr = —e 1arctgex+/e Iiﬁdx=-arc g€ +/ dr =

e 14 e2

a nasledné tpravy

er 1+ gz e er

2 T 2r _ 2z T 2z = x
_ _arctge +/1+e e 4 _arctge +[(1 € )dmé_arctge +m—%ln(l+ezx)

Posledn{ integral lze poéitat substitucf t = ¢**.
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Vsehochut

Piiklad 30. f(z) = In®z

Ndvod: Pouzijeme substituci t = Inz. Potom = = ¢' a dz = ¢’ dt a dostaneme integrél, ktery pocitdme
dvakrdt per partes.

/In2xd:c:/tze‘dt:tze‘ —/(2te‘)d.t=i‘.2e‘ —2te‘+/Qe‘dtEe‘(a2—2t+2)=x(1n9x—2lnx+2)

2r + 1

T M

Ndvod: Pouzijeme substituci t = 2? + x + 1 a dostaneme, Ze

2z 41 1 o} 2
/md:r:f?dt:lﬂﬂzln(m +z+1)

e:!:

ez—l—ldm

Piiklad 32. f(z)=

Ndvod: Pouzijeme substituci t = e*. Potom dt = e* dx a plat{

e* dt ¢ »
t= | —— =In|1+1|=1In(1
fl_'_emd:c /1+t n|l+t=In(1+e")

1.1? =5

Priklad 33. f(z) = L

Nivod: Plati, ze
g -1=(z -+ + 4.+ +1)

G 0 5
f"’ 5da:=/”‘ ]d.:c—f B L
xr—1 xr—1 x—1

Odtud mame, ze

kg 16 15 2
ki i T T €T
T +ﬁ+ﬁ+”'+?+‘c_4h]'x—1|
17 _ =
' =5
Priklad 34. f(z) = —;
zc —1

Ndvod: Plati, ze
" —1=(z-1)(z® +2®+ 2"+ ... +2+1)
a dale, ze

14 13
)

@+ + @+ 2+ e+ D=+ D+ 2P 2 42 T+ 2P 2 ) +1

z'" -5 ' —1 4
/m2—1 d‘“’_/ﬁ—z dI_/.-z:E—ldz_

I 15 13 11 !} T 5 3 1 4 C.
= [|(z x g -z’ 4z yde+ [ ——dzx— | ——dx=
/(:r +r 4+t +z +r +x +a~)14/$+1d1¢ /m2— dx

Odtud plyne, ze

72
=+ 1] —21
+ +2+1'l|.’£+ | nu‘—I—l

:1:—1‘



rac

Il. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 461

(404) Pomoct vhodné substituce prevedte dany integrdl na integral racionalni lomené funkce.

sin’ x
— dx
sinx + 2cosx

J sin?x dX“J sin x 5
sinx +2cosx ~ J 1+ 2cotgx

2t 2

- 2 N R
142551+t (14 t2)2(1 +t—t2)

_J‘ 412 it
(1 4+ 2R -5 -5

Poznamka 31. Po rozkladu na parcidlni zlomky, integraci racionalnich lomenych funkci

a vracent substituce vyjde

85 V5 2 2tg3—1
=0 e | P g —1) | —=. 22— s e
25 "1 ls( 92 )] 5 il
:—%msx—%sinx—%arctgh {\/g[smx;—sfn-xcosx—ﬂ + C.
E"C()L.u-l(é‘ -
(&~ b il
e + (’lpi
w X sia LU i C
J ) (& -L/{] T + 4 __(... e i‘\l
d \ 1
4 ' v { A
Z\‘ rA_'F-("u) . = 4 tf/._ —_— = ; -~ T, "’.'“ f
; N “f-;" (ﬁ‘;sz : Y !“E\::_Tg_—z'
M
g7 2L Y R ITRE
{-{_'{4_1\\‘{
- q ? ( f \ A - :::
~— y =, e - '
1124 v 3 .1"
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Primitivni funkce 1.

na intervalu (—2,2). V posledni rovnosti jsme uzili toho, ze f1(y) = arcsin £ pro
y € (—2,2) (mimo dalich dobfe znAmych vlastnosti goniometrickych funkci). ™

Pozndmka. P¥i pouZiti véty o substituci se ¢asto pouziva symbolického zapisu,
ktery si pfedvedeme tim, 7e prepiSeme feseni predchoziho piikladu s jeho pomoci.
Uvaujeme substituci y = 2sinz(= f(x)) na R. Symbol dy bude zaménén vyrazem
f'(x)dz = 2cosz dz. Dosadime za y i dy do vySetfovaného neurcitého integralu:

f\/4—y2dy;/\/4—(20032:)2v2cos;1:d:.'::2:r:+sin2:r+c

pro y z intervalu (—2, 2), nebot pro y € (—2,2) existuje jediné x sphimjici f(z) =y,
totiz = = arcsin (£) = h(y). Spojita prosta funkce h tedy zobrazuje interval (—2,2)
na néjaky otevieny interval I (I = (—3%, %)). MiiZeme proto za = dosadit arcsin ¥
na pravé strané rovnosti a dostavame stejny vysledek jako v pfedchozim piikladu.

Viimnéte si, ze jsme vlastné uvedenym postupem ovétili vBechny predpoklady
druhé vty o substituci (zGzeni f na I = (—%, %) je prosté). MiZeme se ale téz
odvolat na silngjdi verzi, o které jsme se zminili v poznamce za drubou vétou o
substituci, protoze (f o h)(y) = y pro y € (—2,2).

Na jednoduchém pfikladu si jesté pfedvedeme pouziti téze symboliky pfi apli-
kaci prvni véty o substituci:

Spo¢teme [ \/tg - —%— dz. Funkce je spojitd na maximalnich intervalech I} =
(km, % +km), k € Z. Pro libovolné k € Z provedeme substituci y = tg z(= f(z) > 0)
na Ii. ,Plati dy = ——da*, a tedy na Jj existuje vlastni derivace f’. Dosazenim
dostavame

fw

2

1
cos® r

dr = fv@dy — %ys/z +C = %tgxz,"z + C.

Jak jsme jiz poznamenali, f’ je vlastni na J. Zaroven jsme té7 vlastné jiz overili, ze
f(Ix) € (A, B) = (0,00), i to, Ze k funkci g(y) = /¥ existuje na (A, B) primitivni
funkece. Pouziti prvni véty o substituci bylo tedy opravnéné.

Vzhledem k tomu, Ze ovéfeni pfedpokladii véty o substituci je pfi pouziti pied-
choziho postupu spige implicitni, doporu¢ujeme pfedevsim osvojit si metodu pouziti
véty tak, jak byla vyloZena v pfedchozim textu, abyste byli schopni i pfi pouziti
symboliky se zdménou dy a f'(z) dz vysvétlit, pro¢ je postup korektni. To je divod,
proé¢ jsme se o tomto postupu zminili aZ v ziavéreéné poznamce. Na cvic¢enich a u
zkousek se samozfejmé Fidte pozadavky VaSich uéiteli.

V nisledujicich odstaveich si pfedvedeme na nékolika pfikladech postupy, které
lze pouzit k hledani primitivnich funkei pro velké skupiny funkei jistého typu. Tim
neni fefeno, Ze uvedené metody jsou v kazdém pfipadé pro konkrétni funkei nej-
vhodné&jsi, a uz viibec ne jediné mozné. Doporucujeme je ovlddat, ale vzdy dikladné
zvazit, zda v daném p¥ipadé neni jiny postup vhodnéjsi. Nékolik takovych méné uni-
versilnich, ale nékdy podstatné vhodnéjsich moZnosti uvidime (srovnejte napiiklad
pfedchozi piiklad s metodami §7).
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Metody Feseni vybranych tloh z matematické analyzy

na R. |

Prvni vétu o substituci mizZeme pouzit i v Fad& pfipadd, kdy se tak zjevnd
nenabizi jako v predchozim piikladu.

Priklad Spoctéte [ dx.

1
-z

Reseni.  Maximalnimi otevienymi intervaly v definiénim oboru jsou interval (0, 1)
a interval (1,00). Uvazime, Ze ﬁ? = % . ﬁ a Ze (Vz) = ﬁg— Polozime
g(y) = 1—2_% pro y € (0,1), nebo napf. také pro y € (—o0,1), a f(z) = /= pro
z € (0,1).

Stejné miZeme postupovat téZ pro y € (1,00) a x € (1,00). Pro oba p¥ipady
proto postupujme ddle spolecné.

Pak na tyto funkce uZijeme prvni vétu o substituci a dostaneme, ze

fl—lﬁd”’ /12—\/; v e

Poslednim vyrazem se ovSem rozumi primitivni funkce slozena s funkei f(z) = /.
Jde o konvenci, ktera vychazi z toho, 7e v tuto chvili vime, ze funkeci proménné y
napravo je tfeba slozit s funkei f, abychom dostali skuteénou rovnost.

Vypocet zakonéime éasto pouzivanym trikem*.

9 I
/ Yy dy— gfL_uudyz
1-— 1-y

1
:--.2/1dy+2fmdy‘—' -2y —2log|l —y| +C.

Po dosazeni f(z) za y dostavame

1
= —
/l—ﬁdm vo —2log|l — x|+ C
na intervalu (0,1) (resp. (1, cc)). [

Piiklad Spoététe [ /4 — y?dy.

Re.ﬁ’em’ Pouzijeme druhou vétu o substituci na funkei f(z) = 2sinz na intervalu
(—%. %) Méme f’(z) = 2cosz # 0 na (—%,%) a f je bijekce intervalu (—%:%) na
interval (—2,2). Pfedpoklady véty jsou tedy splnény, a mame, 7e

fV4_y2dy=/(V4—4Sin2:c'2cosrdr:4/c0523dm:

1+ cos2z
:4[#:23:-{- sin2x+C:2arcsing |-%\/4—92+C
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Pfiklad 35. f(z) = o R B

Nduwod: Mohli bychom provést déleni, k nalezen{ prvniho kroku rozkladu ale vede snaz3f cesta

z® +1 _{ma——5x2+6x)+5x2—61:+1_1+ 502 —6x +1
x? — bx? + 6z 3 — 522 + 6z - x® — 522 + 6z

Nyni uz mame na pravé strané podil polynomi, kde stupen ¢itatele je men3i nez stupei jmenovatele,
a muzeme tedy pouzit standardni algoritmus. Nejprve rozlozime jmenovatel na kofenové éinitele a poté
hleddme rozklad ve tvaru

Pfenasobenim jmenovatelem dostaneme rovnici
5¢° —6x+1= Az — 2)(x — 3) + Bz(z — 3) + Ca(z — 2)
Postupnym dosazenim =z = 0, z = 2 a ¢ = 3 dostaneme, e

1
1=6A — A==
6

9=-2B — B:—g

45-18+1=3C = 0=§

QOdtud vyplyva, ze

3 ‘
z° 41 A B c c 1 9 28
— = - dr= L o B Lol i = |z -
_/;t:"—~5;-:2—t—Eu::-.'d:r [(1+x+£—2+mu3)dx £+61n|II 2111[:1' kg 3 ile=3]

4

M
Piiklad 36. (+ =
(+) /(=) zt+ 522 +4
Ndvod: Plati, ze
=t _(z*+52°+4)-52-4 _  52*+4 . 52*+4
ot + 522 44 at 4 522 44 T ozt 4sa?44 (x2 + 1)(z? + 4)

Obecné bychom meéli hledat rozklad ve tvaru

5z% + 4 _A+Bx C+ Dz
(@2 +1)(z2+4)  z2+1 x?+4

zde ale postaéi hledat jej ve tvaru

52% + 4 w A . @
(#2+1)(x2+4)  22+1 a?+4

Je to z toho diivodu, Ze ve zlomku nenf nikde pfftomno z v prvni mocniné. Moznd bude lépe vidét, pro¢
to funguje, pokud namisto z? budeme psét t.

5St+4 A 5 c
(t+1)(t+4)  t+1 t+4

Poznamenejme, ze jde o substituci do vyrazu za i¢elem hleddn{ rozkladu, nikoliv substituci do integralu.
Substituce ndm bude uZitetnd i v tom, Ze za t lze dosazovat zdporna &fsla, coz zjednodusf postup ziskavan{
koeficienti1 A, B. Kazdopddné, pfendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah

5t+d=A(t+4)+C(t+1)
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(402) Pomoci vhodné substituce vypoltéte

1
J 1 4 sin2x f.

Reéeni:

vy

Tento piiklad je mozné fesit substituci t = 2x a ndsledné substituci z = tg 3. Vijhodnéjsi
je ale nasledujici zplsob.

t=1gx

dx:ﬁ]—{zdt

1 1
J] + sin 2x dx:J1 +2sinxcosxdx

1 1 1 1 1
:J d‘t:j dt=———— 4 C=— + C.
t 1 2 2
T+2 s s 14t (1+1) Lo tgx + 1

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil
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Ndvod: Pouzijeme rozklad
2+ 3t 2+ 1=(?+z+1)°

Vysledny zlomek mame pifmo ve tvaru rozkladu na parcidln{ zlomky, budeme tedy pifmo poéitat integrdl.
Provedeme jej prevedenim jmenovatele na étverec a goniometrickou substituei.

f( +z+1)2 /[m+ AT T 16f[—‘*‘—)2 i

Nyni pouzijeme substituci 2”7%1 = tgt a dostaneme, Ze

16 V3 1 dt 83 3,4 C
= LT 73 =~ [ cos tdt=
9 2 J (tg2+1)? cos?t 9

c 4v3 ; 443 2c+1 43 27 4 1 V3
= —!—}—[t-i—smtcost}z Ta:rctg— 2pin SN -5 =i
‘ v Yz + 17 4+ (V32 fl2z 412 + (V)2
_4v3_ 2+l 1 241
T V3 322441

Integrace ruznymi postupy

3

Piiklad 66. f(z) = (“W
T

Ndvod: Provedeme substituci t = x — 1. Potom o =t + 1 a dostaneme, Ze

z° (t+1)° 3432 43t +1

_f(1.38 .3 1\, 1 3 3 1
- / (F st t t_1‘3_°> = =G5 GToT s 99w
R T
96z —1)% 97— 1" 98z —1)%  99(z — 1)

Priklad 67. f(z) =
s

Ndvod: Budeme substituovat t = x2. Dostaneme

T 1 1
/xs—](ix_/ﬁbt4—ldt_

a nyn{ pouzijeme rozklad

—/ L1 ol 1 Vs Lot e Jn| 28 o L
Sl \AE- T T dg ) FT R g T AT g | T g MREE
.']"3
Piiklad 68. ‘
fe) =513

Nivod: Budeme substituovat t = z*. Dostaneme, ze

/ 23 . dt ¢ 1 ol t 1 tg:r4
—_ = - —_— = —=a — = ——arctg —
5+ 3 4/ t2+3 43 V3 43 V3

Tl
Piiklad 69. f(z) =



