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Teorie
Priklady

1. Vizte tabulku s konvergenci.

e |
25 ,
(a) .[3 TR de

1
(b) / z%dz, kde a € R.
0

Reseni:
ProtoZe integrand je nezéporny, staéi vysetfovat absolutn{ konvergenci.
Pro a # —1 je

primitivni funkef k funkei z* na (0,1), a tedy také zobecnénou primitivni
funkef na [0,1]. Odtud je zfejmé, ze pro a > —1 integrél konverguje a pro
a < —1 diverguje (nebot limita zobecnéné primitivn{ funkce v nule Zprava
existuje, ale nenf koneénad).

Pro a = -1 je
1
/ “dzE e
o
primitivnf funkei k funkci 3—1: na (0,1),! a tedy také zobecnénou primitivni
funkef na [0,1]. Odtud je zfejmé, Ze pro a = —1 integral diverguje (nebot

limita zobecnéné primitivn{ funkce v nule zprava existuje, ale nenf koneéna).
Konverguje (absolutné) pro a > —1.

+0o0
f z%dz, kdeac R
1

Reseni:

ProtoZze integrand je nezdporny, staéf vySetfovat absolutni konvergenci.

Proa## —1je

p0+1

/3)‘1 dz £

a+1
primitivn{ funkef k funkei 2% na (1, +00), a tedy také zobecnénou primitivni
funkei. Odtud je ziejmé, Ze pro a < —1 integrél konverguje a pro a > —1
diverguje (nebot limita zobecnéné primitivn{ funkce v nekoneénu existuje,
ale nenf kone¢nd).

!proto nemusime psdt ve visledku absolutni hodnotu



Proa=-1je

1 v
/—d:cglnx
€T

primitivni funkef k funkci % na (1,+00), a tedy také zobecnénou primitivn
funkef. Odtud je zfejmé, ze pro a = —1 integral diverguje (nebot limita
zobecnéné primitivni funkce v nekoneénu existuje, ale nenf koneéna).
Konverguje (absolutné) pro a < —1.

Zavér: Nekonverguje (absolutné) pro z4dné a € R.

3 dz
CHRE mpL

% 1
d il
iy
ln 1+x
1-|—x2

Resenl. Konverguje absolutné, neb je to spojit4 funkce na kompaktu, tedy

je omezena.

T g
(f)/o——1_$3dx

® -1
—d
(g)/g 2 +2z "

(h) / 3x+ 1 dz ReSeni: Konverguje - u 0 je funkce spojitd, u co srovndme s
x
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(1)_/ I i i

() /D 2?1 (1 - 2)t do

(m) /ﬂ e—v@dm

o>
(n) / (m — 2arctan z)® da
0

(0) /°° siu:cdt

T arcetg %z
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% arcctg %z
(p) f R
0

€T
Reseni:
Integrand f je nezdpornd funkce, staci tedy vySetfovat absolutni konvergenci.
K tomu pouzijeme limitn{ srovnavaci kritérium a rozklad

Fo0 a 1 a 400 a
arccotg “x arccotg “x arccotg “x
| [ A gy [ acoig T,
0 €T 0 T 1 &

Ma-li totiz (absolutné) konvergovat integral vpravo, pak také konverguji (ab-
solutné) oba integrdly vlevo (integrujeme pfes mensi mnoZinu). Naopak,
pokud (absolutné) konverguji integrdly vpravo, pak také konverguje (ab-
solutné) integral vlevo (existenci integralil je zaruéena existence zobecnéné
primitivn{ funkce na celém intervalu i koneénost integralu).?

Vygetfujme nyni (absolutn{) konvergenci integralu

1 - a
arccotg “z
[,
0 x
Funkce wc’x—%u je spojitd a nezdporna na (0, 1], a protoze

arccotg “x

lim ——2%—— = lim arccotg %z = (7/2)®
r—04 —b—l z—0+ & ( / )
&

je (absolutnf) konvergence vysetfovaného integralu ekvivalentni (absolutni)
konvergenci integrédlu
1
1
] 5 dz
0 T

Piimym vypoétem se pfesvédéime, Ze tento integrdl konverguje pro b < 1.
Vysetfujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

00 .
arccotg “x
e L

1 s

Funkce %ﬁuz je spojitd a nezdporna na [1, +oc), a protoze

lim zarccotg x =1,
T—+oo

plati také, ze

arccotg “z
i [ .
lim —&%—— = lim z%arccotg "z =1,
T—+0oo —SFF =04

%) Tento krok v nésledujicich pifkladech jiz nebudeme komentovat



a tudiz je (absolutni) konvergence vySetfovaného integralu ekvivalentni (ab-
solutni) konvergenci integralu
+oo 1
; /1 potb dzx

Primym vypoétem se pfesvédcime, zZe tento integral konverguje pro a+b > 1
a diverguje jinak.
Zavér: Integral konverguje (absolutné), pokud 1 > b > 1—a. Jinak diverguje.

o0
T a
/ arctan — In“zdz
1 o
ReSeni:
Integrand je nezdporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.

Na pravém okoli jedniéky je

1
arctan ﬁﬁ? Inz=In(l+(z-1)~(z-1)

(jak dostaneme pouzitim Taylorova rozvoje logaritmu v wée). Odtud plyne,

Ze konvergence integralu
2
[ f@as
1

je podle limitniho srovndvaciho kritéria ekvivalentni konvergenci integralu

/12(3 - 1) dz

a pouzitim substituce y = 2 — 1 dostaneme, Ze tento je ekvivalentni integrélu

T
] yﬂ dy
0

Posledni integral konverguje, a to absolutné, pro a > —1.
Naopak na okoli nekonetna je

arctan

M1
2+1 =z

a podle limitniho srovnavaciho kritéria je konvergence integralu

/ " o) o

)

ekvivalentni konvergenci integralu
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U tohoto integralu ale umime pifmo uréit primitivn{ funkei. Na intervalu
(2, +00) plati, ze

n? 2 ya-‘r] }_nur+1m
de = [ y*dy = = C
f z /“’ L R e

pro a # —1. Odtud pf¥imo vyplyva, Ze integral konverguje pro a +1 < 0,
tedy pro a < —1.

Hodnotu a = —1 Ize také vylouéit pfimym vypoétem, ale vzhledem k podmince
u jednicky to neni nutné.

(r)/ sm:.cdx
1

x4

= . 4 . - | si
ReSeni: Integral konverguje absolutné, neb L;“,il = gl,r



Potem
1/ je=1i O¢ A ¢ +c0 , platf [fex@'&) e g eéf(a'&)] .
2/ je=1i A =0 , plati [g €L, e = telng ]
3 g1t A= oo, plait [g € Ly, g)-Lyy T ex;;‘,;)-—ae(a,&)]_j?
I Pouzs jte gerinics Linity a vetu 31 . | ’
Jek by bylo moZné poZadavky kladené na funkce f,g zeslabit ?

o
3,27 ..{ DokaZte ndsledujici véty:

I/ Bud f spojitéd a nezdpornd funkce v intervalu ¢ a,+©) ., ado0.
Necht existuje lim f(x) . xa = A . Potom
X400

1/ A € (0,+) =>[feéfm'+w) &S x> 1] 5
2/ A=0 =>[,6r>1 = fif(a,w],

3/ A=+00= [&'él = Jf=+oo]
i PouZijte budto cvideni 3,25 a 3,26 anebo piimo definici 1i-

mity;_u
II/ Bud f spojitd a nezépornd funkce v intervalu (a,b) , a,b € E; .
Necht existuje s £) . (b - " = 4.
X+ 0_

Potonm
1V a€p0) S [ ted,, o a<7],
2/ A=0 = [o:( 1 = teZnyg ],
3/ A +oo=>[6¥’—“1==>}f‘f=+00 .

Vyslovte obdobné v&ty pro nekladné funkce !

Jak Je moZno oslabit predpokledy o funkei £ 7

3,28., DokaZte, Ze —1--5 €£(0,+m) !

1+ x

fl

” 1/ Funkce ";i"‘";;: Je spojitéd v intervalu (0,+00 ) , tedy

ke € A (0,400 /v¥ta 48/. Jelikor Je tato funkce kladnd,
i .

je ;—-i-—-;? € Je(o’wo) /véta 33/.

.2/ ProtoZe funkce ;—-L—-é- je spojitd v {0,1) ,
. o .
H
extstuje (R)~/V b dx , tedy ""'J'—E‘ ekfm 1) / viéta 49/,
1+ x2 L+:x !

Jeliko# v E, déle platf odhad O < ——1—-—2 = —%—
1+ x -

a ]—c%-— € &p L oy/vEta 53 L ovit, 3,25/ , ge i 1_+l;5 € £y vo0)

. _ -
/vita 31/. Poutitim véty 26 odtud plyne, Ze ~ € o 4.

3/ Pouii jeme-1i cviZeni 3,27 , dostdvéme ze vztahd
lin —d— . =1

; =g 3
.l'-r+oo1+x



tvrzeni, Ze "—l"-—"z' G.xl/?..l_m) ¥
1+x * '

(O\) 4/ Jiny zpisob ddkazu: =
jelikoZ jsme zjistili, Ze (L)/?L?- dx existuje
-+

r.3
/2 € &(, 0y / a Jelikos

1+ % il
(= =]
(N)‘/—l———f dx = |arectg x = . y wusi mezi obdma
1l + x x=0 2 g
o [= -]
integrdly nastat rovnost /p¥. 3,15/ , tedy 1 {L)_/‘--"J'--—2 dx
) . e 1+ x
Je kone&ny, tj. ""_1_2' = x(’aﬁm‘) .

1+x
5/ PouZijte téZ cvi&. 3,13 . ||

Pochopiteln¥, Ze Jjame mohli postupovat i jinak, nap¥. vyuZit odhadu

0= ——1—3 = 1 pro chovéni integrdlu v intervalu (0,1) ; zkuste nésle-
1+ x

dujfci tvrzeni dokazovat z hlediska dobrého procwiden{ ldtky - vidy viemi

moZnyml zpdsoby.

(=]
3,29. Bul @ € B, poton L/"'fé' a+00 .
o

[ Pourijte vétu 26 a 53 .
5]

3,30, Ukaite, Ze f_;_ﬂfs..__ = +00 !
v x3 + 1

7
” 1/ Ukaite, 3¢ ——— €. .00 ,
Vo a1 (o

ﬁx3 + 1
dx

3/ ddle uka¥te, Ze f—_;—-—-—--——- = + 00 s
7 /3 +a

a/ posledni tvrzeni dokéZeme t¥eba nédsledovnd:
tvrdime, e existuje takové x > 0 , Ze 5%—- =

€ x(o’,,}

(=]

-
X +1

pro x)!o.

Jak dokéZeme tuto posledni nerovnost? Z¥ejm& je tato nerovnost
ekvivalentni{ s nerovnosti

"al-é-‘?# pro x)xo.
X %71

ProtoZe ale .xlim —Fe 2] s existuje nap#. k &fislu

€ = %‘ takové X, /podle definice limity/ , Ze
Py = 1
x> x, = 1 5 ﬁ =1+3,

-5



%

L% &

4/ Jiny zplsob dikazu: _
jeliko% jasme zjistili, %e (L)/""'l"'*' dx existuje

/ "-‘L“— € o‘é'(a +o0) / & Jellkoz

xz X=+00
- o I ’
(N)/ = (aretg x = =5~ , uusi mezi ob&ma
1+ % x=0 B
integrdly nastat rovnost /pr. 3,15/ , tedy 1 {LJ/‘—L— dx

1+x

Je koneény, tj. I—-—l— € x{a +00)
+ :

5/ PouZijte té% evi¥. 3,13 . “

Pochopiteln&, Ze jsme mohli postupovat i jinak, napi. vyufit odhadu

0< __L_. = 1 pro chovéni integrdlu v intervalu (0,1) ; zkuste nésle-
1l + x
dujici tvrzeni dokazovat z hlediska dobrého procridenf 1létky - vidy viemi

moZnymi zpdsoby.

3,29.

[=e] \
| 4
Bud « € E; , potom \/‘..QE,. = +00 |, | e p‘F\"«o L‘Pcﬁf_"‘,il.t'
: Y

[ Poussjte vitu 26 a 53 .|

3,30.

00
UkaZfte, Ze f—-‘,—m—h— = +00 !
> 3 + 1

=
1/ Ukaite, te —ri—— € & .
| i

Px3+1 s

3/ déle uka¥te, %e / -
7 x> + 1

a/ posledni tvrzeni dokéZeme tieba nésledovmni:
tvrdime, Ze existuje takové x > O , fe zk- £ b

< quf)

dx

= + 00O

pro x}xo.

Jak dokédZeme tuto posledni nerovnost? Z¥eJjm¥ je tato nerovnost
ekvivalentni s nerovnosti

-%—EV%E pro x)xo.
X +1

Protoze ala  lim -;-—/3‘-_—— = 1 , existuje napt. k &fslu

5,:% takové x  /podle definice limity/ , Ze

d. 2 X 1
x> x, = 1l-z= <1+
° R /5 Iy .

=52 -



4/ Jedtd jiny dikez:
pro kaidé x € E; Jest -* 2 w2x +1 /pro& %/,
tedy té% =¥ g g2xtl /oddvodn&te ! / .
zreme (1) [/ oL ax exlgtuje /ty. go e2%le Loy’
a m f eo‘f’zl dx = § . 0datud jiZ lehko u¥inime zévér,
fe 0 = b/e“x dx = g /s pomoci jekyeh vEt 7 /_. ||

X

e
3,33. Dokaite, Ze =T € Lrpgy !

X
e

x
Y Op¥t ukeZte, Y& ———— € &fﬁ %)
/‘ x2-l '

2/ ProtoZe
u=_'x _]5— e 1
1im = « {x-1) = ted a = ak
x-r%_ xe-1 fao ? v 2 <1

Jje podle 3,25

3/ Uka%ite, Ze existuje takovd konstanta k > 0 , Ze
.._._e_f..... - _...E_.
/-1 x-1

Toto dokaZte napir. takto:

x €(1,2) =» 0 =

x ¥

0 é -_"'E-'—— = . l
x°-1 F x+1 Vx-1
x
a funkce —f&—— e spojitd v intervalu 1,27, tedy
Fx+l

i omezensd v {1,2) .

Ze vztahu —2— ¢ 3{4, 2) pak plyne tvrzeni . ”
' /=1

7

(Q) 3,34. DokaXte, Ze Jl—_%é—ax=+w !

: r
i] 1/ Opat ;];3- € x(q"_w)

2/ Proto¥e 1im —&= (1 = x) = 2 y =1,
AP o3 3

plyne podle 3,25 <tvrzeni.

3/ UkaZte, Ze existuje takové kladnd konstanta K y Ze

x € (0,1) = - 2> K.

1 X
% =1, —1—! a funkce =k
1- I=x  pexex® 1+x+x?

-54_



nebyvé v intervelu <0,1> kladného minima , odtud ji% lehko

QQ_\ dokd¥ete tvrzeni,

4/ Spoltéte primitivni funkci F k funkei na inte.rvalu (0,1)
a pouZije cvi¥. 3,13 . | 2

| o
3,35. Dokaite, Ze X 4 . 1logx € & ) .0) ~ Ky 400)

oS- =]

I1/ vkaste, ze x & A 4 i
! logxefmf) a x log x € & ) Log) -

J

2/ UkaZte, Ze

a/ x i].cng:ur.eéf

(1+0) ? nebot

- 2 9
lim[x I1:;;;::]. x8 =0,

X% 400

v/ x 2 log x ééf(bﬂ) » nebol napX.

- ]
4
J‘:l-_’il‘:f‘i{x logx | . x =~-00 .,

3/ UkaZte, Ze 5

a/ existuje K> O tak, e 0= x ¥ logxé—ﬁ_-
pro velkd x , ' *

b/ existuje C > 0 +tak, %e

-2
4 ¢ =€

x 1031—-;-(0 pro x € (0,1) .

4/ Nalezn&te primitivn{ funkci a pouijte 3,13 . |

3,36. DokaZte, Ze

12 675 & yony /ukaZte podle 3,28 vdemi zpisoby, vysledek si
p&mﬁtujte/ y

2/ logx € & 4
-
3/ lﬂﬁil__)_ € x(a'.,)

1
8/ €,
471-::4 (0, 7)

log(l+x) 1 K
4/ - € x(o' U 9/ 1ng o € x{a}{)_qu 1)
logx 1
5/ € £y 10/———-—6.8(0,
L 7 x(e*-e™%) .
log x -
1+ x d X
[= ]

' dx
7/ log sin x € ¥, z) 12/ ‘/—""'—_, s i
) 2 2
7 XeJ X ¥1

- 55 =



4.1. NEVLASTNI INTEGRALY S NEVLASTN{MI MEZEMI 19

Pro a < —1 tedy integral fa."‘dx konverguje a jeho hodnota je

a+2| g
2
r 1 = gl
/e““sd::: = {—em} == (l — lim P‘”l) (4.5)
a4 o [ A—oc
0
Tato limita existuje pro e < 0 a neexistuje pro a > 0. Dostavime tedy:
3 1
: = o o < 0,
/e‘mdrzs =do  POw@S (4.6)
diverguje pro a = 0.
0
oo 0 -
3. Integrdl [ —flidt budeme Fesit pomocf substituce Ina = ¢:
(=]
w(i 7o Iluzc = -
nz)® 2dz = d¢
Jop — | @ — F et A
/ . dux Eee s o /r dt, (4.7)
& Inco = oof 1

coZ je integrdl, kter§ zndme z pfedposledniho piikladu. Jeho FeSeni tedy dale nebudeme

rozebirat. Uvedeme zde pouze visledek — pro o < —1 integral j L“‘mﬁdm konverguje a jeho

hodnota je rovna —t, pro a > —1 integrél f (1“] ——dz diverguje.

Piiklad 4.1.2. Rozhodnéte, zda konverguje integral

1 jEa-

z? 4 2¢
3

Resend. U tohoto integralu je problém ukryt v horni mezi. Jedné se tedy o zdkladni typ nevlastniho
integralu. Mame rozhodnout o konvergenci daného integralu. Konvergenci zkusime otestovat po-
moci srovnévaciho kritéria. Musime najit né¢jakou vhodnou testovaci funkei, resp. snazime se najit
néjakou funkei tak, abychom ziskali patfi¢nou nerovnost. V étateli i jmenovateli mame polynomy
a vime, Ze kdyz & — oo, pfevizi nejvyssi mocniny kazdého z polynomu. Plati:

r—1 T
a2 422 ~ 22 4 22

< S =Z=g).

0< flz) =

Nyni miiZzeme pouZit srovndvaci kritérium. Testovac integrél je

-
dr
3

JiZ vime, Ze tento integril diverguje. BohuZel se jedna o situaci, ve které nedokiZeme pouze za
pouZiti srovnévaciho kritéria rozhodnout. Pfitom je z tvaru integralu vidét, Ze nerovnost mezi
funkcemi se snadno prevede na nasledujici tvar:

o0 o0
-1 da e
224 22 '31, xr
3 3
Tato nerovnost je oviem splnéna bez ohledu na to, zda zadany integrél konverguje nebo diverguje.
Srovnavaci kritérium tedy selhalo.
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4.1. NEVLASTN{ INTEGRALY § NEVLASTNIMI MEZEMI 20

Druhou moZnosti je limitni srovnévaci kritérium. Vime, e pro velkd = plati:

xz—1 @ 1
PEE e

f(z) =

Tento intuitivni odhad je oviem potfeba korektng ovéfit:

) f(z) , z-1 = ) 22—z ) 1-1/z ;
I = W (e B et te ey a6
o (g('c) P 24221 xlgl-}o 2% 4 2z ;z:lgrclo 142/ 174
V okoli problematického bodu se tedy obé funkee chovaji stejné a protoze testovaci integral diver-
guje, musi divergovat i integral
[ -1
f 22 4 22 d,
3

Priklad 4.1.3. Vypoditejte (pokud konverguje) integral

0

x+5 a
Bzl

1

Reseni. Nejdf{ve rozhodneme o konvergenci, & divergenci daného integralu. Snadno odhadneme, Ze

kdyZ poroste @ do nekonetna, pievazi ve zlomku nejvys$i mocniny a po jejich zkraceni dostaneme
o0
funkei 1/2® o které vime, Ze [ drda konverguje. Odhadneme tedy, e integral bude konvergovat.

1
Nyni zkusime tento pfedpoklad korektné ovéfit,
Srovndvaci kritérium neni pouZitelné, protoze pro srovnavaci funkei 1/22, kters se sama nabizi,

neplati nerovnost
z+5

34+ 322 -1

protoze napiiklad v bodé 2 = 1 dostaneme {f; < 1, coZ neni pravda. Zbyva ndm tedy limitni

srovinavaci kritérium s nasim odhadem:

1
E?s

r+5h T

S 1 — v
s 7 e a1

f(z) =

Tento odhad snadno ovéfime:

i (FEY _ & z+5 22\
e gl(x) = aos 3322 —11 /)
; x4 52 ; 1+5/z
~ (m) = (m) D A

Podminka limitniho srovndvaciho kritéria je tedy splnéna a protofe vime, 7e testovac integral
oo

J 92 konverguje, musi podle limitniho srovnavaciho kritéria konvergovat i zadany integral.
1

Priklad 4.1.4. Pomoci srovnévaciho nebo limitniho srovnavaciho kritéria rozhodnéte, zda nésle-
dujici integraly konverguji nebo diverguji:

T _du T O?S:ca-—xgi‘r:a:az T (e2)?
L g w41 2. g ArdT 3. { r 4. gﬁﬁ;}zﬂdm
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45/ e & 49/ 1 dx konverguje
(1+x)3 00 3/ f/ x
- +1
46/ gx 50/ _/f —332— dx diverguje
o -7 xt-1 :
x3+5x+3 konverguje ;

o]
: dx .
47/ \/F
0o 3/ 2 :
X + 5 diverguje
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diverguje

I/ Bud f definovéna v intervalu (a,+o0 ) . Necht £ €/, 0 »

£20 na (a,+o0 ) . Necht existuje limita 1lim £(x) = A . Je-1i

00 X+ 400
A)O,Jeff=+w.nck32te!
a

R
[ Zrejmé¢ f €L (a,+00) + Podle definice limity existuje takové
X,> a8, e 0< % € f(x) kdykoliv x 2 X, - Tedy nutn¥

oo oo
ffg é = + 00 ¥
a x‘2

Co lze #{ci v pifipadd, e A =0 7

11/ Bud fééf(aﬁw) s £ 20 na (a,+o0 ),
Potom
1/ budto 1:|.m £(x) neexistuje, anebo lim f(x) =0 ,
27 nutnd liz inf f(x) =0,

Uvedte prfklad funkce f£€ &£y 4o0)s £ ® O takové, Ze Lim £(x)
L bt

neexistuje ! /Viz kup¥. 3,52/,

Jakéd Je situace v p¥ipad®, Yeneni £ = 0 na (a,+00 ) ¢

Po zndmka

Srovnegte vysledky piedehoziho evifeni 3,37 s obdobnymi vlastnostmi
konvergentnich ¥ad

§ ,,; & konverguje => lma =0 /.

Velmi Casto se stévd, Ze funkee JeJi% integrdl zkouméme, je funkel jedtd
ngjakého daldfho parametru, tj. Jest funkei dvou /eventuelnd vice/ promén-
nych. Pro n¥&jeké hodnoty tohoto parametru mife integr4l konvergovat, pro
Jiné divergovat &i vibec neexistovat. Na¥fm vkolem je pak zjistit, do ja-
kého systému funkei dand funkce patii{ pro rdzné hodnoty parametru.



