Metody fedeni vybranych Gloh z matematické analyzy

Reseni. Integrand je spojity na (0, +o0). VyuZijeme toho, Ze integral fuoo konver-
guje, pravé kdyZ konverguji oba integraly fol a ffc.

Na intervalu (0,1] je integrand spojity a plati xl_l{& xﬂ—;%ﬁ—x = 1, a tedy
j;}l x* arctg® v da konverguje, pravé kdyz konverguje fol z**P dz, coZ je pravé kdyz
a+3>-1

I na intervalu [1, 0o) je integrand spojity a plati lim f—a‘g‘fjﬁ = (n/2)#, tudiz

=00

J7° 2 arctg” x dz konverguje, pravé kdy# konverguje Ji° 2 dz, coi je pravé kdyz
o -l

Zaveér je, Ze integral ze zadani konverguje, pravé kdyZ oo < —1 < a + f3. [ |

§26.  Dale miiZzeme pouZit nékteré véty pouzivané pfi vypodtu uréitého integralu,
konkrétné metodu per partes z §12 a v8ty o substituci podle §13 a zvlasts §14.

Piiklad Integral flm leaa_r dz konverguje, pravé kdyz a > 0.

Resend. Jiz vime 7 §24, 7e pro o > 1 tento integral konverguje absolutng. 7 §23
déle vime, Ze pro a < 0 integral diverguje. Pro a € (0,1] (nebo rovnou pro viechna
a > 0) mizeme pouzit metodu per partes. Tedy

73 s o]
“ sinz —COSk > acosz
g de=|—2—| ~ | mi
. T x i i T

jsou-li aspon dva ze tii uvedenych vyrazii redlnym é&slem. P¥itom zobecnény pri-
rustek na pravé strané je realnym ¢&islem pro kazdé a > 0 a integral na pravé strané
pro « > 0 konverguje absolutné podle srovnavaciho kritéria. Tedy i integral na levé
strané konverguje. [ |

Piiklad Pro které hodnoty @ € R konverguje floo sin(z*)dx 7

sinx® _

Reseni. Pokud a < 0, pak lim —+— = 1, a tedy integral konverguje, pravé kdyz
T—O0

konverguje [;* z® dz. To je pravé pro s

Pro o = 0 integral diverguje, protoZe je to integrél z nenulové konstantni funkce
sinl na neomezeném intervalu.

Zbyvé vysetfit pfipad o > 0. PouZijme druhou substituéni metodu z §14 pro
funkei ¢(t) = t¥/e, Pak

oo (s 9] 1 3
/ sin(z™) dz = / —ta~lsintde,
1 1 @

pokud aspoil jeden z integrali konverguje. Piitom integral na pravé stran& podle
piedchoziho piikladu konverguje, pravé kdy# ;12- ~1<0, tjoa> 1.

44



coZ Jjsme vlast.né chté&li ukdzat.

Jeliko¥ nyni f—l—dx-'-"'oo ; Jef#dx*—‘*'oo.

O 2

Jak je to s integrdlem / s Je=1i x,> 1?
4 r x3 + 1

b/ pouzi jete-1i cviden? 3,27 /co¥ vlastn® nenf nic Jjiného, ne’
rychle provedend &¢dgt a/ /, je vzhledem k

]j_g# x =1 d:l
dokézéno, Ze J?&— =+00 |
s L I

Cely postup si dobfe rozmyslete a jednotlivé kroky podrobné odivodnste!

7

2

log (1l+x

e f —-5-(-]-'-5—-) dx konverguje !
1+ :

3,31. DokaZte, %

” UkaZte, Ze integrdl existuje jako Riemanndy ! []

P¥l vyBetfovédn{i konvergence integi*él&, Je t.i‘aba. velmi dobie zndt chovéni
Jednotlivich funkci - 2v145t& v okolf “nepifjemnych® bodl. Zopakujte si
proto, jak vy-pada,ji napf{klad nésledujici limity:

k
Un P . logk- X 1im x]; s lim == 5 lim 2n X ’
X0, X940 o X¥+e0 log x Y X
” arctg x X1 log(1i+x)
1ip l-cosx : 1im —-——S ’ 1lim Elen ’ lin —'éx_ 3 *cee
X0 42 X+ 0 x x+0 X

Q%) ‘ 3,32. Dokaite, Ze e_x26 g(c,wo !

H 1/ Funkce e"'xz Je spojité a kladnd v intervalu (0,+00) ,

s »
tedy e € & rp400) *
2/ Ztejmd e~ € 55(4 9) /pro&?/; protole-

Sin e =0 y Je podle evi¥eni 3,25 4 e_xz
Tudiz e = € & 5 400)
3/ Lze také postupovat takto /coZ neni nic jiného, neZ ddkaz vét ze
cvi¥ent 3,25 /:
existuje tekové x , Ze O = -—xz.‘_x%_ PTo X > X, »
, Pro¥? '

NaZe nerovnost je ekvivalentni nerovnosti

€ $(9’+ o) *

e"xa.xzél PrO X > X5 -
-x° 7 '
kterd vyplyvé ze vztahu 11m e . =0 a z definice limity.

Protoie -xb dx je konedny pro X, 2 0y Je konedny i integrél
o0 an
- :
){e .dx + Lehko ukéZene, ?e g € oL (0,%s) *
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4/ Je8td jiny ddkaz:
pro kazdé x €E, Jest -X* < 2x + 1 /prox 7/,
(B\ tedy tézZ e-xaé e™2%*l  /odsvodnite ! li o
zre jug (L) fe'“*l ax existuje /tj. Je e 2“*16.&‘3 -
a () f -2x11 dx = 5 . Odtud ji lehko uéinime zaivér,
¢ O & e o X dx< § /s pomoct jekych vdt 7 7 .]

o

X

€ Ly,

lj ’33- DokaZte 3 Ze

x"=1

X

e »
Y Op¥t uka¥te, Ze Tr—_—;—— € .2:"(,‘2) .

2/ ProtoZe
1
- =

. e 2 e e : we L
lim ~=—— , (x - 1) = ted a =<1
,;2—! Y 3 ]

X7, &xz_l

Je podle 3,25

-

x =1
3/ UkaZfte, %e existuje takovd konstanta k > 0 , Ze

€ L1,2)

X
x €(1,2) = 0 € —& .. =

/ -1 x--l |

Toto dokaZte napi, takto:

X
0 = ex = £ 1
x°-1 /x+1 V-1
X
a funkce 7}'&'—‘ Je spojitd v intervalu {1,2>, tedy
X+l

- i omezend v {1,2) .

Ze vztahu —2Li— € cff(_,' 2) pak plyne tvrzeni .”

X=1

3’34. Doka.’?.te, ze ‘/‘ _'L‘_ dx = + !
1.—x

a'1/0pét = € x(am) ;

2/ Protofe lim —~de (1 ax) = o =1

L 1oy3 3 '

plyne podle 3,25 tvrzeni.

3/ UkaZ%te, Ze existuje takové kladnd konstanta K y Ze

A » K
x € (0,1) =>1x3 o

= —l- . a funkce - -
1- 1=x  Jexex 1+x+x?
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Konvergence uréitého integralu 4.

4. Konvergence urcitého integralu

Budeme se zabyvat nésledujici tilohou. Nechf funkce f je spojitd na otevieném
intervalu (a,b) (omezeném ¢ neomezeném). Existuje integral fab f (zobecnény Rie-
manniv ¢ Newtontv — kteréito dva pojmy pro takové funkce splyvaji)? V piipads,
7e ff [ existuje (tj. je roven néjakému redlnému é&islu), fekneme, Ze integral konver-
guje. V opacném piipadé fekneme, ze diverguje. Pokud konverguje integral fab | £l
fekneme, Ze fab S konverguje absolutné. Pokud integral konverguje, ale nikoli abso-
lutng, fkdme, Ze konverguje neabsolutng. Budeme se drZet této terminologie spise
nez pojmui ,existuje“ a ,neexistuje“, protoze tyto pojmy maji u jinych integralt
(napi. Lebesgueova) jing vyznam. Porovnejte pojmy divergence, konvergence a ab-
solutni konvergence s analogickjmi pojmy pro fady.

§20. Prvni metodou je pouZiti véty, ktera iika, Ze je-li f funkce spojita na
uzavieném intervalu [a,b], pak f;’f konverguje (viz napf. §10).

Piiklad Integral f;’o arctg(z® + 16) - sin z dz konverguje, protoze integro-
vand funkce je spojita na intervalu [7, 50].

Priklad Integral fﬂl S0z 47 konverguje, protoze funkce
sin:r;, re (0‘ 1]1

#@)={ ;*

1, #=10.
je spojita na [0,1]. Zde vyuZivdme toho, Ze integral z funkce f od a do b zévisi jen
na hodnotach f na (a,b) a ne na tom, zda a ptipadné jak je f definovana v krajnich
bodech. MiiZzeme-li ji tam vSak dodefinovat spojit&, pak lze pouZit vy¥e uvedenou
vétu.

§21. Daldi moZnosti je vypo&et uréitého integrilu s vyuZitim primitivni
funkee dle §11. Z vipoéta v §11 plyne tvrzeni v nésledujicim piikladu.

Piiklad Integral fol x® dz konverguje, pravé kdyz a > —1.
Vipocet druhého piikladu je zcela analogicky, a tak ho nechdvdme na &tenafi.
Piiklad Integral fl+°° z® dz konverguje, pravé kdyZ o < —1.

Uvedené dva piiklady jsou uZiteéné pro vySetiovani konvergence mnoha jinjch
integrald, jak uvidime pozdéji.

Qf{’/{ \ Piriklad Integral fgl log z dz konverguje, protoze

1 1
/ logzdz = [:clog:zr]é—/ ldz = —1.
0 0
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4/ Jedtd jiny ddkaz:
pro ka%tdé x € El Jest --:n:2 = -2x+ 1 /pro¥ %/,
tedy té% e-xzé e=2X*l  sodsvodn¥te ! / .
z¥ejué (L) f:“zx“l ax existuje /tj. jJe e 2"*1656 sl
a (N) f -2x+1 dx = g « Odtud jiZ lehko uﬁin:t_nge zﬁvér,
e O & ls o dx< § /s pomoci jakych vdt 7 / .||

3,33. DokaXte, Ze i 6.5 '
¥ ’ -y (7, 2)

H—l-/ Op&t ukeZte, Ze

2/ Protoie
ex 2
Hp e s (e = 1) = /-i*,tédy a’=%<1,
2 .

X7, sz_l
je podle 3,25 —n
je podle 3,
/-1

3/ Ukaite, Ze existuje takovd konstanta k > 0 , Ze

X
2 ELR 0 B L £ Ko |

= =

Toto dokaZte napr. takto:

x
0o = il = e 1
/¥%1 Fx+1 Fx=1
X
a funkce — Je spojitd v intervalu 1,27, tedy
F x+l

i omezend v {1,2) .
Ze vz.tahu —_ ¢ a-qf(,‘ 2) Ppak plyne tvrzeni . “

X=1

4
3,34. Dokaite, Ze /—L:r‘dx=+w '
2 l-x

: ¥ . r
U1/ opat =3 € £ ) 1o0)
2/ ProtoZe lim (L-=x) =% , =1,

T Yoy 3

plyne podle 3,25 tvrzeni.
3/ UkaZ%te, Ze existuje takové kladné konstanta K , %e

= A » K.
x € (0,1) 1x3 e

gl o a funkce —d—
1-5 1-X  exex 1+x+x?
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Konvergence urcitého integralu 4.

Regent.

snz| < L aintegrdl [~ <4Z pro a > 1 konverguje (viz §21).

Proto podle srovnava{:lho kritéria f 5'” = ‘ dz konverguje. Tedy i piivodni integral
konverguje (dokonce absolutné). |

Piriklad Integral f1+°° %’E dz diverguje.

Reseni. Pro z € (1,00) je totiz 2L > 2Bl — T > ( 5 integral [[° Zdz

— x 4

diverguje. |
§25. Uziteénou variantou srovnavaciho kritéria je limitni srovnavaci krité-
rium.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b) (kde —o00 < a < b < +00),
funkce g necht je kladnd na [a,b).
(i) Pokud limita llm LE—% je vlastni a j: g konverguje, pak f: [ také konverguge

(dokonce absohatne).

(ii) Pokud limita lirgx ‘;Ej)) je vlastni a nenulovd, pak fff konverguge, prdvé
Pl

kdyz konverguje fab g.
Analogickd turzent plati pro interval typu (a,b).

Piiklad Zjistdte, pro které hodnoty o € R konverguje foﬂm sin® x dz.

Reseni. Funkce f(z) = sin® z a g(z) = z® jsou spojité a kladné na (a, b] = (0, 7/2]
a plati
LI
e i 1;
z—04+ z°

tedy integral ze zadani konverguje, pravé kdyZ konverguje f;/ % 2% dz. Ten oviem
konverguje pravé pro a > —1. To milZeme ovéfit pfimym vypoétem. Plyne to té7 z
prvniho pfikladu v §21 s pouzitim faktu, Ze lﬂ/r‘} r“ dz konverguje dle §20.

Zaveér je, ze integral konverguje pravé pro e > —1. |

Piiklad Zjistéte, zda konverguje fo 7_-

l—cosx

Regent. Integrand je spojity na (0,7 a plati

lim :1 Co” = lim 4/ —
x—04 .— z—0+ 1—cosz
€T

Tedy vySetfovany integral konverguje, pravé kdyz konverguje fuﬂ -‘-i; Ten oviem

diverguje, tudiz diverguje i ptvodni integral. [ ]

Ai \ Piiklad Pro které hodnoty a, 3 € R konverguje [,"° z* arctg® = da:?
|
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Metody feSeni vybranych dloh z matematické analyzy

4j Reseni. Integrand je spojity na (0, +oc). VyuZijeme toho, Ze integral [° konver-
A j gral [
guje, prave kdyZ konverguji oba integraly ful a flm.

Na intervalu (0,1] je integrand spojity a plati 11_i%1_|_ x—a—i’{%ﬁ—‘t = 1, a tedy
fol x® arctg® x dz konverguje, pravé kdy# konverguje fol 2B dz, coz je prave kdy#
a+f8>-1.

o 4
I na intervalu [1, oc) je integrand spojity a plati lim Z—2SE-2 — (7/2)f, tudiz
L—D0
* 2 arctg® & dz konverguje, pravé kdyz konverguje [ z® dz, co je pravé kdyz
1 1 lep ¥
oL =1,
Zaveér je, Ze integral ze zadani konverguje, praveé kdyz a < —1 < a + 3. [ |

§26.  Dale miiZzeme pouzit nékteré véty pouzivané pii vipodtu uréitého integralu,
konkrétné metodu per partes z §12 a véty o substituci podle §13 a zvlaste §14.

Piiklad Integral flco iz 4z konverguje, pravé kdyz a > 0.

Resend. Jiz vime z §24, 7e pro o > 1 tento integral konverguje absolutng. Z §23
dale vime, Ze pro oo < 0 integral diverguje. Pro a € (0,1] (nebo rovnou pro viechna
a > 0) mizeme pouzit metodu per partes. Tedy

= (= =]
® sinx —COST *® qcosT
dz = — —daz,
g @ = § Rl '

jsou-li aspoil dva ze t¥i uvedenych vyrazi redlnym é&islem. Pfitom zobecnény pii-
rustek na pravé strané je realnym ¢islem pro kazdé a > 0 a integral na pravé strané
pro & > 0 konverguje absolutné podle srovnavaciho kritéria. Tedy i integral na levé
strané konverguje. u

Piiklad Pro které hodnoty a € R konverguje [, sin(z®)dz ?

Reseni. Pokud o < 0, pak lim L‘;a"‘fi =1, a tedy integral konverguje, pravé kdyz

T—00
konverguje flm x* dz. To je pravé pro e < —1.
Pro o = 0 integral diverguje, protoze je to integral z nenulové konstantni funkce
sin 1 na neomezeném intervalu.
Zbyva vysetfit piipad o > 0. PouZijme druhou substituéni metodu z §14 pro
funkei (t) = t1/2. Pak

o0 o0 1 §
/ sin(z®) dz = / —t="lsintdt,
1 1. &%

pokud aspon jeden z integrali konverguje. Pfitom integral na pravé strané podle
piedchoziho piikladu konverguje, pravé kdyz é —-1<0,tj. a>1.
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tato rada konverguje, coi je ve sporu g vitou 44 , nebol
00
1 i
b = = + 0 .
[l £ 3 A
Co lze Fei o (N)fr so () [t 2
-

, * ~ x” .
CL\ 3,51. Zkoume jte f = >— & pro 420, ad>o .
: 0

1+ x sin"x

“ UkazZte, Ze .
A ) S
X
1/ 4 pro & > 0 A20
1l + xa sinax (0409) : ’ g

2/ plati vztah

('n?r")ﬁ' A
x €Enr, (n+¥l)7 ) = 5 = a:xz <
1+ [(n+1}3‘?’]“. sin x léx™ ain"x
. Vel
. [(n"'l).'b"l
T o 2 )
m+)T ax 1#(a¥)". ein’x
27 1+ A sin’x Vi +a
T A
x” dx
¢/ &>0 ,4%0 = = konverguje
4 J 1 4:9% gnt % guje
— ana) =7 a= & (atl) T
5/ 3 b fE B s § lmuml
L ;11' [(nﬂ-l)f] T L . 8in"x N=o ;1 3 (nr)

6/ né¥ integrél tedy konverguje, prévé kdy? konverguje ¥ada i n? ---a'.
tedy prévé kdyz [ - —a: <=1 tj. prévd kdy:r &) 2 (,e-n- 1 ”

3,52.| Pozndmka

Podle prededlého evifeni konverguje napifklad integril

o
xdx
o 1+ x5 . ainzx
X
Funkece 5 > Jje spojitd v intervalu (0,+ 00 ) a viimndte
1+ x° . ain“x ' .
si, %e pfes tyto dv¥ podnfnky nen{ lim_ = = 0 ., Sta&f treba
1+ xssin x
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uvaZovat posloupnost x, =nZ  a dostdvéme, Ze lim ' =
aree I :i aina
x *n
=+00 , Cemu je tedy rovna 1lim ?

Xavo0 | :5 ainzx'

/Vviz té% p¥. 3,37/.

13,53, Budte o > 0, A = 0. Potom
> Vi

x

@ dx konverguje &= & }/9-!- ;L.
o 1+ x% ., |ein x|

Doka¥te !

"
C%\ 3,54.| Budte a,b,c Kkladng. Potom

oo ax

e
f dx konverguje % b +c¢ > 2a .

. eb’,c . sinzx # % cosax

DokaZte !
[ obactns pr. 3,51 . Je nutno sposftat

Znt3
Sty 4
1l
2R+ o
..12_1”- A sin®x + B cos’x

an
e
Né3 integrdl pak konverguje & f
n

=y V ab:*):'-cn

konverguje & b+c¢c > 2a . "

k]
3,55.| Zatadte funkei £, £(x) = s 40 systémd

e* .lsin x'

- .
993(0'_‘_00) y £@+w) - x(q_._m) v zdvislosti na paremetru a !

3'56- Nis téé pf- 3'24/-
Definujme funkci £ na intervalu (0,1) p¥edpisem :

0 = A o st
UkaZte, Ze

’
a/(N)_[r=0,

1
b/ (L) ff neexistuje .

o
Taresme £ed,, | r(x)nzxm-lfz- -z coa-;%:r :

Funkce 2x ain-x—éy— leZf v systému f@,}\, vySetrfujme funkei g ,
« -2 T "
g(x) % o8 -;z— . Uké!:me—li, ¥e g ¢ x‘/a' 7) » Y¥pPlyne
odtud a z vity 41 1 r,g!.t’ﬂ”) .
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Potom :
1/ je=1i O (¢ A ¢ +00 , platf [fEeﬁf@'&) = gée‘f(-a‘@)]a
2/ je=1i A =0 , plati [g e.,??(a)&) = reLpg ] )
3/ Je-11 A=+ , platd [g € Lly )% p)?t eéfé,ﬁyédm}&)]_f?
r—P_ouZijte definici limity a vétu 31 .| ' "
Jak by bylc moZné poZadavky kladené na funkece f,g zeslabit ?

DokaZte nésledujfci véty:

1/ Bud f spojitd a nezépornd funkce v intervalu {a,+®) ., a > 0 .
Necht existuje lim £(x) . x¥ = A , Potom
) X400
1/ A €(0,+00) = [fe:f(a',fm) & a >l ] "
2/ A=0 =9[.cr>1 = ffofe(a,w],

3 A=+0 @21 = Jr=+oo]
| PouZi jte budto cvideni 3,25 a 3,26 anebo piimo definiei 1i-

mity ;_.”

II/ Bud f spojité a nezépornd funkce v intervalu (a,b) , a,bé€ Ey .

Necht existuje Mo £ . (b - " =4a.
Potom '
1/ A€(0,+00 ) = [feo‘f&w o a < 7‘] ’
2/ A=0 = [a:( 1 = ey ],
3 a=+00 3 [@x21 = ﬁ=+oo { =

Vyslovte obdobné v&ty pro nekladné funkce !

Jak je moZno oslabit p¥edpoklaedy o funkei f 7

1}

3,28.

DokaZte, Ze —"]‘—-5- € L (0,+00) !

Lok X

" 1/ Funkce 1"&"‘;2 Je spojité v intervalu (0,+0c0 ) , tedy

l ’
s % A (0,400 /v¥ta 48/. Jelikok Je tato funkce Kladnd,
p _
. s
o 3 € € (0,400 /véta 33/,

.2/ Proto%e funkce ;-i‘-—-é- Je spojita v {0,1) ,
% X
: 7
existuje (R)J 1 dx , tedy € / vita 49/,
1+ x2 1 + x2 &0,1)
Jeliko% v E, déle plat{ odhad 0 < -—1-;—2- = —%—
L * -

a ;-;_-— € &, coy/vEta 53 ¥ ovil. 3,25/ , Je 1 ﬁ';i €%, 1)

. sty e
/v3ta 31/. Poufitim vE&ty 26 odtud plyne, Ze ‘3 - 52 € xm-rw).

3/ PouZi jeme-1i cvideni 3,27 , dostdvéme ze vztahd
ln —d— . ¥ =1

, @=2>1
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