y
Uty sty oy

O
it \“'l*f 20 wad
— .-u)(..' Ly K
(4\ g(x) = Au v Z (h,;\w {_,._.,__.—-; " 2 P & TJ_
= ' -
H =t o —
20 20
Lew
(2) :

i uel £
U ¥ = Iunx B :
uaQ, - d (W42)?
14 Ve
U= 5 = ~rg
= A [ B, R 2¥ s O+ e ] 1 3- =
) 3 . B S
- Z ;:‘; g, (W22 = @M)[w )
n=p ¢ S
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g A‘x /{M(/H-x\ 0{;‘

el
(1) 1?(“3 s Ay, 2 (=)

@ fu e [y z__]

\An'
. ﬁ:\)
(.A\ L“ :? LH*A
-)i...._ > X
= 'Vlt/i V\*z

e [A)l" w
4 - _H \mz
. h g
S —-——-\lt tf\fg /L'-k\! x,“ y{# Pt
(3) S - o S
w =0



2/ Integrdl spoltéte téZ pomoct Leviho véty, vztahu

o0
-M— - Z xn « log x
1=-x n=0
a pfikladu 4,32 :_-U
4,34.| Dokaite, Ze
X.log ¥yE
a/ / : x = == -1 ,
i l~-x
fxz log 1 2
: pS el oY | ol
b/ (] 1 o x dx — 6 2]_ y
! 13
log = 72
o /- £ dr &=
0 1+x 12 >
¥ 1 1 2
XelOg =
a/ . dx = 1= _y_ ;
o 1+ x 12
2 1 4
X .log = Vi
e// £2 & =g MlEsem )
145 ‘
A
4,35. DokaZte, Ze flog T =1
¥ -
I_lz’ Integrél spoitéte jako Newtondv - per partes.
2/ PouZijte té% Leviho v&tu = vztah
I El m n
| i 3 X
. 1o =-log{l-x = ) =
# 1 -z o8 =7 I
Nezapomente, Ze
o0 )
1
Z = y =1
L N=r n(ml) n=7 n+3. _ﬂ
4'360 Dokaéte, Ze
2
° 4-
1 1l - X
x.log = “
w J __f__zg o 5 L
2 24 @
2
.J.cg 2
e/ f Lo = L 3
1 - X 8

pro x € (0,1)

pro x €(0,1).
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gﬁm%‘gg __E\Y N o 8
® M-xy = 2 Aty S < 4% A —x AR
® 5
(M3 o 12N 41 4 8y b 3;\
A -AXLAX?‘ 4 f’;;fgk 20.%+ &y = 4
A "
¥R E A A A © A
A+ L2 =0 ~4 A A 6
A +C 20 A o A ©
1 A
[V 1 0 A 1 O A L= i
Q A 2 o A A
16} O ~ b - Q—
@ 4 ~1 4 D) A -7 4 = 3
_ 4 =47y
" %o
A . -
L"’A(“"”‘\ 3l Ly | 0e "'\\'*i-)
MES
(v
o b —— L z;-/l\
1 T e fe (%
. >
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hvad

()
+fo3k+l.logxdx—z 12+Z....-........_._.__1 =

k=o 7 k=0 (3k+1) ko (3k+2)2
5 f - Z 2y = g o E

b/ MiZete poulit :mzvo:je funkce —-35;‘- y Lebesgueovu v&tu a vysledku
1+
bodu a/, dostanete

fl— 1og dx = f (-nF = E -—“———(-1)k =
ETT-Raas k=0 (3x+1)2 k=0 (3k+2)?

k=1

& (-1) 2 (-1)
= 2~ - 5
k=1 k k=7 (3k)

T?.
‘5z

= X
12

o=

7
1+x
4,43. Dokaite, Ze [log dx = 2 . log 2,

" 1/ Integrdl spodt&te metodou integrace per partes jako Newtondv.
2/ Ze vztahi
1+x 2

p i
— = ?‘ 1 1l =20

—odvodte, Ze
. 2k 41
b . l4x e. x :
VCE% log « ™ =2,
1-x k=0 2k+l

pro x € (=1,1) ;

ddle pouiZi jte 1Leviho]v§tu, dostanete

Vi o o 3 2 %0
PUU ..].':?—c- = = 2 m—— 1 .
% ‘o/ T T = E g (2k+1)(2k+2) ] E (2"*1 2k2)

o0
-1} i
=0 =2 log 2 (viz pi. 4,20).
Ek g P ._)ﬂ

. i
4,44. Dokaite, Ze _/1 g BEay o L
J X

1-x 4

“ 1+
1/ Pou#i jte rozvoj funkce log —= e =% ¢ intervalu (0,1)

Jjako v pie. 4,43 aZLeviho'vétu, dostanete
1/: - # o0 2
= 1+ 1
{va&‘ f % -logTXax =2 2 5 = T (viz pf. 4,85)
¢ r’ 4

1=-x n=0 (2n+l)

2/ Pouﬁijte vztahu

log %‘_t": = log (1*x) - log(l-x)
a vysledkdy pfikladd 4,33 , 4,34 .u
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5 14 ¢ ¥
N Qu A ~x Ny Y, —x\
P e o TN o * € Mws 2 (-‘l\(t)
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I'\:-_D
(2\ (4\ (\4\\ &;uk (e")u‘d
A
l;
’e'h = A'\q./l
o ey = .\...«
_'J_*(ex)uu ¥ Sbuig (exv +?
A P.e“’* /
(3\ 2(“‘4\“ j W eﬁ)((b\u) y{*
W ™
_xY
N -—xk Lt
g &\‘uxekkdk -y x e _&m‘x ‘
) \
“' i b v
_ | -x¥
. -»% U o= e\ X vab(Ye
W= w e

5 T k¢
= -~ = C-XE—- (S\Ku%([{k)t-ak 4 S,S\“XLﬂ )

~ X
whew (K dsiux o> L yeg ) x| Cyx o
le < (aa1) .
DLQ ?(-4)“ [‘ E\:—J\) quk c‘x i N mk 'e“'-("‘*'\\)r &
h=9 (hM\)z *4 \



4,45. Bud p € (0,40 ), potonm
L
log (1 - £ '
N

ﬂnulﬂ 3

4 r
u\.\.uomﬁw+ub__nkl T

12p
z
1 ¥
/ ,\.Il]l log. = dx — T
=1 2
u\,\.\uﬁ Tog § ax = &.m
L i

_ Pr{klady a,b/ Jsou analogické k prikladim 4,24; 4,25 ,

priklady c,d/ lehko odvodite rozvojem funke! —i_ ; 1
1-xF 1+xP
Viz t6% pF. 4,33, 4,34 /substituce x¥ = t ! / anobo pk. 6,67 I
4,46. Dokafte, Ze
L 7 )
=X S
a/ .u\\,wom (1) dx = 5 "
0 r -
v\v\pumﬁ*ﬁug il
- -x 1
n\-\wamwlm dx = - 2
° 147 4

=|Hw Substituc! e " = t prevedte dané integrdly na integrdly z pikla-

an 4,33 a 4,34.

I1/ Priklad a/ fefits pomoci rozvoje funkce log(l-e™™) a Leviho vity,
pifkled b/ pomocf rozvoje funkce log{l+e™ ) a Lebesgusovy vity
a konedn# pffklad ¢/ pomoci rozvoje funkce log 1-07X (viz obdob-

l+e™X
ny priklad 4,43) a Leviho vity.
III/ V pffkladue ¢/ pouZi jta té2

|x
4&.3.5 HomF = log{1-e"%) - log(1+e™™ .
1+a T

5 2 pro ﬁw—.ﬁl.

(=]
4,47. Dokaite, Ze u\ouma. sin bx dx =
a“+ b

= 1/ Jako cvigent ukaZte, Ze integrdl konverguje pro a € (0,+00).

2/ Pou#ijte rozveje funkee pgin v mH -

- g2 =

[

1

sl

(-1)E L2k4d
gln y = MH pro kaZdé €
A~ ST e %
2141
tedy e 2%, gin bx = o™8% W (-pk 22
k=g (2x+1)!

Déle pouZijte Lebssguecvu vitu, odhadneme ¥dstefnd soudty, "hrubym® odha-
den doatdvdme

2k+1
h W ﬁ..u.uw . L.ulul ‘% glx), kde
k=0 (2k+1) !
o9 2ktl
glx) = o723 m (hln” ~ pro x € (Q,+c0 ) ,
o4 (2k+1) !
PouZi jte ddle vrtahd
aer ¥
5" .\.a..mx.%nu “ el 3wy
?
doatdvéme
o0
2k
.\\.mﬂnv dx ‘_Im| Hnma T_.w_[u {ovirtel),
tedy g € M_S. +o0) prévE kdy2 |b| < a (proz?).

¥V tomto pPipadd

Mg

k 2k b
(-n¥ (H2k - .
-0 a wm +dm

-]
\\aunu,uHEﬁulwl
8 a

x

PfL tomto zplsobu vypodtu integrdlu byle nep*{jemné ocmezeni ?... “ <& .

3/ Integrél téi spodtite jako Newtondy pomoei dvojndaotné integrace
per partes, jedind podufnka ne perametry a,b bude pfi tomtd zpd-
sobu vypoktu podminka a > O .

*
4/ Pokuste se také spoditat integrdl pomoci nédsledujiciho postupu:

(-] oo
-ax x(-a+ib) -
e « 8ln bx dx = I e dx = In —=—
._q\. sin B.\- P Rk |l=
4,48, Dokaite, Ze . .
,\m_Hnmx coa bx dx = —r—5 pro [bl<a 1
o a b
_ﬁ Volte atejny postup Jake v minulém vm.uw.pmnml.l_._
[- =] P..lnrn
- b:
4,49. DokaZte, s .\.m exi, umx ax = arctg 2 pro |bvl<a
7
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X

“ 1/ UkaZte, Ze x2n —>» 0 pro n —» + o0 na intervalu (0,1),
1+

ale nekonverguji tem ste jnom¥rné.
Pogledni tvrzeni dokaZte

a/ tim, e ukézete O =3,

b/ podrobné z nésgledujicich vztahi:

3 1 =
11 ln —5=) =1 # 0=1n (lin '
n-v?; (x-bttn 1+x n ! 2 X+1. me0 1+x2n)
2/ PouZijte Lebesgueovu vitu:
»rychlj", ale *hruby" odhad ddvd O S xgn =1 v (0,1)

1+x

anebo "lep3i" odhad Dé —-{1— S B pro x € (0,1) n €N,
14220 15 e

» 3/ Pouzijte Leviho v&tu . ||

ao.n

4,6. Doka#te, Ze 1lim f
’ ’ N0 y 1+x2n

dz =0 !

n_l/ Vyuil jte odhadu

wxn 1 o0
DS[ dxﬁ_/’xndx-l»/‘x'“dx:-}-—- w pro n 2 2 .
01+x2n 5 4 n+l n=-1

2/ Limitn{ funkce £ : f£(1) =5 ; £=0 Jjinde v (0, +00 ) .

bl
3/ UkaZ%te, %e posloupnost Tr.2n nekonverguje k f atejnom¥rn& v inter-

ot

valu (0, +00 )
(vyuZijte vysledku z pf. 4,5 anebo nespojitosti funkee f i)
Il

. x
Kdyby nicmén® bylo T =t v(Q, + 00 ), nemohll bychom ste jn&

1+x
pouZit vdtu 20 (prod? ).

4/ PouZi jte Lebesgueovu v&tu, vyjde

= 2'!t9dy Bﬁx@*mj

g{x) = sup = i

REN Y+x

+00 .
(jc okanmiité Vidét, Ze ffl = + OO ), omezme ge pI‘OtO na n ; 2 j
n 2

X X
otom Su e G RS € zf
’ ”;g 1+:c2n 1+xt (eepa) ¢

V8e si podrobné rozmyslete a provedte !

5/ FouZi jte Leviho vétu! |

S dx
4,7. DokaZte, Ze 1imf =1

"R Y (1. /P, BN
n
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o0
M1/ 1in £ix) =e™ fe"x dx = 1 .
%00 o

2/ UkaZte, Z%e plati:

1 1 1
ne€N; x €(0,1) = — = -
' (145" V= 7y /=
n=2, x€(Q,+00) = nln 5(1+_} =
: (l+) ¥ X
% . -1
\ = [ 2B @ "J [%n_(n—l)mx;] s 2
j=0 n® X
4
PoloZime~1li tedy g{(x) ="—,—1_-— pro x € (0,1) , glx) = —xz'
x

pro x € (1,+% ) , jest g € xfa“o) (odlvodndte | ) a miZeme
[

pouzit Lebesgueovu viétu . |

~ log(x+n)

4,8. DokaZte, Ze 1lim f
n-»00 n

X
e cogs xdx = 0 !

" 1/ Limitn{ funkce je rovne nule na (0, +00 ),
2/ Pou¥i jte Lebesgueovu vétu a vyuZijte vztahd:

log (x+ ¥+,
a/nGN,xE(O,wLOO):'—g—*—E)( -;1—11£1+x
b/ e F (1x) € L4y o) |-
A EJL3
4,9. Bud 0< A < +00 , potom lim f dx = O .
no 1+nx

H_P_euiijte Lebesgueovu i Leviho v&tu, vyuZijte vaztahu

l+nx

SR
x €(0,A) , n € N = = 4 eéf(qA),_"

Ne vidy Jje pravda, Ze

rh—-»r na M =)/fn ——-)/f
M M

Uvedme pdiklady

4,10.| Definujme pro ka%dé n € N funkei f, na < 0,1) takto:

£ (x}) = n sin (7 ox) pro x €<0!%) ’

: 1
£ (x) =0 e X EXHE . LD,
Potom a/ £,—0 v 0,10,
b/ f =2 .
/] n J' ‘/"]:’i£ fn

Mi%e byt fn:;O v <0,1> ¢
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(1) 3 A .oz WA - x
/(.A'LAJ\ ' &tu’;‘ = C ¢ () = O

nu<y o (,“" "‘:\h

@) \&u\\é\—-—i""‘\ &

L‘\-\— Z\.\\h
Pre * &40 hiu [
1 -~ LA ¥ \
bu-lt?-a \’L)'H/ﬁé %‘elg; prve
er X & (0‘ 4)
E':U _‘3. ¢

(1+ \& é(m <2 614(0.45



o ' _ (_eyNa¥l
If fay™ xp-l+nCil =l «P-1 Z (=17, anl o lxp_]_ : 1~ (~-x) <
N0 fonrs -"'"'-—"'='-'-'-'—-1 g
S xP-l .2
1l + xq

a posledni funkce ji%Z leff v systému '&50 1) °
g |

MZeme tedy pouZit Lebesgueovu vEtu,

Y -
Wy ! - ¥ 4
)\M ‘ /‘_"?_j_ dx = f/{—la" xPIna 4y = i S0l ’
| 5 1+xq n=0 7=0 p + nq __I_l

i,

l4,29. Pozndmky ik prikladu 4,28:

1/ UkaZte, %e funkce

=1

R
€ -55(0,1)*55(0,1) .
1=x

[ a/ Dokazte toto tvrzent pfimo,
b/ dokaZte tvrzeni té% pomoci Leviho vé&ty:

fxp-l 700 ) 3
/ ax = f > e gp o 3 [ opiema gy s

70 =
o I"Kq o n=o )

7=0 p t+ ngq

<
2/ Zkxusme do daného integrdlu a Fady dosadit urdité hodnoty p,q -
N\
Digegur) dostévéme :
logg = 1-%1']3.- %"' teesasn (.p:q:l) 3
T X 1. 1
——— = 1 il + o3 . = + IIIII Ll ( =1 :2 L]
[_ $ 37577 et
o) ¢ il i
3/ UkaZte, Ze Zo (-7 PTG peponverguje ate jnomdrnd v (OGN
w:
nenohli Jjsme tudiZ uzit vétu 23
I_kdyby dand Pada b%cgn‘-mr;;;ovala stejnomérnd v (0,1} musela by kon-
ovat Fada iy B rlng et
vergov a ”zgo Lim 3T % gﬂ( 1) J
— R A
ad _— }0..9.. n f
4,30. DokaZte, Ze e™® L cos fxdx = 2. (~1P ., - s
’ ’ “o/ / =0 (2n) !
u_l/ Lehko ukéZete, Ze integrdl kounveiuje.
_2/ PouZijte vztahu
cos y = (=1) P o e ro € E
b ‘ ¥ e ) s P y 1
ﬁZI/Yag a ukazte, Ze
- P
e ® . cos fx = 2 (-1 7%, pro x €(0,+00 ),
ne=o (2n)!
[
- 86 =
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3/ PouZi jte Lebesgueovu w&tu, jest

Ji P . i o

7 =0 (2n)!? n=0 (2n}!

&
" = -x , X uka ¥te i
Polozte g(x) ; e (2t » ite, Ze ge¢ (0,+00)

(posledni tvrzeni plyne nap¥{klad z Leviho véty -

o0 g Oﬂx xn oo .
}/g(x)dxﬂ#'-agfe .EE;;-!.&:= ;oz;;)-!

& posledni ¥ada konverguje, jak zjistite lehko nap¥. pomoci A Alem~
bertova kriteria anebo odhadem “' £ 2%y,

2n)!
o0 o5 oo }gl
Tedy Je cos fx dx = rza f * G ax =
F g, L
* g2 a0

kde jame pouZili, Ze

4]
4,31. i Poznémka.

Funkei g pro pouliti lLebesgueovy véty jsme hledali v piikledech 4,27,
4,28 2 4,30 ve tvaru g = E‘E vnl Bylo-li g ‘-’xu s mohli jsme po-
uZit Lebesgueova vétu, vy§10-11 ;’/‘g = +00 (napf. v 4,28), museli Jjsme
volit lep81 " jemn¥ j5{" odhad ¥l postupovat jinak. Pouffvéme tedy vlastn¥
tuto v&tu (viz v¥tu 3,5 skript erny - MaFik):

. ¥ ax =n! (oddvodnste!) [

ﬁ\’a

OO

"Bu&tev 6./1.3‘[, Zﬂu|7|<+00.1’otomi'~ada 1vn
korw:’rguje absolutnd gk.v8., ; 8 e,'zfm a AM(,,,., n)
= ;?;;Auvn.“

DokaZte ji !

' 1
4,32, UkaZte, Ze fxp . iog% dx = 7(%3-52 pro »+¥1>0 .
a P

"_I_..eh.ko zjistite, %e integrdl existuje jako Lebesguelv, pomoci{ vity
© integraci per partes pro Newtonovy integrély jej pak spoditdte jako
Newtontdv . |

1 rt
4,33. Dokatte, Ze f i‘u dx = - - !
o -

“ 1/ substituef (at JiZ pouZijete vitu pro Lebesgueovy &i Newtonovy
integrdly) se pfevede na integrél z pf. 4,25 . Provelte detailn& !
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