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Tedy F(x) = ga'zx pro x¢ {0,400 ) .

e/ UkaZte, Ze Jjo 63 splnéna rowvnice

F'(x) +2F(x) =0 a

1/ vypodtdte z této diferencidln{ rovnice F(x) ,

2/ reBte soustavu -
2Rx) - F(x) = 2%, /7
2F(x) +F(x) = 0

jako soustavu dvou linedrnich rovnie . "

6452.] Poslednim ikolem, kterym se budeme zabyvat, je studium a nakresleni grafu
funkce zadané integrélem, podrobnji - je ddna funkce F , F(a ) =

= ff(x,a) dx , my méme nakreslit graf této funkce F .

” 3

Pri resSieni tohoto problému budeme postupovat takto:

1/ zjistime maximéln{ obor Dy (“definiZni{ obor"), ve kterém je funkce F
definovéna a kone&nd, tj. zjistime mnoZinu t&ch a € Ey , pro kterd
konverguje \4 fMx,x) dx ,
tedy n o= {aen; %%z, },

2/ budeme zkoumat spojitost funkce F v mnoéj.nﬁ DF 5

3/ spoiitéme limity funkce F v "krajnich bodech” mnoZiny Dp , pfeandji -
Je-1i nap¥. Dp = (a,b) , spo&itéme

lim M) , lin (X ) ,
a-+ o - & d_._

4/ budeme zkoumat monotonii F ,

5/ eventueln& pro podrobn¥jii studium vySetfime extrémy fumkce F 'y Te8p.
konkavitu a konvexitu.

[ . g
|6,53. Nakreslete graf funkce F(a) = / — dx
l. [ 1+ 12

H_l/ Zjistite, 3e Dp = (0,+ © ),

2/ Uka%te, fe F Je spojitd v (0,+ 00 ) (viz pF. 6,3 ) &
3/ Ukaite, e lim F(a) = O (viz p¥. 4,21).
a-»oo

4/ Ukaite, Ze F je nerostouci v { 0,+00 ):
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b/ Pomoci vEty 61 a p¥ikladu 4,48 ukaite, ¥e

O
2F -ax .
Ty (8,b0) = [ ©  cos bx dx = —y Ty T

(majorenta O(x) = e °%), tedy
F(a,b,c) = arctgg— arctgg pro a > 0 4 byc € Ey .
¢/ Zxuste % spotitat £ , ZE |

d/ Porovnejte t6% s pf. 6,22 . _Jj

o0 2 g
6,34. Spoitste F(a,b,e) = fs'“ wu_l
[}

2, 2
Obdoba p¥. 6,33 , F(a,b,c) = % lozizﬁz' pro &) 0, by €K _[[
’ /‘” a-—nxz o e-bxz _
{f - ————— ]
\_: ' 6,35. Spo&tdte F(a,b) A 2 ax !

I a/ Ukeite, fe integrél konverguje budto pro a = b ansbo pro a = 0 5
b= 0.

1 = |
b/ Bud b= 0 pevné, & € (0;+0° i , potom

O
2
%—:: {a,b) '-'-‘j[ B;ﬂx dx = - % If—-‘:‘-— (viz pr. 5,84),

(majoranta G(x) = e PX pro a € {p,+© ), kde p > 0),

tedy - vzhledem k F(b,b) = 0 - jJest

‘\
_ Fla,b) = }J¥TDbb=- }VZTa pro a >0, bb20.

c/ Ukaite, %e F(a,b) = VTv - fTa dokonce pro & = 0 i b= 0%
Toto tvrzeni dokaXte

Loy SR
‘IVMR}C 1/ tim, Ze ukdZete, Ze pro knidé b > O Je funkce F(a,b) Jakoito
funkce a s=spojitd v intervelu (0,+ @ ) ,

2/ snebo takto: rovnost F(a,b) = /ﬁ- /Ta Je stfejmé pro
a=b=0,pro a >0, b =0 jsme je jif dokdzali a pro
az0, b> 0 i obdrzime derivovéﬂim podle b nsbo ze symetrie.
V8e podrobn& provedte !

&/ Porovne jte t6% s prikladem 5,76 a . |
- o
\ 2/ [6,36. sSpostte Jla) = ; g W

~ 181 =



]| a/ UkaZte, %e integrdl konverguje pro a € {-l1,+00 ) ,

b/ Pro a € (-1,400 ) Je podle vity 61 a p¥. 5,84

oo .
J'(a) = _a/ ."““’2“-% /I, teay

J(a) = /T (Va+1 -1) pro & € (=1,+® ) .,

¢/ Ukakte, e J(-1) = - /7 , K tomu sta¥{ dokézat, ¥e funkce

spojitd v bodd -1 zprava (prod?),

k dikazu tohoto tvrzeni pouZijte vétu 60, kde poloXite M = (0,+®

A = {(~1,0> a pou?ijete odhadu

=

O

J Je

),

-ax? 2
1-e - X -1
= e &£
PoX 2o (0,420) |
g* _2t
.16337- Spodtéte K(a,b) = /m(e . RN %ﬁ ) ax 1
[}

L -

.
|

H a/ UkaZfte, %e integrdl konverguje pro libovolnd a,b € E

b/ ProtoZe funkce K(a,b) je sudd funkce jak v promdnné

v ,b° , omezfme sena & = 0, b =0 .

¢/ Bud tedy b = 0 pevné, a € (0,+° ) . Potom je
1

=/m-—i;-.e_'% dx

[

(majoranta - pro a€(p,q>, kde O ¢ p ¢ q ¢ +

podle néasledujfcfho odhadu - provedte !

= 23 .a-%z

2

a

28 =
.‘a?f

Tz

€ xmw))

[ ]

1
Substituci t = x Pprevedeme posledni integrdl nm Laplacetv integrdl -

p¥. 5,84 - dostaneme

7K
?;(a,b) =-/F =

tedy vzhledem k X(b,b) = 0 vyjde

K(asb) = /7 (b-8a) pro b 20, a > 0.

4/ Ukaite, ¥e K(a,b) = /7 (b - a) pro viechna a,b € By

(viz obdobny p¥fklad 6,35).

e/ Porovnejte téf s pFikladem 5,76 e“.ﬂ

‘m—



Musime jedt® urZit "konstantu" C(b). Vzhledem k Zésti c¢/ dostévéme

K(0,b) = lim K(a,b) = lim [% - log (b + a) + C{b)] =Z . 2og b + C(b)

a-+0 v a0 v
X
a zbjvéd ném tedy pouze spolitat X(O,b) f -25-—— dx . Pomoe{

b x
subatituef x =bdt , t :3-; zjistime, Ze K(O,b) =% log b ,
tedy C(p) =
e/ Lehko zjistite, Ze

T

K(a,b)=ﬁi—-108(lﬂll*|bl} pro a,b€ E; , b #0 .|
g -8xX -xx
e . cos bx - « &
6,43. Spottite Fla,b, & , 4 ) =of - - 98 0% as
i x

” a/ Uka%te, %e integrél konverguje pro & ) O, & > O , b,/ € Ey .
b/ UkaZte, Ze (viz p¥. 4,47 & 4,48)

2F i a
-é-*;(a,b,a,ﬁ} = -e cos bx dx = - =3 2
e a + p
(ma joranta e-px pro aep,t® ) , kde p > 0) ,
ﬂ {(a,b o /@ ) = /oo_e"ﬂx gln bx dx = = b
a0 i ; 0 = = a%+ b2

(me joranta e °X)

Odtud plyne , %

F(a,bya ,8) = -2 1og (a2 + b)) +C(@ ,4) a
vzhledem k podmince F(a , 4 , @ ,4 ) =0 jJest
a’+ 4t
Flasb, @ ,8) = & 1log = pro a0, a>o, b € 5 -
10 ’ 5 aa+b2 s ’ Ve 1

. (e =]
arctg ax - arctg bx
x

55 l 6,44. Spoététe J(a,b) = /
\_./'. ¢

—
Y Integrél konverguje pro & =b anebopro a ) 0, b > 0 &
a < 0 ’ b < 0 .

b/ P¥edpoklédejme, ¢ b > O je pevné, bud & € (0,400 ) .

Potom
3J /‘ w W
(a,b) 1+n X 2a
1
(ma joranta —— pro a € { pyroo ) kde p > 0) .
I 1+p2x2 'i ] H
- 185 -
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Vzhledem k podmfnce J(b,b) =0 je

J(a,b)=glog pro a >0, b>O0.

oo

¢/ Jaky Je vysledek pro a<{ 0, b < 07

d/ Porovnejte té% s p¥fkladem 5,71. |

/‘w arctg ax . arctg bx TV
0

*
6,45. SpoXtéte H(a,b) =

Wa/ Integrdl konverguje pro ka%Xdé a € E;» b € El .

b/ Bud a € Fy » potom funkce E*™ (b) je spojitd v E, (pro be{-p,+p)
kde: p > O Jje

arctg ax . arctg bx ‘ - |arctg ax|. |arctg px| @ )

& X

*, 0 '
¢/ Obdotn® funkce H (a) Je spojitd v E, pro ka%dé b €’ E, .
&/ Bl b 2 0 pewné, a €(0,+ ) , potom
/" _arctg bx
28 (a,v) = /S reha b
> x(1+a°x°)

arctg bx
(ma joranta xu‘-pzxz)e G

Je nutno nyni spo¥itat tento integrdl.

pro a€ {(p,+o0 ), kde p > 0) .

1/ Podle p¥fkladu 6,20 Je

_/ arctg a x dx r 1 ( y 5
T T == log (1+ @ pro & 0
(] xf]."'xz) 2 :
provedeme-11 tedy v nafiem integrdlu substituci ax = t ,

bude

JH T a+b
Fa (&sb) =5 log =~

2/ Kdybychom neznali vysledek pfikladu 6,20 , byli bychom nuceni postupo~
vat stejn jako v 6,20 , dostali bychom vlastnd, %e

o0

2
H
-i.._ (ﬂ,b) = f 1 dx =I.. - .L
a odtud vghledem k podmince -g-g (a,0) = 0 by bylo
-g—g(n,b)=glogg-§- pro a >0, b2 0.
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" volny interval (p, + ) C (=1,+ 0 ).

Musime se proto omezit — obdobn¥ jako u prikladd na spojitost - na libo-
o |

Potom kon?ergenﬁn:t ma jorantu nalezneme snadno:

FC}(::) = gup GEFx e (prl)x

pro x € (0,+ @ ),
aecp+mo
tedy G € .ﬁi’(ww) (je¥to p> -1 1).

Podle véty 61 jest

oo
K (a) = ‘,{ e-(3+l}x dx = —L pro a € (p,-i- 0o ).
atl
ProtoZe { p,+ o ) byl libovolny intervel s p ) -1, Jest
N )
K (a) = =1 pro vSechna a € (-1,+00 )
\‘_—h_‘__—""_"‘--

!
(pompmotells

Vzhledem k podmince K(0) = 0 dostdvéme

. K(a) = log (l+a)— pro @ € (-1,+00 ).|
i [= o]
6,22, Bud Fla,k) = / e-kx 31:: ax i
0 _
Potom Fla,k) = arc tg pro k €(0,+00 ), & € E -
|_ DokaZte!

i 1/ Integrdl je v tomto pF{pad¥ dokonce funke{ dvou parametrd - a,k .

UkaZte, %e integrdl konverguje pro k € (0,+ ), a € El .

2/ V tomto piipad® mdme na vybranou, miZeme derivovat podle ™“a* i podle

*k* . Probereme oba dva zplsoby.

I/ Bud k € (0,+ © ) konatsntn{ a derivujeme podle a .

Ovérte piedpoklady vdty 61 . NejdileXit&jsi je op&t nalézt konvergentni

ma jorantu, ale

{‘\ “gg (kX , —--—-—-—511; AX )[ = | %X | cog nxl < o7kx ’
stati tedy poloZit [ G(x) = e XX ]pro x € (0,+ 00 )

(funkce G *“mezévisina a* a § € ﬁf(a +00) ) :
i Nl e i R
N 1

gF | -kx k -

T (a,k) :1_([ 8 . cos ax dx = 2ol !

(vig kupPikladu 4,48).

Odtud plyne, Ze ) -
\F(a,k) = arc tg E + Clk) , ;”

= 174 =



kde "konstanta" tentokrdt miZe zdviset na zvoleném k € (O,+ 00 ) (pro&t).
Z pivednfiho integrdlu je ovBem ihned vid¥t, Ze

i —— o
P(Ok) =0, td O) =0.|

11/ Zkusme nyni derivovat podle "k, necht tedy a ¢ 'El Je pevné. Opét

ovérte predpoklady véty 61 ,

Tek (e % - @ o 8in ax .

Zde se ndm jiZ nepodari najit majorantu spole&nou pro viechna

~kx 8in ax ¥ ~kXx
X

k € (0,+% ), to vBak nevadf - omezime se op¥t pouze na k € (p,+® ),

kde p > O .

Potom

o o2 g

gin ax ] g = 8 s x €(0,+# 00 )

/
a funkce G(x) = e P* je hledand konvergentni majoranta. Integraci
op&t dostdvéme (provedte podrobn&!, viz 4,47)

F(a,k) = arc t5%+ c(a) ,

kde "konstanta" opdt miZe zdviset na (ze zaldtku pevn¥ zvolené) hodno-
t& a . Rovnost platl pro vechna k € {p,+® ), kde p> O bylo
libovolné &fslo, tedy vysledek plati pro vdechna k € (0,+ 00 ),

Zbyva JeBtd ur&it C(a), zde ném neni nic platné do ziskené rovnosti
dosadit a = 0 (pro&7). Zkusime provést limitni pFechod pro k —+060 "
bude-1i toti% existovat k&aELITa,k) (p¥i pevném a € E,), bude

. a -
kljg F(a,k) —}j& [arc tgp ¢+ C(a)] C(a) .

Podle 4,20 (provedte jedt& jednou)! Jekaig F(a,k) = O pro libovolnd
& € By . Teda Cla) = 0 pro ka%dé a € Ey, a jome hotov.‘:ﬂ

Z tohoto pifkladu bylo velmi dob¥e viddt, Ze nebylo tak docela
Jedno, derivovali-li jsme podle jedné &i druhé promEnné. V prvnim pPi-
padé byl preei jenom postup o n¥co Jednodudsi. V dal¥fch prfkladech
se vidy snaZte derivovat podle viech prom&nnych & jednotlivé me tody

porovnéve jte!

oo

i6,23. UkaZte, Ze funkce F(a) = héf e ®* dx mé v intervalu (0,40 )
i derivace v3ech FAd¥. Spoltdte je !

e

oI

H_i/ Lehko zjistime, %2e F(a) = y odkud plyne tvrzeni a vztah
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/w -e.x2 -b:rz
6,26. Spodtfte Fla,b) =) ————— ax!

” a/ UkaZte, Ze integrdl konverguje, prévé kdyZ & =b anebo a ) O,

"'_-"-""__"'!—
B S5 0 e
b/ PouZitim v&ty 61 dostévdte
( e 1
2 F(a,b) _ | & _ ik :
= = f xe dx 58 ° konvergentni majoranta Je
Pm pro x € {(0,+00 ), a€ (py,t@ ), p>0.
Tedy

F(a,b) = - 5 log a + C(b) , protofe F(byb) =0 ,

Je C(b) =% logb , tJ. Fla,p) = log 2 A

1 _

] 7

- +

@) 6,27. Spottite J(a) = Log (1vacon X) a¢ 1
3 (-]

cos X

Ira/ UkaZte, %e integrdl konverguje pro a € {( ~1,+1> , pro ostatni a neni

funkce 1og(l*acosX) . xuge v (0,7 ) definovéna.
cosx

b/ Omezte ge na a € (~1,+1) a ukaZite, Ze

J(a) = fr——-g-’-:--— .

0 l+acos X

(Majoranta: bud O (p ( 1, potom pro a € {(=p,+p) a pro
x €(0, 7 ) platdl

‘ 1 l = 1 <Z 1 - 1 < G ! :
1l+acosx |1+ acosx | = 4 -|acosx| 1-la] ~ |1-p |
i

staZl tedy polofit G(x) = 'i-]-L- pro x € (0,77 ) ) .
. e —

: |, _ x
Pomoci substituce 'lt ____";5_2\ ukaZte, Ze

J(a) = i = 3
1-a
tedy vzhledem k¥ J(0) = 0 dostanete
N
) J(a) = ¥ arcsin a pro a € (-1,+1) .

)(c/ Uka%te, 2e J(a). = 7 arcsin a pro vlechna a € {-1,+1) ,

stadl{ uksza+, Ze funkce J(a) Je -apo.jité v intervalu <-1,+17 (pro&7),

bt}
5
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k adkazu posledniho tvrzeni pouZi jte v&tu 60 a vztahu

log{l-coax) log(l+acosx) log(1+cosax)
a€<{-1 ’+1> e Log\.—coax) S R e S e
coax cosx cosx

provedte podrobné ___]I .

; /‘ l+acosx ax '
6,28. Spo¥téte J(a) 108 Y acosx cosx

\\.\___,/!

" a/ Ukaite, Ze intagrrﬁl konverguje pro a € { =1,+1 > .

b/ Spo&téte J(a) pomoci vEty 61 , doatanete

’, - 2dx
J (a) = / —~———e——=— 8 konvergentni majorantou
0 1l-a cos X
G(x) = pro x € (0,%7) y 8 € {=pytp)y C (=1,+1) .
1-p
\\ Po substituct tg x =t dostanete J'(a) = Z »  tedy
1! 1-a

(0 (0) =0) J(a) = T arcsina pro & € (=1,+1) .

c/ Uka¥te, fe funkce J Je spojitd v intervalu ( =1,+1 > , odkud vy-
plyne, fe J(a) = 7 arcsin a pro a € ¢ -1,+1) - viz predchoz{

p¥{klad 6,27.

d/ PouZijte téZ vy¥sledku pf. 6,27 , dostanete

ds +

7 . arcsin a =

T T
f log(1+acosx) dx / log(1+acosx)
[

cosXx cosx

+rlog(1+ncusx)dx= /‘ log(l+acoax) .. T/ log(1-acosx) .

cosx ° cosx 2 coax
1l+acosx ax XHa) ¢ >
= log i ——— = a pro a € ~1,+1 .
L 1-acosx i _ﬂ

(;,29. Spostste K(A) _/ M ax !

Il &/ Uka%te, Ze integrdl konverguje pro vlechna A € El .
b/ Uvddomte si, #e K(A) Je periodickd funkce s periodou 2 7 .
¢/ Pri vlastnim vypodtu (pouitf véty 61) je treba vyloudit hodnoty, kde
| sin A [ = 1 (pro&?), vyjde K(A) = 7 arcein (sin A) pro vlechna
LEE , AA T +xT , k celd.
d/ UkaZte, Ze funkce K Jo spojitd v E, » tedy K(A) = 7 arcsin (sin A)
pro viechna A € nl .

e/ Uknite, 2o K(A) = 74 pro A€ {-% ,+Z >,

5535 212
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JF
' . ' arctg (atEE) a1
6,19. Spoltéte F(a) [ tex

u 1/ 1 kdyZ to v téchto p¥ikladech neni nutné, budeme vidy kkoum.at, pro
jaké hodnoty parametru g dany integrdl konverguje.

UkaZte, %e integrél existuje jako Riemannidv pro vsaechne a € Ey

2/ Podle vty 61 spotftéme F (a), vzhledem k tomu, %e funkce F Je
o~ : {pro&?), omezime se jen na hodnoty & 2 0 , tJ. ve v¥t¥ 61 poloii-

Tilli =751
me M = (0, '2—)'? A = <0,+00 )

e

p | arctg(atgx) i
a/ pro ka2dé a € <0,+00 ) jo |2ECEALEY € -4@1)\[ (prot?),
e ‘z -— .

I_'‘‘—_—"-'——--..,._,__,,,,,_ ——
Ovéfujeme jednotlivé p!‘edpoklm'q véty 61:

> - tgx

-—_J-_._,ll"—'——-—'—
b/ integrdl konverguje pro !a =0 | (my jsme vlastn® ukdzali daleko

—

vice - Ze konverguJje pro vdechna a € El EYy
c/ pro katdé a € (0O,+ 00 ) a kaZdé x € (O,Ez'-) exiatuje

(arctg(atg) y =

i x|
R vfids |

d/ musime naj{t konvergentni majorantu k této derivaci,poloZme

G(x = su .

e xr -
ae ?0‘4-”) 1+82tggx pro x € (0,-2—} ’

\
z¥e jmd .'G(x)=} | pro vdechna xE(O,-'g-‘) , tedy 66&‘3@.}‘).
ey Seol e, - ?
Podle tvrzeni v8ty 61 integrdl konverguje pro vSechna a € <0,+ o)

a ' ‘_—___-“_____—_____““"-—-—_-
]r? o b F'(a) = —1-'—4:11 a € (0,+00 )
H Soiatat i ”a/‘ 1+a2 tPx 4 ’

Podle pi. 6,17 zjistime, Ze

. - x ik
F(a)_?om 3 a6<0’+w).

Odtud plyne, %e existuje takovd konstanta C y pro ni¥ F(a) =
i -‘\“___""*—»—-._.______( 5

T
5 - log(l+a) + C, |8 € (0,+ o) (oddvodn&tel) .

Zbyvé nyn{ jJen ur¥it hodnotu konstanty C . Vime vBak, %e predchozi
rovnost plat{ pro vlechna a € ¢(0,+ 9% ), tedy 1 pro a = 0. Proto-
%e F(0) = 0, dostdvéme ihned, Ze

0 = F0) =-§’-'- log(1+0) + C ,
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f/ Nakreslete gref funkce K(A) !
g/ Mé funkce K(A) viude v E, derivaci 7

h/ Porowne jte vysledsk s pf. 6,27 = stafilo poloZfit a = gin A . u

2

x
T
6,30. Spoltéte F(a,b) = _/ log (azsinzx + bYPcos’x) dx !
o

l a/ UkeZite, %Ye integrél konverguje pro libovolnd a € Ey » D€ E
s viyjimkou & =b = 0 ,

b/ Funkce F(a,b) je sudd v a’ 1 b"’, omezte se protona a2 0 ,

x L
bZ0.
¢/ Zvolme libovolné b € (0,+© ) pevné, bud a € (0,400 ) ,

Podle véty 61 dostanete

IF T, a?sin’x
== (a,b) = . dx
5 2 / a 5 . 2 2
[ a“gin"x + b cos x
(ma joranta pro \&?{p—’\\ !-H-o) y kde p >0
2 .2
i a“sin"x < _3“ < c Zﬂ, r)}
nzainax * bzcoszx - ‘2
F - 4
Substitue! tg x = t dostanete S (8yb) = prers
Ze vztahu F(b,b) = 7 . logb vyplyne koneind

] _M—_‘__‘__'_'_“‘:‘b:-\
F(a,b) = ?r.loge-z—-pro a ) o, b > 0 .

N

4/ UkaZte, %e vysledek platfi i pro a =0, b > 0 (& a > 0,
b=0)u

Bud tedy b € (0,+00 ) pevné, stal{ ukdzat, Ze funkce F(a,b) JakoZ-
to funkce a je spojitd v bod¥ O zprava. Pouli jte vitu 60
(x 6(0,-;:) s 8€<0,1> ) a odhadu

2
log b cos’x < 1og{azsm2x + bzcnaax) £ log(l + b°)

e/ Pamoci piredchoziho vyaledku odtud odvodte, Ze

v/ T
/Tlo sin x dx = /Tlo cos x dx =% 1o %
4 g 4 -4 T 108 ]
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5/
6/

a/ zvolte libovolné @, ,a, € (0,400 ), a, < «, , potom
ze vztahu

a—tgx 5 e-a;x

= x €(0,+ 00 )
1+x® 1432

Plyne 1 F(Q,) = F(&,) (uksite, %e dokonce Fla,) > Ma,) ),

b/ F'(a) < O pro a € (0,+00 ), odtud plyne, Ze F je klesajict
v (o"'.' 0o )t

UkaZte, ¢ F je konvexnf v intervalu (0,400 ) (gpostite F* ! )

Ukaite, Ze

max F(a) = F(0) =% | Jing F(a)) =0,
, 400

minima funkce F nenabyvé.
Ukaite, 2e F (0) = - o0 ,

(Podle znémé vity - vyslovte Ji a odivodn&te - ‘jest

F (0) = 1im F'(a) a zjistite, Ze
a-» 0+

oo -8 0o

X
’ = _m — X g
“1$%+F(a)_f lim(—":?)dx- f T, 2 d&x=-00 ),

° a=»oq, 1 0 l+x

Jednotlivé kroky si znovu podrobnd provedte! Nakreslete grat ! |

I
\

f
(6,54. Nakreslete graf funkce F(a) = /

2 o
a
X + a

2/ F je spojitd v Dp ,

3/ 1lim F(a) = + 00 , 1im Fla) = 0 5
a-» 0, Q00

4/ F Jje klesajiei v intervalu (C,+00 )

5/ F je konvexni v intervalu (0,v00 ) , [[

——
L

;6,55_.-1‘ Nakreslete grafy funkci

(‘m }
a/ Fa) = -3—19-’55«11 '
7' x(x+a)
; lo (1—&212)
b/ F(a) = / og e T dx ,

R N2
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illi .-a: = "’b!

II a/ Uka%te, epro a0, b > 0, k€ E; integrdl konverguje.
b/ Zvolte k€ By , bE (0,400 ) pevnd, bul a ¢ (0,+00 ).
Potom

-

6o
G -k
%— (a,b,k) = ‘[ -0 %% gin kx dx = ——— (viz pi. 4,47)

* aln?
konvergentnf majorenta G(x) = e P* pro x ¢ (0,400 ),
acpytoo ) C (0,400 ).,

0dtwd plyne, Ze

I(ayb,0) = 0 (piimo vidit),

I(a,b,k) = arctg § - arctg § pro k#0,
nebo¥ I(b,b,x) =0 .

¢/ Vysledek srovnejte s pifkladem 6,22 , podle kterého jJest

Co 00
-ax sinkx =bx sinkx
I(a,b,k) = j ® - dx-[ e "........_: . dx =

= arctg’é-nrctgg pro a > 0, b> 0, k€ B.

Neni to ve sporu s pFededlym vypoitem? Uka¥te, Ze ne.
Pro k = 0 dostdvdte v obou pFfpadech I(a,b,0) = O.
Déle ukaZte, ¥e pro libovolné g # 0 platf

arctgz-'-mtg% =-§-dmig
odkud Ji¥ vyplyne , Ze pro libovolnd 2, #0, %, #0 platf

am;zl-amtgsa=arctg%1—mtgl -_ﬂ

%2
o0 _-ax__=-bx
6,32. Spoltite J(a,b,k) -{ E : cos kx dx !

[ ovacbns prikladu 6,31 , obdrifte
2432
-1 b ¥
J(a,b,k) ilogm prokéll,n>0 ,b)O.H

odn bx - ain ex
' x

6433« Spottite F(a,b,c) = /m e, ax 1
| 2

ﬂ:mtu,hpm @ € (0,400 ) , b€ 31, c ell integrdl konver—
guje. '
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| v/ Pomoct véty 61 a pF{kiadu 4,48 ukaite, e

OO
7D (a,b,0) ‘[ e €08 bXx dx = ;-;:;5

(majorenta G(x) = ¢™%%), teay
F(a,b,c) tarctg;b;-arct,gg Pro a > 0, bye € E, .
¢/ Zkuste té% spoiftat 2E | 2k .
@/ Porovnejte téf s pF. 6,22 » ||

“ax ¢os bx- cos ¢
6,34, Spottéte Flab,e) = [ o 2.Dx- 008 oX 4y
[4

x
" 1. alegd '
Obdoba p¥. 6,33 , F(a,b,c) = 5 log ;z-:l;z pro a )0, b,e € E _._"

-bx?

- @

./‘“n .-lxz )
6,35. Spo&téte F(a,b) = / = ax !

I a/ Ukakte, ¥e integrdl komverguje bulto pro a = b anebo pro a =0 ,
b0,

b/ Bud bZ 0 pevné, a € (0,+© ) , potom

o0
2% (a,) --f 9:12 ax=-3} /L (viz pr. 5,80,
(Iajomta G(x) = e‘px pro a € <.p’+w )’ kde P > 0)'

tedy = vshledem k F(b,b) = 0 - jest

Fla,b) = J/Tv- VTa pro a >0, v2o0.
¢/ UkaZte, 2¢ F(a,b) = JTb - fTa dokonce pro a=0, bxZ0.
Toto tvrzen{ dokaXte

1/ tim, Ze ukdZete, Ze pro knZdé b > 0 Je funkece F(a,b) jako¥to
funkce a spojitd v intervalu {0,400 ) ,

2/ anebo takto: rovnost Fla,b) = /Tb - /7a Je sfejmé pro
a=b=0,pro a8 >0, b =0 jme Je JiZ Adokdsali a pro
aZ0, b> 0 Jiobdrifme derivovdnin podle b nebo ze symetrie.
V3e podrobnd provedte !

4/ Porovne jte t4% s prfkladem 5,76 a .|

l—e'.’z

6,36. oltéte J =\/.°° ax }
’ Spo& (a) / -?a—lz—




Musime jedt¥ ur&it "konstantu" C(b). Vzhledem k 2deti ¢/ dostévéme

T T
= 1i b 1lim « 1 b+ + C(b = . b + c(
K(0,b) Ql..gl+ K(a,b) =a-pa_, [-g og ( a) : )] § ¢+ log b + C(b)

a zbyvé nidm tedy pouze spoditat K(O,p) = / l;lﬂ..f_z dx . Pomoci

¢ b +x
substituef x=bt , t=1 zjiatine, %0 K(0,b) =Z 10,

tedy C(b) =0 .

e/ Lehko zjistite, Ze

K(a,b) = ]irl—.log(]ai + [b]) pro abEE , bAO, |

I oo N
| /e"".coahx-e X, cos Ox

|‘ 6.430 Spottéte F(a,b, o ¥ ﬂ } - / A
| L -

H_a/Ubazte, fe integrdl konverguje pro a ) 0, a > 0 y b, 0 € El .
b/ UkaZte, Ze (viz pF. 4,47 a 4,48 )

2F = -8x a

(ma jorenta e PX Pro a € {p,v% ) , kde p > 0) ’

00

2E « [ 48X -
ap (Mbya, b)) -[ e ainbxdxu-az+b2

(ma jorenta e™2% ) ,

Odtud plyne , Ze
! 2, .2
F{a’b’a,ﬁ)-"zlog(a +b)+c(a,ﬂ) a
vzhledem k podminece F(a , 4 , @ ,4 ) =0 jost

1

: B "
Fla,b, o , 38 ) = 9 108M

2, L2 pro a ) 0, a)> o, b,ﬂEEl.n
a

(=]
litu. Spolt&te J(a,b) ’f arc_tﬁax-arc_tw dax !

? x

“ a/ Integrél konverguje pro a = b anebo proc a > 0, b ) 0 &
a (0, b (0.
b/ Pfedpoklédejme, ¢ b > 0 Je pevné, bud a € (0,400 ) ,
Potom ;
2J % 7
b a S
73 (8, ”O/ 1eag 4* 28
(ma joranta -*-—él—-- PTo0 @€ py+®@ ), kde p > 0) .
14p2x?
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