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Grafické feseni DR od zdolapro C=-4,-2,0,2, 4

Kdybychom vykreslili viechna feSeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu.

i S
Priklad 2.3 y ==
Regeni DR

zde musime uréit podminku, 2ze x # 2

d_y_l
T x=2

dx
dy = ! d
f y-fx-Z *

y=Inlx-2|+C

kde x # 2,CeR.

11



Grafické fedeni DR od zdola pro C=-5,-3,0, 3, 5

Kdybychom vykreslili viechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

piimky x = 2.
Priklad 2.4 y' =3x
Reseni DR
zde stanovime podminku x = 0
dy
E = v3x
j dy = J' V3xdx

J.dy=\/§J‘\de

¥
y=\/§%+c

2
2
y=-§ 3x34+C

kde x = 0, CeR.

12



hledané partikularni fedeni je y=x>-2x*+1

QGraficke fesent:

£

Prikiad 2.7 y'=-2-5,y(0) = 2
Reseni DR
dy 1
_ dx " x3
1
j dy = f -2 Fdx
1
¥y = F +C

kde x # 0,CeR. Nyni zjistime hodnotu konstanty s vyuzitim pocate¢nich podminek
x = 0 ay = 2. Takové feSeni viak nenajdeme, protoze do funkce nelze dosadit x = 0.
Hledané partikulari feSeni neexistuje. Tuto rovnici jsme ani nemuseli fesit, protoze je

vidét ze zadani podminka x # 0 a po¢ate¢ni podminka y(0) = 2 a takovou lohu nema

smysl fedit.
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Grafické te$eni pro € =-3,-1,0,1, 3:

Kdybychom vykreslili viechna feSeni, pak by kfivky vyplnily celou polorovinu pro

y > 0.
Priklad 3.13 L= e¥
y
Regeni DR
zde musime vyfadit funkci y = 0
I
y? dx
1 X
j ﬁdy = j e*dx
1
—-=—=e*+(
y
feSenim jsou tedy vSechny funkce:
_ 1
Y="e+rc
nyni musime stanovit podminku (e* + C # 0)
e*+C+0
e* +-C

30



pro € = 0 je podminka vzdy splnéna a pro C < 0 existuje jedno x, pro kieré feSeni

_ 3
Y e*+C

neni definovano x = In(—C), feSenim pak jsou vSechny funkce:
B 1
YTk cC
kde x € R pro € = 0, nebo x € R — {In(=C)} pro € < 0.

Graficke feseni pro € = -10, -5,-2, , 1,2, 5

Kdybychom vykreslili viechna fedeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimky y = 0.

A

i .-.;.‘_*__ o AL 5 e== 3 u o= 3
Piiklad 3.14 yty' = 2x*
Regeni DR
dy
g A 4
y e 2x

fy*dy = f 2xtdx
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Y

Piiklad 3.2 yly'=x -2
Reseni DR
dy
N A .
e x—2

jyzdy = J‘(x — 2)dx

3 2
y X
— T e— — C
3 > 2x +

2

3x
y3=-2—-6x+3c

3|3x2
Y= T—6x+3C

protoze konstanta vynasobena redlnym c&islem je opét konstanta, budeme psat
jednoduseji misto 3C pouze konstantu C. (U dal3ich pfikladl jiZ budu rovnou pfechazet

ke konstanté C, bez daldich komentafi.)

3 3x2

y = T—6x+C

kdex e R, C € R.

Grafické feSeniproC =0, 1,2,4,6,8

.. \\\;\\ —_=

—————

2

Kdybychom vykreslili viechna fedeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.
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Priklad 3.3 ¥ = 4x

Reseni DR

zde musime vyfadit funkeiy = 0

Inly| = 2x2+C

elnlyl = 92x2+c

kdexe€R,C e R.
Zvolime novou konstantu K = +e€, protoze C € R, e€ € (0; ) a —e® € (—m;0), pak
konstanta K nabyva hodnot K € (—0;0) U (0;0) = K # 0 a feSenim jsou tedy

vSechny funkce:
y=K:e?*
pakx € R, K # 0.

Grafické feSeni pro K =-3,-2,-1,1,2,3

Kdybychom vykreslili viechna reseni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu kromé
ptimky y = 0.



Piiklad 3.4 y' = 4xy
Reseni DR

!
Z-:4x
¥y

V predchozim kroku jsme délili rovnici y a musime stanovit podminku y # 0, tim se
ptipravime o jedno fedeni (singulami fe3eni) — nulovou funkei. (Derivace nulové funkce

je rovnanule,y = 0 ay’ = 0 rovnici y' = 4xy vyhovuji.)

Regeni upravené rovnice je totoné s feSenim pf. 2, vyslonam y = K e?’ kde x € R,
K # 0. Nyni se podivame, zda vhodnou volbou konstanty K neziskdme singularni
feteni y = 0 z obecného feSeni y = K - €2¥*. Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0.
Resenim jsou tedy véechny funkce

y=K.e?*
pakx € R, K € R.

Grafické feSeni pro K = -3,-2,-1,0,1, ., 3

#s

Kdybychom vykreslili vechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.
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Priklad 3.6

<2
»

)
i

Regeni DR

musime uréit podminku, Ze x # 1 a vyfadit funkciy = 0
L iy 1

— —

x
1 1
= = d
fydy J‘x—lx

Inly|=In|x-1|+C
e]nlyl - e!nlx—1§+c

1yl = ef.‘ & elnlx—l[
y=gel & 1)
kdex +1,C € R.

Zvolime novou konstantu K = +e®
y=K-:-(x—-1)

pakx # 1, K # 0.

Grafické feSeni pro K =-5, -3, 3,5

J’] .
Kdybychom vykreslili viechna feseni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimeky =0ax = 1.
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Pﬁk‘ad 3-7 yz})'r = COSX

Regeni DR
yzd—y—cosx
y
fyzdy = fcosxdx
3
J—;;- =sinx+C
y® =3sinx+C
y = V3sinx +C
kdex € R, C € R. § o) -
A
Grafickeé fedeni pro C =-2,-1,0, 1,2 7= 04

¥

-

Kdybychom vykreslili viechna fedeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu.

Priklad 3.8 e’y =1
Reseni DR
feydy = fd.x
e¥=x+C
Ine” =1In(x + C)
y = In(x + C)

kdex > -C,C € R.

24



Grafické feeni pro € =-4,-2,0,2,4

3]
b

1)

Kdybychom vykreslili vechna feSeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu.

Priklad 3.9 y'=y
Regeni DR

pii této Gpravé bychom prisli o jedno (singularni) feSeni y = 0

Inly|=x+C
y — iex'h‘:
y - iec . ex

kde x € R, C € R, ale zvolime novou konstantu K = t+e®
y=K-.e*
podivame se zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singularni feSeni y =0
z obecného fedeni y = K + e*. Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0. ReSenim jsou tedy
viechny funkce
y=K-e*ay=0
kdex € R, K € R.
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Grafické fe$eni pro K =-3,-2,-1,1,2, ¢

Kdybychom vykreslili véechna fe3eni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimky y = 0.

Priklad 3.11 xy' =y =
Reseni DR
5 B s
dx
L=
y X
pHi této Gpravé bychom pfidli o jedno (singulérni) fedeni y = 0 a pfibude podminka
x*+0
dy dx
(5=l
In]y| = In|x| + In|C|
In|y| = In|Cx|
lyl = Cx
y = 1Cx

27



kde x £ 0,C # 0, ale zvolime novou konstantu K = +C a feSenim jsou tedy viechny
funkce:
¥y =Kx.
ProtoZe ze zadani neplyne, Ze x # 0 ukaeme, Ze feSeni y = Kx vyhovuje viem x € R.
Dosazenim fe$eni do plivodni rovnice ovéfime feSeni x = 0:
x(Kx)' —Kx=0
Kx—-Kx=0
0=0.
Nyni se podivame zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singulami feseni y = 0
2 obecného Feseni y = K + €2%°. Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0. Re3enim jsou tedy

viechny funkce

y = Kx

kdex € R, K € R.

Grafické feSenipro K = -2,-1,0,1,2

Kdybychom vykreslili viechna fedeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu.
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el hl
y =2x+C
y=5 2x54C

kdex ER, C € R.

Grafické fe$eni pro € = -5,-3,-1,0,1,3,5

Piiklad 3.15 %y’ =2
Regeni DR
zde musime uréit podminku, ze x # 0 a vyfadit funkciy =0
1 dy 2
y dx x

In|y| = 2In|x| + In|C]|
lyl =x*-C
y = $C - x*

32



svolime novou konstantu K = +C a K # 0, pak feSenim jsou vSechny funkce:

y:K.xz

kdex = 0,K # 0.

Grafické fesenipro K = -4, -2,2,4

Kdybychom vykreslili viechna feSeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimek x = 0,y = 0.

Priklad 3.16 2yy' = —sinx
Reseni DR

ZyE{--—- —sinx

nydy= j—sinxdx

2
2-yz—=cosx+f.'

y% =cosx +C
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Grafické feSeni pro K =-3,-1,1,3,0

Kdybychom vykreslili viechna feeni, pak by kiivky vyplnily celou polorovinu pro

x = 0 apfimkuy = 0.

e ' Yy
Piiklad 3.18 Xy == 0
Reseni DR
zde stanovime podminku pro x # —1
! s

y x+1
y 4
y x(x+1)

phi této Gipravé bychom pfisli o jedno (singularni) feSeni y = 0, musime urcit tyto

podminky x # 0 ax # —1 a pravou stranu rozloZzime na parcialni zlomky
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1 _A+ B
x(x+1) x x+1
1=Ax+A+Bx

% =A
x: 0=A+8B
0=1+B
=-1
y 1 1
y o x x+1
1 dy 1 1
ydax x x+1
J.%dy=f%_dx—jxildx
In|y| = In|x| = In|x + 1] + In|C|
Cx
sigla lx +1
Cx
Iyl = x+1
Cx
Y=t
nyni zvolime novou konstantu K = +C, kde K # 0. Resenim budou viechny funkce:
Kx
Y +1

Podivame se, zda vhodnou volbou konstanty K neziskame singuldrni feSeni y =0

z obecného feSeni y = ;?-1 Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0. ProtoZe ze zadani

3

neplyne podminka, ze x # 0 je nutné tuto podminku ovéfit (viz ptiklad 3.11- necht
&tenaf oveFi sam), po ovéfeni = x = 0 a fedenim jsou v3echny funkce

Kx
x+1

y:
kdex € R—{-1},K € R.
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Grafické feSeni pro K =-3,-1,1,3,0

Kdybychom vykreslili vSechna feseni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé

pfimky x = —1.
Priklad 3.19 xy'+y+y?=0
Regeni DR
xy' ==y~ y
o JEY
X
y 1
y(1+y) x
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1 dy 1
y(1+y) dx T x
pFi této Gpravé bychom pfisli o dvé (singuldrni) feSenf y = 0 y = —1, urcime podminku
x % 0 a levou stranu rozlozime na parcialni zlomky
X _A B
ya+y) ¥ 1+y
1=A+Ay+By

x0: =4
x!: 0=A+B
0=1+B

=-1

jld fld"’fld
g T+y Y= )%

In|ly| = In|1 + y| = =In|x| + In|C|

y C
14 |=MFI
1+y x
0 [
55~
y C
Tty *x
nyni uréime novou konstantu K = £Ca K € R
y K
T+y =
K K
y=rd
K K
Yy=3¥=%
K K
rli=gl=y
y & K
K
4(1-%)
K
Y=rI—-K
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Podivame se, zda vhodnou volbou konstanty K neziskdme singularni feSeni y =0
z obecného feSeni y = x—f;{— Pro K = 0 dostaneme funkci y = 0, ale vhodnou volbou
konstanty K neziskame feSeni y = —1, pipideme jej zvlast. ProtoZe ze zadani neplyne,
ze x # 0 ukaZeme, Ze feSeni y = % vyhovuje viem x € R. Dosazenim feSeni do

ptivodni rovnice ovéfime feSeni x = 0:
K\ K E A2
x( -K) +x—K+(x—K) &
-K K K?
x((x-—K)z)-l-x—K-l-(x—K)Z:O
-xK xK — K% + K?
G-K7 ' G-KEF

feenim jsou véechny funkce:

kdexeERax # K,K € R.

Grafické feSeni pro K = -4,-2,2,4, 1)

Kdybychom vykreslili viechna fedeni, pak by kfivky vyplnily celou rovinu.
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P
Priklad 3.20 ;-—I-y =cotg x

Redeni DR

ze zadani vidime, Ze je numé vyfadit funkci y = —1 z fedeni

fy+1dy fcotgxdx

CosXx

Vsuvka: [ cotg xdx = [ —

dx = In|sinx| + C

In|ly + 1] = In|sinx| + In|C|
ly +1| = Csinx
y+1=1Csinx
nyni zvolime novou konstantu K = *C.
K # 0, protoze bychom dostali funkci y = 0 - sinx — 1 a po Gprave funkei y = =1, to
je podminka ze zadani. Uréime podminku x # k - m, kde k € Z, feSenim jsou viechny
funkce:

y=Ksinx—1
kdex#k -,k €Z K +0.

Grafické feSeni pro K =-3,-1, 1,3

Kdybychom vykreslili vSechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé
pfimky y = —
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Diferencialni rovnice — separace proménnych

verze 1.1

1 Uvod

Nésledujici text popisuje feeni diferencidlnich rovnic, konkrétné metodu sepa-
race proménnych. Mél by slou#it pfedeviim studenttim predmétu MATEMAT1
na Univerzité Hradec Kralové k pfipravé na zkousku. Mohou se v ném vysky-
tovat nékteré chyby; autor oceni, kdyZ jej na chyby a nejasnosti upozornite na
emailu jiri.lipovskyzavindcuhk.cz.

2 Teorie

Budeme se zabyvat rovnici
v = f(z)9(y)

na oteviené mno#iné { = (a,b) x (¢, d). Lze snadno nahlédnout, Ze tato rovnice
ma trividlni Fedeni yo = konst. takové, Ze g(yo) = 0. Vyloudime-li toto Fedeni,
lze psat

dy _
= (z)g(y),

1
o = @)z,

jﬁdy:[}'{z)d}:.

Obé proménné jsme separovali, na jednu stranu rovnice jsme dali vie s z, na dru-
hou stranu rovnice ve s y, formalné véetné diferencidli. Poté jsme obé strany
rovnice zintegrovali. VyfeSenim integralii mtizeme nalézt fedeni diferencidlni rov-
nice.

3 Priklady

Piiklad 3.1. Najdéte fedeni rovnice y' = —ycotgw

Reseni: Separujeme proménné a rovnici integrujeme.
/‘ dy [ cosw
— = — ——dz.
y sinz

Inly| = =In|sinz| +InC.

Po integraci dostdvame



Nesmime zapomenout na integraéni konstantu, kterou jsme zapsali ve tvaru

InC. Po odlogaritmovéni dostavame
2
sinz

ylz) =

V argumentu logaritmé pifeme absolutni hodnotu, aby definiéni obor celého
vyrazu byl stejny pfed integraci i po ni.

Piiklad 3.2. Najdéte fedent rovnice (z — 1)y’ +y* = 0 s poddteéni podminkou
¥(2) = -1

Redeni: Rovnici si upravime do tvaru

dy 4
(I—l)a—;“ v,
/5‘2,._ dz_

w r—1"

—-i:—ln(m—1)+C = ylr)=

coz vede k

Po integraci dostivame
1
In(z-1)-C"

Absolutni hodnotu psat nemusime, protoZe nés kvili poédteéni podmince zajima
jen z > 1. Nyni dosadime pocéateéni podminku, z écho# zjistime konstantu C.

1
—1=m'_—c = (C=1.
Hledané fedeni tedy je i
-"'(I)=_"'_"_m(x—1)—1‘

Priklad 3.3. Najdéte obecné fesend diferencidlni rovnice y' = tgz tgy
Reseni: Pokradujeme obdobné jako v pfedchozich pfikladech.

dy cosy sin
— =tgxt = fbesia S | ='-'_d"-
dz BN siny Y= Cosz F

Po integrovani miame

In(siny) = —Incosz +InC = siny= & .
CosT
Odsud y(z) = arcsin 2.

Dalsi pfiklady uvedeme uZz bez komentafe.

Piiklad 3.4, Najdéte fedend rovnice y' sinz = ycosz.



Regeni:

dy cosz
_/ /sm:c ’
Inlyl = 1n|b'.na:|+lnC
y=Csinz.

Piiklad 3.5. Najdéte fesend rovnice 2y’ — y* = 1.

—d
1+y / i

arctgx = —— + c,

y=tg (C‘Tj-)'

Piiklad 3.6, Najdéte fesent rovnice 2zyy’' = z + 2.

1 1
— - d 1
.[ydy (2 x) x

2

Resend:

Resent:

%+mm+c

y==xvz+2mnz|+C.

Piiklad 3.7, Reste rovnici (zy® + ) + (y — z%y)y’ = 0.

fxz—ld‘r / 2+1dy,

Injz?-=1|=njy*|+1+InC
1+¢y*=C@* -1),
y=%/C@ 1) -1

Regeni:

Priklad 3.8. Reste rovnici xyy’ = 1 — 2%,

fydy-—/(——x) dz,

y — —
-2——ln|:r| 2+(‘

y=+y2In|z| -22+C.

Redeni:



Priklad 3.9, Reste rovnici y + (z + 1)y’ = 0.

Resent:
/ l dy = ldz +
y

Injyl==-z+|z+1+InC,
y=Cz+1)e™"
Piiklad 3.10. Reste rovnici \/y? + 1 = zyy'.
Resent:

dey=fldx,

Vyi+1 T
VyE+1l=Injz|+C,

y==x(C+Inlz|)?-1.

4 Rovnice typu y = f(az + by + ¢)

Tato rovnice lze pfevést na rovnici se sepamv.myml proménnymi substituci
z(x) = ax + by + ¢. Odsud dostévame y' -L—-% Dosadime-li tento vjraz
zpét do phvodni rovnice, dostaneme rovnici

Z~a dz
= f(z) mzdf.

kterou vyfesime integraci,
Piiklad 4.1. Vyreste rovniciy’ =y -3z +5
Redeni: Zfejmé pouzijeme f(2) = z = y—3z+5, odsud 2’ = ¥’ =3, tj. 2’ = z—3.
zd—z3 - fd:.c.
lnjz=-3|=z+InC,
z(z) =Ce* +3,
ylz)=Ce* +32 -2,
Priklad 4.2. Vyieste rovnici i = —(z — y)?

Resent: Zvolime z = x —y, z' = 1 —y', f(2) = —2%. Po substituci obdr#ime

l—z
1+z2 /d.r,

arctgz =x + C,
z=tg(z+C),
ylz) =z -tg(z+C).
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Chapter 3
Applications of first-order ODEs
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3.1 Radioactivity and Carbon dating

There are three isotopes of Carbon: ?C, 3C and C. Almost all Carbon is made
up of the first two (*?C and C) because C is radioactive: it decays with a half-
life of 5730 years to form 'N. Although it decays quite quickly, it is constantly being
produced in the upper atmosphere by the action of cosmic rays. The equilibrium level
of 1C is about 1 part per trillion (102).
When an organism dies, it ceases to absorb Carbon from the environment, so the
amount of C it contains will decrease as this decays radioactively. The time since the
death of the organism can be estimated by measuring how much C there is left.
Let z(t) be the proportion of C at time ¢. In a short interval ¢, the concentration
will decrease by an amount proportional to how much is left, and to the length of the
time interval: '

z(t + 0t) = z(t) — kx(t)6t

where & is a positive constant. Rearranging:

z(t + 6t) — z(t) _

—kx
ot !
and taking the limit of small §t (see chapter 1):
% =—kzx  with 2(t) = 2o. (3.1)
«
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3.1 Radioactivity and Carbon dating

We can solve this separable first-order ODE:

fl@df=fldx = */kdt+0
T dt T

loglz| = —kt+C
13:' . 6Ce-k‘t
Use the fact that z > 0 and set A = ¢C;
z = Ae M

We can now use the initial condition z(to) = z, to find A:

xo = Ae Mo, A = gyef

which results in the solution for z(t):
T = gge~kt-to), (3.2)

Graphically:

The half-life 7}, is the time after which half of the **C has decayed. So, from (3.2), at
time tD + Th: N

I(t(} + T};) = ?0 = xﬁe“k(to-i-Th-to} = Ige_kT:",
or ¥

5 log 2.

For MC, T}, = 5730 years, so k = 77 log 2 = 0.000121 /year.

T,



Chapter 3 — Applications of first-order ODEs

Example: A fossilised bone is found to contain 0.1% of its original C. Find the age
of the fossil.

Solution: Let t be today’s date, and suppose the fossil is T' years old, so it was
fossilised at time ty =t — 7. At this time it had zo C, and now it has 0.001z,.

2‘.(t) = 0.001zy = _T;Oe—k(t_fﬂ) — .'I-'{)f’?_kT,

which we can solve for T

i % log 0.001 = -i- log 1000 = 57100 years.

T ——4
Example: A nuclear breeder reactor produces waste that contains (amongst other
things) the isotope ZPu (Plutonium-239). After 15 years, the initial concentration of
#9Pu in the waste has decreased by 0.043%. Find the half-life of the isotope.

Solution:

Example: A sample of thread contains 10'° atoms of C. How many disintegrations
per second will there be?

Solution: % = —kz, so there are 0.000121 x 10" disintegrations per year, or 0.04

disintegrations per second.
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