64 I. Obycejné diferencidlni rovnice

P¥iklad 1.3.16.

Reste nésledujici pocdtecni problém

il
y 2y =xe™, y(0)=3.

S Xos it . . . p . —x2 < p « .
Reseni. Nejprve najdeme Fefeni rovnice i’ +2xy = xe™* . Vyndsobime obé strany rovnice

5 2 s
vyrazem e/ 2¥4¥ = ¢¥°, Dostaneme rovnici
—_—

y e +2xye’ =x,

(ver) ==

Integrovanim obou stran obdrzime

tedy

2

yex2=%+c, CeR

Proto fesenim dané diferencidlni rovnice je funkce

2

Y= (C+%) e“xz, CeR.

Nyni uréime pomoci potateéni podminky y(0) = 3 hodnotu konstanty C. Dosazenfm do

feSeni mame 1
y(0)=(C+0)-1= 5

tedy C = 3 a feeni potatetniho problému je

x2+1
2ex’

y:
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I. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. ¥adu hl

Pfiklad 1.3.3.

Reste nasledujici rovnici
Y =4y + 2x+1) e

Resen. Vynasobime obé strany rovnice vyrazem e/ ~#*4¥ = ¢~2 Dostaneme rovnici
7 —2x2 —2x2 _
ye —4xye =2x+1,
tedy
—222\/
(y e ) =2x+1.
Integrovanim obou stran obdrZzime
ye‘2x22/2x+1dx:x2+x+c, CeR.
Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y=(x2+x+C)e?”, CeR
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1. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. ¥adu 53

Pfiklad 1.3.5.

Reste ndsledujici rovnici
yYx+y=xnx.

5 . .- — " T— 1
Redent. Pracujeme s rovniciy’ 4+ £ = In x. Vynésobime obé strany rovnice vyrazem el 74 =
x. Dostaneme rovnici

yYx+y=xkhy,

tedy
() =glne
Integrovdnim obou stran obdrZzime
2 2
x x
yx—?lnx—z+c, CelR.

Proto feSenim zadané diferencialni rovnice je funkce

X 2 e
= Zlhx—2+— R.
Y 2h1x 4+x' Ce
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1. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu 55

P¥iklad 1.3.7.

Reste nédsled ujici rovnici
¥ =-3y+=x

Regeni. Pracujeme s rovnici y’ + 3y = x. Vyndsobime obé strany rovnice vyrazem plodi
e%*. Dostaneme rovnici

yf e3x +3y eSx — xeBx,

tedy
(yGSx)I — xe3x '

Integrovdnim obou stran obdrZzime

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

yzg—%+Ce_3x, CeR
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56 I. Obytejné diferencidlni rovnice

P¥iklad 1.3.8.

Reste nasledujici rovnici
Yy —ytgx —sinx = 0.

Regeni. Pracujeme s rovnici ' — ytgx = sinx. Vyndsobime obg strany rovnice vyrazem
ei_—__tficiffi(ﬁl;Dos’cameme rovnici

y' cos x — ysinx = sin x cos x,
tedy
! .
(ycosx) = sinxcosx.
Integrovanim obou stran obdrZime (na pravou stranu pouZijeme napf. substituci ¢ = sin x)

inZ x

ycosx = +C; C ek

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

)
sin“ x C (& Ccos X

y — o —_— I C E IR-

2cosx  CoSXx Ccos X 2
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L. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu 61
Priklad 1.3.13.
Reste ndsledujici rovnici
y —3x%y = (x +2) e .
Reseni. Vynéasobime obé strany rovnice vyrazem ws' Dostaneme rovnici
B S
ye xye "t =x+2,
tedy
—2Y
(y e ) =x+2
Integrovanim obou stran obdrZime
3 e
ye ¥ :E+2x+C, CeR.
Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce
x 3
y:(?—l-Zx—i-C)ex, CeR.
A

30. prosince 2016
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1. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu 49

Pfiklad 1.3.2.

Reste ndsledujici rovnici
y =6x—2y,

Reseni. Metodou integraéniho faktoru:

Vynésobime obé strany rovnice vyrazem e/ 2dx = ¢2* Dostaneme rovnici

y." er +2y e2x = 6x e2x’

tedy
(y ezx)’ = Gwe™

Integrovanim obou stran obdrZzime
3
yezx:/6xe2x dx=3xe2x+§e2x+c, CeR.

Proto fe$enim zadané diferencidlni rovnice je funkce

3
y=3x—§+Ce‘2", CeR.

Metoda variace konstant:
PfidruZzend homogenni diferencialni rovnici je ¥’ = —2y, coZ je rovnice se separovanymi
prom&nnymi, tedy za pfedpokladu y # 0 mame

_d_y = —2dx,
Y

ln|y[ = -2x+ Cq, CieR,
ly| = e C,, C, >0,
Y= e 2* Cs, G e ]R\{O}.

Protoze funkce y = 0 vZdy vyhovuje homogenni linedrni diferencidlni rovnici, je nutné ji
také zahrnout do obecného feseni. Proto feSenim p¥idruzené homogenni rovnice je funkce

y=d =G CeR.

Nyni uvaZujme tuto funkci oviem konstantu C nahradime né&jakou neznamou funkei C(x),
. y(x) = e 2* C(x). S vyuZitim pravidla pro derivovéni sou¢inu miiZeme spotitat y'(x) a
dosadit do ptivodniho zadéni, tj.

—2e" 2 C(x) +e (' (x) = 6x —2e ¥ C(x).

Pokud jsme vge spo&itali spravné obdrzime diferencidlni rovnici pro funkci C(x), kde se
#4dny vyraz obsahujici nederivované C(x) nevyskytuje. Dostdvame tedy

C'(x) = 6xe*,
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60 I. Obycejné diferencialni rovnice

Ptiklad 1.3.12.

Reste ndsledujici rovnici
/ , sin 2x
y —ysinx = ——.

Regeni. Vynasobime obé strany rovnice vyrazem ef —sinxdr — g0s¥ Dostaneme rovnici

EEre - e
sin2x
! _COSX = CosXx __ COs X
ye —ysinxe =— o8t
tedy
;,  sin2x
(y eCOS x) — eCOS X .

2
Integrovanim obou stran obdrzime (vpravo pouZijeme vzorec sin2x = 2sin x cos x a sub-
stituci t = cos x)

y e = e*(1 —cosx) + C, CeR.

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y=1—cosx+ Ce %% CeR.
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54 I. Obytejné diferencidlni rovnice

P¥iklad 1.3.6.

Reste ndsledujici rovnici
yYx—y=xInx.

Reseni. Pracujeme s rovnici y’ — % = xIn x. Vyndsobime obé& strany rovnice vyrazem

ef —%dx = _—1_
X
Dostaneme rovnici ,
Y _ ¥ iy,
X x
tedy
!
(2) =ins
% AL

Integrovdnim obou stran obdrZzime
%:x]nx—x%-c, CeR.
Proto fe$enim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y=x*Inx—x*+Cx, CeR
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1. 3. Linearni diferencialni rovnice 1. fadu 57

Piiklad 1.3.9.

Reste ndsledujici rovnici
/ Xy  arcsiny

A B

. . . . « . . —dx : 3

Regeni. Vynasobime obé& strany rovnice vyrazem ol iT2Y = 1= x2, kde jsme vzali v
"—————_..—-—-—-—_______

tivahu, Ze pfimo ze zadani je x € (—1,1). Dostaneme rovnici

arcsin x
£8 4| — ;
Y \/1—x2 V1-—x2

tedy

(y m ) arlcsinxx

Integrovanim obou stran obdrZime (na pravou stranu pouZijeme napf. substituci ¢ = sin x)

2

y\/l—xZ:@—ﬁ-Cl, CieR

Proto fe$enim zadané diferencidlni rovnice je funkce

i

= ﬁ (arcsinzx +C), CeRR.
—x
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I. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu 63

Piiklad 1.3.15.

Reste nédsledujici pocadtecni problém

y" e xzex -l-%, y(l) =e.

Reseni. Nejprve najdeme feseni rovnice y' — £ = x? e*. Vyndsobime obé& strany rovnice
; =l y
vyrazem ef dr = 1. Dostaneme rovnici
y_J¥
= - % =xe,
b

tedy

(2) =xe.

%:xex——ex—kc, CeR.

==

Integrovanim obou stran obdrZime

Proto fe§enim dané diferencidlni rovnice je funkce
y = x’ e’ —xe* +Cx, CEeR:

Nyn{ uréime pomoci potatetni podminky y(1) = e hodnotu konstanty C. Dosazenim do
feSeni mame

y(1) =e—e+C=p¢,
tedy C = e a FeSeni pocate¢niho problému je

y=xle"—xe*+ex=x(xe' —e' +e).
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1. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. fadu 59

Pfiklad 1.3.11.

Reste ndsledujici rovnici
y cosx +ysinx = 1.

1
cosx’

Reseni. Pracujeme s rovnici y' + ytgx = Vynésobime obé strany rovnice vyrazem

of tgxdx — ﬁ Dostaneme rovnici

!

y  ytgx 1

cosx cosx cos?x’

cosx/  cos?x’
—

Integrovanim obou stran obdrZime

Y
COS X

tedy

=tgx+C, CEeR,
Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

y =sinx+ Ccosx, Ce R
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62 I. Oby¢ejné diferencidlni rovnice

P¥iklad 1.3.14.

Reste ndsledujici rovnici
2 2
y e¥ +2xye* = cosx.

- . - 2 o v —
Regeni. Pracujeme s rovnici i’ + 2xy = cos xe™*". Vyndsobime obé strany rovnice vyrazem

2 ab
el 2xdx — o¥* Dostaneme rovnici

y et +2xy e* = cosx,
tedy
2 !
(y e* ) = CONX,

Integrovanim obou stran obdrZime
x? :
ye* =sinx+C, e R,
Proto fe$enim zadané diferencidlni rovnice je funkce

1 == (C+sinx)e_x2, CeR.
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58 1. Obycejné diferencidlni rovnice

Piiklad 1.3.10.

Reste ndsledujici rovnici

v 4+ ytgx = cos® x.

Re3enf. Vynasobime obé strany rovnice vyrazem ef tgxdr — ——. Dostaneme rovnici
!
tgx
I _YBE _ os? X,
COSX  COSX
tedy
!
( Y ) = cos? x
oS x .
Integrovanim obou stran obdrZime
y x = sin2x
= +C, CE R
cosx 2 4

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

in2
y:cosx(g-ksn;x—l-C), CeR
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1. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. ¥adu 65

Pfiklad 1.3.17.

Reste nésledujici poédteéni problém

y —4y =cosx, y(0)=1.

Reseni. Nejprve najdeme FeSeni rovnice y' — 4y = cos x. Vynasobime obé strany rovnice
vyrazem e) ~44¥ = ¢=%* Dostaneme rovnici

ye ¥ —dye ™ = e cosx,

tedy
!
(y e*4x) = e cosx.
-———
Integrovdnim obou stran obdrZzime (pravou stranu integrujeme per partes)

— 1
ye_4x T e * cosx + T e ¥sinx+C, CeR.

Proto feSenim dané diferencidlni rovnice je funkce

L. 4x
= — — R.
y=1z cosx+17smx+Ce ’ e

Nyni uréime pomoci pocateéni podminky y(0) = 1 hodnotu konstanty C. Dosazenim do

feSeni mame 4
N i o |
y0)==+C=1

tedy C = 2} a fefeni potatetniho problému je

= ls'mx—icostrge‘*x
¥=17 17 17
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I. 3. Linedrni diferencidlni rovnice 1. f4du 47
Piiklad 1.3.1.
Vyfeste diferencidlni rovnici
y’ + L =
x2 -1 '

Regent. Je zfejmé, Ze se jednd o nehomogenni linearni diferencidlni rovnici 1. ¥4du. Proto si

ukaZeme obé metody feSeni. Zatneme s metodou integra¢niho faktoru. Vyndsobime obé

2dx
strany rovnice vyrazem el i1 = | = -1 (v§imnéte si, Ze pro ureni integra¢niho

faktoru neni nutné uvazovat integra¢ni konstantu C ani jeho znaménko — proto jsme od-
stranili absolutni hodnotu u posledniho vyrazu). Po tipravé dostaneme
yx—1 i 2y x(x—1)
Y1 G+ x+1
S vyuZitim pravidla pro derivovani soudinu si mtiZeme v§imnout, Ze vyraz na levé strané
lze napsat jako (y ;11) coZ je hlavni myslenka metody integra¢niho faktoru. Pak integro-

vanim obou stran obdrzime _{ 34 = d(,(
x—1 x(x—1) i
YT f il -7 x+2In|x+1|+C, CeR

Proto feSenim zadané diferencidlni rovnice je funkce

1
_IHL(® o ompr+1+C), CeR
x—1\ 2

Nyni vyFeSime tutéz diferencidlni rovnici pomoci metody variace konstant. Proto se

nejdffve zaméFime na pfidruZenou homogenni diferencidlni rovnici, tj. v = —x—zz_L]- To je
rovnice se separovanymi proménnymi, tedy za pfedpokladu y # 0 mame

dy  2dx

y  x2-1

Inlyj=-In|jx—1|+In|x+1]+C, CEeR,
’y 1)’ & ek

x_l‘ K, K>0,
x+1
filE—1)
R\
TT =L, LeR\a}
L(x+1
y:%, L € R\{0}).

ProtoZe funkce y = 0 vZdy vyhovuje homogenni linedrni diferencidlni rovnici, je nutné
ji také zahrnout do obecného feeni (pokud to je moZné — u tohoto typu diferencidlnich
rovnic to je mozZné vZdy). Proto feSenim p¥idruZené homogenni rovnice je funkce

_ C(x+1)
e CeR

30. prosince 2016 (© Petr Hasil & Petr Zemanek
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I. 3. Linearni diferencidlni rovnice 1. fddu 67

P¥iklad 1.3.19.

V 13 hodin 28 minut byla v hotelovém pokoji, vytopeném na 18, 3 °C nalezena mrtvola,
jejiz teplota byla 26,6 °C. O tii hodiny pozdéji je jeji teplota 21,1°C. Urlete Cas dmrti
za pfedpokladu teploty Zivého téla 37 °C.

Regeni. Oznatime-li teplotu t8la v Case t jako y(t), teplotu okoli jako T a konstantu timér-
nosti jako k > 0, miiZeme ze zadani sestavit rovnici a podminky

()= —kylt) —T)p T=183 w(0)=26,6; y(3)=21,1

Rovnici vyfesime napf. metodou integra¢niho faktoru, tedy vynasobime obé strany
rovnice i + ky = kT vyrazem e/ kdt = ek*, Dostaneme rovnici

y! ekf +ky ekt s BT ekt’
tedy
/
(y ekt) =kTeH.
Integrovanim obou stran obdrzime (k a T jsou konstanty)
yet = Ted 4C, C e R.
Proto feSenim dané diferencidlni rovnice je funkce

y=T+Ce™™, C eR.

Nyni potfebujeme uréit hodnoty konstant C a k. Dosadime-li do feSeni T = 18,3 a y(0) =

26, 6, ziskdme rovnici
26,6 = 18,3+ Ce7*?,

tedy C = 8,3. VyuZijeme-li této znalosti a navic do feSeni dosadime T = 18,3 a y(3) =
21,1, dostaneme
21,1=18,3+8,3e”,

tedy e 3 = 3 = 0,33735. Logaritmovénim snadno zjistime, Ze k = 0,36221.
Nyni potfebujeme odhadnout ¢as imrti. Ze zadani pfedpokldddme y(t) = 37 a na-
jdeme pfisludny cas ¢, tj.
18,3 + 8,302 — 37,
tedy ihned t = —2,24254. Dle dostupnych informaci smrt nastala pfiblizné pfed dvéma a
&tvrt hodinou, tj. cca v 11:13. A
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