C'(z)e” e C(z)Pe” feeza PC(z)e” Jrdn_ Q,

po tpravé dostaneme

Clx) =gl 7. (22)

To je diferencidlni rovnice pro funkci C(z), jejiz fefeni je moZno napsat
ve tvaru

Clz) = f Qel Piar + K, (23)

kde K je libovolna konstanta. Dosadime-li tuto funkei do rovnice (20),
obdrzime

Y= o= J Pa= (K 1 /Qef szd:r) , (24)
coZ je obecny integral dané diferencialni rovnice.

Piiklad 5 — variace konstant — 1

Redte rovnici 3’ + v = € metodou variace konstant.

Reseni
1. Nejprve fesime pfislufnou homogenni rovnici 3’ +y = 0 metodou separace
proménnych.
d
. —dz,
Y :
y==Ce ",

2. Pfedpokladdme C = C(x), potom y = C(z)e ™%,
y = C'(x)e™* — C(z)e *. Po dosazeni do ptivodni nehomogenni rovnice

C'(z)e™ - C(2)e ™™ + C(z)e™ = €%,
C'iz) = €%
Clz) = éezm + K,

kde K je libovolna konstanta.

Pak y = (éez"" + K) e~ Z, neboli

1 .
y= 561 + Ke™®,
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Dosadime do rovnice a dostaneme

u' - e~ IPMax = g(x)

u= fejp(x)dx_q(x)dx_i_K
y = (f el pl0dx Q(X)dx +K) o~ Totoa

Muzeme si v§imnout, Ze v obou postupech jsou pocitané integraly stejné.

5.1 Resené tlohy

x(x+2)
Piiklad 5.1 y —xy=¢e :2
Regeni DR
zkracena LDR
y' —xy=0
to je DR se separovanymi proménnymi
1 dy
% ax
[y =[x
—dy = | xdx
h
2
hy=—4+C
ny=- +
xZ
y — CQT
to je obecné feSeni zkracené LDR, nyni nalezneme obecné feseni uplné LDR
xZ
y=C(x)-ez

derivace bude:
x2 x2
y'=C'(x)-ez +C(x)-e2 -x
2 xZ

x
y'=C'(x)-e2 +xC(x)-e2
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dosadime do zadéni

x2 x(x+2)

x2 x2
C'(x)-eZ + xC(x) 'E_Z—] —-xC(x) ez =¢e 2

x% x2+2x
C'(x)eZ2 =¢e 2
2%
C'(x)=e2
C'(x) =¢€*

C(x)-—*fexdx=e"+]{

x2
provedeme dosazeni C(x) doy = C(x) - ez a dostaneme

x
Z

y=(E*+K)-e
kdex € R K € R. '

Grafické feSeni pro C =-5,-3,-1,0,1,3

Kdybychom vykreslili viechna fedeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu.
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toto je obecné feSeni zkracené LDR, nyni nalezneme obecné feSeni uplné LDR
y = C(x)-sinx
derivace bude
y' = 0" (x)-slng + 6(x)-cosx

dosadime do zadani

sinx
[C'(x)+sinx + C(x)-cosx] - —C(x)sinx=1
cosx
00 sinzx_1
i COSX a
coS X 1
C(x)=f = =itk K
sinfx sinx

provedeme dosazeni C(x) do y = C(x) - sin x a ziskame

1
y = (—Sinx+K)-smx
y=K-sinx—-1

kde x # (2k + 1)§,K € R

Grafickeé feSeni pro K =-5,-3,0,3,5

3--

Kdybychom vykreslili viechna feSeni, pak by kiivky vyplnily celou rovinu kromé
ptimek x # (2k + 1)=.
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kde wu(t,c) je obecny tvar Feeni pfislusné homogenni rovnice a w(t) je jedno partikularni
feseni rovnice nehomogenni. P¥ipomefime, Ze u(t,c) = cexp([ h(t)dt). Partikuldrni feSeni ne-
homogenni rovnice miiZeme ziskat metodou variace konstanty. Uvedeme stru¢né princip této
metody, kterd se pouZivé i pfi FeSeni ostatnich linearnich diferencialnich rovnic a jejich soustav.

Metoda variace konstanty je zaloZena na tom, Ze existuje FeSeni nehomogenni rovnice,
které ma obdobné vyjadfeni jako ma obecny tvar feSeni homogenni rovnice wu(t,c), kde je
konstanta ¢ nahrazena vhodné zvolenou funkci c(t). ReSeni nehomogenni rovnice hledame ve

tvaru
(4.3)  w(t) = c(t)e] POX 4T,

Dosazenim do nehomogenni rovnice dostaneme rovnici
(el PO 4 c(tyh(t)e) MOE = p(t)c(t)ed PO 4 g(2)
a odtud ziskdme podminku pro nezndmou funkei ¢(t) ve tvaru
C’(t) - q(t)e_fh(f)dt.

Je tedy
o(t) = / g(t)e= S By

a tudiz
(4.4)  z(t) = z(t,c) = ce HOI | o hD) ( f g(t)e S h(ﬂd*dt)  TEL.

V neuréitych integralech ve vzorci volime jednu z primitivnich fukei. Obecnost FeSeni je zohled-
néna v konstanté c.
Regeni Cauchyovy tlohy
' = h(t)x+glt), x(r)=£

muZeme zapsat obdobnym vzorcem. Za primitivni funkce volime funkce horni meze s poéateéni
mezi 7. Dostaneme vzorec pro feSeni ve tvaru

(45)  z(t) = a(t; 7, €) = £er s | / Cl MM s e

Prvni séitanec je FeSenim homogenni rovnice s poéateéni podminkoun z(7) = £ a druhy je
feSenim nehomogenni rovnice s nulovou poc¢ateéni podminkou.

ReSené tlohy k odstavci 4.

1. Uloha: Urdete obecny tvar feSeni rovnice a feSeni Cauchyovy tilohy

i & .3

= _E$+t_3’ x(l) = 3.

Reseni: Rovnice je nehomogenni linearni diferencialni rovnici tvaru (4.1) a jeji feSeni ma
tvar (4.2), kde funkci u(t) uréime postupem z odst. 3, (vzorec (3.2)) a funkci w(t) metodou
variace konstanty z odst. 4, (vzorec (4.3)).

Pfisludnad homogenni rovnice je

3
= .__t,g,;, t € (0,00) nebo t € (—o0,0),



tedy pro jeji FeSeni u(t) plati:

wi(e) gy — S = —3In nc*
/u(t)dt——fﬂt—dti In[u(t)] = —31n || + Inc,

tedy
u(t,c) = tig t € (—o0,0) nebo t € (0,00).

Resenif w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat podle (4.3) ve tvaru

Wit} = %, t € (—o0,0) nebo t € (0,00).

Po dosazeni za w(t) a w'(t) do fe§ené rovnice dostaneme:

w(t) = C—gl, w'(t) = %;) - S-C% =
£
%—3?—:):—%%+%=¢0’(t):2:>c(t):Qt,
tedy
w(t) = %25, t € (—o0,0) nebo t € (0, co).

Dosazenim do vzorce (4.2) dostaneme vzorec pro obecné Fefeni

c 2
t_3+

‘rE(f? C) = t_gz

t € (—o0,0) nebo t € (0,00).

Pro fefeni pfislugné Cauchyovy tlohy dostaneme podminku:
t=laz=3=3=c+2=c=1.
Je tedy

1 2
z(t) = z(t;1,3) = 3 + ot t € (0,00).

. Uloha: Uréete obecny tvar feSeni rovnice a feSeni Cauchyovy tlohy

1
f: tt ——— 022.
2’ = rtg +cost’ z(0)

Reseni: Rovnice je nehomogenni linearni diferencialni rovnici tvaru (4.1) a jeji feSeni ma
tvar (4.2), kde funkei u(t) uréime postupem z odst. 3, (vzorec (3.2)) a funkei w(t) metodou
variace konstanty z odst. 4, (vzorec (4.3)). Funkce tgt a Eﬁ jsou spojité v intervalech
((2k —1)%,(2k +1)F), k je celé ¢islo, a v nich bude mit rovnice feseni.
Ptisluénd homogenni rovnice je

z = xtgt,
pro jeji feSeni u(t) plati:
"

¢
n_
| cos t|

u'(t) , -
/ f u(t) dt=ftgtdt:> In|u(t)] = —In|cost| + Inc* =1

tedy

c ?T (s
=—) 1 b —1)—, (2k4+1)= j & ¢islo.
! u(t, c) e € ((2k —1) 5 , (2k + )2}, k je celé &islo

8



Regeni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat podle (4.3) ve tvaru
w(t) = —=.

Po dosazeni za w(t) a w'(t) do feSené rovnice dostaneme:

c(t) c(t) cft)sint
)= 2L l(f) = =2 4 S
w(t) cost wi(E) cost cos?t ’
d(t) c(t)sint c(t) sint 1 ;
= =) =
cost+ cos?t costcost+cost C()

tedy
t
é(t) =t =-alt)= = t e ((2k— l)g, (2k + l)g), k je celé &islo.
Dosazenim do vzorce (4.2) dostaneme vzorec pro obecné feseni

t
z(t,c) = E)%"t +— te((2k- 1)%, (2k + 1)%), k je celé &islo.

Pro feSeni pfislusné Cauchyovy ulohy dostaneme z pocatedni podminky
t=0,z=2=2=c¢

je tedy
241 T T

t)=z(£0,1)=——, t€(—=, ).

I() I(,O,) p—r ( )

. Uloha: Uréete obecny tvar fe§eni rovnice a feeni Cauchyovy tilohy
©=z+¢e, z(2)=-3.

Reseni: Rovnice je nehomogenni linearni diferencialni rovnici tvaru (4.1) a jeji feSeni ma
tvar (4.2), kde funkci u(t) uréime postupem z odst. 3, (vzorec (3.2)) a funkci w(t) metodou
variace konstanty z odst. 4, (vzorec (4.3)). Rovnice je ovSem také linearni diferencidlni
rovnici s konstantnim koeficientem tvaru (5.1) se specialni pravou stranou tvaru (5.4).
ReSeni homogenni rovnice je ddno vzorcem (5.2) a funkci w(t) lze najit odhadem podle
(5.7). Zde uvedeme obecny postup feseni a muZete jej porovnat s Glohami v odstavci 5.

Prislugnad homogenni rovnice je
=z, teR,

pro jeji fefeni u(t) plati:

u

u'(t) _ 3
f (t)dt:fldm In[u(f)| = ¢ + Inc*,

tedy
u(t,c) = cet, t € R.

Reseni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat podle (4.3) ve tvaru -

w(t) = c(t)e’, t € R.

Po dosazeni za w(t) a w'(t) do FeSené rovnice dostaneme:

w(t) = c(t)el, w'(t) = ¢ (t)e’ + c(t)e’,



d(t)et +c(t)et =c(t)et +et = =1=c(t) =t

tedy
w(t) = te* € R.

Dosazenim do vzorce (4.2) dostaneme vzorec pro obecné feSeni

z(t,c) = ce* + tef, t € R.

Pro feseni p¥isluiné Cauchyovy tulohy dostaneme z poc¢atetni podminky
t=2 z=-3=>-3=ce’ +22=>c=-3e2-2

je tedy
z(t) = z(t;2,-3) = (t — 3e72 - 2)e!, t € R.

NefeSené tlohy k odstavci 4.

1. Uloha: Uréete obecny tvar feSeni rovnice a feSeni Cauchyovy tlohy

, 4t 1

7—t2+1$+t2+1’ z(0) = -3.

as A Y 0

3 et
[Qf(t, C) = (_tQ_T__l)f + ﬁf_fi_)?a I(t) = x(t! 09 _3) = (.’.2+:1)2 + 3(32+1)2:

2. Uloha: Uréete obecny tvar Fedeni rovnice a fefeni Cauchyovy tlohy

o' =2z + 2, (1) =4

[z(t,¢) = ce™® + 12", z(t) = 2(t;1,4) = (de — 1 + t2)e~"’, t € R]

3. Uloha: Uréete obecny tvar feSeni rovnice a fe§eni Cauchyovy ulohy

2 t—1
T :—:L'—{—T, #(1) = 5

[z(t,c) = ct?+3—t, t € (0,00) nebo t € (—o0,0), z(t) = z(¢;1,5) = Ye2+2—t, t € (0,00)]

4. Uloha: Uréete obecny tvar feSeni rovnice a Feseni Cauchyovy tlohy

=2+, 2(0)=1

[z(t,c) = 1+ ce™3%, z(t) = z(£;0,1) = 1, ¢ € (—o0,00)]

5. Uloha: Uréete obecny tvar FeSeni rovnice a fefeni Cauchyovy tlohy

r=-z+-, z(l)=2.

t £

[z(t,c) = £+ 3, t € (—00,0) nebo (0,00), z(t) = =z(t;1,2) =3 - 1, t€(0,00)]

10
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I11.

Diferencialni rovnice 9

In|y|=~[P(x) dx+InC

Reseni upravime vyuzitim pravidla o sklddéni vzdjemné inverznich funkei a pravidel pro
pocitani s logaritmy:

7_f P(x) dx

1n[y|=lne +InC
In|y|=In e | PODE
. CeuJ'P(x) dx (2)

coz je predpokladany tvar feseni. Je to ¢ast fesent, kterd odpovida zkracené rovnici.

Je zfejmé, ze vyjime€né feSeni linedrni diferencidlni rovnice nemad, protoZe feSeni y =0
(vyplyvajici z podminky y # 0) dostaneme dosazenim za C' =0 do vztahu (2).

Pravou stranu Q(x) do feSeni zabudujeme nasledujicim postupem.

Druhy krok se nazyva variace (zména) konstanty. V obecném feseni (2) bude misto konstanty
C funkce proménné x: C =C(x)

Dosadime za ni do (2): PeiCi)e 1A

Derivujeme sougin: y' = C’(x)eiJ. PRI (x)e_j P() dx.(—P(x))
Zaya y' dosadime do zadani:

C'@e PO o PO L (Lpay)+ Pr)Cme TPE & = o(x)

Nasleduje kontrolni krok: s¢itance s C(x) se vzdjemné musi vyrusit, ziistdva pouze s¢itanec
s derivaci C'(x).

[Py dx _ 0(x), upravime C'(x)=0(x)e

a odtud vypocitame integracni konstantu Cx)= J O(x)e

C.'(x)e IP(X) dx

[P

Obecné feseni zadané linearni diferencialni rovnice ziskdme dosazenim vypocitané konstanty
do ptedpokladaného tvaru feseni (2):

y= (IQ(X)E'IP(X) g K)e 1OV B

SV

PFiklad 7.10: Vyfeste diferencidlni rovnici y'——=x", x=0.
Sk

I.

Reseni: Budeme dodrzovat vyse uvedeny postup L. — I1I. uvedeny v 7.2.4:

Vyfesime piislusnou zkracenou rovnici y == 0,
kterd je vzdy separovatelnd. VyfeSime ji proto postupem uvedenym v 7.2.2.
Y 3y _g
dx x
d_y e S_y 1 dx
dx x

dy=5—ydx |—1-, y=0
X y

Ly
y X

Jarmila DoleZalova
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Diferencialni rovnice 10
d 1

Lo
y X

ln|y|:51n|x|+lnC

Reseni upravime vyuzitim pravidel pro po&itani s logaritmy:

ln|y|=ln’x5’+lnC
ln|y|m]n C[x5’

5
y=Cx7, )
coz je pfedpokladany tvar feSeni. Je to ¢4st feSeni, kterd odpovida levé strané rovnice.
Je zfejmé, Ze vyjimeéné feseni linedrni diferencidlni rovnice nemd, protoze feSeni y =0
(vyplyvajici z podminky y = 0) dostaneme dosazenim za C =0 do vztahu (3).
Pravou stranu Q(x) = x? do feseni zabudujeme nasledujicim postupem.

Druhy krok se nazyvé variace (zména) konstanty. Obecné feSeni (3) bude mit misto konstanty
C funkci proménné x: C=C(x).

Dosadime za ni do (3): y=C (x).x5 ,
derivujeme soucin: y=C '(x):rc5 +C (x).Sx4 .
Zaya y' dosadime do zadéni C"(x))c5 + C(x).Sx4 - M-j- = x?
Nasleduje kontrolf;i krok: s¢itance s C(x) se vzdjemné mu);i odegdist, zustava pouze s¢itanec
s derivaci C'(x): C ’(x)x5 =x?,
upravime C'(x)= % =x3
x

-2
a odtud vypoéitame integraéni konstantu C(x)= | C'(x) dx = =t 41Kk = —L+ X 5
P 5 Sl
= %

Obecné feseni zadané line4rni diferencidlni rovnice ziskdme dosazenim vypoéitané konstanty
do pfedpokladaného tvaru feseni (3):
3
1 , ’ X
y=(-——-2-+K)x5, po tprave y:KrS——. X & :
2o 2 _
Je ziejmé, Ze obecné feSeni tvoii dvé &asti: y=yo+¥, e

kde yo= Kx® je feSeni zkracené rovnice,

3
y= _x? je partikularni integral odpovidajici pravé strané Q(x).

Priklad 7.11: Vyfeste diferencidlni rovnici y'+xy =x, plati-li y(0)=4.

L.

Refeni: Budeme dodrZovat uvedeny postup L. — I11. uvedeny v pfikladu 7.10:
Vyiesime pfislusnou zkracenou rovnici  y'+xy =0,
ktera je vzdy separovatelnd, postupem uvedenym v 7.2.2.

dy
—+xy=0
oL

dy
—=—xy |dx
il

Jarmila Dolezalova



Diferencialni rovnice 12

Pozndmka: Uvedeny piiklad '+ xy =x vyfeS§ime i jinym postupem:
Staéi, kdyz provedeme jednoduchou tpravu yi=x-xy = y=x(1-y).
Ziskdme separovatelnou rovnici, kterou vyfesime postupem uvedenym v 7.2.2.

dy
= —x(1-y) |dx
' ) |

1
d=x-Dd |, y#1

__dL:xdx
1-y

.
‘I:Jj=fxd"

(1-p) ' =Ce?2
x2 x2
b B = et =5 peieke 2 e s
1-y % €
Ce 2

Z tohoto piikladu je ziejmé, Ze diferencilni rovnice nemusi byt pouze jednoho typu. Pokud
spliiuje soucasné podminky pro vice typt, volime vzdy jednodussi postup feSeni
(v uvedeném ptikladé je to feSeni separovatelné diferencidlni rovnice).

2

PHEIATIAT 2 N eta e el rovioit e L=14x%, x#-1,platili y(1)=-1.
L g ot it
Reseni: Budeme dodrzovat uvedeny postup I — I1I uvedeny v piikladu 7.10:
2
I. Vyfesime pfislusnou zkracenou rovnici y'— e )3) =0,
l+x
ktera je vzdy separovatelnd, postupem uvedenym v 7.2.2.
E’)i B 3x2 y
dx 1+
dy  3x”
L L] J; | dx
dx  1+x
2
1
dy = 3 );dx I—, y#0
I+x y
2
dy _ 3x . 4
Y o o 1+x
I L= 7
b 4 It

ln|y|:ln’1+x3l+lnC

- _— . " :
Reseni upravime vyuzitim pravidel pro po€itani s logaritmy:

Jarmila Dolezalova
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Diferencialni rovnice 13

1n[y|=ln C’1+x3

y=C(l+ x3) , coZ je pfedpokladany tvar feeni. (5)
Integraéni konstantu C budeme povazovat za funkci proménné x: C =C(x)

Dosadime za ni do (5): y=C(x).(1+x>)

Derivujeme souéin:  y'=C'(x).(1+ )+ C(x).3x2

2 3C).(+x7)
a2

1+x3

Zaya y' dosadime do zadani: C'(x).(1+ x3) +3C(x).x
1+x

Nésleduje kontrolni krok: s¢itance s C(x) se vzajemné vyrusi, zustdva pouze s¢itanec
s derivaci C'(x): C'(x).(1+ x3) =1+x°, po vykraceni C'(x)=1
a vypocitame integracni konstantu  C(x) = IC '(x)dxe = _fl dx=x+K.

Obecné feseni zadané linedrni diferencialni rovnice ziskdme dosazenim vypo¢itané konstanty

do predpokladaného tvaru fesent (5): y=(x+K)1+x)]. e -u
Z podminky y(1) =—1 vyplyva, Ze hleddme partikularni feSeni, které prochdzi bodem
P[1,-1]. Po dosazeni do obecného feseni vypocitdme hodnotu integra¢ni konstanty:

-1=0+K)(1+ 13) a odtud vypocitame K = —% .
3
Partikularni feSeni: y=(x- %)(1 + x3) , po Upravé|y = x* —%x3 e B

Poznamka: Existuje fada dalsich typt diferencidlnich rovnic I. fadu, které nejsou zafazeny do

tohoto stru¢ného prehledu.

' 7.3. Diferencialni rovnice Il. Fadu

Ve struéném piehledu se budeme zabyvat vyhradné feSenim linedrnich diferencidlnich
rovnic II. f¥adu s konstantnimi koeficienty.

Obecny tvar: | ayy"+ a1y +apy = Q(x)|, kde ap #0,a, ay jsou redlné Konstanty.

Délime je do dvou typl: zkracend pro Q(x)=0: ary"+a1y +agy =0
Gplné pro Ox)=0: ary"+a1y' +agy = 0(x)

Regenim linearnich diferencialnich rovnic II. ¥ddu se zabyval §vycarsky matematik Leonhard
Euler.

7.3.1. Zkracena rovnice

ary"+ay' +ayy =0

Euler zjistil, ze feSeni ma tvar  y=¢'", kde r je konstanta, zvani charakteristicky kofen.
Pro derivace plati Y =re'®, y'=r.

z e 2
Dosadime do zadani ayre™ +are™ +ape”™ =0,

Jarmila Dolezalova



Reseni: Homogenni rovnice:
y=zy,
dy (dz
[ =i
In|y| =In|z|+ C1,
y=czx.

Variace konstanty:

y = c(z)r,

e(z)z = zc' (z)x + zc(z) — 2° cos
d(r)=cosz,

c(z) =sinz + ¢z,

y(z) = (co +sinz)z.
Piiklad 3.3. Reste rovnici zy' + (z + 1)y = 3z%e™=.
Reseni: Homogenni rovnice:

X & (e
zy' +(z+1)y=0, 056

d_y:_f(Hi)dI, x &logw)

Yy
Inly|=—z—-Inz+c,
C
z)=e “—.
y(z) =
Variace konstanty:
clxz) _
y(z) = % e,

d(z)e ™ —c(x)e™® — @e“I +ee T+ %e_”' = 3z%e 7T,
T
d(z)=3z> = cz)=2>+ca,
2 CQ) —T
=(z"+= .
y(x) ( ey

Pi¥iklad 3.4. Reste rovniciy' = QE?

Regend: Rovnici si upravime do tvaru

3z — 1% dy
s =T
y dz
co? odpovida rovnici
() =2 -y
y



Variace konstanty:

2
T

y(z) = c(z)e™ ,
d(z)e™™ + c(w)(ﬂ?m)e_:”2 + 2zc(z)e™® = 2z
dz)=2z = clz)=12°+ca,

y(z) = (@® +ea)e™™ .

Piiklad 3.7. Reste rovnici zy’ + 2y = 3z, y(0) = 0.

Reseni: Homogenni rovnice:

zy +2y=0,
d 2
/—y = ——dz,
Y T
Injy|=—-2In|z|+c1,
c
y= 72"
Variace konstanty:
c(x)
y(z) = =2
d(x) c(z) = 2¢(x)
7 +(—2)$?+? 33$,

d(z) =322 = c(z)=2z+cs,
C2
O W
y@) =5 +=
7 pocatecni podminky
=0 = yl@)==z.
Piiklad 3.8. Reste rovnici y' +ycosz =sinzcosz, y(0) = 1.

Reseni: Homogenn{ rovnice:

y +ycosxz =0,

d
o —/cosasda:,
Y

Inly| = —sinz + ¢,

—sinx

Yy =ce

xel~ 0 0)
x el OredY



Variace konstanty:
y(z) = c(z)e™ ",
d(z)e™ 5% + (—cosz)e(x)e™ 0% + ¢(x)e” % cosx = sinzcos T,
¢ (z) = sinz cos ze*™

o(z) = /sinmcasxeSin Edxi= ‘/te't dt = (At + B)ei
Avdt4B=t = A=iB=-1,

e(z) = (t —1)et + ¢ = (sinz — 1)e¥™ 4 5,

y(z) = sing — 14 cpe™ 507

y0)=1 = l1=-14c = w=2,

y(z) = sinz — 1 4 2757,

Ptiklad 3.9. Reste rovnici (1 —z2)y’ +zy =1, y(0) = 1.

Regeni: Homogenni rovnice:
hro

22y +zy =0,

dy
/ /mz—ldm

Inly| = 5Inla? — 1] + 1,

ylz) = c/|2? - 1].

Redeni proto budeme uva#ovat ve tvaru (pro vyraz uvnit¥ odmocniny bereme v
fivahu poéateéni podminku) y(z) = c(x)+/1 — z%. Variace konstanty:

(1 -2z (z)vV1—22+(1— ﬁcz)c(:c)l\/i(%_——%? +ze(z)vV1—-x2=1,

d(z)=(1—z%)"%.

. _ 1
/(1 772 dz = |z = sint, dw:costdt]:fCOStht—

1
=|u=1tgt, du=-— dt’:/du:u—f-q:
cos® i
it sint z &
= = = C1s
\/l—sinzt V1-—a?

C($)23(1*$2)_1/2+Cl = ylz)=z+cV1-—122.

7 potateéni podminky:

=0 = vylx)=z+v1-a2.

x by 90 L ’
Y Rpilb :
A T A WA

x é_(-w‘ ‘v(\] L Cb’(l {‘]

(A1)



Piiklad 3.10. Reste rovnici y' — y<SZ = 2sinz.

sinz

Reseni: Homogenni rovnice: X 7! LW i TL& 2

CosT

— 4

!
y ysinrc

/ dy ] cos T
- = 5 dﬂ: 3
Y sinz

In|y| = In|sinz| + ¢,

y =csinz.
Variace konstanty:

y(z) = ¢(z)sinx,

d(z)sinz + c(z) cosz — ¢(z) cosz = 2sinx,
C($}=/2d$:2$+62,
y(z) = (22 + c2)sinz.

Priklad 3.11. Reste rovnici y' + zy = z.

Regeni: Homogenni rovnice:

¥ +azy =0,
d
/l = —]:cd:}:,
Y
42
Inly|=——
yl 7 e
:':2
Y= ce” 2
Variace konstanty:
-
y(z) = c(z)e™ 7,
’ g 3 P o
d(z)e” 7 —c(x)ve™ 7 +zc(z)e” T =z,

2
u:%, du = zdz

z2 22
c(a:):fa:era:: :fe”du:eu=e7 + o,

12
y(z) =14 coe™ 7 .

Priklad 3.12. Redte rovniciy' = ;(%



Reseni: Homogenni rovnice:

' y
4 z(z—1)’
d 1 1
j—g:/——dz:f LK dz,
Yy z{(z—1) z—1 =
In|y| =mI= +e,
X 1
? =
4 T
Variace konstanty:
Tz —1
o) = ele) 27,
s D= L =13 _c=z) 1
c (T) = C(I) ( T ) - I2 ($ . 1)’17 El
o x—1 z—(z=1)Y\ ez 1
¢lz) HelE) ( x2 T2z (z-1z’
1
!
()= —— +c
Clr) = —] 2
1 z—1 z—1
y($)=;+cz =14c3 —.
Pfiklad 3.13. Reste rounici y' + 3y = e*®.
Reseni: Homogenni rovnice:
y +3y =0,
d
&= —[de,
Y
Inly|=-3z+c1,
y=ce 3,
Variace konstanty:
y(z) = c(z)e™,
c (x)e™3% + c(x)e3%(—3) + 3c(z)e ™3 = &**,
c(z) =%,
e(z) = -5 + ¢p,

1
y(z) = gezz + e,

Piiklad 3.14. Reste rovnici y' +y = cosz.



Reseni: Homogenni rovnice:

¥ +y=0,

d
—y:—fldm,
Y

Inly|=—z+c1,

y=ce *.

Variace konstanty:
y(x) = c(z)e™,
d(x)e™™ + c(x)e™*(—1) + c(z)e ™™ = cosz,
1
c(z) = fez coszdz = aem(sin:c +cosz) + ¢z,

(sinx + cosx) + cae™ 7.

B =

y(z) =
Piiklad 3.15. Reste rovnici zy’ — = B

Regeni: Homogenni rovnice:

N
z+1’
dy 1 1 1
/—y—_/(zﬁ-l)xdm_-/(“m“_m—kl) e
z
1 =1
bl =n| 5| +ar,
y=c—
o= z+1
Variace konstanty:
T
y(z) =cla) —7,
, T z+l-z c(z)z _
wc(w)—m+1+c($}m GrD?  @t1p =z,
1 1
)= =1
x

c(r) =z +In|z| +ca,

T
y(o) = (@ +Infal ).

Priklad 3.16. Reste rouvnici (2¢¥ —z)y’ = 1.

S’eQPL\C A (O ,nw.«f'ya

Resent: PouZijeme triku, Ze hledame Fedeni z(y) jako funkce od y.

' = —z+ 2.



Cviceni 1
LINEARNI ROVNICE PRVNIHO RADU

1. Najd&te fefeni Cauchyovy tilohy z' + z tg¢ = cos? {, které vyhovuje podmince z(27) = 2.
Resent:
Méme nehomogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu. Funkce A(t) = tgt a q(t) = cos®¢

2k—1 2k+1
jsou definované a spojité v intervalech ( 5 i, . ’.’T), k € Z. ProtoZe je pocatetni podminka
. < G g 3 5
definovana v bodé ty = 27. Budeme hledat feSeni v intervalu t € 3 T, 3 )

Nejprve uréime fedeni pfislu$né homogenni rovnice
!
u +utgt=0.

To je u(t) = Ccost. Jedno partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice najdeme variaci konstanty.
Regeni budeme hledat ve tvaru w(t) = C(t)cost. Po dosazeni do plvodni rovnice dostaneme
C'(t) = cost, neboli C(t) = sint. Obecné Fedeni nehomogenni rovnice je z(t) = C cost + sint cost.
Z podminky x(27) = 2 plyne, C = 2. Refeni Cauchyovy alohy je tedy

3
z(t) = (2 +sint)cost pro € (éﬂ,g',rr).

2. Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy o’ — 2tz = ¢ — ¢, které vyhovuje podmince z(1) = 1.

Regent:

Mame najit feseni nehomogenn{ linedrni diferencialni rovnice prvniho fddu. Proto nejprve vyfesime

piislufnou homogenni rovnici v’ = 2tu. Standardnim zplsobem ziskame jeji feSeni u = Cet".

ReSeni nehomogenni rovnice w(t) ziskdme variaci konstanty, tj. pfedpoklddame, Zze w(t) = C (t)etQ.
2

t2

Po dosazeni do dané diferencialni rovnice dostaneme C'(t) = (t — t3)e™*, &ili C(t) = 7€
- :
Tedy hledané fefeni nehomogenni rovnice je w(t) = 5 @ obecné feSeni dané diferencialni rovnice je
o 1 |
z(t) = Cet® + o 7 poc¢atecni podminky plyne rovnost (1) = 1 = Ce + 5 Tedy C = o Kdyz

dosadime tuto konstantu do obecného feseni, ziskdme hledané feSeni Cauchyho tlohy

2
et -1 +t2

= t, které vyhovuje podmince z(0) = 1.

3. Najdéte fefeni Cauchyovy alohy =" + 2 ! 5
Reseni:

Méame Fedit nehomogenni linearni diferencialni rovnici prvntho fadu. Funkce h(t) = a

2
21
q(t) = t jsou definované a spojité v intervalech (—oo, 1), (=1,1) a (1,+00). ProtoZe pocatecni
podminka je dana v bodé o = 0, ktery lezi v intervalu (—1,1}, budeme hledat YeSeni rovnice v
tomto intervalu.

; . i s s . ; 2u ;
Nejprve najdeme obecné fefeni pfisluiné homogenni rovnice u' + e 0. Standardni metodou
dostaneme

' 2 1 1

bl e Rl Ly

Typeset by ApmS-TEX



1+¢

1—t
1414
Regeni w(t) nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru w(t) = C(t) 1_+t Po dosazeni do plivodni

a po integraci ziskame u(t) = C'

rovnice dostaneme

L H1-1) 2 | L
= = — —_—— — 2__ e '
C'(t) T+t t+2 T neboli C(t) = 2( t) —2In(1 +t)

o s gy : o 1+t (t—2)2
Partikuldrni fefeni w(t) nehomogenni rovnice je tedy w(t) = i e 2In(1+t¢)) a

obecné feseni dané diferencialni rovnice je

e (cf (2‘2”2 —21n(1+t)).

T 1t

7 podminky z(0) =1 = C — 2 plyne, Ze C = 3, a tedy feSeni dané Cauchyovy tlohy je

m(t):ii§(3f(2;t) 721n(1+£)) pro t € (—1,1).

4. Najdéte feseni Cauchyovy tilohy z’ — 2z = t2, které vyhovuje podmince z(—1) = 0.

Reseni:

MaAme Fesit nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici prvniho fadu. Tato rovnice je specidlniho
typu. Funkce h(t) = 2 je konstantni. Proto lze hledat FeSeni pFisluiné homogenni rovnice u’—2u = 0
ve tvaru u = e*. JestliZe tento pfedpoklad dosadime do homogenni rovnice, dostaneme A — 2 = 0,
ktera se nazyva charakteristickd rovnice. Jeji fefeni je A = 2. Tedy obecné fefeni homogenni rovnice
je u(t) = Ce?.

Také partikularni FeSeni nehomogenni rovnice 1ze v tomto pfipadé najit bez integrace. ProtoZe prava
strana g(t) = t? je polynom stupné 2 a p = 0 neni kofenem charakteristické rovnice, lze partikularni
feSeni nehomogenni rovnice hledat ve tvaru w = at®+bt+c, kde a, b a ¢ jsou konstanty. Dosazenim do
ptivodni rovnice a srovndnim koeficientt u riznych mocnin proménné ¢, dostaneme soustavu rovnic

1 1
—2a=1,2a—2b=0ab—2c =0, kterd ma feSeni a = 3 b= —gae=—3 Proto je partikuldrni
S 2t 1 . . a0t 1
feseni nehomogenni rovnice rovno w(t) = —5 —p 7 2l obecné fedeni je z(t) = Ce* — 551
1 e?
7 potiteéni podminky plyne z(—1) = 0 = Ce™? — 7 tedy C' = T Z toho dostdvame hledané

feSeni Cauchyho tlohy
B(ty= %(ew‘“) —2t* -2t —1).

5. Najdéte feseni Cauchyovy tilohy z’ + 4z = te™% 4 4¢ — 3, které vyhovuje podmince z(0) = 2.
Redeni:

Méme opét Fedit nehomogenni linedrni diferencidln{ rovnici prvniho fadu s konstantnimi koeficienty.
Jeji charakteristicka rovnice A + 4 = 0 m4 FeSeni A = —4, a tedy obecné feSeni homogenni rovnice
je u(t) = Ce™ . Partikulérni fefeni nehomogenni rovnice budeme hledat ve tvaru w(t) = wi(t) +
ws(t), kde wi (t) je partikularni feSeni rovnice w] + 4w, = te™* a wy je partikuldrni FeSeni rovnice
wh + 4wy = 4t — 3. ProtoZe u = —4 je feenim charakteristické rovnice, budeme hledat funkci w;
ve tvaru wy (t) = t(at + b)e~ . JestliZe tento pfedpoklad dosadime do rovnice pro w;, dostaneme
po srovnani koeficient®t u riznjch mocnin proménné t soustavu rovnic 2a = 1 a b = 0. Tedy

2
L 4t

wy (t) = o e~ %, Funkci ws; budeme hledat ve tvaru ws(t) = At + B, protoze p = 0 neni FeSeni
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Pisemna zkouSka z Matematiky IV pro FSV (F)
LS 2003-2004, 17.9. 2004

Piiklad F1: Najdéte vechna maximalni feSeni rovnice
v ==zvy (10 boda).
Priklad F2: Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice

=1 [ j
Y+ H+%e (10 bodi)

Priklad F3: Najdéte viechna maximaln{ fefeni rovnice
y" +y =zsinz. (10 bodi)
Priklad F4: Najdéte viechna maximélni fefeni rovnice
=€tV 1. (10 bodh)

Piiklad F5: Najdéte viechna y° € R3 takov4, Ze maximalni fefeni y po&éteéni dlohy

1 -1 -1
y=|-1 1 0 |y, 0=y
1 0 1
spliiuje lim; 0o Le~t = o, (10 bodii)
Vysledky

Priklad F1: y(z) =0,z € R; y(z) = (22 + 1c)2, z € R, c > 0,

w__mhuiﬁo &mm|8.y.

(3a7 + 1c2, 2 € (V=25 +0a), *=0
e A ﬁmam + m&u. z € (—o0,—v/=2¢), ok i
0, z € {—v—=2¢,00)
7 +30a)? z € (-0, ~vV2a),
y(z) =4 0, z € (—v=2¢1,v/—2c2), €1 <0,¢<0;
(12° + 3e2)?, = € (V=2c3,00),

O
Piklad F2: y(z) = (} s — Hlog(VI+ 2% — ) - J(VI+ 22 lauv iy + e,
zeR,ceR

3

Piiklad F3: y(z) = —fzcosz — wsw sinz +¢; + cesinz + ¢gcosw, v € R, ¢1,02,c3 € R
Piiklad F4: y(z) = —log(-z —¢) —z,z € (—o0,—¢),cER

0
Priklad F5: Aw Al_v ke NW
1



Potom integraly typu R (:c, Vaz? +br + c) lze TeSit Fulerovou substituct

—x ari — Tat? 2a(x1 — x2)t
t=/a=—2L  odkud g=-—2—2 do = 2HE B2}t
T — g a — t2 (a —t2)2

. Kvadratickyj trojélen az® + bz + ¢ nemd reding koven. Pokud kvadraticky
trojélen ax? + br + ¢ neméa Zidné redlné kofeny, pak, aby odmocnina méla
smysl, musi byt a > 0. Z neexistence kofenu navic vyplyva, ze ¢ > 0. Lze
pouzit jedné z nésledujicich dvou Euleroviyjch substituct

t = Var?+br+cxzva, (1)
zt = Vaz?+br+c+e (2)

Naptiklad z prvni substituce lze vyjadrit, Ze

tFzvae = Vazrl+br+c
tFzva)? = az’+bz+c
2 Fouzva = br+c

2 —c
bt 2/a

xr &=
a odtud mame, Ze
var?+br+c=tF t* —c
T bx2t/a
. Existuje jesté jind, v jednodussich pfipadech Castéji vyuzivand moZnost,

zaloZend na transformaci kvadratického trojélenu na kanonicky tvar - prevodem
na ctverec.



1
/—costdt smt— =

a?Va® + 22’
pFiéemz posledni vztah plyne z vypottu

2 i 2 2
sin“t sin“ t ) tg “t . tgt
tg %t = = = sin’t = g = sint = £

cos?t 1 -—sgin®t 1+tg 2t V1+tg 2t

2. Hyperbolické:

(a) f(z) = Va2 +a?

Reseni: Pouzijeme substituci = asinh t. Potom dz = acosh tdt a plati

2
/ va2+z? de = /a2c03h 2pqt € 92—— (t + cosh tsinh t) =
1 1 1 1
= 5a2 arg sinh Lot 5:1:\/ 422 §a2 In (3: ++va?+ 332) + 5:1:\/ a? + z2
a
(b) f(@) = va? —

Resent:
Pouzijeme substituci = acosh t. Potom dz = asinh tdt a plati

f\/ —a2dz= fa sinh 2t dt £ (cosh tsinh t —t) =
1 1
= ==a argcosh -i- —zv/ 2 — a2

2

Lze také psat
/\/zz—az dmg—-%aglnlm—k\/:1:2—&2[+%$\/w2—a2.

$2

(c) flz)= B

Reseni: Provedeme substituci z = v/2cosh t. Potom dz = v/2sinh tdt a

plati
x2 2cosh %t g
————dz = | ————+/2sinh tdt = [ 2cosh 2%tdt = (¢ + sinh tcosh t) =
vir2—2 v/2sinh ¢ /
= arg sinh g + %SE\/.’L‘Q —2%m ($E+ Va? - 2) + %:E\/:L’z -2

72

(d) fl=z)= ﬁ

Reseni: Pouzijeme substituci z = asinh t. Potom dz = acosh tdt a plati

2sinh % 2
/ —\/ﬁ dz = f —aaji:;h : acosh tdt = a® / sinh 2tdt € % [t — sinh tcosh t] =
2
- arg sinh

1
f—m\/a2+:c2— —a 2In (az+ a2+$2) +5$\/a2+$2



10. cvideni
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Teorie

Véta 1 (prvni véta o substituci). Necht a,b,a,8 € R*, a < b, @ < 8. Necht F je

primitivni funkce k f na (a,b).

Necht ¢ je funkce definovand na intervalu (a,f) s

hodnotami v (a,b), kterd ma v kazdém bodé (e, ) vlastni derivaci. Pak

[ 1t

¢ (B)dt £ Flo(t), te(ap).

Véta 2 (drubd véta o substituci). Necht a,b,a,8 € R*, a < b, a < . Necht ¢ :

(e, 8) — (a,b) ma v kazdém bodé nenulovou vlastni derivaci a ¢ ((a,8)) =

(a,b).

Necht f je funkce definovand na intervalu (a,b) a plati

fﬂﬂmdm&g

G(), te€ (o,B).

Pak
(& o
[ 1@ € G e,z e
Hinty
T _ o eZz 1 1 — 6“2;17
sinh z = 5 ="ggw T gg=
em T e—n: 62:3 + 1 1 + e—2x
cosh z = = =
2 2e® 2e %
sinhz e*—e % e¥_1 1—e 2=
tanhz = = = =
coshz e*+4e® 2241 14e 2
coshz e*+e™® e® 4 1 1+e 22
cothx = — = = =
sinhz efF—e® e®—_1 11— 2

sinh (—

= —sinh ()

cosh (—z) = cosh (z)
cosh %(z) —sinh ?(z) = 1

cosh (z 4+ y) = sinh (z) - sinh (y) + cosh (z) - cosh (y)

sinh (z +y
cosh (z) + sinh (z

)=
)=
)=
cosh (z) —sinh (z) =

= cosh (z) - sinh (y) + sinh (z) - cosh (y)



Chapter 3

Applications of first-order ODEs
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3.1 Radioactivity and Carbon dating

There are three isotopes of Carbon: 2C, ¥C and *C. Almost all Carbon is made
up of the first two (*2C and '3C) because C is radioactive: it decays with a half-
life of 5730 years to form #N. Although it decays quite quickly, it is constantly being
produced in the upper atmosphere by the action of cosmic rays. The equilibrium level
of 1C is about 1 part per trillion (10'2).

When an organism dies, it ceases to absorb Carbon from the environment, so the
amount of *C it contains will decrease as this decays radioactively. The time since the
death of the organism can be estimated by measuring how much *C there is left.

Let x(t) be the proportion of *C at time ¢. In a short interval §t, the concentration
will decrease by an amount proportional to how much is left, and to the length of the

time interval:
z(t + ot) = z(t) — kx(t)ot

where £ is a positive constant. Rearranging:

z(t + 0t) — z(¢)

=—k
5t !
and taking the limit of small §t (see chapter 1):
i—j = —kx with z(tp) = zo. (31

25



26

3.1 Radioactivity and Carbon dating

We can solve this separable first-order ODE:

fliifdt=/ld:c = —]kdt+0
T dt T
loglz]| = —kt+C

2| = e“e
Use the fact that £ > 0 and set A = e€:

r = Ae™
We can now use the initial condition z(tg) = zo to find A:
zo = Ae ko, A = goeto
which results in the solution for z(t):

z = goe Flito), (3.2)

Graphically:

Zo

The half-life T}, is the time after which half of the *C has decayed. So, from (3.2), at
time tg + Th: .
x(t[) + Th) = —5 = xoe_k(to"'Th_tG) = foehkTh.

or

1
Ty = Elog?,.

For Y4C, T}, = 5730 years, so k = Tlh log 2 = 0.000121/year.



Chapter 3 — Applications of first-order ODEs

Example: A fossilised bone is found to contain 0.1% of its original **C. Find the age
of the fossil.

Solution: Let ¢ be today’s date, and suppose the fossil is T years old, so it was
fossilised at time to =t — T. At this time it had zy '*C, and now it has 0.001z,.

z(t) = 0.001z¢ = zoe ¥t%) = g4e™*T,
which we can solve for T

1 1
Pe= 7z log 0.001 = z log 1000 = 57100 years.

Example: A nuclear breeder reactor produces waste that contains (amongst other
things) the isotope ?*Pu (Plutonium-239). After 15 years, the initial concentration of
239Py in the waste has decreased by 0.043%. Find the half-life of the isotope.

Seolution:

Example: A sample of thread contains 10*° atoms of **C. How many disintegrations
per second will there be?

Solution: % = —kz, so there are 0.000121 x 10" disintegrations per year, or 0.04

disintegrations per second.
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