3/ pfi pouziti Lebesgueovy v&ty byvé vyhodné poloZit
glx = sw |2, (0 | (kde N je mnozina piir. &isel)
pro ka2dé x € M., V tomto p¥fpad? zvolime. x € M pevné a hleddme
sup |fn(x) | pres mnoZinu vdech prirozenych &fsel (anebo alespon

pro vBechna n 2 n, , kde n, je pevné pfirozené &islo). Jak po-

(o]
stupovat v tomto pripadd ukédZeme na prikladech.

POZOR ! - pri vydetrovdni ste jnomErné konvergence hleddme

'fn(x) - f(x) [ » kdeZto pri pouZiti Lebesgueovy véty hle-
ddéme su £ (%) !
e suwp |f(x) ]

| 4,2. UkaZte, %e 1lim /ﬁx'?'dx =0 !
| N ->00 0

“ / Pro kaidé n€N existuae integrdl jako Riemanndv i Newtondv, ukaZte,
-1 N S
Ze f a7t oax 2 (nl)

2/ Vyuzi jte té% odhadu 05_/‘32 dx-_/l < L.

, odkud plyne tvrzeni.

3/ PouZijte vEtu 20 :

a/ limitn{ funkce f£(x) = lim ﬁ = 0 pro kazdé x € (0,1),

N>
b/ KE =20 na inter\ralu (0 1) (zPejm& 0= 52 E{ ).

tedy lim ‘fﬂ dx—flimxr-l' dx = b/‘:)dx=0.

m»00

(Jako cvileni ukaite, fe O = -3-;— 1)

4/ PouZijte leviho v&tu:

3/32 ex’,(o 1) Pro kazdé n € N (pro¥ ? |

xn-i-
R ey £ KE pro kaZdé 'x € (0,1) a kaZdé ne N .

DokaZte posledni nerovnost p¥imo anebo pouZitim tvrzeni, e pro
libovolné x €(0,1) je funkce ¢ (z) = ?z‘f- JakoZto funkce 2z
klesajicl v intervalu (1, + 00 ),
Hledéme funkeci g tak, aby g € 8(0 ,1) a byla aplnéna nerowvnost
|x‘i] g(x) pro viechna n € N a vlechna x € (0,1), stad{ zfejms
poloZit g =1 na intervalu (0,l1).
Zkusme spolftat Jip, 32 pro x €(0,1)
(tim vlastné dostaneme nejlepdf odhad), je vidét, Ze sup dr::- =y
pro x € (0,1), sta¥f{ tedy poloZit v Lebesgueov® vi&t& g(x) =X na

(0,1)._|

-?Ou—



li+

T nx ix '
4,3. Dokerte, Ze lm f‘"‘"z‘f - o

| l+n "x
"—/ UkazZte pfimym vypodtem. % »
d x d
2/ Vyu#i jte odhadu 04/-‘1**dx=/£§§"§+ ;/ nax;c =
1+n’x 5 1nx YRS}
‘a ’
< ik = xde 4+ 20BE
= ) mex ¥ ./ nx =3 ¢ n
0

) nx —

3/ Zkoume jte, zda i——-a-'ﬂz = 0 v (0,1)
+nx

(nekonverguji stejnom¥rné, nebol

| nx n 1 _ 1
| = 8y =m£lx{0- -.-.-,,._}....)
| 0:1 ’5(‘}31’) 1+n%x° : ' ien® 2 “
4/ PouZi jte Lebesggueovu vEétu.
Z pfedchoziho odstavce vyplyvé, Ze
xe{o,l),neN#os—————“; g_%_
1+n xz
astnd{ tedy poloiit g = % na intervalu '(0,1) a ovéfit podrobné pied~
poklady Lebesgueovy véty,
dostdvdme
4 T
1lim -—T dx = lim dx = 0 .,
RhoD 1+n x 7> 00 1+n2x2

~Jako cvideni 'se pokusme nalézt "lepdi"™ odhad, poloZme

glx) = sup n;c > pro kazdé x €(0,l1).
€N 1+n“x

Zvolme tedy pevnd x € (0,1), misto abychon poéitali'

sup —%— | poloZme pro kazdé n € <1,+%0 ) (a kafdé x € (0,1)
nEN 14n°x
nx

H (n) = —== ,

1+n x

Zde tzdy povafujeme n za "gpojitd" proménnou a hledejmq

nx
G(x) =  sup —
nEL7W) 1+n” ¥

Oddvodnite, proé g(x) £ G (x) pro ka%dé x € (0,1) !
Opét zjistite, Ze

n:z =max{—xf;0; &}=%

'?"'E'*J:}'w) 1+n x 1+x

Z6ény "lepdi” odhad jsme tedy neobdrieli. Uvidomte gi, Ze funkce G
neail "ne jlep3in" odhadem, je to zpisobeno tim, e misto abychom vy-

— )



Setfovali supremum pres mnoZinu vdech piirozenych ¢isel N , vydetio-
vali jsme vlastnd supremum pfes mnoZinu vdech redlnych &isel v inter—
valu ¢ 1, +% ) (podrobn& rozmyslete !). Kdyby tedy vyslo {G =

= +00 , ptdle by mohlo byt fg'(-t-oo .
o ,

Viz nésledujici obrdzek:

s.!
~
4
[ BN

:
J
N

Obrdzek &.4

5/ UkaZte, %e nelze pi¥imo pouZit Leviho v&tu . '

4
DokaXte, %fe 14 nB'xd,o
o. e, Ze m e =0 !
%500 P 1+n212

1/ Ov&fte pFfimym vypodtem.

2/ VyuZi jte odhadu
7

a 7
3
s ot [z wosat b e
0 &%= n 1+n2:2dx n ([xdx-*k/';z;

o

=n* [—1-2-+
. 2n

log n
)

3/ UkaZte, Ze posloupnost -62;5 nekonverguje stejnomdrn& k nule v inter—
valu (0,1) jest am

e g L% e ] 0y Ay 4 ]
14n° * 2 )

D xe@y) 1ene?

4/ Ukaite, Ze jsou splnény pfedpoklady Lebesgueovy viéty, Jjest

5 - ‘ +
aup—EL- sﬁ?ﬁu};ﬁ%‘? =m:{;;:§;0;:-l- }-

nEN 1‘!11.2!2 ﬁ
g
™ e = Sl
' =
UkaZte, ¥e nlj.: | Tn ax = 0
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+l "

N A
\/

n .
T/ UkaZte, Ze xx2n —2»'Q pro n o %00 na intervalu (0,1),
1+

ale nekonverguji tam ste jnom&rné.
Posledni tvrzeni dokaite

a/ tim, %e ukéZete 0"n =.% ’

b/ podrobnd z nédsledujicich vztahi:

&
lim (nm—-é";;):%#o:nm Qam ——=3% 1

L B XL T4y Xr 1. me0e .o

_____ . 5
mrychly", ale "hruby" odhad dévé 0 S —== & 1 v (0,1)
. +x

anebo "lep3{i® odhad O < —-ﬂn = pro x €(0,1) , n€N.
15 1+x?

» 3/ Pouzijte Leviho v&tu . ||

© 5
4,6. DokaZte, Ze 1lim f dx = 0 !
“_1/ Vyuii jte odhadu
b 7 00
X /’ _— 1 1 -
oﬁf anxs x“ax+/x dx = == + == pro n= 2.
o 1l+x ] ’

2/ Limitnf funkce £ : £(1) =% ; £=0 jinde v (0, +00 ) .
n
3/ UkaZte, Ze posloupnost :-Lf_xfﬁ nekonverguje ¥ f astejnomdrnZ v inter-
valu (0, +00 )

(vyuzijte vysledku z p¥. 4,5 anebo nespojitosti funkce f !)
143

x
Kdyby nicmén¥ bylo —— —3 £ w(0, +00 ), nemohli bychom stejn&
1+x

pouzit v&tu 20 (prod? ).

4/ PouZijte Lebesgueovu vEtu, vyjde

X X
(x) = 8 = te
& HEB 1-1-:;2n 1+:r.2 ! ¥ ¢ ﬁx(ﬂf"’w)
_ + 00 )
(Jjo okamiit? viddt, Ze [fl =+ 00 ), omezme se proto na ngz 2 ,
. e
otom sup —X— = — &
P 2% 1,,20 iiah £ (400) -

V3e si podrobné rozmyslete a provedte !

5/ Pouzijte Leviho vtu! || © .0 L
. m dx N
4,7. DokaZte, Ze nmf =1 !
nm-+00 X\ n n
(1 + n) . ,/x
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T/ 1in £(x) =e " fe'x g T
n-+00 ¥
2/ UkaZte, Z%e plat{:

1 = 1
— - ;
(D", Vx V= /=

1
n=2, x€(1,+0) =

n n
(l+) .V ox

A
=

ne€N; x €(0,1) =

ll!\

(1+-3

-1

& xy 9 1 _ - & ] 4
= . - = .
[;};a() 2 ] BESES 2
4
PoloZime-1i tedy g{x) "% pro x € (0,1) , glx) _;2'

pro x € (1,+00 ) , jest g € .‘C(Nw) (oddivodndte ! ) a miZeme
pouzit Lebesgueovu viétu . | '

o0
log(x+n) _,
4,8. DokaZte, Ze 1lim ———— e T cogs xdx =0 !
N0 5 n _

“ 1/ Limitn{ funkce je rovnas nule na (0, +00).
2/ PouZi jte Lebesgueovu vitu a vyuZi jte vztahi:

log (x+n) x+n

a/ n€N, x €(0, +00 ) = <-~I-l—-£1+x
v/ e (1+x) € Ly o) |-
A 9’3
4,9. Bud 0< A { +00 , potom 1lim f dx =0 .
n-roo 1+nx

ﬂ PouZi jte Lebesgueovu i Leviho vEtu, vyuZijte vztahu

©
= e x(d,A)'_ﬂ

x €E(0,A) , n € N =
l4nx

Ne vidy Jje pravda, Ze

rh—bf na ”""\/‘fn—“’_/‘f
M v.'4

Uvedme p¥{klady

4,10. Definujme pro kafdé n € N funkci £, na <0,1) takto:

1
fn(x) n sin (¥ nx) pro x €<0, ) ,

: = 1
£ (x) =0 pro x €<} 1>,
Potom a/ f —0 v <(0,1>,

MiZe byt fn::o v €0,1> 7
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M/ Lm0 = g™ fe"‘ dx = 1 .
-’

2/ UkaZte, Ze plati:

n€N; x €(0,1) =

-n
n&2, x €(1,+00 ) = nln ‘5_(1+:_:) =
(1+:-:) w & X
X n A= r1 _- < 171 4
= [jg(‘j) o(%"] i[zn_(n-l);g :| = ?
PoloZime-1i tedy g(x) ='7':;_" pro x € (0,1) , glx) = —12'

pro x € (1,+00 ) , Jest g € x(a+oo) (odivodn&te 1 ) a miZeme
pouzit Lebesgueovu vEtu . | '

o0
log(x+n)  _,
4,8. DokaZite, Ze 1lim f ——— e T cos xdx =0 !

ns00 n

“ 1/ Limitn{ funkce je rovna nule na (0, +00 ).
2/ Pou’i jte Lebesgueovu vitu a vyuiijte vztahi:

log (x+ +,
<88 VXTI “)< Zri

a/ né€N, x €(0, +00 ) = n£1+x
b/ e (1+x) € L/ too) |-
A e"3
4,9. Bud 0< A ¢ +00 , potom nmf ax = 0 .
m-*0 5 14nx

II PouZi jte Lebesgueovu i Leviho vé&tu, vyuZijte vztahu

l+nx

e <

Ne vZidy Jje pravda, Ze

£, —f na M ==)frn —-)_/f
M M

Uvedme p¥iklady

4,10.| Definujme pro kaZdé n € N funkei f  na (0,1) takto:

1,

£.(x) = n sin (¥ nx) pro x €<0, 3

’
e 1
fn(x) 0 pro x €<{5 ,1D>,

Potom a/ f£ —0 v (0,15,

- T4 -



Podle Leviho véty (provéddjte vile podrobnd 1) Jest

tim /.% dax - /-¥ dx
a=+7. ¢ logl& -sinx) 4 log(l-sinx)

posledni{ integrdl Je roven - 00 .
Lze v tomto p¥ikladd téZ uZit Lebesgusovu vitu?

. =-kx inax
4,20. Ukaite, Ze 1lim f: . == dx = 0 pro libovolné a €. B, |
k»+00 0 x 1

ﬂ—;volte posloupnost kn kn> 5 I kn/ +00 , UkaZte, Ze posloupnost funkef
o KnX, 5"2“ neni monotonn{ v intervalu (0,+ 00 ),'neil_._ge tedy uzit
pfimo Leyiho v&tu.
Z¥e jmé viak plati

— Ky X Bi -
| | g ol e

tedy Lebesgueova viéta dévd
lim f"" alnex 4, - ﬁim o, umxdx-foax 0.
H-2+00 "0 Nn-400

Pr{klady tohoto druhu vdak nemusime vZdy fe&it automaticky pomoci Leviho
&1 Lebesgueovy véty, leckdy mi¥feme postupovat primo.

Ke pf‘il:ladu poloZime-1i C(a) = max leinax] pro a € E, ,
XE(o,400) X i
Jest 00 00
= -kx C
ghx Sy 5"““ . SEEE gy £ cle) fo ax - SA8L
(-4 r'] k

odkud snadno plyrne nase tvrzeni _'H

4,21. Dokaite, Ze f 0 !
(X-ri-oo
L ’ -0 X
||1/ UkaZte, Ze ex(o+w) & a€ < o,+).
' 1+x .

2/ pouZijte Lebesgueovu i Leviho v&tu ,
3/ vyuZijte téZ odhadu
oo =

1 .
e

1+x

n->00

[ -]
n
4,22, Dokazte, Ze 1lim fa"" ax = 3 1
o

“ 1/ Pouzijte Lebesgueovu v&tu a vztahu

n
n21, x€(0,000 ) => ¢ X% 95(:) € o-‘f(oﬁw) )
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Podle Levino véty (provéddjte vée podrobnd !) jest

lim jd ax = / d = ‘
as7 / log(a@ =sinx) % log(l-ginx)

posledni{ integrdl Jje roven - 00 .
Lze v tomto pF{kladé té% uZit Lebesgueovu v&tu?

ainax
x

) w—-kx
4,20. UkaZte, Ze 1im /e .
k»+00 0

dx = 0 pro libovolné a E.El !

ﬁ'olte posloupnost kn kn> o, kn/" + 00 , UkaZte, %e posloupnost funke{
e kn”, .ﬁigﬂx neni monotonni v intervalu (0,+0° ), nelze tedy ur{it

pfimo Leviho v&tu.
Zfe jm& vidak plati

—hpy X -
| mm ] g ohelatmal e,

tedy Lebesgueova viéta ddvia
o9
ma: -kyx 8inax -
1im Jefax 2208X dx=/:.1m e ¥, ——dx = / 0ax =0 .
i-n-oo‘/ N0 x 'af

Priklady tohoto druhu vdak nemusime vZdy ¥eSit automaticky pomoci Leviho
& Lebesgueovy v&ty, leckdy mi¥eme postupovat p¥imo.

Ke pfikladu, poloZime-1i C(a) = leinax| pro a € B, ,
Jre(owg x 1
Jest 00 -]
~-kx sinax sinax =kx _ C(a)
| € == I - dxﬁ(:(a)_o/o ax = = =,

odkud snadno plyrie nase tvrzeni _.”

4,21, Dokaite, Ze f = 0 !
a++ao
ﬁ_ ’ -0t X
1/ UkaZte, Ze v € x(oﬁw) & x€e o, +0).

2/ pou?i jte Lebesgueovu i Leviho vétu ’
3/ vyuZijte téZ odhadu

oo oo
1 ﬂ
. 1+x
00
-x"
4,22, DokaZte, Ze 1lim e ax = 1 !
N0 Yo

" 1/ PouZijte Lebesgueovu v&tu a vztahu
i
nZ 1, x€(0,40 ) = 5P € Ly 00
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4,23.

2/

ReBte
1/

2/

kde ¢(z} =1 pro x €(0,1) , ¢(x) = o %
pro x € (1,+00 ) ,

pouzi jte Leviho v¥tu - tuto nemdZete pouzit pFimo na cely interval
(0,+00 ), ale lehko ji lze aplikovat zvl&3t& na. intervaly (0,1)
a (1,+00 ), zfejmd

1

¥ o0
% > on
1}%fa“1u=-1,lm fexdx=0_._u
n

) n->00 %

ndgledujici piiklady .

Zkoume jte, zda lze provést limitn{ pfechod za integralnim znamenim
v ndsledujicich pifkladech (tj. zkoumejte, zda plati

Junca- a fo

a/ £, (x) =1 pro x € (n,+00) , fn(x) =0
jinde v E; , M=E ,

b/ £,(0 =n°x(1-x0" , ¥=¢0,1),
e/ f£.(x) =n x_ntz s M =(0,1) ,
a/ rn(x) = nx a-nxz , M= (0,1) , (1,+00) , (0,+)

Spo&ite jte ndsledujfci limity: oo

a/ lim e"wgi_nxdx, lim fe‘waoazxdx,
Y>>+ 121-1 V4400 3

b/ ua [ ax ,
a0, x“+ 1

TomX*(t™+1)
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Setfovall supremum pfes mnoZinu v3ech piirozenych &isel N s VyBetio-
vali jsme vlastnd supremum pres mnoiinu vSech redlnych &isel v inter-
valu ¢ 1, +% ) (podrobn¥ rozmyslete !). Kdyby tedy vyslo _[a =

L )

= +00 , gtdle by mohlo byt [/ g <+ % .
4 ;

Viz ndsledujiec{ obrdzek:

!p!
Y
Pl

of
-
©

Obrdzek &.4

5/ UkaZte, Ze nelze pfimo pouZit Leviho vétu .l

')n3 ¢« X
4,4. Dokaite, Ze tlim dx = 0 !

»00 Y 1""1‘12!2

1/ Ovéfte pifimym vypoZtem.
2/ VyuZijte odhadu

3 3 3 e 4
Oénr‘flm;:zdxﬁnr(fxdx+/;%-dx)g
rs x

R - 1 log n
R

3/ Uka%te, %e posloupnost -& nekonverguje stejnomdrné k nule v inter-
valu (0,1) jest 8 '

RN Sy P SR

N XE@1) 1+n°x° ’

4/ Ukaite, %e jsou splnény pfedpoklady Lebesgueovy vity, jest

. B ¥
sup S sup = = max { —-‘2- ; 0; —-1- } -
REN 14n2y° REA) 14y 1+x 4/x

5T
by €Lyl

7 2
4,5. UkaZte, ¥e 1im [ dx = 0

n-»>00 14x20
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S

5
oSide Y NP

<

[

|

|

J \| &
V M g0 =e™ /e"‘ dx =1 .
l’

2/ UxaZte, Ze plati:

n€N; x €(0,1) =

1 -
nZx2, x€1,+00) = i = a+d =
(1+E) .V x
L n A1 1 £ 171 4
= . (D ] < [ (n=1) ] =

(5@ - @ s [lren 5 |72

1 4

PoloZime-1i tedy g{x) :E pro x €(0,1) , g(x) = F

pro x € (1,+00) , jest g € zl"a-i-oo) (oddvodndte 1 ) a miZeme
! *

pouzit Lebesgueovu vétu . ||

~ log(x+n) -5
f——-——-—-e cos xdx =0 !

4,80 Dokﬁﬁte, Ze lim

ne00 5 n

“ 1/ Limitn{ funkce je rovna nule na (0, +00),
2/ Pou’i jte Lebesgueovu vitu a vyuZijte vztahi:

log (x+n) x+n

a/ n€N, x €(0, +00 ) = <-;1—-£1+x
b/ e (1) € L) yoo) |-
A laJr3
4,9. Bud 0< A ¢ +00 , potom 1lim f ax = 0 .
n-+00 ) 1+nx

ﬂ PouZi jte Lebesgueovu i Leviho v&tu, vyufijte vztahu

x € (0,A) nen-—-}exa< e @
; o s wa) |

Ne vidy Jje pravda, Ze

fh—bf na Mﬂ)‘/fn—-)/f
Vi m

Uvedme priklady

4,10.| Definujme pro ka%dé n € N funkei f, na <{0,1) takto:

_ 1
fn(x)— n sin (¥ nx) pro xE(O,ﬁ),

: 1
rn(x) 0 PR X ECH 1D,

Potom a/ f£,—0 v <(0,1>,
7 7

b/_ﬂfrn=;2; , Jime =0.

Mi%e byt fn::o v <£0C) ¢
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JPE, May 1998. Let A C [0,1] be a non-measurable set. Let B = {(z,0) €
R?: z € A}.

(a) Is B a Lebesgue measurable subset of R*?

(b) Can B be a closed subset of R? for some such A?

(a) Yes. The set B is a subset of a straight line (y = 0), so it has outer measure
zero. Thus it is Lebesgue measurable.

(b) No. If B was closed in R?, then A would be closed in [0, 1], and then it would
be measurable.

JPE, Sept 1997. For a measurable subset E ¢ R", prove or disprove:

(a) If E has Lebesgue measure zero, then its closure has Lebesgue measure zero.

(b) If the closure of E has Lebesgue measure zero, then E has Lebesgue measure
Zero.

(a) False. Example: E consists of points with all rational coordinates. E is count-
able, hence m(FE) = 0. On the other hand, E is dense in R™, hence its closure is R".

(b) True. Since E is a subset of its own closure, then E also has Lebesgue measure
Zero.

JPE, May 1993. Let r,, be an enumeration of rational numbers in R.

(a) Show that R \ U2, (7 — =, 7n + =7) is never empty.

(b) Show that R\ U2, (r, — = Tt %) can be empty or non-empty, depending on
how the rationals are enumerated.

(a) By the o-subadditivity of the Lebesgue measure

oo o0
(U2 (0 = Z5, 70+ ) €S m((rm— S rat ) = 3 & < o0,

n=1 n=1

=

thus these intervals cannot cover the entire R.

0 2

(b) Now the above estimate gives " | 2 = oo, thus our previous argument would
not work. However presenting specific examples of enumeration so that the above
intervals cover (or do not cover) R is not easy. Let us not get into these complica-
tions...

JPE, May 1990. Does there exist a measure space (X, 9, ) such that there is
no countable collection of subsets X, € 9 satisfying u(X,) < oo for all n and
XK= X

Yes. Example: p is the counting measure on R with Borel o-algebra.

JPE, May 1989. Does there exist an open dense subset A C [0,1] x [0,1] such
that its complement ([0, 1] x [0, 1]) \ A has positive Lebesgue measure?



