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12 Trojny integrél - Transformace integrala

111. Pfiklad Spoé&téte [[f z* +y*dzdydz, kde 2:1 22 =2, 22 +2 <1
13

Refeni  Integraéni obor Q urdeny vatahy 1 < z < 2,2% + v? < 1 je vélec. Viz Obrézek 1.
Provedeme transformaci do valcovych soufadnic, kde

2€(0,1),
w € (0, 2m),
z€(1,2).

Pak pomoci Dirichletovy véty integrél dopoditame.

Obrazek 41: N:1<z2<2,z2+9y*<1

ffff+y’drdyd2=f[f(@zcosﬂsaw’sin’cp)-gdedsodz=ff/93ded<9d2=
£ i~ -
1 27 2 471
= | Fdg- : B O e e L
”./n I dg£ dy '/;dz—{‘l}u [elo - [zl s 2r 1—2.
-

112. Pfiklad Spoététe [[f dedydz kde Q:-1<z <1,z 2 0,2 +22<1.
)

Refeni Vaztahy —1 < z < 1,z > 0,4 + 2* < 1 definuji horn{ polovinu vélce, jehoZ osa splyvé
s osou z. Viz Obrézek 12.

Obrézek 42: Q:—-1<z<1,220,42+22<1

Provedeme transformaci do ,vélcovych soufadnic”. Transformaéni rovnice jsou tvaru

T =1z,
y = gcosey,
z = psing.

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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8. Dvojng a trojng integrdl 55

uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdl, F 525 a L~ Jzé

Na zavér uvedeme priklady na uziti sférickych (kulovjch) soufadnic pro vypoéet trojného integralu.

d: x=rcostsins

y=rsintsins 0<r, 0<t<2m 0<s<m.
Z=TCOSS§
Protoze
costsins sintsins cos 8
|det D®| = |det [ —rsintsins rcostsins 0 =r?sins,
rcost sins rsintcost —rsins
dostaneme

/ff flz,y, z)dzdydz = f// f(rcostsins,rsintsins,rcoss)-1*2 sinsdrdtds .
o) »-1(0)

Poznamenejme, Ze v nékterych uéebnicich se uzivé odlisny tvar sférickych soufadnic

®: 1T =rcostcoss
y=rsinlcoss 0<r, 0<t<2m, —
z=rsins

(S

<s=

I

¥

pak ovSem vychézi |det D®| = r? coss.
Piiklad 8.17:
Vypoéitejte trojny integral

dzdydz ,kde 2= {[z,y,2); 1<2?+1*+22<9,2>0,y>0, 220,}.
Y Y

7

FeSeni:
Pfevedeme do sférickych soufadnic. Prvn{ podminka vymezujici mnoZinu @ ndm dévd 1 <r < 3, 2 dalsich t¥i
podminek dostdvéme 0 <t < 7 a0 < s < 7, neboli &=1(Q) = (1,3) x (0, %) x (0, Z). Dosadime a vypocteme

Z TCOSS
—-—d:rdydz:f/f cr2sinsdrdtds =
f/L V2 + y? (1,3)x (0,5 x(0,5) /72 cos? tsin® s + r2sin’ ¢sin® s
3 3 4 373
=f frEdr-j ldz-[ cossds = | = -[t]é-{sins]:=l§1r.
1 0 0 3 7 3 .

Piiklad 8.18:
Vypoditejte trojny integral

f/ (2? +y?)zdzdydz , kde @ = {[z,9,2}; 1 < 2® +9* +2° <4, 22 +y?2<z2% z2>0,}.

n

Fefeni:

Pievedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnoZinu Q nam dévd 1 < r < 2. Z druhé

podminky dostaneme r?sin® s < 72 cos? s, neboli | tgs| < 1, coz spolu s tfeti podminkou dava 0 < s < Z. Na
proménnou ¢ neni kladen Zadny pozZadavek, a tedy @~1(Q) = (1,2) x (0,2m) x (0, §). Dosadime a vypocteme

fff (2? + y?)zdzdydz = ff/ (2 cos® tsin? s + 2 sin® tsin s) - rcos s - 2 sin s dr di ds =
Q (1,2)x (0,27 (0,%)

2 2 z 21
=//f rasinaswssdrdtds=j r5dr-f ldt-/ sin? scossds = —m.
(1,2) % (0,27) % (0, %) 1 0 0 4

=2i1 =2m =%.
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) 95. Priklad Spoététe [[f 2 dzdydz, kde Q:z =1,z = /72 + 2.
fi

ReSeni Integradnf obor © je kudel. Viz Obrdzek 2. Obor Q zapiSeme jako oblast typu (z,v,2).
Plati Q@ = {[z,y,2); -1 <z £1,-vV1- WLy T—x? /2l +yt <2< 1}

z
{1

&2

X A

Obrizek 25: :z=1,2= /22 + 2

/ﬂffzdzdydz:/: ([Z([;mzdz)dy)dz-—-/i ([Z [%}:/m;dy)dz::

1 1 Vi—z% A a 1 1 i 1 av‘l—:’
== (1-2*—y*)dy da:=—f [y(lmz)—-y] dz =
2[—1 -[—v’ffx“’ 2J/4 3% | _ =
51 a e ¢ =sint 9 fF 23 1
_311 (l—z)dz—\_l_'_%ﬂ_)l_’%w —g _;mtdﬁ_ﬁ‘gﬂ—zﬁ'

96. Pfiklad Spo&téte [[f dzdydz, kde Q:2=0,z=1— z2 — g2,
o}

ReSeni Integradnf obor 2 je ohrani¢en paraboloidem a rovinou. Viz Obrézek 20. Obor (2 zapiSeme
jako oblast typu (z,%,2) : @ = {[z,9,2]; -1 <2<, ~-VI-22<y<VI—-2%,0<2<1-2° -4}

Obrézek 26: n:z=0,z_—-_]__$2,_y2

[ ese= [ (Lo )= [ o-e- 3] e

4 [t 3 43 1
= - -2 == == =="m
3‘/:1 (1-22)dz 3 ST =3"

RNDr. Jifi Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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8. Dvojny a trojny integral 55

i
©

uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, F ~

Na z&vér uvedeme pfiklady na uziti sférickych (kulovych) soufadnic pro vypoéet trojného integralu.

®: x=rcostsins

y = rsintsins 0<r, 0<t<2m 0<s<m.
Z=T7C088
Protoze -
costsins sintsins cos 8
|det D®| = |det | —rsintsins rcostsins 0 =r?sins ,
rcost sins rsintcost —rsins
dostaneme

ffj flz,y,2)dedydz =[/f f(rcostsins,rsintsins, rcoss) ~r?ginsdrdtds .
2 D]

Poznamenejme, e v nékterych uéebnicich se uziva odli¥ny tvar sférickych soufadnic

®: zx=rcostcoss
y=rsintcoss 0<r, 0<t<2m —
z=rsins

<s=<

1

o]
I

pak oviem vychézi |det D®| = r? cos s.
Piiklad 8.17:
Vypoéitejte trojny integral

f/fnﬁmw Jkde Q= {[z,y,2; 1< 2% +47 +22 <9, 20,420, 220,}.

feSeni:
Pievedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnoZinu §} ndm dava 1 < r < 3, z daldich tfi
podminek dostavame 0 <t < § a 0 < s < Z, neboli #71(Q) = (1,3) x (0, %) x (0, §). Dosadime a vypoéteme

z 70838
—dxdydzsz/ -r?sinsdrdtds =
/fL Va2 +y? (1,3)x(0,5)%(0,2) V72 cos?tsin® s + r2sin® tsin’ s

3 1 3 373
=f r"'dr-/ ldt-f cossds = | — '[ﬁ]é'[ﬁinS]§=Eﬂ.
1 0 0 3] 3

Piiklad 8.18:
Vypoditejte trojny integral

f//(m2+y2)zd:cdydz Jkde @ = {[z,y,2]; 1 <22 +y>+22 <4, 22 +9* <2% 2>0,}.

9]

fefeni:

Pfevedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnozinu Q ndm davd 1 < » < 2. Z druhé

podminky dostaneme r?sin®s < r2cos? s, neboli |tgs| < 1, coZ spolu s tfeti podminkou dévd 0 < s < §. Na
proménnou ¢ neni kladen Z&dny pozadavek, a tedy ®~*(Q2) = (1,2) x (0,27) x (0, §). Dosadime a vypodteme

fff (22 + y?)zdzdydz = f/f (r? cos® tsin® s + r? sin® tsin® s) - rcoss - r*sins drdtds =
0 (1,2) x (0,27)x (0, %)

2 2 i, 21
=-/:[f r"’sinsscossdrdtds:f r“d‘r-[ 1dt-[ sin“ scossds = —.

(1,2) % (0,2m) x (0, % 1 0 0 4

D EENESD . —————— i

=21 =2 =1
2 4



Trojny integrdl

r=0, te(0,2r) (popt.te (—m, ) nebot € (a,a+ 27) pro a € R)
a 2z'eR.

Jacobian tohoto zobrazeni je

cost —rsint 0
J(r,t,2%) = |sint rcost 0| =r(cos’t+sin®t) =r.
0 0 1

Poznamka 2.20. Substituci do cylindrickych soufadnic zpravidla pouzivime, po-
kud hranice plidorysu télesa §2, pfes které integrujeme, obsahuje &ésti kruznic. Sa-
moziejmé, ze vhodnost ¢i nevhodnost substituce ovliviiuje také samotné integrovand
funkce.

Priklad 2.21. Vypodtéte integral I = [[[ (z* +y*) zdz dydz, kde
i

Q={(z,1,2) eR*: 22 +y*S1 A 220 A 2? +y>+ 22 S 4}.

Reseni. Mnozina S} je valec ,sefiznuty“ shora kulovou plochou.

Zavedeme-li valcové soutadnice

T = rcost,

y = rsint,

z =z,



2.3 Trojny integrdl na méritelné mnoZiné 55

obdrZzime omezeni

0Srs]l, 0StS2r, 0Sz=5v4-r%

Podle véty 2.18 tedy plati

I= /// (r4cos4t+r4sin4t) z-rdrdtdz,

Mrl:z

kde
M,tz={(r,z,z)eR3; 0Sr<1A0StS2m A 0§z§\/_4—r2}.

U#ijeme-li nyni Fubiniovy véty (2.10 a 1.22), dostaneme

1 27 W
Iz/ / / (r‘*cos“t-{—r“sin“t)z-rdz dt | dr =
o \o 0
2 1 \"4—1’5 2
3/(cosqt+sin4t) dt-/ r® / zdz drzf(cos"t—lrsin"t) dt-
0 0 0 )
1 22 e e | 27 1
-/(ra[—] )dr=[(cos4t+sin"t) dt'—-/ (4r® —r") dr =
2 2=0 2
0 0 0
7 L[ 1 T 1 13
zf(cos“t—l—sin"t) dt - 5 [%—%L=/(cos4t+sin4t) 8 « e
)

27

2

13
/ cos‘1 t+sin't) dt = E/ ((0052 t + sin? t)z — 2sin? t cos? t) dt =
0

0

2m 27
13 13 1 — cos4t
—~Z§ (1—-2*811'1 Qt) dt = @ (1“—4—> dt =
0

2w
_E §+cos4t dt_l_S: 3t+sin4t 13 3 13
T 48 48 |4 16 T 48 1 32
4 ‘

"“lm

4 4

Poznamka 2.22. Rozmyslete si, ze substituci do cylindrickych soufadnic a Fubi-
niovou vétou dostaneme totéz, jako uzitim Fubiniovy véty a nésledné substituce do
polarnich soufadnic v pfisluSném dvojném integralu.
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Trojny integral

2.3.5 Substituce do zobecnénych sférickych souradnic
Necht a,b, ¢ > 0 jsou dané &isla. UvaZujme zobrazeni
T =a-pcospcosd,

y="b-psinpcost,
z=c- psin?,

kde

p20, ¢e€{0,2n) (popf. ¢ € (—m, m) nebo p € (o, + 2m) pro a € R),
9€(-53).

Podobné jako u klasickych sférickych soufadnic mizeme i zde vypocitat Jacobian
zobrazeni
J(p,p,9) = abc - p* cos V.

Poznamka 2.25. Substituce do zobecnénych sférickych soufadnic se pouZiva, po-
kud téleso 2, pfes které integrujeme, ma tvar elipsoidu.

Piiklad 2.26. Vypoététe integrdl I = [[[ zdz dydz, kde
0

2 2

Q:{(SC,T,Z)E]RS: %+%—+z2§2z}.

Reseni. Podminku %2 -+ 3-’; + 22 £ 22z 1ze ekvivalentné upravit do tvaru 5; + 3’9: +(z—
—1)2 £ 1. Odtud je vid&t, Ze Q je elipsoid se stfedem v bodé (0,0, 1) a poloosami
2,3al.

PouZzijeme zobecnéné sférické souradnice

x = 2pcosycosv,
y = 3psinpcos?,
z = psind.
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2.3 Trojny integrél na méritelné mnoziné

Jacobian tohoto zobrazeni jg: ziejmé J = 6p?cosd. Dosazenim transformacnich

o s 2 - rd W ra -
vztahtl do podminky Z- + L + 22 < 2z dostaneme p® < 2psind. Neni t&zké si
uvédomit, Ze elipsoid §2 je pak uréen omezenimi

pe(0,2m), De(0,3), pe(02sind).

To tedy znamend, Ze

I=//:/psin19-|J1dpdnpd1‘}:/ffﬁpSSinﬁCOSﬁdpdnpdﬁ,
M M

Mz{(p,go,ﬂ)ERS: 0Sp<or A ogﬁgg A ogpgzsm}.

kde

Odtud podle vét 2.10 a 1.22 mame

2 ;_:' 2sind
I=/ / / 6p°sindcos¥dp | di | dp =
0 0 0
z z substituce
f [ i / sind =wu
=21r]sin1900519 — dﬂ=3ﬂ/1651n56cosﬂdﬁ= =
4 ], cos¥dd = du
0 ¢ 00, F—1

us]? 1
=48ﬂ'/u5du=48ﬂ" —| =487 = =38m.
6], 6
Jin moznost, jak integral spoditat, je pouZit ,posunuté” zobecnéné sférické sourad-
nice

z = 2pcospcos?,

y = 3psinpcos v,

z=1+4 psind.
Jacobién tohoto zobrazenf je opét J = 6p? cos ¥ a dosazenim transformaénich vztaha
do podminky Edi-i-y; +2% < 22, kterd je ekvivalentn{ s nerovnosti %2 - 293+(3— T,
obdrzime p? £ 1, tj. 0 £ p £ 1. Odtud (podobné jako u prvniho zpisobu vypoctu)
dostaneme, Ze

S ///(1 + psind) - |J|dpdpdd = f/f(l + psind) - 6p% cos ¥ dpdip dd,
o N

kde & -
N={(po®) R 0Sp<2m A -2 SIS T A 0<ps1}.
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) Podle vét 2.10 a 1.22 pak pro integral I plati
1 2m z
I=/ / /(1+psim9)-6p200519d19 de | dp =
0 \0o \-z

1 [ %

= 2?r/ /(6,02 cos ¥ + 6p°sind cosd) dd | dp =

0 \'3

1
0

1 1
3 371
= 2?!“/ {6,02 sind — gp@ 003219} dp = 2ﬂ/12,02 dp = 24w [33-} =
0 0

d=—%

(6p% cos ¥ + 3p°sin20)d¥ | dp =

\MI%

e =
2

2.4 Né&které aplikace trojného integralu

2.4.1 Objem télesa

Necht M C R? je méfitelnd mnozina. Pak objem télesa M definujeme pomoci vztahu

A(M)=/f/ld:cdydz.
M

Poznédmka 2.27. Uvazujme mnozinu T stejnou jako v kapitole 1.6.2. Pak zfejmé
plati V(T') = A(T).

@ Pfiklad 2.28. Vypodtéte objem télesa M C R? ohranieného plochami

2 2
O e B =
(z—2) 3+2, =1

Reseni. Nase téleso M je ¢asti eliptického kuzele.

ta
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Poznamka 2.29. V pfedchozim p¥ikladu bychom také mohli postupovat tak, Ze
bychom (pro vhodné a, b) zavedli tzv. zobecnéné cylindrické soufadnice, tj.

T =a-TCoSt,
y=b-rsint,
z=2"(=z),

kde 1

I
r20, te(0,2r) (popi. t€ (—m ) nebot € (o, o+ 27) pro a € R)
a z'elR.

Jacobidn tohoto zobrazeni je

acost —arsint 0
J(r,t,z*) = |bsint brcost 0| =ab-r (cos’t+sin’t) =ab-r.
0 0 1

Domaci cviceni 2.30. Pokuste se vyteSit pfiklad 2.28 pomoci zobecnénych cylin-
drickych soufadnic (viz pozndmka 2.29).

Pi#iklad 2.31. Vypoététe objem t8lesa M ohranieného plochou (anuloidem)

(\/z2+y2—a)2+z2=b2 (0<b<a)

Resend.

Vime, %e pro objem télesa M plati A(M) = [[[ 1dzdy dz. Rezem t&lesa M rovinou
M

z = 0 je mezikruZi zndzornéné na obrazku nize.
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Pro vypocet A(M) bude tedy vhodné pouzit v pfisluSném integralu transformaci do
cylindrickych soufadnic

T = T COSt,
y = rsint,
= 2z.

Jacobidn tohoto zobrazeni je J = r. Téleso M v t&chto novych (cylindrickych)
soufadnicich popiSeme podminkami (promyslete to!)

te(0,2m), r€fa—ba+b)y, z€ <—\/b2 —(r—a)?,/b? - (r — a)2> :
Proto (vzhledem ke vétdm 1.22, 2.10 a 2.18) pro objem télesa M plati

or [ atb [ V/bP—(r—a)?

A(M)z///ldxdydz=/ / f rdz | dr | dt =

0 \e=b \. /b2-(r—a)?

substituce
ath r—a=u ¢
=2?r-2-f'r\/b2—(r—a)2dr= dr = du =4ﬂ/(u+a)\/b2—u2du=
a—b CE——bl"-}—b —b
a+b—b
b b b
=4‘?T/’U,\/b2'—u2 du+4ﬂafvb2—u2 dquwa/vbzuuzduz
—b lichd v u —b suddvu [i]

substituce

3
= bsin ¢
o [ HOSTNARGS =Sﬁa/\/m-bcossd3=8:rrab2_/coszsds:
0

T
2

du = becos sds
Oi—)U,ng 0

I
2

= 8wab2/ H—(;AQS ds = 8wab?®

0 St
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Jakobidn transformace je
0 0

1
J=|0 cosp —pgsing |=p.
0 sing pcosp

/f dzdydz:f//gd;cdgdgo:/;da:-/‘nlgdg-f:dtp:{m]il-[%}:{w}g:?%-ﬂzﬂ.
0 0

113. P¥iklad Spoététe [[f /22 +y2dzdydz, kde Q: 2* +94* < 2 < 1.
1]

Refeni  Oblast Q je t&leso, které je zdola ohraniteno paraboloidem z = z? + y* a zhora rovinou
z = 1. Viz Obrazek 43.

'S

?

Obrazek 43: Q:z2+y2<z2<1

4

Provedeme transformaci do vélcovjch soufadnic, kde
e€(0,1),

@ € {0,2m),

z € (g% 1).

[f/\/ﬁ-ky? d.:-:dydz=fff\/gzoos?wp-kg’sinch-gdgd:pdz:
h e

=fff92d9dt.odz=/ol(f:w(fg: gﬂdz)dw)@:/ol(f:
ah

: L 2 2 1‘2 2 2 13 151
= do = = T do=2n|=g®— < e .
fu(/n 0%(1 —¢%) dp)de fae(l o) lwlp” de ‘r'f[a@ 59]0 2 E ="

T
@* [z];2 de)do =

114. Priklad Spottéte [[f z dzdydz, kde 2:0 < z <4 - 2+/z% + 2.
a

ReZeni Oblast  je t&leso, které je zdola ohranifeno rovinou z = 0 a zhora kuZelovou plochou
z =4 —2./22 + y2. Viz Obrazek 44.
Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic
0€(0,2),
€ (0,2m),
z € (0,4 —2p).

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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2.3.4 Substituce do sférickych soufadnic

UvaZujme zobrazeni
T = pcos@cost,

y = psin pcos v,
z = psind,

kde

p20, e (0,2r) (popt. € (—m, ) nebo ¢ € (a,a+ 2m) pro a € R),

Nynf p¥{fmym vypodtem (rozvojem podle posledniho fadku) uréime Jacobién tohoto
zobrazeni. Plati

cospcosy —psingpcosy —pcospsind
J(p,p,9) = [sinpcos? pcospcosy —psinpsind| =
sin ¥ 0 pcost
= sind (p*sin 9 cos¥) + pcos® (pcos®¥) = p? cos Y (sin® ¥ + cos® ) = p” cos .

Poznamka 2.23. Pro substituci do sférickych soufadnic se zpravidla rozhodneme,
pokud hranice télesa €2, pfes které integrujeme, obsahuje ¢asti kulovych ploch.

@ P¥iklad 2.24. Pro a > 0 vypottéte integrél I, = [[[ (z% +¢* + 2%) dzdydz, kde
40 Rt

Q. = {(z,9,2) ER®: 2?2 +y? + 2> £ 20z A 2° +y° £32°},

Redeni. Podminku z? + 42 + 2% < 2az lze upravit do tvaru z% + y* + (z — a)? < @®.
Mnozina 2, je tedy prinikem koule (se stiedem v bodé (0,0,a) a polomérem a)
a rotaéniho kuZele (viz obrazek).
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2a 22+ y? + 27 = 2az

Zavedme sférické souradnice
x = pcospcosv,
y = psincos v,
z = psind,
p20, p€(0,2r) a Ve(-F%)
Dosazenim transformacénich vztahi do podminek
?+1y2+2°$ 2z a 2+ £32°
obdrzime
p? < 2apsind A p?cos’ 9 < 3p?sin’ 9,
odkud dostaneme (p 2 0)
p < 2asing A cos’¥ < 3sin 9.

Z prvni nerovnosti obdrzime ¥ € (0, Z) a z druhé nasledné cos ¥ = v/3sind. Celkem
tedy méame
p€(0,2m), Ve(£,%), pe(0,2asind).

6
Z vét 2.18, 2.10 a 1.22 pak plyne

27 et 2asind b 57 2asind
In:/ / / p? - p*cosddp | d¥ dtpz?ﬂ'/cosﬁ [%] dd =
0 \% 0 ] =
z substituce 1
2m 5. B i K sind =u 2m 5 ] —
= cos?-2°-a’-sin’Jddd = AN = Akl “?—3211 uw’du =
3 Il e 2

6 2) 2
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12 Trojny integral - Transformace integrala

111. Piiklad Spottéte [[f 2® + y*dedydz, kde 0:1 <2< 2,22 +4° < 1.
0

Reseni Integraéni obor § urdeny vztahy 1 < z < 2,22 + y? < 1 je valec. Viz Obrazek 41.
Provedeme transformaci do véalcovjch soufadnic, kde

0€(0,1),
€ (0,2r),
z€(1,2).

Pak pomoci Dirichletovy véty integral dopocitime.

Obrazek 41: 0:1<z<2,z2+42<1

fffxgﬁ-y“ dmdydz:ff (0% cos® v + o? sin? p) + p dodpdz = fff ¢* dodipdz =
Q Qr Q°
1 27 2 471
3 [4 2 2 1 T
= gdg-f d ‘/dz={—} . zli=s 211 = =,
./0 L P . 1], [elo” - [zl i D)

_~ = 112. Pfiklad Spoctéte [ff dzdydz, kde @ : -1<z<1,z220,p* + 22 < L.

(4 4) o

Ll Reseni Vaztahy —1 < 2 < 1,z > 0,92 + z? < 1 definuji horni polovinu vélce, jehoZ osa splyva
s osou z. Viz Obrazek 42.

Obrazek 42: N:-1<2<1,220,9*+22 <1

Provedeme transformaci do ,valcovych soufadnic®. Transformaéni rovnice jsou tvaru

o=,
Y =pcosy,
z = psinp.

RNDr. Jif{ Klagka, Dr. UM FSI v Brné, 7. 3. 2006
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S

Jakobian transformace je
1 0 0

0 cosy —psing
0 sing pcosy

// dmdydz=ff/gd:ndgd{p=/:d:c<'/:gdg-/:d{p=[:c]l_i- {%2];-[‘,0];=2-%-1r=7r.
0 11

113. P¥iklad Spottéte [ff /22 + y2dzdydz, kde Q: 2® +3y* <2 < L.
)

Regeni Oblast €2 je téleso, které je zdola ohranieno paraboloidem z = z? + y* a zhora rovinou
z = 1. Viz Obrazek 43.

X

- 4

Obrazek 43: Q:224+42<2z<1

Provedeme transformaci do valcovych soufadnic, kde
0 €(0,1),
p € (0,2m),
z € (92, 1).

ff[ LY dxdydz=/f] \/9“cos2@+g25-m2w_gdgdwdz=
! he

- [[[ & dedoas = [ K / i /; ¢ oo = | [ / " el dp)do=
Q.
]‘ 2 _ 4

1 2 1
= 1 1
= f (f 0*(1 - ¢%) dp)dp = [ 0*(1— %) [plg" do=2n [593 =i
0 0 4] (V]

‘-'-‘O 114. P¥iklad Spoététe [[[ z dzdydz, kde Q:0 < z < 4—2/2% + 2.
KL 0

Reseni Oblast Q je t&leso, které je zdola ohranifeno rovinou z = 0 a zhora kuZelovou plochou
z =4 —2./22 + y2. Viz Obrazek 44.
Provedeme transformaci do védlcovych soufadnic
2 € (0,2),
@ € (0,2m),
z € (0,4—2p).

RNDr. Jiff Klaska, Dr. UM FSI v Brné, 7. 3. 2006
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Obrazek 44: 0Q:0<2z<4-2\/z?+y*

f/fzdmdydz= j//zg dedpdz =[:(f:ﬂ(f:_29zg ) dipdp = fol(f’r [§]2“299d¢)dg:
Q -

1 1 2w 2 16
= —/ ( (4*29}29dw}d9=ﬂf (4 -20)%0do= .
2 Ja Jo 0 3

115, P¥iklad Spoététe [[[ z1/z? + y?;dedydz, kde Q: 2 =0,z =3,y 2 0, 22 4942 -2 =0.
Q

Refeni  Vztah z2+y? = 2z upravime na tvar (z—1)?+y? = 1. Odtud aze vztahtiz = 0,z = 3,y <0
plyne, Ze § je polovina vélce. Viz Obrazek 45. Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic, kde

0 € (0,2cos ),
=)

I,OE(O,E

z € (0,3).

Obrazek 45 Q:z2=0,2=3,y> 0,22 +¢y* -2z =0

f[[zm dzdydz = [ff z0* dpdpdz = /:E (/:mw(/: zp? dz)dp)dp =
o Q-

3 2cose [ 3 9 I 372cosy %
= f (/ ['2'52] o* do)dy = ‘2‘/ [%} de = 12] cos® ¢ dp = 8.
0 0 ] 0 [i] 1]

RNDr. Jifi Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



Aplikace vicerozm&rnych integrald - feSené piiklady 54

13  Aplikace vicerozmérnych integrala

121. Piiklad Spottéte obsah rovinného obrazce M ohraniteného pfimkami y = x, y = V3z a kfivkami
z? +y? = 4z,22 + y* = 8z,

Redeni Nejprve provedeme tipravu rovnice =2 + y2 = 4z na tvar (z — 2)2 + 42 = 4. Podobné
z? + y? = 8z upravime na tvar (z — 4)? + 32 = 16. Odtud plyne, Ze zadané kiivky jsou kruZnice. Viz

Obrazek 51.
B AAL
# e

~

A%
o Ay X
oV N\ . \
— } =
rj-.af/{; 2 4 13 X
2 e /
/ N P2
~ -

DN -

Obrézek 51: M:y =z, y =3z, 2% +y? = 4z, 2% + y* = 8.

Obsah obrazce M uréime ze vztahu S(M) = [[ dzdy. ProtoZe  je asti kruhu, provedeme transfor-
M

maci do polarnich soufadnic. Transformovanim jednotlivich rovnic ziskdme, Ze

™ T
Lt K
4 —-!10— 3!
dcosp < p < Bcosy
Plati
i Bcos 1 ¥
[ assv=[[ eduto= ["([ " ednno=3 [ [@lin do=
& A z 4cosip 3

3 " 1 1 ¥
=24/ cos god:,o:'z‘Af 5(1+c052w}d{p=12 [go+§sm2tp =7+3V3—6.
£ i 1

£}

122, Piiklad Spoététe objem t&lesa Q urfeného vztahy 22 +y? < 22,1 <a? 442 +22 < 4,2 > 0.

ReSeni  Oblast Q je ohrani¢ena kuZelovou plochou z = y/z? +y? a dvéma kulovymi plochami.
Viz Obrazek 52. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde

0 €(1,2),
@ € (0,2m),
de (0,%}.

Objem télesa O uréime ze vztahu V(Q) = [[[ dzdydz.
0

2 2r T
ff dzdydz:]f[@ﬂsinﬂ dgdc,adﬁz-/ 0 clg-] dcp-f sind df =
1 0 i}
2 Q-

2 -2

LSS

= gﬂ(2 - V2).

ol =1

93 2 2 z
- %] -t tcostld =
1

RNDr. Jiif Klagka, Dr. UM FSI v Brné, 7. 3. 2006
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Obrazek 521 Q122 +9y? <23, 1<2?+y*+22<4,22>0

123. P¥iklad Spo&tite objem t&lesa Q) urdeného vztahem (/z% +y? < 2 < 6 — (z? + 3%).

Refeni  Oblast Q je ohraniena zhora paraboloidem z = 6 — (22 + 3?) a zdola kuzelovou plochou
z = /7% + y2. Viz Obréazek 53. Musime zjistit, v jaké vy8ce se paraboloid s kuZelem protnou. Vyfe§ime
rovnici /72 + 32 = 6 — (22 + y2). Mame 2 + 3 + /22 + 32 — 6 = 0. Zavedeme substituci z = z? + 3%
Odtud 22+ 2-6 = 0 a (z — 2)(z +3) = 0. Refeni z = —3 nevyhovuje. Plati tedy z = 2. Ve vyice
z = 2 protne paraboloid kuzel v kruZnicim z* + y* = 4. Provedeme transformaci do valcovych soufadnic.
7, pfedchoziho plyne, Ze

0 €(0,2),
w € (0,2m),
z € (9:6_‘ 92)

Objem té&lesa 0 uréime opét ze vztahu V() = [[f dzdydz.
)

R

| x

}
1
e I

Obrdzek 53: Q:+/x2 +12 <z<6— (22 +3?)

J[[ datvaz= [[[ o datoaz= | { / g / I ey / ([ el apye =
a -
2

. 1 1 1% 39
-9 —p? — pNdp = - T R
F[o(ﬁg o° —¢°)de 217[39 3¢ — 3¢ . 77

124, Priklad Spottéte velikost povrchu &asti paraboloidu f(z,y) =1 — 2% — 42, kde f(z,y) > 0.

ReSeni Velikost povrchu S paraboloidu uréime ze vztahu S = [[,, /14 (f£)? + (f})? dzdy, kde

M je kruh z? 4+ y? < 1. Spodteme parcidlni derivace. Plati f; = =2z, f; = —2y. Dosadime do vySe
uvedeného vztahu a pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kde

o€ (0,1),

RNDr. Ji#i Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



12. Pfifad'te rovnici obrizka.

L (@) (= eRY1<2<22% 42 < 1)

12 (0) {{zpz) e RGP+ 2 <21 <274 y? + 22 < 422> 0)

4 (@ {lz.p,2l €R% 2242 2 <1}

{, (d) Ohrani¢eno plochami 2 =0,z=3, 22 +3y? ~2z =0 anavicy > 0
g {[zy.z] €R* 2 4y +22 < 1;2 2 0)

=(f) {[z.1,:] R} 0 < : <4 -2,/27 1 7}

4 @ {ley.c]eR%<A+ 242242300 2600
7> (h) {[=.p.2] € R% 2 +ay? + 22 < 4}
a4 ) {lz.p. 2] eRY P4 y? + 22 <2} -
.% cwﬁ.ﬁ.u.n“m!auﬂfvm«Mml_‘Hu

+ %)}
4 (0 M =M UM,

kde My = [0,1] x [0,1] % [0,2] & Mz = [0,1] x [1,2] x [0,1]
1, D {lr.p7] eR%-1<x S22 037 +22 < 1)
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