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Trojny integrédl (transformace integréll) - Fefené pitklady 49

Jakobidn transformace je

1 0 0
J=|0 cosp —psing |=o.
0 sing pcosy

/f dzdydz=ff gdxdgdw=£lldx-£lgdg-fo'dp=f:c]i,-[%Z—K-{;a];=2‘%-1r=fr.
! o

113. P¥iklad Spoététe [Jf /72 + yldrdydz, kde Q: 2% +¢* <z < 1.
1]

Re¥eni  Oblast Q je tdleso, které je zdola ohraniteno paraboloidem z = z? +y? a zhora rovinou
z = 1, Viz Obrazek 43.

”*;
LL

o
Obrézek 43: Q:z?+9y*°<z<1

Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic, kde

g € (0,1),
@ € (0,2m),
z € (g%, 1).

J[] s ] oo ass- s

- [[f & setess= [ [ @ anaortom [[([" ot dorio
/)

- [T Pa-ane= [ fa- Pl do=2n [0 - 36| =2 = g
ot A7 ere—ae C)lele” domdnge~ge| =¥ g =HT

114. P¥iklad Spottéte [[f z dzdydz, kde 2:0 <z <4 —2¢/z% + y2.
a

Reseni Oblast 2 je téleso, které je zdola ohranifeno rovinou z = 0 a zhora kuZelovou plochou
2z =4 — 222 + y2. Viz Obrazek 44.
Provedeme transformaci do valcov§ch soufadnic

0 € {0,2),
v € (0,27),
z € (0,4—2p).

RNDr. Jifi Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



8. Dvojny a trojnyf integrdl 55

uZili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, F~ %—3 a I 5?.

Na z&vér uvedeme pFiklady na uziti sférickych (kulovych) soufadnic pro vypocet trojného integralu.

¢: z=rcosising

y =rsintsins 0<r 0<t<2m 0<s<m.
Z=T1coss
Protoze L.
costsing sintsins co8 8
|det D®| = |det | —rsintsins rcostsins 0 =r’gins ,
rcost sins rsintcost —rsins
dostaneme

f/ f{:,y,z)dﬂ:dydzm/f/ f(rcostsins, rsintsins,rcoss) - r’sinsdrdtds .
n “Ha)

Poznamenejme, %e v n¥kterjch udebnicich se uZiva odlidny tvar sférickych soufadnic

®: xz=rcostcoss
y=rsintcoss 0<r, 0<t<2m —
z=rsins

<8<

R
I

pak oviem vychézi |det D®| = 2 coss.
Priklad 8.17:
Vypoéitejte trojny integral

dzdydz ,kde Q= {[z,y,2); 1< 2°+4*+2°<9, 220,920, 2>0,}.

Z
f / nvzt+y?
fefeni:

Ptevedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnoZinu Q ndm davd 1 < r < 3, z dalich tfi
podminek dostAvame 0 < t < § a 0 < s < %, neboli #71(Q) = (1,3) x (0, §) x (0, ). Dosadime a vypoéteme

TCO8 S 2

z
——dxdydz:f// -r*sinsdrdids =
fffn Vi +y? (1,8)%(0,5) % (0,5) /72 cos?tsin? s + r2sin®tsin® &

3 ¥ ¥ 373 %
=/ rgdr-/ ldt-/ cossds = [L] ‘{t](? - [sins]d = 1—311.
1 0 0 3, 3

Pfiklad 8.18:
Vypotitejte trojny integril

Jl[@+ etttz e a= o sl 1527442+ 2 <0, 24y 55 220

fefeni:

Prevedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnofinu 2 ndm davd 1 €< r < 2. Z druhé
podminky dostaneme r?sin® s < r?cos? s, neboli | tgs| < 1, coZ spolu s tfeti podminkou divd 0 £ 5 < Z. Na
promé&nnou ¢ neni kladen ¥4dny poZadavek, a tedy ®~1(R2) = (1,2) x (0,27) x (0, 7). Dosadime a vypolteme

/f (2? + 9*)zdzdydz = fff (r? cos? tsin® s + r?sin? tsin® §) -rcoss - r?sinsdrdtds =
[t] (1,2} x (0,27} % (0. §)

? s = 7 21

=f/j r‘sinzscossdfdtds=f r‘dr-f ldt-j sin? scossds = ==,
(1,2) x (0,27) x (0, % 1 0 0 4
N, et et et e, e’ 3

4
:%’- =2 =-§
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r20, te(0,2r) (popk te& {—m,7) nebot€ {(a,a+27) proa € R)

a z'eR.

Jacobiin tohoto zobrazeni je

cost —rsint 0
J(r,t,z*) = |sint rcost 0| =r(cos’t+sin’t) =r.
0 0 1

Poznamka 2.20. Substituci do cylindrickych soufadnic zpravidla pouZivdme, po-
kud hranice pidorysu t&lesa £, pfes které integrujeme, obsahuje ¢ésti kruZnic. Sa-

moziejmé, Ze vhodnost & nevhodnost substituce ovliviiuje také samotnd integrovand
funkce.

@ Ptiklad 2.21. Vypodtéte integrdl I = [[[ (z* +y*) 2dz dy dz, kde
a

Q= {(z,y,2) € R%: P+ S1A220A 2+ +22 L4}

Reseni. MnoZina § je vélec ,sefiznuty* shora kulovou plochou.

Zavedeme-li vilcové soufadnice

T = rcost,
y = rsint,

z =2z,
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2.3 Trojny integrdl na méfitelné mnoZiné

obdrzime omezeni
152, 0Sz<VE—r2
Podle véty 2.18 tedy plati
I = /]/ (r“cos"t+r4sin“t) zrdrdtdz,
My
kde
My ={(r,t,2) R 0STS1A0StS2m A OS2 < VA=)

UZijeme-li nyni Fubiniovy véty (2.10 a 1.22), dostaneme

an [ Vi

1
=/ f / (r'cos*t +risin't) z.rdz | dt | dr=
0 \o
1 VT o
(cos t+sin’t dt-/ 5 zdz dr=/(cos"i+sin‘t) dt-
0

1]
2

) z=Va-r?
(r"’ [-—-] ) dr=/(cos4t+sin" t) dt -

z=( 0

b2l =

1
/41' —'r dr:
0

2r

8!
E] =/(cos4t+sin“t) dt -

0

. Il
c'\_ 9\\

b=
W= oo
|

- 2
=—§/ (cos®t +sin* t) dt=1—8/ coszt—hsinzt)ﬂ_%i“ e t) e
3 0

2w
13 1-—
(1__._008_“) P

2w
_ 13 _12 _13
= (1 5 sin 2t) dt--48 2

0 0

2r
_1_3 3+cos4t dt—]3 §t+sin4t 13.9-.27r 131r
T 48 4 4 48 16 48 4 32"

1] B

A

Poznamka 2.22. Rozmyslete si, %e substituci do cylindrickych soufadnic a Fubi-
niovou v&tou dostaneme toté%, jako uzitim Fubiniovy véty a nésledné substituce do

polarnich soufadnic v pfisluiném dvojném integrélu.
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Trojny integral

Poznamka 2.29. V piedchozim pifkladu bychom také mohli postupovat tak, 7c
bychom (pro vhodné a, b) zavedli tzv. zobecnéné cylindrické soufadnice, tj.

=a-1Ccost,
y=b-rsint,
gre (e ),

kde |

|
r20, te(0,2n) (popt.t€ (—m,7) nebot€ (o, &+ 2m) pro « € R)
a z"eR.
Jacobian tohoto zobrazeni je
acost —arsint 0
J(r,t,z") = |bsint brcost 0| =ab.r(cos’t+sin’t) =ab-r.
0 0 1

Doméci cvieni 2.30. Pokuste se vyfeit piklad 2.28 pomoci zobecnénych cylin-
drickych soufadnie (viz poznidmka 2.29).

Pi¥iklad 2.31. Vypoététe objem t&lesa M ohranideného plochou (anuloidem)

(\/2:7+y3—-a)2+32=b2 (0<b<a)

Resent,

Vime, %e pro objem télesa M plati \(M) = [[[ 1dzdy dz. Rezem t&lesa M rovinou
M

z = 0 je mezikruZ{ zndzornéné na obrdzku nize.
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Pro vypocet A(M) bude tedy vhodné pouZit v pfisluSném integrdlu transformaci do
cylindrickych soufadnic

I =TCost,
y=rsint,
z=z.

Jacobidn tohoto zobrazeni je J = r. T8leso M v t¥hto novych (cylindrickych)
soufadnicich popiSeme podminkami (promyslete to!)

te (0,2m), re€(a—ba+b), ze<—\/b2 (r —a)?,/b? - r-—a2>
Proto (vzhledem ke vétam 1.22, 2.10 a 2.18) pro objem télesa M plati

2n | a+b VvV b2=(r—a)?

,\(M)=/Zf1dxdydz=u/ j; b,_f(r_a),rdz dr | dt =

substituce
r—a=1u 4
ry/b? = (r—a)dr= dr = du =4ﬂf(u+a)Vb2—u2du=
a=h a—br— —b b
a+b—b

—4ﬂ/uv’b"‘—u3du+4-frafv —u"du*&waf\/b’—_u?du—
—b lichd v u b suddvu
subs;:t.uce : s
- U =08ms s —y e - 9 " N
du = bcossds 87ra/ /b2 — b%sin® s - becos sds = Bmrab /cos sds
00,00 % 0 J

b
2 o
2 in2s]
= 8mab® / heeds (;OS ? ds = 8xab? % : g + [sm 28] = 2m2ab’.
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56 Trojny integrdl

2.3.4 Substituce do sférickych souiadnic

Uvazujme zobrazeni

5=

T = pcospcosv,
y = psingcos v,
z = psind,

kde

p20, ¢e(0,27) (popf. ¢ € (—m,m) neboy € (a,a+2m) proa € R),
Je (_%%)

Nynf p¥{mym vypodtem (rozvojem podle posledniho fadku) uréime Jacobién tohoto
zobrazeni. Plati

cospcost? —psingcosy —pcossind
J(p,p,0) = |sinpcos? pcospcosd —psinpsind|=
sind 0 pcos v
= sin¥ (p*sin ¥ cos¥) + pcosd (pcos® ¥) = p? cos? (sin® @ + cos® ¥) = p* cos V.

Poznamka 2.23. Pro substituci do sférickych soufadnic se zpravidla rozhodneme,
pokud hranice télesa §2, pfes které integrujeme, obsahuje ¢sti kulovych ploch.

P¥iklad 2.24. Pro a > 0 vypoltéte integrdl I, = [[[ (22 + y* + 2%) dzdydz, kde
Qg

Q= {(z,9,2) €R®: 2+ +2° S 2az A z? +y? £ 32%}.

Reseni. Podminku z? + 1y + 22 < 2az lze upravit do tvaru 22 + ¢ + (2 — a)? £ a®.
Mnozina €2, je tedy prinikem koule (se stiedem v bodé (0,0,a) a polomérem a)
a rotagnfho kuZele (viz obrézek).



2.3 Trojny integrdl na méfitelné mnoZiné

57

244 a1yt =2ar

Zavedme sférické soufadnice

T = pcosycosy,
y = psingcos?,

z = psind.

Uvédomme si jeSt& jednou, Ze

p20, pe(0,2r) a de{-3§3)
Dosazenim transforma&nich vztahti do podminek

?+y*+22< 2%z a 22 +y? £32°
obdrzime

p* < 2apsind A p?cos® 9 < 3p?sin? 9,
odkud dostaneme (p 2 0)

p < 2asind A cos®d < 3sin? 9.

Z prvn{ nerovnosti obdrzime 9 € (0, Z) a z druhé nésledns cos¥ £ v/3sin9. Celkem
tedy mame
we(0,2n), d€(%%5), p€(02asind).

Z vét 2.18, 2.10 a 1.22 pak plyne

2r [ 5 /2esiny 7 57 2asind
In=/ f / P p*cosvdp | dv dso=27r/':-'0815 {%} ditfe
0 &

§ O\ 0 =
3 substituce 2
-—?fcosﬁd-avsm vdd = SN =it | ™ 32a u’du =
5 I3 3l 3
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12 Trojny integral - Transformace integrali

111. Priklad Spoététe [[f z2 + y°dzdydz, kde Q:1<2< 2,z +9° < 1.
n

Redeni  Integradni obor ) urdeny vaztahy 1 < z < 2,z% + ¢ < 1 je vélec. Viz Obrézek 41.
Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic, kde

0€(0,1),
v € (0,2n),
z€(1,2).

Pak pomoci Dirichletovy véty integril dopoéitime.

Obrazek 41: 0:1<2<2,22+32 <1

f[fzz+y2d:cdydz=ff (g’cos"’go—i—g’sin’:p)-gdgd-pdz:ff o® dedpdz =
a 1134 -

1 27 2 411
1 ™
=/ g"dg-[ dw-/ dz={9—] -[«p]:'-[z]f=—-21r-1=ﬁ.
0 0 1 4]y 4 2

112, Priklad Spottéte [[f dadydz, kde @:—1<z<1,22 0,47 +22 < L.
193

s o ReZeni Vztahy —1 € z < 1,2 > 0,4% + 2? £ 1 definuji horni polovinu vilee, jehoZ osa splyvi
s osou z. Viz Obrazek 42.

Obrazek 42: N:-1<z<1,220,92+22 <1

Provedeme transformaci do ,valcovych soufadnic*. Transforma&ni rovnice jsou tvaru

=z,
Yy = gcosyp,
z = gsine.

RNDr, Jit{ Kla¥ka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



Trojny integral (transformace integraldl) - feSené ptiklady 49

Jakobidn transformace je

1 0 0
J=10 cosp —psing |=p.
0 sing pcosyg

fnffdmdydz=_{If/gdzdgdw=1Ildr-£19do-[0'dw“{311_1- [%];-[w]§=2'%‘“=“-

113. PFiklad Spottéte [[f /2% + y?dadydz, kde Q:2* +y* <z < 1.
i}

Refeni  Oblast (2 je téleso, které je zdola ohrani€eno paraboloidem z = 2% +4* a zhora rovinou
z = 1. Viz Obrazek 43.

Obrézek 43: Q:22+942 <2< 1

Provedeme transformaci do valcovich soufadnic, kde

o€ (0,1),
'Io E (0?27r>!
z € (¢%1).

[!fmdxdydz=[n[f\/gacoszgo+ozsinzrp-gdgdgodz=

< J[[ @ dervas= ['([7([. & anaore= [[([" @1 doe=
d

: 3"2 2 12 2 n 14 15‘ 2 4
= 1- dyp)dp = - = -_g° - = =2« — = —T,
/O{/D e'(1 - ¢%) dp)de foa(l @) lele” de 2«[39 59}0 T ETET

114. Pfiklad Spodtéte [[[ z dzdydz, kde 2:0< 2 <4 —2/2% 392,
0

Refeni  Oblast 0 je t&leso, které je zdola ohranideno rovinou z = 0 a zhora kuZelovou plochou
2=4-2./z2 +?. Viz Obrézek 44.
Provedeme transformaci do valcovych soufadnic

e€(0,2),
@ € (0,27),
z€ (0,4 - 20).

RNDr, Jiff Klagka, Dr. UM FSI v Brné, 7. 3. 2006
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Obrazck 44: Q:0<2<4-2/z? +4?

4-2g

fffz dzdydz=//fzgdgdwdz=f:(f:x(/;-2azed4dw)da=_/:(f:“ [%L ede)de =
Q Qe

1 1 2 2 2 16
=1 [([T-20rea0ie=x [ (4-200d0= 5
2Jo Jo 0 3

115. P¥iklad Spoététe [[[ z./z? +y%;dzdydz, kde Q: 2 = 0,2 =3,y 2 0,z +3° - 2z = 0.
0

Refeni  Vztah 2?47 = 2z upravime na tvar (z—1)*+¢? = 1, Odtud aze vatahii 2 =0,z =3,y <0
plyne, Ze §1 je polovina vélce. Viz Obréazek 45. Provedeme transformaci do véalcovych soufadnic, kde

0 € (0,2cos ),
m
g€ (0, -2*).
z € (0,3).

3

Aa
\
0
2
: 3
Obrazek 45: Q:z=0,z=3,y>0,2>+y*~-22=0

./ff BYE Y dl ff/ =" Qedpdy= f: [[mw(f: 20? dz)dg)dyp =
b 23

] 2cos p 3 3 g4 2cosyp 3
= f (f [-l-z’] o dp)dyp = gf [g-] dg = 12/ cos® ¢ dy = 8.
0 Jo 2 Jo 2Jo L3le 0

RNDr. Jifi Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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13  Aplikace vicerozmérnych integralu

121. P¥iklad Spoététe obsah rovinného obrazce M ohrani¢eného pfimkami y = z, y = V3z a k¥ivkami
z? +9* = dr,2° + y* = Bx.

Reseni Nejprve provedeme tpravu rovnice z2 + y? = 4z na tvar (z — 2)? + y? = 4. Podobng
z? 4+ y? = 8z upravime na tvar (z — 4)? +y? = 16. Odtud plyne, %e zadané kfivky jsou kruZnice. Viz
Obrézek 51.
Al
1 g
o N
0 V7 % \
} T + Cou
Iguyj 2,4 13 X
Ll | /
/ \ 4
N -

o -

Obrézek 51: M:y =z, y= 3z, z* + 4% = dz, 2? + y* = 8x.

Obsah obrazce M uréime ze vztahu S(M) = [[ dzdy. ProtoZe 01 je Zasti kruhu, provedeme transfor-
J7]
maei do poldrnich soufadnic. Transformovinim jednotlivych rovnic ziskdme, Ze

m m
- il =
1 sz 3
deosp < p < Bcosy
Plati
i Bcosyp 1 -g
ff dzdy=/fededw=f ([ ede)dw=§f [*]econsy do =
A Afe 4 4 cosip 3

) g ¥q 1 ¥
=24f cos :pdgo=24/ §(l+cos2ga}d¢p=12|:w+§sin2go] =7+3V3—6.
E k) T

122. Pfiklad Spoététe objem t&lesa (2 urdeného vztahy r2 +y? < 23,1 <z? +y2 +22 < 4,22 0.

Re¥enf  Oblast 9 je ohranitena kuZelovou plochou z = /22 + 32 a dvéma kulovjmi plochami.
Viz Obrazek 52. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde

e €(1,2),

wE (0t27"}r
i

Je {D'Z)'

Objem télesa 2 uréime ze vztahu V(Q) = [[[ dzdydz.
)

2 2% 5
/f dzdydz=fffg=smadgd¢dﬁ=f gzdg‘f dcp-/ sind d9 =
1 0 1]
1] -

.2_‘/5

- grr[Z ~Va).

- [2] el o contif = 22
= 3 g Plo cos }Cl_a\"‘vr

RNDr. Jif{ Klagka, Dr. UM FSI v Brnég, 7. 3. 2006
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Obrézek 52: :z2+y* <22, 1<+ +22<4,220

123, Piiklad Spo&tdte objem télesa ) uréeného vatahem VeI <2 <6 (2% +9P).

Re¥eni Oblast Q je ohraniena zhora paraboloidem z = 6 - (? + y?) a zdela kuZelovou plochou
z = /32 + y2. Viz Obrézek 53. Musime zjistit, v jaké vydce se paraboloid s kuZelem protnou. Vyfesime
rovnici /z2 + 32 = 6 — (22 +y?). Mame 2* + y? + \/z? + 3 — 6 = 0. Zavedeme substituci z = 22 + 42,
Odtud 22 + z — 6 = 0 & (z — 2)(z + 3) = 0. Refleni z = —3 nevyhovuje. Plati tedy z = 2. Ve vyice
z = 2 protne paraboloid kuzel v kruZnicim z? + ? = 4. Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic.
Z predchoziho plyne, Ze

e €(0,2),
w € (0,2nm),
2 € {p,6 - ¢%).

Objem t&lesa £ uréime opét ze vztahu V(Q) = [ff dzdydz.
fy

Obrézek 53: 0: /72 +y2 <z <6— (2% +1%)

[[] asévaz= [[[ odosonz = [ fjw,@dz)dw)dpﬂ [ [ e oo
32

—27r/2(6-2— 3dg = 2 32—53—1‘2——1&'
= A e—e g jug= e 39 49 u_3 .

124, Piklad Spottéte velikost povrchu &asti paraboloidu f(z,y) = 1 — 2? — ¢?, kde f(z,y) 2 0.

Refeni  Velikost povrchu S paraboloidu uréime ze vatabu S = [[,, /1 + (f2)? + (f})? dzdy, kde
M je kruh 22 + y? < 1. Spofteme parcidlni derivace. Plati f; = -2z, f; = —2y. Dosadime do vyse
uvedeného vztahu a pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kde

e €(0,1),

RNDr. Jiff Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



1. Rogzviiite v fadu integral [~ cosz log(1 + ¢ %) dz.
Regend.

00 o:. oc o
f COS T log(l +e *)dx —/ ( 1) k+1¥) i
0

=1

i/m )k+13 kwbrd:?:

k=1v0
o l)k—f—l

Odtivodnéni zamény podle kritéria “>° [ |fi| < o0”:

el e " cosx 2 f90 gk
;/ﬂ ‘("1)“1—[——[@5;/0 - da::kzﬁ<oo.

2. Spoététe integral

oo 2
F(a) =f log(l +az%)
0

z2(1 4 z2)

Reseni. Pro a < 0 je integrand nedefinovan na intervalu, tudiz integrdl nema
smysl. F(0) = 0. Pro a > 0 mame

s 1
@) F[a)‘/o Atat)it a5 2

Odivodnéni: Podminka méfitelnosti je splnéna. Majoranta l—_'_%g, pro a = 1 mame

log(1 + z?) 1
< ]
r2(1+2%) ~— 2241

takZe integral konverguje aspoil v jednom bodé (bod a = 0 se neda pouZit, protoze
neni v sledovaném intervalu). Integrand v (1) je spojity, takZe ta samA majoranta
dav4 i spojitost derivace v (0, 00). Poéitdme
= a 1 T
—1)F'(a) = (———-)d = —(y/a—1),

@-DF@= [ (5 - 1) = 50a-D

tedy
/2

va+1
plati pro a € (0,00) \ {1}. Jak uz jsme zminili, F’ je spojita v 1, takZe (2) plati
i pro a = 1. Odtud F(a) = w(v/a — log(1 + \/Ei)) + C. Jelikoz F je spojita v 0+
(majoranta 1—;’15%%5% pro a € [0,1]) a pfimy vypocet dava F'(0) = 0, madme

F(a) :Tr(\/a—log(l-wt- \/E)), a=>0.

@ F'(a) =

A Spoététe miru mnoZiny:

MZ{Iw‘yﬁz}GRS: V242 <2, Va2l +y2 <z +1, z>0}.

1



Reseni. Ve valcovich soufadnicich:

1, phtl %, p2/h
As(M) = / rdfdhda:‘Z:rr/ ([ rdr)dh+2:rr/ (/ rd?')dh
0 o 1 0

O<hr<2
0<r<h+1
—r<a<T
1 ® .4 1 19
-~ 2 e — _ = - i
—fr/o (h.—l~2h—i—1)1:)!4’1—4—11'/1 hzdh 7r(3+1+1+4) 37

1. Spoététe limitu lim, o7 fom (1 + £) "sin £ dx.

Resent.
o0

—-n
lim n (1 + E) sin u dx
o T T

n—oo
- /:C' (ﬂ]i_r’}gc (nsin%) (1 + z_)—n) dr = /ﬂm ze~"dz =T(2) = 1.

7&3

Zaména podle Lebesgueovy véty. Pokud n > 3, pak () > % a tudiz podle bino-
mické véty (1+2)" > 1+ % Déle sin & < +. Tedy majoranta integrandu je
27x
27+ 23

o0 1 _ —a?z?
F(a) :/ le—da:.
0

2. Spoctéte

2
Reseni. Mame

(s o] o0
F'(a) = /ﬁ 20e " dp = 2sgna/0 e dt =47  (t=|a|z, a#0).

Podminka méfitelnosti je splnéna. Integral konverguje pro viechna a € R: U nuly
mé integrand vlastni limitu a?, u nekone¢na je odhadnuty 1/2?. Majoranta pro
derivaci 2ge~P**" pro p < |a| < ¢, ¢ > p > 0. Mame

Fla)=+vma+C;, a>0; F(a)=—-yma+Cs, a<0.
Pfimym vypoétem dostaneme F(0) = 0. Abychom odtud uéinili zavér, 7e F(a) =
VTlal, a € R, musime je3té ovéfit spojitost F' aspon v nule. Majoranta pro spojitost

i
je 1=¢— pro |a| < ¢, ¢ > 0.

3. Spoé¢téte integral [, %ﬁfﬁf—zs kde
' M= {[z,y,z] eR*: 0<az<2?+9y* <1, 2>0}.

Reseni. Ve valcovych soufadnicich (z = rcosa, y = r sina, z = h, Jakobidn r)
uvazime, 7e podminka hcosa > 0 dava omezeni |a| < 7/2. Mame

rdrdydz
2—y2= cosadrdhda
M TETY
O<hcosa<r<l
—-m/2<a<n/2

— ];:/;(/Ol(ﬂwmwcosadh) d'r) da = /:?:;(/Dlrdr) do =

vl 3



: M.
Teziste T = (0,0, z7], kde zr = 3 m=Y,

m
V=1-Eﬂ'aa, Mn=f//. zdzrdydz =
2 3 w

T = rCo8pcos? 0<r<a
=t = = X, o a _
= | WEriuneRy | 0sp=2 =/ ([ (f ‘rsinﬂrecosﬁdr)dlp)dﬂ=
z=rgind 05952 0 0 0
J =r?cosd
riqe @ rsin?973F  a! 3
101 ; =27  1=[0,0,54} -
[4]0 [‘p]o [ 2 ]o 2 [ Bﬂ1

Wde:

prtklad 343 Drcete tézisté kuzele se zakladnou 22 + y? < 16 a vrcholem v bodé (0,0, 4],

je-li hustota o= 1.

M, P

. T =[0,0,27], kdezr= —=2 m=V= -4’ 4=§1r.
) m i3 3
# Riy= ff/ zdz dydz

Uvazovany kuzel je rotaéni, osa z je jeho osou rotace. Merididnem tohoto rotaéniho
kuzele je ¢ast piimky z + z = 4 — z = 4 /- z. Potom rovnice kuzelové plochy

jez=4—+22+ 2

sz=. ff (./:—mzdz)dzdy; f/ [_Z;_]:‘W&Idy___

Resend

x2+y2516 ’2"'#2516
1 e\ 2 z=rcosp | 0<yp<2r
=-§ f[ (4"— $2+y2) dxdy: y=rsing 0<r<4 =
z24y2<16 J=r
N % 1 ‘ =00 8 ., ri14 64
= 5/0 j; (4—r)°rdrdy = 5—211--[(? (16r—8r°+r’)dr = ﬂ[8T2_§ra+I]o =5
T =[0,0,1]. .

Pidklad 344. Urtete moment setrvatnosti vzhledem k bodu [0,0,0] télesa W

2 4 o2
W={[:r,y,z]€E3_; I;y gz$\f3—3:2—y2}, o=1.

Hegeni :

Tp00 = [f W(xz + 1+ 2% dzdydz =

T <h<VI—TT— Z<V3i-rm—rt<a@-r) —

T =rcosyp
_ | y=rsing M art—12<0— (P -2 +6)<0— rP<2— -
KN 0<r<v2, 0<p<on



Az'(/oﬁ(f:ﬁ,(rzﬂ-h?)rdh) dr) d99=21r./‘/2-[ 3h+r9§]fdr=

5
Vi 5 6 8 1v2
s Bt Lig 8 o s | e L 4
%‘[n (r V3—-r2+ (3 rVas=r 2 24) T 2“[ 12 24'8]0
V2 8 16
— —3 = —
+2“f0 (Va=r 4 3VE= ) dr =2n(-35 - 3775)
Vi 2 3-r2=t | mm=0—21t=3
—T \)‘3 —_ }"2 1+ —f'z —2r)dr = : =
./o. ( 3 )( r) [—2rdr=dt ro=v2-t=1

=—g'.'r-7r/3ll\/;(1+§(3—t))dt=—%w+?r/3(3\/f—gt\/i)dt=

R PNV
- (13;/' - g%) = 30027, "

Pitklad 345. Uréete moment setrvatnosti vzhledem k ose z télesa W,

W ={[z,y,2] € Es; /22 +y?<2<2}, 0=1.

Regent :
I,—ff (2® + y?) dz dydz =
f[ (z +y2)f d:rdy=
242 <4 ‘/—_
T=rcosp | 0< —52
= / (:c2+y2)(2—\,‘a:2+yz)dxdy= [y=rsinqp 0&;p521rj| =
PLEWE P2 J=r

=/:“(/ 2(2—r)rdr)dqo 2«[2 —-——] "211'(8 352)?—1?—?-.

0

Pidklad 346. Urcete staticky moment M,, (vzhledem k roviné (yz)) télesa omezeného
rovinamiz =0, y=0, 2=0, z+y=a, y=h, (a>0,h>0), jeli
hustota g konstantni.

Reseni
. My, =p- //[ rzdrdydz =
W: 0€£2<a—-1z
¥ — 0<z<a =
0<y<h
a h a—z & Iz SRt
_9[0 ([; (./0. :r:dz)dy)d:cw—g/o (/; z(a— z)dy) —g.h[a_?_?c’_
_ ohd?
e .

P#éklad 347. Uréete moment setrvacnosti I, (vzhledem k roviné (zy)) télesa W,
W ={[z,y,2] € Bs;a* -2z +9* <0, -1<z<1}, o=1.



34 ZDENEK SIBRAVA
kde W = {(z,y,2) € R®: (22 + y* + 2%)* < 2%}

Vysledek: /28
Priklad 1.114. Vypoditejte trojny integrdl

/ z2 +y? + 22 dV,
W

kde W = {(z,y,2) € R®*: (22 + 2 + 222 <ayAa >20Ay>0Az >0}
Visledek: /120

Piiklad 1.115. Vypoditejte trojnij integrdl

/ V2 +y?2+ 224V,
W
kde W = {(z,y,2) € R3: 2? + 2 + 22 > 1 Aa? + y* + 2% < 2z},
Vysledek: 137/10

Priklad 1.116. Vypoditejte trojny integrdl

/($2+yz)dV,
W
kdeW = {(z,y,2) e R®: (2 + 1?2 <2 -y’ A2’ + 3 <1-zAz>0Ay>0Az >0}
Viysledek: /16

Priklad 1.117. Vypocitejte trojny integrdl

]de,

W
kde W = {(z,y,2) e R®: 22 + y? + 22 <4 Az > 1}.
Viysledek: 9m/4

Priklad 1.118. Vypocitejte trojni integral

/de,

%
kde W = {(:1:,1‘2)ER3:$2+92+2221/\z§1/\ Vx2 + 12 5;:/\3;20}.
Visledek: 7/24 — /16
Priklad 1.119. Vypoditejte trojniy integrdl

fde,

Hf
kde W = {(z,y,2) €R®: 22+ 92 >zA0< 2< 2z — 22 — 3y Ay > 0}.
Viysledek: 13/60
Piiklad 1.120. Vypodcitejme objem télesa uréeného nerovnicemi z* +y*> < 2 —z
az?+y?+ 2% <2z
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Obr. 22

Reseni: Téleso miiZeme popsat jako mnozinu
W={(z,9,2) eR¥: 2’ +y* + 22 < 2z Aa? +y* < 2 - z}.

Objem mnoziny (miru mnoziny) W pak vypocitame jako

(W) = / av.

w

Téleso, jehoZ objem poditame, je primik koule a rotacniho paraboloidu. Rez
télesa rovinou y = 0 je na Obr. 22.

Z geometrie vime, Ze obé plochy jsou rotacni a maji spoletnou osu. Proto jejich
priinikem je kruznice. Redenim soustavy dvou rovnic

2 oyt 22 = 2z
4 + yg o 2_2‘

T
T

zjistime, Ze kruznice pruniku lezi v rovinach o rovnicich z = 2 a z = 1 s tim, Ze
kruZnice v roviné z = 2 se redukuje na bod o soufadnicich (0,0,2) a v roviné z = 1
je primikem kruZnice, jejiZ kolmy primét do roviny zy ma rovnici z* + y* = 1.
Celé téleso se tedy promitne do roviny zy jako kruh M: z2 4 y? < 1. Pro libovolné
(z,y,2) € W je tedy

2?+y2<1 A 1-y1-22—y2<2<2—2° -9



36 ZDENEK SIBRAVA

Uzitim Fubiniovy véty pro trojny integral pak dostaneme

2—;1,'2——-3;2
szdV:/ / dz | dA =
w Mo\ g

27 1

= /f(r-r3+r\/1—_r2) drdqb:%*:r.
0 0

Pro vipodet dvojného integralu jsme pouZili substituci do polarnich soufadnic (4).
V piikladech 1.121 — 1.125 vypoditejte objemy danych téles.

Piiklad 1.121. Téleso je ohraniceno plochami z = 4 — y?, z = y¥* + 2, z = 1,

T = 2. Vysledek: 8/3

Piiklad 1.122. Téleso je ohraniceno plochami z = 2 +y?, z = 2° + 2%, y = z,
y= 2z, o=1, Visledek: 7/12

Piiklad 1.123. Téleso je ohraniceno plochami x* + y* + 2% = d?,
P42 +2=0, 2 +y2—-22=0, pficemfz>0a0<a<b.
Visledek: (2 —/2)(b® — a®)7/3

Priklad 1.124. Téleso je ohraniceno plochami z = 6 — z? — 3%, 2 = /a2 + 32
Vysledek: 327m/3

Priklad 1.125. Téleso je ohranic¢eno plochami z* + y* + z* = 16,
22 +y? + 22 = 8z2.
Vysledek: 80w/3

Fyzikalni aplikace trojného integralu

Necht W je trojrozmérné téleso, jehoZ hustota v kazdém bodé (z, y, z) je hz,y, 2).
(1) Hmotnost tohoto t&lesa je

(17) m= /h(m,y,z) dv .
W

(II) Staticky moment tohoto télesa vzhledem k roviné zy, resp. vzhledem k
roviné zz, resp. vzhledem k roviné yz

(18) S = /zh(:}:,y,z) aV: = /yh-(:c,y, 2)dV, Sy = ]:L‘h(:l:,i ,2)dV.

W w W
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