1. Rozviiite v fadu integral [, cosa log(1 + e™*) da.
Resent.

.50 ner 68 e
] cosz log(1 + E_E)dx - ] (Z(_l)kﬂ € kcos:r) dz
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k=1
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Odiivodnéni zamény podle kritéria “3" [ |fi| < oo™
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2. Spoététe integral

oy [ log(1 + ax?)
[Ta)-—‘l} —;ﬁiirzzy-dﬂ

Resend. Pro a < 0 je integrand nedefinovan na intervalu, tudiZ integral nema
smysl. F(0) = 0. Pro a > 0 mame

von— [ 1
(1) F(a)—fn Tranai s &

Oduvodnéni: Podminka méfitelnosti je splnéna. Majoranta ﬁm—g, pro a = 1 mame

log(1 + z2) 1
2?(14+2%) ~ 22+1’

takZe integral konverguje aspoil v jednom bodé (bod a = 0 se neda pouzit, protoze
neni v sledovaném intervalu). Integrand v (1) je spojity, takZe ta sama majoranta
dava i spojitost derivace v (0, 00). Poéitdme

(a—nF’(a)=/um( é L )da=Z(va-,

1+ar? 1+a22

tedy

/2
2 '(a) =
) Fi@ = o2
plati pro a € (0,00) \ {1}. Jak uz jsme zminili, F’ je spojitd v 1, takZe (2) plati
i pro a = 1. Odtud F(a) = w(y/a — log(1 + \/a)) + C. Jelikoz F je spojita v 0+

2
(majoranta %’% pro a € [0,1]) a pfimy vypoéet dava F(0) = 0, mdme

F(a) = :rr(\/a—log(l—i- \/E)), a>0.

3. Spoctéte miru mnoziny:

Mr:{[.'.r;_.y,z]E[RS: a2+ y? <2, Va2 +y? <z 41, z>0},
1
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Reseni. Ve valcovych soufadnicich:

+1 h+1 oo 2/h
As(M) = / rdrdhda:?wj (/ rdr)dh+21rf (/ rdr)dh
0 1 0

0
O<hr<2
O<r<h+1
—mSa<r

! < 4 1 19
— 2 — = —_ r— B
_Trfo(h +2h.+])dh+ﬂ']l =5 dh :rr(3+1+1+4) =

1. Spoététe limitu lim, . fﬂoo(l +2)~"sin £ d.
Resend.
00 —
Jim -n,(l 4 f) sin = d
T mn

n—oo 0

- [ s E) (14 2) Y aa= [T -

Zaména podle Lebesgueovy véty. Pokud n > 3, pak (fs‘) > % a tudiZ podle bino-
mické véty (1+ £)" > 1+ % Déle sin £ < £. Tedy majoranta integrandu je
2Tx
27 4 23

o0 1 i —G’zg
F(a) =/ =
0

.- 2. Spoctéte

12

Reseni. Mame
o0

oo
F'(a) = / 9ae~2%" dy = QSgna/ et dt = £/ (t =lalz, a #0).
0 0

Podminka méfitelnosti je splnéna. Integral konverguje pro viechna a € R: U nuly
ma integrand vlastni limitu a*, u nekoneéna je odhadnuty 1 /2. Majoranta pro

derivaci 2qe_¥’212 pro p < |al < ¢, ¢ > p > 0. Mame
F(a)=+vma+C;, a>0; F(a)=-vma+Cs a<0.

Pfimym vypoétem dostaneme F(0) = 0. Abychom odtud uéinili zévér, ze F(a) =

\/Tlal, a € R, musime jesté ovéfit spojitost I aspoil v nule. Majoranta pro spojitost
2.2

jel‘—e;-f—pro|a|{q,q>0.
3. Spoététe integral [, m—f;?fyyf—z’ kde
M= {[ﬂhyez] c R3: 04:1:2<x2+92 =l z::-O}.

Reseni. Ve vélcovich soufadnicich (z = rcosa, y = rsina, z = h, Jakobian r)
uvazime, e podminka hcosa > 0 davd omezeni || < 7/2. Mame
{r dy dz
/ % = / cos e dr dh de
M TTt+Y

O<hcosa<r<l
—wf2<a<n /2

= /_:/; ( /Dl( /U,.zcos“cosadh) dr) da = f_:: ( folrdr) jan .



M.
Teziste T = [0,0, 7], kde 2 = ﬂ:’, m=V,

V=1-Srraa, Mw=fff 2dzrdydz =
23 »

z=rcoBypcos?

] <
=rsinpcosd | 0L p<2n . S0 i O A ; B
=| voreeet | ng:g =fn (/9 (ﬁ rsind r* cos 9 dr ) dip) df =

J=r’cosd

e = [:4:]: [V’]:" [Sing 15] =y T'= [o,o‘ga], ’

prikiad 343, Vrcete té7isté kuzele se zékladnou z? + y? < 16 a vrcholem v bodé (0,0, 4],

je-li hustota p=1.

: 17
T = (0,0, 27|, kde zr = -Ai’!,m =V=-r144= ﬂﬂ"
m 3 3
My = /ff zdrdydz
w
—4

Uvazovany kuzel je rotaéni, osa z je jeho osou rotace. Merididnem tohoto rotaénfho
kuzele je &4st pHmky z + z =4 — z = 4 z. Potom rovnice kuzelové plochy
Vzi+y? ' g :

Redend

0 e

jez=4-
' 1= /a2 . 24—/ '
M= [[ ([T sde)dear= [[ G deav=
z1+y?<16 234716
1 2 z=reosp | 0Sp<2r
"2 f[ (4- Va¥+3?) dzdy= | y=rsine ogr<a | =
s31+7<16 J=r

T il P Lo 1 - T
= 5/; j; (4—r)’rdrdyp = 5-2«-/':' (16r=8r+r°)dr = w[&r _Er +T]o = -3—1-;,
T=[0,0,11. ]

Priklad 344. Uriete moment setrvatnosti vzzhledem k bodu [0,0,0] télesa W
2
W= {[:r,y,z] €Ey = ;y <z 3-72 -y’}, e=1

Ip 00 = fj (2 +* + #*) dadydz =
w

2

z=rcosp 2chgVitrH— VI —ria@-r) —
M rar—12<0— (PP -2 +6)S0— rP<2—
zmh 0<r<vE, 0<p<an
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vi 2 16
24 2.3 ey = s e T ATt
+ 27rj: (rv‘ii r’4 3 3—r2)dr 21r( = 8)

vz 2 3-r?=t | m=0—-t=3
- V3—13(1+4r?)(=2r)dr = ' =
W./.o 1r'( 3!‘)( d [-2rdr=dt rp=vV2at=1

=—gn—r‘[lv‘?(l+§(3—t))dt=—-gvr-!-'.'rfa(:i\/f—gh/;) dt =

3
=—§-1r+1r[2‘3:m—%-2t;ﬂ]1=-§7r+1r(2 3\/_—— 9V3-2+ 5)

- «(E’-@ - ?.7.) = 3,0027. w

Pitklad 345. Urfete moment setrvaénosti vzhledem k ose z télesa W,
W ={lz,1,7) € Es; V22 +1*<2<2}, =1

Redent :
j _ff (z* + y*) dzdydz =
/f (z? +y*)f dz) drdy =
2343t
T =rcosyp | 05r52
f(z’+y’)(2-\/x’+y’)da:dy= y=rsng  0<pSm | =
2i4pi<d J=r
I 2 4 5.2
- S s B L I el By L A0
-L (fur(2 r)rdr)dc,o—21r[2 ] —2ﬂ'(3 5)-— 5

Pitklad 346. Urtete staticky moment M,, (vzhledem k roving (yz)) télesa omezeného
rovinamiz =0, y=0, 2=0, z+y=a,y=h, (a>0,h>0), jeli
hustota p konstantnf.

Resent :
. M,=¢- [ff zdxdydz =
W: 0<z<a—z2
4 = 0<z<a =
0Sysh
a h 2 g3qe
=gf(/ f :r:dz dy)da: g‘/c‘ (./o z(a—r)dy)dz=g-h[a-7—-ﬁ-o=
oha®

=76

Pidklad 347. Urtete moment setrvaénosti I, (vzhledem k roving (.'cy)) télesa W,
W ={lz,y,2) € BEs;2a* -2z 4+y* <0, -1< 2 < 1}, e
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34 ZDENEK SIBRAVA
kde W = {(z,y,2) e R®: (e + 3 + 22 £ 2}

Vysledek: m/28
Priklad 1.114. Vypoditejte trojny integril

] z? + y? + z2dV,
W

kde W = {(z,y,z) € R®: (a?+y?+22P2 <ayhz>20Ay20Az >0}
Vijsledek: /120

Priklad 1.115. Vypoditejte trojny integrdl
/ vz + 32 4 22dV,
W

_kde W = {(z,y,2) €ER3: 2? + Y2 + 22 2 1A 22+ y° +2° < 22}
Vysledek: 137/10

Priklad 1.116. Vypoditejte trojny integrdl

/ (2? +y*) dV,
W
kdeW = {(z,9,2) € R®: (@® + 1?2 <a? =P Aa* + 9y <1-2A2>20Ay 20Nz 20}
Vysledek: w/16
Priklad 1.117. Vypoditejte trojny integrdl

/de,

v
kde W = {(z,y,2) ER®: 2? + 32 + 22 <4 Az 2 1}
Visledek: 97 /4
Piiklad 1.118. Vypoditejte trojng integrdl

fde.

1%
kde W = {(a:.y.z) ERY : 22+ 1P +22>1Az< 1A V22 + 2 <2z Ay 20}.
Vysledek: 7/24 — /16
Priklad 1.119. Vypoditejie trojny integrdl

f ydV,

v
kde W = {(z,y,2) eR®: 22 + 2 > 2A0< 2< 2r -2 =y Ay > 0}
Visledek: 13/60

Piiklad 1.120. Vypoditejme objem télesa urcéeného nerovnicemi 224+ <2—2
az®+y*+ 2% <2z
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Reseni: Téleso miifeme popsat jako mnoZinu
W={(z,y,z) eR¥*:a? +y? + 22 <2z Aa* +1* < 2 z}.
Objem mnoziny (miru mnoziny) W pak vypoditAme jako
p(W) = / dv.
w
Téleso, jeho# objem poditame, je primik koule a rotaéniho paraboloidu. Rez

télesa rovinou y = 0 je na Obr. 22.

Z geometrie vime, Ze obé plochy jsou rotacni a maji spoletnou osu. Proto jejich
prilnikem je kruZnice. ReSenim soustavy dvou rovnic

2z,
2 -z,

=R
NN
+ +
=
| I &)
+
1
| )
L

zjistime, Ze kruznice priniku lezi v rovinach o rovnicich z =2 a z = 1 s tim, Ze
kruZnice v roving z = 2 se redukuje na bod o soufadnicich (0,0,2) a v roviné z = 1
je prinikem kruZznice, jeji% kolmy priimét do roviny zy ma rovnici z° + y? = 1.
Celé t&leso se tedy promitne do roviny zy jako kruh M: 22 + 2 < 1. Pro libovolné
(z,y,z) € W je tedy

?+12<1 A 1-y1-22—y2<2<2-22 -



36 ZDENEK SIBRAVA
U#itim Fubiniovy véty pro trojny integrdl pak dostaneme
2ip? —y?

Q:[an-—[ f dz | dA =
iV A

f \i-y/i-ep

_ [((1_M)~(2—a:2—y2)) dA =
M
2n 1

= ff(r—r:“rr\/l—rz) drdqh-—%ﬁ.
00

Pro vipodet dvojného integrilu jsme pouzili substituci do polarnich soufadnic (4).
V prikladech 1.121 - 1.125 vypoditejte objemy danych téles.

Priklad 1.121. Téleso je ohranideno plochami z = 4 —y%, z = y*+ 2,z = 1,

a5 =9 Visledek: 8/3

P¥iklad 1.122. Téleso je ohraniceno plochami z = 2% + y?, z = 2 +22, y=1z,
y=2z,z=1 Visledek: 7/12

Piiklad 1.123. Téleso je ohraniceno plochami 2 + y* + 2% = a?,
P+ +2 =022+ -2°=0,pficemiz>0a0<a<b.
Visledek: (2 —V2)(b® — a®)n/3

Piiklad 1.124. Téleso je ohranideno plochami z = 6 — 2% — 32, z = \/z? + y°.
Visledek: 327 /3

Pi#iklad 1.125. Téleso je ohraniceno plochami z* + y* + 2% = 16,
z? + Y% + 2% = 8=2.
Visledek: 807/3

Fyzikalni aplikace trojného integralu

Necht W je trojrozmérné téleso, jehoZ hustota v kazdém bodé (z, y, 2) je h(z.y, 2).
(1) Hmotnost tohoto télesa je

(17) m = /h(u:, y,z)dV .
W

(II) Staticky moment tohoto télesa vzhledem k roviné zy, resp. vzhledem k
roviné zz, resp. vzhledem k roviné yz

(18) Su= /zh(m,y, 1V, S = fyh(:r,y,z) dv, S,. =f:1:h(:r,y,z) dVv.
W

w w
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” a/ Uknifte, Ze integrdl konverguje pro a € {~=l,+% ) ,
b/ Pro 8 € (-1,460 ) Jo podle vity 61 a pbd. 5,84

e [T i} SE |

J(a) = /7 (fa+1 -1) pro a € (=1l,+ ) ,

.

¢/ Uxatte, Ze J(=1) = = /7 ., K tomu sta’l dokdzat, %e funkce J Je
spojitd v bodd =1 zprava (proév),
k atkazu tohoto tvrzeni pouZijte vétu 60, kds poloZite N & (0,+® ),
A = {-1,05 a pou?ijete odhadu

032-1

lelz e :f(".«*“’)_ﬂ

l=-9

2eX

=

-

B ]

-at
6,37. Spodtiéte K(a,b) -/Dﬂ(. ¥ - 1
[}

! a/ Ukaite, ¥e integrdl konverguje pro libovolnd a,b € El .

b/ ProtoXe funkce K(a,b) Je sudd funkce jak v promdnné ,a  , tak

v ,b° , omezfme sena a =0, b =0,

¢/ Bud tedy b = 0 pewnd, a € (0,400 ) . Potom Je g—Eta,b) =

-/w-z;-:-.a-'% dx

o

(mjo:mnta-pro BE(P,qQ>,kda 0 { p ¢ q { + 00 - urédize
podle ndsledunjfcfho odhadu = provedts !

<y .oF Lto.s))

Substitusl ¢ = é plovodeme posledni integrdl na Laplacedv integrdl -
p*. 5,84 - dostaneme

%—E(a,b)-:-/? 3

tedy vzhledem k X(b,b) = 0O wvyjde

=

a!
a -
1-2 .-i?

K(a,b]'/;(b-a) pro b ® 0, a > 0.

4/ Ukaite, ¥eo K(a,b) = /7' (b - a) pro vilecina a,b € 31
(vis obdobny p¥{klad 6,35).

e/ Porowvnejta té% s p¥ikxladem 5,76 o_.i

um_
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I ! nx ;
| 4,3. Dokaite, Ze lim f—-—-ﬂ dx = 0
f

M >00 1+ x
lr_/ UkaZte primym vypo&tem, % 2
f
nx dx nx dx
2/ Vyuzi jte odhadu 0-f--n—x--ag =_/——~.‘7—§+ /'——-2—!-2— s
l1—n X D 1+n"x -": 1+n
% ’
1 &
WL S e o
5 %
) nx —
3/ Zkoume jte, zda 5 = 0 v (0,1)
1+n"x

(nekonverguj{ ste jnom¥rn&, nebol

) f
e g
H
Py
~—

nx n
| = 8up —=% = max { 0; —=x
| n Y€1) 1+n°x . 1+n
!

4/ PouZi jte Lebesgueovu vitu.
Z prfedchoziho odstavce vyplyvé, Ze

e e 00) . Hig B = 0 8 BB &
= 1+n?x? 2

stat{ tedy poloit g =2 na intervalu (0,1) & ovErit podrobnd pred-
poklady Lebesgueovy véty,

dostdvdme
* mc. J
lin / —55 & = lin —¥— gy =0,
A0S Adn x° g R0 10?2

Jnko cvideni 'se pokusme nalézt "lepSi" odhad, poloZme

. g(x) -1?}511:) ” 2 > pro kaZdé x € (0,1).
" L 3 e &

Zvolme tedy pevné x € (0,1), misto abychom poZitali

© sup _KLEE_‘ZH y poloZme pro kaZdé n € {1,+00 ) (a ka¥dé x € (0,1)
nEN Y14nx

nx

H, (n) = —>—

1+n"x

Zde tedy povafujeme n za "s8pojité" proménnou a hledejmq

Gix) = sup n;" >
‘?(E(tw) 1+n" x

Odivodnite, pro¢ g(x) € G (x) pro ka%dé x € (0,1) !
Opit zjistite, ze

n:z =max{—z§:0; %}= %

R15)
xe@.w) 1+n°y 1+x

76any "lepii” odhad jsme tedy neobdrieli. Uvidomte gl, Ze funkce G
veni “nejlep3{m" odhadem, je ‘to zplisobeno tim, ¥e misto abychom vy-

-71 ~
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; . leonxl, looaz!
a 81(XJ xq xp

1
e/ 53(x) = max (—x—p " ‘;3)

L pro X € (1,""’5}
=P

& gm = 5 o+ Ao

x

—

o0

6,10, UkaZte, te funkce /7 (s) = / 2t e Tax  (tzv. Gm funkce,
viz té% p¥. 8,63 ) Je spojitd v intervalu (O, #@ ) .

szte,ze I(a) ( + 00 pro sG{OP*OO), ["(g) =+ @

pro 8 € (-0 ,0 7D .
2/ Uka%te, ¥e funkce /  Jje spojitd v kaZdém intervalu
{pyq> C (0,400 ) .
e * . x1 pro x-€(0,1) ,

Ma joranta g(x) = sup e . x =

S€L{p.9) : \-x q-1

. X pro x €(1,+00 ),

opé&t zjistite, Ze g € f(g +00)

3/ Ukaite, %e 1 nésledujic{ funkce Jsou konvergentni majoranty k funkei
®1 ¢"* pa (04400 ) pro 8 € {pyq) C (O,+ OO ):

a/ g(x) = max (e Pl | X Ty,
b/ gy(x) = o (P14 31 ),

P pro x € (0,0

e/ 33(1) =/ )
\c(q) .8 ¥ pro x €(1,+90 ) ._u.

| © b=l

6,11, UkaZte, %e funkce F(b) = / -E:;— dx Jje spojitd v intervalu (0,1) .

Hf" Integrédl konvergujo, prévd kdy¥ b € (0,1), viz pF. 3,40,

—
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