1. &® -—Zk_u‘ﬂ"i'o ™

2, snz=Y 01 t{%’!ﬁ;li + o(z?")

3. cosz = Yp_o EIRER | (g2

4. (L+2)™ =Y 1o (P)zF + o(z™)

5. In(14 ) = Y, EY 0k 4 o(zn)

6. € =1+z+% +...4+Z +o(z")
T.sinz=o- g+ 54+ EPET 4 oot
8 cosz=1- %T— + %;— +...+ _Iz::z‘zn + o(z?+1)

9. (L4+a)™ =1+ mz+ 220g2 4 mDeolmentd) jn | om)

10. In(l14z)=z - %3 +.oo 4 (-1)P1E 4 o(z™)

Piiklady

Q.}mzvime funkei f (z) = —222 — 6z + 2 v bods a = 4.
Reseni: Zaéneme derivovat:

[ (z)=—-4z -6
f(4)=-22
f'(z) = -
f'(4)=~-4

Vsechny dalsi derivace uz jsou rovny 0, éfmz jsme ziskali odpovéd na otazku, jak
bude dlouhy rozvoj. Dosadime:

Tf* = —54 - 22(z —4) — 4 (2 —4)® = —22% — 62+ 2
Vysel ndm pivodni polynom.

@ Odvod'te rozvoje pro nasledujici funkce v nule do n-tého Fsdu.

(a))e”
Reseni: Pouzijeme vyjadieni koeficientl v lokélni Taylorové vété. K tomu
stati spocitat n-tou derivaci dané funkce a délit n!.
PouZijeme vyjidfen{ koeficienti v lokdlni Taylorové vété. K tomu staci
spotitat n-tou derivaci dané funkce a délit n!.
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Regent: PouZijeme podflové kritérium.

n+l
.| a1y aned 1
LT o 1lel lim 5 = 7l

Rada tedy konverguje, jestlize 2| < 1, tj. pro |z < 4 a diverguje pro |z| > 4. Polomér
konvergence je R = 4. Pro z = 4 dostaneme Fadu Z =, tato fada diverguje (viz pfiklad

n:l

14). Pro @ = —4 dostaneme fadu Z {»n} , tato Fada konverguje podle Leibnitzova

kritéria. Obor konvergence je polootevrenﬁ interval (—4, 4).

Cviéeni 3.1: V niésledujicich cvidenich vypotitejte polomér konvergence a obor konver-
gence mocninné fady.

oo

a) z%‘ b zn+1

nal

c) i?"{x—-n", d) Z(n-&»l}x"‘“’,

n=1 ne=l

9 Trl 0 P,

n=1 ) n=}1
2n+3 n-1 > 1 n
8) Z e LA B) Zt(_a)nz :
n= n=

3.2 Taylorovy fady

Piiklad 3.4: Najdéme rozvoj funkee f(z) = €* do Taylorovy fady va = 0 a zjistéme
konvergenci dané rady

Refenf: Vypotteme si nékolik derivaci. f(z) = ¢* f(0) =1
fl@)=e  [f(0)=1

}(ﬂ}(z) = g% }(n}{g) |

Taylorova fada je
= 1
@) =1+ 2+ go2 4 got 4ot 2or g =Sl
TR 3l a
=
Nyni vySetiime konvergenci fady. Pouzijeme podflové kritérium
n+}
N Lt i _
Jim BT = i || = b i s = 0.

Rada tedy konverguje pro viechna z € R,

16
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355

(ilo\ (306) Najdéte Maclauriniv vzorec pro obecné n a pro funkci f{x) = sinx.

Regeni:
NejdFive vy&islime funkei a viechny derivace v bod& x, tj.

f(x) = sinx 3% 0,

]
=0
f'(x) = cosx L 1,
f(x) = —sinx %" 0,
f"(x) = —cosx &° —1,
s

f¥(x) = sinx " 0,
Navic je zfejmé, e pro k € NU{0} platl
£ = (=1)*sinx s 0,
24D — (—1)*% cos x %3

Proto miizeme napsat
3.5 xan=1

i M i b sk _1yn—l _1\n
L + (1) _—'—_(Zn-l)!-i_( 1)
kde £ leXl mezi 0 a x. -

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil
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I. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(2e)

(307) Najdéte Maclauriniv vzorec pro obecné n a pro funkci f(x) = cos x.

Resen:
NejdFive vytislime funkci a viechny derivace v bod§ xo, 1j.
f(x) = cosx o 1,
/(x) = —sinx ‘23° 0,
(x) = — cos x "&3° -1,
(x) = sinx *5° 0,
% (x) = cosx %" 1.

Navic je zfejmé, fe pro k € NU {0} pleti
f = (~1)*cosx "23° 1,
F241) — (1) sinx "0 0,
Proto miZeme napsat

xz xq N X.h o x2n+2
cosx =T =St (=1) @ P Era s

kde £ le¥{ mezi 0 a x.

o w oz
e — e,

W= (Z\'\-l

-

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/"xzemane?



Pfiklad 3.5: Najdéme rozvoj funkee f(z) = In(z + 1) do Taylorovy fady v a = 0 a
zjistéme konvergenci dané tady

Redeni: Vypotteme si nekolik derivact

flzy=hz4+1 F(0)=0
flz) =25 J1(0)=1
f2) = = £1(0) = -1
fM{(z) = 2{!_:‘}, £700) = 2
() = (=) n - Dk F(0) = (<1 (n - 1)}
Taylorova fada je
o! 1! 2! L(n=1) 2 1
La) =0+ 5z - g2l + 52"+ 4 (1) W g fnoms E(»l)" =t
‘_':::-mm_
Nyni vySetfime konvergenci fady. Pouzijeme podilové kritérium
(_i_}__)_ prtl S %
i s = = i —
"l”l"!& 1gn netoo |1 4 1 f‘?:Inllor{-‘:=ﬂ+1 %L,

Rada tedy konverguje pro viechna |z| < 1 a diverguje pro |z| > 1. Pro z = 1 fada
konverguje, pro 2 = —1 fada diverguje. Obor konvergence Taylorovy fady je polootevieny
interval (—-1,1).

Cvitenf 3.2: V nisledujicich cvitenich najdste rozvoj funkee f(x) do Taylorovy fady v
a a zjidtéte konvergenci dané tady.

®) f@) =1, a=0, b) fla) ==, a=2,

¢) f(z) =sinz, a=0, d) f(z) = cosz, a =0,
& fl#) = 5=, a=1, ) f@) = sin22), o=7,
g) f(z) =e*, a=0, h) f(z) =3, a=0.

Pifklad 3.6: Rozviiime funkci f(z) = 2% do mocninné fady s pouZitim rozvoje vhodné
funkce.

Resent: Pro viechna z € R platf
20 n
™ T
e = ey
g n!
Jednoduse dostaneme rozvoj nasi funkce do mocninné Fady

5 g 2, ght?
ﬂz)"_‘xZ'ﬂT”Z‘“"n. proz € R.
n=0 n=(0 5

17
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(4

P#klad 3.5: Najdéme rozvoj funkce f(z) = In(z+ 1) do Taylorovy fady va = 0 a
zjistéme konvergenci dané fady

Resenf: Vypotteme si ndkolik derivacf

f(z) =1In # +1 F(0) =
(@) = =+z J(0)=1
1"@) = -k £(0) = -1
f’”(z) =2ty F(0) =2
Fa) = (1) = iggde FO(0) = (<11 — 1
Taylorova fada je
Tn(-“)=0+%z—;ix +§;x Hore (= 1)"-'._.“..-.»(“ﬂ g% “Z l]n—ll n

Nynf vySetfime konvergenci fady. PouZijeme podilové kritérium

1 pntl i
lim (S| = fim = |z| lim = |z < 1.
n-too = pn oin+1 fi-s00 11

Rada tedy konverguje pro vsechna |z] < 1 a diverguje pro |z| > 1. Pro z = 1 fada
konverguje, pro ¥ = ~1 fada diverguje. Obor konvergence Taylorovy fady je polootevieny
interval (—1,1).

Cvitenf 3.2: V nésledujfcich cvitenich najdéte rozvoj funkce f(z) do Taylorovy fady v
a a zjiftéte konvergenci dané fady.

8) fla) = o=, a=0, b) f@@) ==z, a=2,

¢) f(z) = sinz, a=0, d) f(z) = cosz, a =0,
&) f@)= 3=, a=1, 0 f() = sin@2), a=7,
g) flz) =e*, a=0, b) f(z) =%, a=0.

Bfklad 3.6: Rozviiime funkei f(z) = r”e* do mocninné fady s pouzitfm rozvoje vhodné
funkce.

Resenf: Pro viechna z € R plati

xrl
& = Z ';I' .
=
Jednoduse dostaneme rozvoj nadi funkce do mocninné fady

f(z) = :ﬁE—- - Zi"if R,

_——

17



350 I. DIFERENCIALNS POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(51 l_a,') (301) Napi3te Taylordv polynom pro n =4, %o =1 a f(x) = xInx.
ReZeni:
NeZ sestavime Taylorlv polynom, musime vyZislit funkci a viechny potrebné (tj. aZ do
¢wvrtého fadu) derivace v bodé xg, 1.

f(x) = xlnx %' 0,
fi{x) =lnx 41 gt 1,

" ]'.Io-!
f (X]ﬁ*x- A 1,

P00 = = 5 1,

2 xg=1
f“’[x)=;5 w2
Proto nyni dle definice plati
1 1 2
xinx=0+1-(x—I)+ﬁ(x—1}2—ﬁ{x—1)3+z—!(x~l}‘=

i 1 2 1 3, 1 4
mx-1+3{x 1}—3(1 l}+ﬁ(x—1}.

———

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://wuw.math.muni.cz/"xzemane2
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23 b
ST == — 4+ —+ "

3! 8!

Nyni obé fady navzéjem vynasobime a dostaneme Maclaurinovu fadu pro funkci e* sinz

* g L+ ~;-x2-a-x3 L L,
R T R R S | e e
- ¢—¢s+ E +z3_z:‘+£‘_3:_3+:r“+‘z_"’+ o=
B 6 2 126 24 N
B 2+ 3 15+
----- T+ 373

Cvigeni 9.3. Rozviiite nasledujici funkce v Maclaurinovu fadu

2)f(@) = [1-a+ 5+ (g ]
b)f(z) = sin2z [2e -8+ 5+ ]
) f(z) = o=y (14123 + 138 4 125,90 4 .. ]
d)f(z) = (1 +z)e* [1+22+ §2? + 423 + -]
&)f(z) = In (1 + ¢%) {1n2+§+=-;3~%+..']

(U ) Priklad 9.4. Rozlote v Taylorovu Fadu nésledujici funkce
a)f(z) = V23 v bod¥ zo = 1.
Resend. Plati

f’{:l‘) e gzi = f(’-) i %’
fi(z) = g ; %x"i = f(2)=
fm(l') - _2% s %x"g = fm(a\) = —-Ea‘-

Dosazenim do Taylorovy fady dostdvdme

f(z) = 1

2(:z:—-l)-lr-

3 3
@~V - gle— 1+ =

-1P (z-1p°
e T Ty

il
_——
3]




(4d)

UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2009

b)f(z) = i- v bodé zg = 3.
Reseni. Plati —

f@==x = [fO)=-g
(@) =% = [f"A=4%

fray=-% = E)=-%

Po dosazeni dostdvame Taylorovu fadu ve tvaru

flz) =

]

Cal bt G ot

_z~3 (z—-3? (@-8)°
1 3 + 3 3 + 2

S—

Cvideni 9.4. RozloZte v Taylorovu fadu nésledujici funkee
1
a)f(z) = = v bodé zg = —2

[f@ =3 (1o ey ey )

bf(z)=lhzvbodézy=1

[f@) =@ -1) - e 4 ey (it

c)f(z) =sin-a;I v bodé 7y = 2

[f@) = 1- (5)" 5520 + (B)* 52 o (1) (5)™ 530

4

1 2 , 6
“§($—3)+m{$—3) —*m(ﬂfﬁa)a""

PR

a5



i. 7. DIFeReNCIAL FUNKCE A TaYLOROVA VETA 353

( ﬁ (304) Vyjadrete funkei sin ¥ pomocl mocnin x ~ 2,

Resent:

Takovéto vyjddrenl je moné pamoci Taylorova polynomu. Ze zadénl plyne, Je xg = 2 a 2e
musime polynom sestavit v cbecné podobg, nebof nebyl zadén stupefi aproximace. Proto

AT xye=
f(x):sinT"?:;lI,

f(x) = -—cos %‘ L 0,

f(x) = — (E)zsin - 8 (;)z'

4 4
i N3 XU xy=2
f{x) = — (E) 08~ % 30,

ey — (7 E‘f xg=2
f(x) = ( sin ( 4) &
Z tvaru jednotlivijch derivaci miZeme pro k € N U {0} odvedit

#x) = (=1 (3) s 5 - (5)

() = (1% (TN o X0 %2
B+ (x) = (1) (4) cos = "7 0.
Proto hledany Tayloriv polynom je tvaru

o= () (G s () B

e

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil



®

@sinx

Reseni: Pousijeme vyjadfeni koeficientti v lokdln{ Taylorové vété. K tomu
staci spocitat n-tou derivaci dané funkce a délit nl.

c))cos
Re3enf: Platf, ze

(cosz)*+D) — _ging, (cos )42 — _ cosz,

(cosz)“*3) = singz, (cosz)®™ =cosz, neN

a tedy
(cosz)4H1)(0) =0, (cosz)®™D = —1, (cosz)4™+3)(0) =0,

(cos z)4™ =1, ne€N
vBechny liché derivace jsou tedy nulové a sudé lze vyjadiit jednim vatahem

(cosz)®(0) = (-1)", neN
(d) )In(1 + z) ReBeni: Plati, ze

©

re 1o S,
n(1+2)) = 113’ In(1+4+2)])" = T+ar
" L no_ _ﬂ
(In(1 + )] =Gra® In(1+ )] = e
odkud lze vyvodit, ze
(n— 1)

In(1+2)® = (1)

V nule dostaneme
(n(1 +2)[™(0) = (-1)**'(n - 1)!
3. Najdéte Taylortuv rozvoj v nule funkce
fa) = ¥
do patého Fadu.
Reseni: Podle vztahu pro rozvoj exponenciélni funkce dostaneme

(2z — 22)? ot (2z — z2)8 " (22 — 22)4 " (2z — z%)5

2z—z2 _ st
L 3 1 5

1 1 ’
= 1+(2m—z2)+%(4:.-:2-4:1:3+:1:4)+E(8m3—12z4+6x5+0(:c5))+ﬁ(16:::4~—329:5+o(.7:"))

L oan 5 5y —
+120(32z + o(z°)) =

2 5 1
=1+42r+47° - §m3 = 6m" = Ez5+o(x5)



Navod: Po yvythnuti je
Jla) =a {1+ xfam = all 4+ x/a™)™
Podle vatahu pro rozvoj mocniny je
141 y
, 1l x e LY w2 2
oo AL : T A L) p f 2
e i ] e — e LI L[ oY) e
(1 afa™y =14 i 5 (a”-‘) ol

i 1—m z°

T A S i ——— ke ;‘2
T 2in? g2m oz’
a tedy
(&) = afl + z/a" —— i N 1 - 1 -2 N {.2
S} = VR a ¥ gL g g2l ol }
I.6. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce
fl@)=v1-2z+123 - {/1-3z+22
do tfetiho fddu.
Ndvod: Podle vatabu pro rozvoj moceniny je
igd 1o1 (1«
o 4 e A ﬁ{}"'—i O a3 7;”1{:'_-2 e T 4 b
(14 (=27 + ;I-‘t})-' P2 s ] :IZ“{HJ Py 4 222 J(_Qg- 4 2™y g LMM{.....Q{,- oV b oty =

(3 ~1)(5 - 2) G
Ti..!._..:a (_3;)_. g }3 i

. —3.-1?35— el (-_-61- (92% - 62*) 4 o(a::’_i) e (ig s (~272%) + u(.‘r:s}) &

G

o . :
| o S By 2 5 ER
& ;r ‘—{—.:.'5 oz’ =1 e e ;%-;1:J - ol i)

I.7. Najdéte Taylordv rozvoj v nule funkce
f(z) = e*="

do pdtého rddu.

Ndvod: Podle vatahu pro rozvej exponencidlni funkee dostaneme

. (20 -2  (Qr-22)* (@z-2)' (22 -22)°
A4 e 9. - i L.y 4ok A
¢ ] (200 %) 5i o " 5 ok i -
e Lo 2 -‘3:2)-5—}—( L T -}-{8':"3 ~122* 462" +-0(2")) i 162" 320" +0(2”)) + »i—{‘i"a:"'-vo{rr‘j) =
T =)+ (& T )t e (827 = 1207 +627 - 0(27) )+ 5o (1627~ 32" +olx F 1o (82 :
B R P 217:} . ..{‘TJ s _‘? 3\_"’




4. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce
@ 1+g+2°
f(=) = 1—z+ 22
do &tvrtého tadu. Urcete f(4)(0).
Resgeni: Na n&jakém okoli nuly, kde |z — z?| < 1, plat{ rovnost

142+ 22
1-(z—-2a2)
[sa]

=(1+m+3:2)-2(a:~—a:2)k=
k=0
(I+z+2%)+(1+z+2%)(z-2%) + (14 x4 2%) (2 — 2%)?

+(1+2z+2%) (2 - 2%)° + 142 + 2%)(z — &%) + o(z?) =
=(14+z+2%)+ (z+ 22 4 2% ~ 2% — z° — 1)

+(2? +2° 4+ 2* - 22° — 2% + 2 + o(z?)) + (2® + 2* - 3zt + 0(z?))
+(z* + o(z)) + o(z*) =

=1+ 2z + 22% - 22* 4 o(z*)

Z jednoznagnosti rozvoje pak vyplyvi, ze f(4)(0)/4! = -2, a tedy f®(0) = —48.

5. Najdéte Taylorliv rozvoj v nule funkce

@ f(z) = In{cos x)

do 3estého fadu.
Reseni:

Je
o2 gh a8
= In(cos z) ln(1~—?+-22—ﬁ+o( ) =
2 4

Oznatme V(z) = —% + & — &5 + o(z®)

Vi, VP

=l 6 =
g2 g4 b 6 1 /24 22z 6 1 z8 6
- (Frm o) -3 (T o5 E o) g (T o) -
% o 6
=-7T n )



. ‘ 3s4et 258 24 .
(aectg )™ = (1+x2p (1) ® 1 +43) = (arctgz)""(0) =

Odiud plyvoe, 2e

L.3. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

1+z+ 22
1—x+4 22

f(z) =

do ¢turtého Fadu. Urcete f4)(0).

Navod: Na néjakém okoli nuly, kde jr — %] < 1, platl roviost

t Jr“a}{ur—.r:z}-w'- (1+ rf‘~:—-rr2}(sv ----- 1-2}';4—{1 +‘T-r-.’!°.2}f:.’r—.'f3:ils ot 4.—::?—1—-;1"2}(.1“--— ! +0f ::l) -----------
2. ;;a;:'}--f--[:;,l‘.z--i--:z‘:i R e "#"fi(:'!"*))"i" {’y‘“ gt gty U{J ebfat+ Lol ]] ol } s
""" L2 4 207 - 20t rJl"I“Q)
7 jednoznacnosti rozvoje pak vypliva, ¥e f "1’((}'}__."4‘. =2 atedy f0) =
X L.4. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkee
(6d ) o

f(z) =

(1 —2z)%0(1 + 2z)60
do druhého Tddu.

Ndwod: Na n&jakém okoli nuly, kde 2] < 1, plati rovoost

{1 N r}“m - - _x_; “g--lﬂ 1“; . g (4
e PICUN B PIC LY B
: k) i ail)
' 99 . ml p 140
!:i 4 100z + 1.‘,}.%.1. 9.2 1 ola?) |2+ 4a” + o(@®)] - [1 = 22 + 42® + 0(2?)] "™ =
l J ‘) 9 ¥ -1
------ [] 4 100x -+ m(‘f‘l}‘i‘i"\(" - O(ri-"}JE -
E . 3¢ i 60 - Bt Y »
----- 40 - (25 + 427 IS g 2 + 424 + of2? } - 60 {27 — d*) & M{Zm 4:1"2)‘2 e ofa™)
f { ST ‘
| 99, i .i - — L S— s . 60-5¢
----- [ - 1002 -+ 10{3” ]q:::“ + ofx”) ‘El + 802 + 160z~ + 1E} E 4 + {.JLI“}J . []. - 120 + 24027 + ’_2%‘2‘” + olx )j =
= Lok G0z 4 (50 - 99 4 20 539 4 4 - 30 - 59 4 100 - 80 — - 100 - 120 — 80 - 120 4 160 + 2 lﬂ]u + ofa? )

= 1+ 602 + 19502% + ofa?)

L.5. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

flz) = Va™ +z, kdea >0
do druhého Fdadu.




4. Najdéte Taylorilv rozvoj v nule funkce

2
@ fe) = 1

do &tvrtého ¥adu. Uréete £4)(0).
Reseni: Na n&jakém okoli nuly, kde |z — #2| < 1, platf rovnost

1+ 2+2?
1—(z - x2?)

o0
=(1+z+z2)—2(w—m2)k=

k=0
AQ+z+z)+Q+z+2)(zc-2)+ 1+ +2D)(z - 2?)?
+(1+z+2%)(z -2+ Q4+ z+2?)(z -2t + o) =
=(l+z+z)+ @+l +2¥-2?—2% - 2%
+(2? +2° + 2t - 22% - 20% + 2 + o(z?)) + (=® + 2% - 3zt + 0(z?))
+(z* + o(z)) + o(z?) =
=1+ 2z + 222 — 22% 4 o(z?)

Z jednoznagnosti rozvoje pak vyplyva, ze f(4)(0)/4! = -2, a tedy f¥(0) = —48.

5. Najdéte Tayloriiv rozvoj v nule funkce

@C) f(z) = In{cos x)

do 3estého Fadu.
Reseni:

Je
22zt g0
f(z) =In(cosz) = In(1 — = + 51—

Oznatme V(z) = _2";. + ﬁ. - 'i% + o(z)

+o0(z8)) =

V(@)  V()?

S = e 6 B
= V(z) 2 T3 + o(z®)
z2 4 2B 6 1 fut z? ! 6 1/ a° 6
= (-Fra-Tm o) 5 (T -5 reen) g (5 o) -
g2 zt b 6
e e o,



6. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

@ f(z) = sin(sin z)

do tfetiho fadu.
Reseni: Je

f(z) = sin(sinz) = sin(z — % +o(z3)) =

Oznatme V(z) = « — % + o(z?)

= V(z) — V(g)s + 0(3:3) =

= %3— + 0(w3)) - é (m - %3 + a(xa))3 +o(z®) =

3
(“’ = % i 0($3)> - -61- (2® + o(z%)) + o(z®) =

8

{

II

=z— %ma + o(z®)

7. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

Gso)

@)= =
do &tvrtého fadu.
Resenf:
Na vhodném okoli nuly je
T il —
e?—1 a+22/2 4 23/31 4 24/4) 4 25/5 + o(2b)
1

1+2/2 +22/3! + x3/4! +z4/5! + o(z®) -
k # ! B '
—Z( 1) (2! 3I+ +a+o{w )) =
Oznatme V(z) = & + '%r + %T + %!- + o(z")
=1-V(z)+V(z)’ - V(z)’ + V(2)* - V(2)® + o(z®).
Rozved'me jednotlivé mocniny V(z) do p&tého Fadu.

2 3 4
T I T T
Vie)=g+ 37+ + 3 +olz®)



A

1.8. Nujdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

fz) =

et —1
do cturtého Tddu.
Navod: Na vhoduém okoli nuly je
:r ...... JI = ‘E

Oznadme V(p) = £ 4 £

w L V(@) + V(@) ~ V(e)® + Vi)t — Viz)® +o(z®).
Rozvedine jednotlivé mocniny V() do patého radu.

2 3 <
Py g Bl o W o B
i {J} e :j'f -+ ":'gi“ L o) i b i ’3" i i ()[_.1‘ }

2 B 4 <4 5 S
Mgt e T g @ o & o gl e e
V@)™ = 5y + 250 + 31 250 + 2955 + 255 + o)
3 4 5 5
My o T g & 6 B e ®E oo
V)™= Sigm * S5mmi + 35mm + Samm o)
4 5
rpoad HA i A P 1
V)" = st + i o)
PG z’ , i 1
Vi) = s o)
Rdy# veechny prispévky secteme, resp. odeéteme, dostanene
()= = S Ap? o L8 05
fle) =1 21‘ —+ ﬁJ == ﬂ—d,: 4 ofa”)
L.9. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce
f(z) = Vsina3
do tFindctého Fddu.
Navod: Je . 5 —
Sfla) = (a® — ) it T t+ o{a™ P =
..'I','f; ‘1,12 o b
= ;r(l .i.i.l.. N 5 e O{JTN}J L3
Dile budeme aproximovat pouze zavorku, staci do dvanictého radn.
13
] L L) s
« 174
{1 ---E-F—F',;r-i-f)(ﬁ PN =
Oznacme Vo) = —T‘, + “‘Z} Joola'®), pak dostaneme
Vs 210 xa  goamy
Lo 31 L) o ‘(}E‘ (J‘} - U(‘p ......
B i B 1 }_”;2 11 A2 T 13 L] i 13
------ 1 ‘2‘“—“".1" 1 5?’ ;'i i“li)"z\? fole™ )y =1 - “j“;f‘ 3240l, ol



6. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

@ f(z) = sin(sin z)

do tfetitho fadu.
Reseni; Je

73
f(z) = sin(sinz) = sin(x — T+ o(z®)) =

Oznatme V(z) = ¢ — %: + o(z?)

V()

=V(z) - + ofz®) =

= (-’E = %3 +0($3)) - % (m - %3 +o(x3))3 +o(z®) =
(m-§+mu%)~%@&+dﬁn+o@%=

= %:?:3 + o(z®)

7. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

Go)

z
f@) = 5"
do &tvrtého fadu.
Resgeni:
Na vhodném okoli nuly je
B z

e —1 z+22/2+23/31+ /4 + 25/5! + o(z0)

1
1+ x/2! + 22/3! + 23/4! + 24/5) + o(z5)

— s lw . 2 . 5 K
k=0
Oznatme V(z) = § + 3’3; + %T— + 3—:- + o(z")
=1-V(z)+V(z)? - V(2) + V(z)* - V(2)® + o(z®).
Rozved'me jednotlivé mocniny V(z) do pétého #4du.

23

Vig) =+ + + o + o(z®)

3!

5



4 4 5
2_ ALY
V)= 2 o+ 22!31 TR s T o)
3 4 5 5
8- €I b A
(2)° = 23m *+ 33 T 33mm O u2,3,3, +o(a’)
4 5

4__ T T 5
V(@) = s5mm + Y3 T o)

5
5 B
V@) = s + o)

Kdyz v8echny piispévky setteme, resp. odeéteme, dostaneme

8. Najdéte Taylorav rozvoj v nule funkece

@ flz)=tg =

do péatého Fadu.
Reseni: Je
sm T 3 2 1

= - 5y . -
ey oS 3'+5‘+O($)) 1- %+ %5 +o(z®)

na vhodném okolf nuly

(z - +—+o 5))2(———+0m5))k=

23 2 g
=(:::——3—!+5 +0(w"))+(m——+——+0(x5)) (——E+0(-’05))+
G-+ 5o (G5 +oe) +o) =

A 2 z° 5
=(@—grtgr o)+ -*3_312|+0($)+§!§!’+0( o) =




1.18. Najdéte Tayloriv rozvej v nule funkce

fz) =1 T2
€T

do Sestého rddu.

Naved: Sledujte vypocet.

In sinr I (:1: e 226 2 120 — 27 )TV b o2
x x

i A

oznacme V(x) = —* /6 + a* /120 — 2" /7! + o{x"} a rozvinutim Jogaritmu mame

{Dokonce ofx7).)

Pomoci Taylorova rozvoje uréete nasledujici limity.

2
cosz — e~ /2

I.14, lim
=0 i

Ndvod: Sledujte vipodet.

4 Ky p 4 ,;-i 5
i
1 1 1
S 147 B — ) = -
T ..... ?; 4! b 12
e*sinx —
L15. lim 802 = 2(1+7)
a—0 3
Naveod: Sledujte vipodet.
s (147 -+ "2—2 e i:i +olx?)) (i - -"-';-?- +o(2%)) —z — 0
Jriry .I.'"j -
- S s RO I 2
— i FoA o - E og(a”) — -
o g
........... 1
........... 5

1.16. Ili’lfmmwz (V$+ 1+ve—-1- 2\/:1_:)



3 4

T I

2'3' 313!
x

3 4
+3

P
+2—

V(z)? = ol

V(z)® =

T

+2§!a

+3

A .7,'5

+2T5!

5 5
g

5
+ o)

i3

21212! 21213!

Vig)t = =

+4

212141 21313! ( 5)

29

2121212}

V(@)® =

2121212121

5
s T o)

+ o(z®)

Kdy# vechny piispévky setteme, resp. odeéteme, dostaneme

()

flz) = 1—12?4* 11—25: —%I + o(z%)
8. Najdéte Taylortiv rozvoj v nule funkee
flz)=tgz
do pétého fadu.
Reseni: Je
flz) =tg m_z%;ﬁ_( “—3+5—?+o(m5))‘ 1

na vhodném okoli nuly

1——T+—r+0($5)

=(e-% + +o (z%) - Z(—-—+o( ))k=

=(:c—5c;+ +o($"))+(w——+—+0 z%)) (——4—:+0(Is))
2 4 2
(-5 +ﬁ+o(z5))-(z—,—%+0(m"‘)) +o(z°) =
73 5 3 8 zb 25 5 5
= (z - ﬁ+-—+o(ac))+----7£—ﬁ+o( )+§~@+o( ) +o(z%) =

1.2, 2
=z+ =2° + —1° + o(a®)

3

15



(37) (1 +2)~ =E(°‘)x’° +0(z") pro z -0 akaidé «cR;

=g 8
w2k — 1)1 g2kl Itz )
(38) za~.1'casln:r:—k§‘J @—km—m—i+o(z ) pro z — 0;
n 2k+1
(39) arctgr = Z(wl)k;k it o(z®"*2) pro z - 0.
. k=0

Poznamka 6.6, Jak snadno nahlédneme, je n-ty Tayloriiv polynom soudtu resp.
rozdilu dvou funkei roven souétu resp. rozdilu jejich n-tych Taylorovych polynoma.
Taylorovy polynomy lze i (,zkrdcend") ndsobit, a to takto: Jsou-li

(40) Thi@ =Y asle—of, To(@) =3 bele - a)f
k=0

k=0

n-té Taylorovy polynomy funkci f, g, Je n-ty Tayloriv polynom sou¢inu fg roven
souctu viech vyrazi tvaru a;bi(z — a)7t*, kde j + k < n, tj. roven

(10) TR = 3 3 ajbmosiz - a)™.

m=0 j=0

Jingmi slovy: Podobné jako p#i tzv. zkrdceném nésobeni &isel nasobime jen ty
dvojice stitanctl, u nichz je vysledny mocnitel vyrazu (x — a) nejv§se roven n.
Véechny takové souiny sedteme a zpravidla i usporadéme tak jako ve (40").

Pfiklad 6.9. Abychom ziskali paty Tayloriiv polynom funkce e=" arcsin z o stfe-
du 0, ndsobime paty Tayloriv polynom prvniho faktoru patym Taylorovym poly-
nomem druhého faktoru, ale ponechame si jen mocniny z™ s m < 5:

(41)  e* arcsinz = (1-z+ }2* +0(a%)) (2 + 32° + 3 2° + 0 (%))
=z+(-1+3)2 + (£ -3+1)zf +o(@®) =2 - 227 4+ 925 + o(a).
VSechny ostatni souéiny ,predly“ (podle (20) a (21)) do o(z®). O

Taylorovy polynomy lze té3 délit:

Pfiklad 6.10. Paty Tayloriv polynom funkce tg 2 v bodé 0 lze ziskat (op&t ,zkré-
cenym®) délenim pétého Taylorova polynomu funkce sin patym Taylorovim po-
lynomem funkce cosz. B&nym algoritmem dostaneme tento vysledek:

(42) 82 = (z - §2° + g5 2® +0(2%) : (1 - §2® + % =* +o(z%))

=z+ 12+ £2° + 0(z%).

73



UTB ve Zliné, Fakulta aplikované informatiky, 2009 48

1 i 1( 2)‘1
s —==(1=—=z) .
3— 2z 3 1---3;'..6 3 3

Poté polozime —2x = t a dostaneme funkei £ (1 +t)~'. Jeji rozvoj do binomické fady
je

1 11 -1 “Thig o o D] IS~ o s
3(1+t) _3[1+(1)t+(2)t+ +(H)t }'3%(1@)" b€ (—1,1).
Po dosazeni za t = —2z ziskdme Maclaurinovu fadu
LI T & TR T o 1 T
3—-2z 3 1 3 n 3 -
_ 2 (=1)"n! /2" i _
= 1+ 1)( 3.1:)+ + = (3)(1):z+ =
- 2 (=1)(=2) (2 2,2 nl (2\" | =
= §[1+§$+‘2—, g o +E 3 T+ =

1= /2\" ,

n=0

dyf{z) =e*™®

ReSeni. Provedeme rozvoje v Maclaurinovu ¥adu pro funkee e® a cosz

z2 8 gt b

- L BRI S SRR e
e=ltatatytatat

2 4

ol
coss;:l-—a-+ﬁ+-—
Po dosazeni dostévame
x? 4 xt 4
T Ny - S a? (‘2—) 14 ('ﬂ) _
e = gg H.gal f...=¢ ]___é_!.i_ oY + .- +E+ 5] + - | =

z? i zt 8 22 2!
= e(l——2-+§+-:-)(1+~2—4+2.242+--->=e(1—E+E+--—>.

e)f(z) = e®sinz.

Resend. Maclaurinova fada pro funkei e* (viz predchozi piiklad) a sinz je



al

L@)—\ioj Ve . ea'.!3

s /f&f
tattubibe « A 3a T6 A

¢)  aewu &2

h}uJ: Dll@‘

() (o' s (e ae)”
= A 4 Q~0;0q - 4;46
Lo 4, 4609

(c'o\ e do02) . Al 140 02)
= X = O 02

£ o01Qe0

(€Y asclus (4a)

'] L

= X — 4\4

3 018329¢

Pro N

$60y w2 i's e g'mj.-é

Atpe

~ _ ; " A -
> ¥od (o) = c‘?+0;0¢ v Tq YIRS O_@_’_}s

¢) ®u (—o22)
- -0122

Yol ~ o240 L



I. 7. DIFERENCIAL FUNKCE A TAYLOROVA VETA 357

(8) (308) Uzitlm Maclaurinova polynomu vypottéte pfibliznou hodnotu ¥isla e s chybou mens{ ne3

0, 001.
Resent:
Z Ptikladu 305 vime, e plati
x x o et
g n+l
e* +x+2-§-3,+ e — +—~—-—-[ _H}x
co¥ pra x = 1 ddvé
e= I+x+1+]+ +1 _____e‘
= 3! [n + 1)

kde & € (0, 1). K tomu, abychom doséhli chyby men§£ neZ 0, 001, musime vyFedit nerovnici
et

(+¥Ji<00001|protoie£e ©on] = = < 0,0001 =

(n+1)
= 300<n+1)! = n>5

Proto musime pou¥{t Tayloriv polynom alespoit 3estého stupné, tj.

e..t+l+}+;|+1+;,+] »..2718(}55556

privtam-—— ¥

Petr Zemdanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil




358 I. DIFERENCIALNI POCET FUNKC! JEDNE PROMENNE

ﬂ ) (309) Pro jaké hodnoty x platl pFiblifng vztah cosx = 1 — % s pfesnostl 0,00017

£ Refent:

Z P¥kladu 307 pro n = 2 vime, e platl

X2
2!

kde Ry(x) = X522 a £ le2{ mezi 0 a x. Z omezenosti funkce cosx plyne, %e

cosx = 1 — = 4 Ry(x),

x*cos&| lcos&lx*  x?
% (= 18 -2

Musime proto vyfefit nerovnici
4

; 2
57 $0,0001 = x*<0,0004.

Reden(m tedy je x € (—v/0, 0024, v/0,0024] = [—0,222,0, 222}, 1j. |x| < 0,222 = 12°30".

e

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ xzemane?




(40)

352 I. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEONE PROMENNE

(303) Urtete maximalnl chybu v aproximaci z Pikladu 302, kde x € (0,9:1,1).

Regent:
Chyba je urtena virazem

6e1—2
Ra(x) =gz§—+w(x"ﬂl‘ O?<E<,,

Musime tedy vhodné omezit viraz |Ry(x)| a tak urtit maximaln{ chybu aproximace. Nejd¥ive
se zaméfime na titatele, {j.

682~ 2| [la+bl < lal+bl| <6lEF+2<6-1,17+2=9,2.
Jmenaovatele omezime takto
|6(62+1)°| =6 (82 +1)” 210,86, nebof jisté plati £2 41> 0,92 +1 =1, 81.

Proto nyni miizeme psat

Relo)l = | =2 L1 — 1) < 225 tx— 1) < 0, 8526 -0, 1% = 0, 00085 < 0, 0009,
6(E2+ 1) ~ 10,86 =3 ! X t
Maximélni chyba aproximace Taylorovgm polynomem druhého stupng je 0, 0009.

B —
S——

T

Petr Zemanek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/~xzemane?



I. 7. DirerenciAt FUNKCE A TAYLOROVA VETA 359

(310) Pomoci Taylorova polynomu pro n = 3 ur¥ete pFiblizn& ¥/30.

(’1 4) Reseni:
UvaZujme funkci f(x) = /X a poloZme xo = 27. Vypotteme funkn( hodnotu a viechny
potfebné derivace v bod¥ x, tj.

f(x) = ¢x S 3,

m - ] gozu l
=37z ™ »
2 K=).7 2
" = o=
Pl =—cors 2187’
I{} xg=17 10

”(x) =

Y2 IR VT VA
Nyni miiZeme vypotitat p¥ibliZnou hodnotu

_.s 10
VR0=3+-.34 200 .34 IO 3 2 3 10725,
7 2 3 <y

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil



360 |. DIFERENCIALNI POLET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(311) Pomoci Maclaurinova mnohollenu tetiho stupns, vyjddfete hodnotu cos1° (visledek
¢ uvedte na 6 desetinngch mist).

Egsgni:
Z Ptikladu 307 vime, Ze plat(

proto abdriime

cos1° =cos% =1 -»-‘-_? = (), 999847.

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://wuw.math.muni.cz/"xzemane?
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