5. cviceni
http://www karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/

kytaristka@gmail.com
1. (a)
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3
et ntt 1

Reseni: Pouzijeme limitn{ srovndvaci kritérium. Jako srovnivaci fadu
pouZijeme b,, := 1/n o niz vime, Ze diverguje. Tedy pocitdme limitu
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1) 3
7 a, . o : T
llm—n=hm"‘T=hm 3 =i
n—oo by, n—no = n—oon’ + 1

Jelikoz 1 € (0,00), tak naSe fada konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
zvolend b,,. Ta diverguje, ¢ili i zadand fada diverguje.

Zg/n2+5-— Yn?+1
n=1

Reseni: Nejprve vyraz upravime:

00 v {3/ oo n‘2+5_n2_1 50 4
n2+5-vn2+1= 2 B
E i V(2 +5)2+ Y/ (n? +5)(n? + 1) + ¥/ (n? +1)? n; nt/s

Jelikoz jsme fadu omezili jinou a navic konvergujici fadou, tak zadana fada
taktéz konverguje.

if/n2+5—\3/n2+1
=1 ﬁ

Reseni: ”Odstranénim odmocniny z ¢itatele” vhodnym rozsifenim dostaneme

mn

VnT¥5— Vn?+1 _ 4
n o e/a(e/(nus)u€/n2+1€/n2+5+€/(n2+1)2)
Jmenovatel se tedy chové zhruba jako n'/4 . n%/3 = n!7/12, Presnéji
4
. Ya( Y92+ %24;1 VnZi5+ Y +1?) 440
n—oo nl/A.nis

a podle limitnfho srovnédvaciho kritéria a pfedchoziho faktu (srovnavali jsme
s fadou ) nﬁ;‘ﬁ) rada konverguje.
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- 1
; V2n+1v2n+3
Reseni: Pouzijeme limitni srovndvaci kritérium a srovnani s fadou 3 ;11
Protoze i
— 1
lim mzﬁ =)
=00 - 2
T
fada diverguje.
(e)
S e
o (24 1/n)"
Reseni: Rada konverguje, nebot m{?n—); < 7.
()
i ny/n + 2n
n? + 2n3

Reseni: Rada konverguje podle srovndvaciho kritéria, nebot

nyi+2n _nym 142072 1 1+2 3 1
n2+2n®  n3  2+1/n —n¥2 240 2n3/7

= 1

Reseni: Radu odhadneme zdola pro n > 3:

1 > 1 >1
Yinn  lnn —n’

Rada $°°° | 1 diverguje, tedy i zadand fada diverguje.
g

n=1ln

bo's)
Zk—lnk
k=1
Ink _ _1

Reseni: PouzZijeme srovnédvaci kritérium. Pro k > Zjek M= mE < -El'g
Rada konverguje, nebot konverguje fada ) T};

Atkoli ne u kazdého Fedeni je to napsdno, pouzivime hojné Heineho
vétu a Vétu o limité slozené funkce. U obou téchto vét stejné jako u
limitnfho srovndvaciho kritéria peclivé ovéfujeme podminky.



> 1
Zna (1 — COS —)
n=1 L

Reseni:

Snadno se ovéid, ze viechny koeficienty a, = n? (1 — cos ) jsou nezdporné.
Uké&zeme, ze a, 4 0 pro n — co. Je totiz

1 1—cost 1
lim n®(1—-cos= )= lim n- —5== = +00: 5 = +00,
n—00 n n—oo (5)2 2

kde pro vypoéet limity posledniho zlomku pouzijeme Heineho vétu, substituci

r = 1 a limitu li_r}l%J 1=cgsz = 1. Rada tedy nespliiuje nutnou podminku
T
konvergence.
(b) s
1
Z In (l o —2)
n=1
Reseni: Viz sken
(c)
g
Z arctan n
— n

Reseni: Viz sken
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N _1, n+1
Z sinn” " In
n
n=1
Resent:
Polozme ay, = sinn~!In L. Ukazeme, Ze ay lze porovnat s -5 a tudiz fada
podle limitnf verze srovndvacfho kritéria konverguje. Podle Heineho véty a
substituce z = X totiz mame

. I .
sin = sinxT
lim — 2 = lim — =1
=00 o =0+ =
e +1 1
In(®r2 In(1+ + In(l1+ z
lim ——( & ) = lim —( 1“) = lim —( ) =1y
n—oo EI— n—oo ] 4 o z—0+ T

takZe pouzitim obou limit dohromady dostdvame

sinl In (1 + %)

T

" a. i
lim == = lim

=l
n—3o0 ;17 n—koo % %
= 2 1
Z (k(k 41)-1 1)
k=1
Reseni:
Protoze

Ink

(k(’“zH)-l - 1) = ek 41 — 1

a vyraz v exponentu konverguje pro k — oo k nule (napiiklad podle Heineho
véty a I'Hospitalova pravidla), dostdvame s piihlédnutim k Heineho véte,

vété o limité slozené funkce a zdkladni limity ewx' L 1 proxz — 0,z
Ink
e+l — 1
lim ——— =1.
In k

k—o0 sy

Podle limitni verze srovnavaciho kritéria tedy vysetfovand fada konverguje,
pravé kdyz konverguje fada

Ukédzeme, 7e tato Fada konverguje srovndnim s (Ink)/k2.

In k

BT _ I K 1
k—oo —2.2- kooo k241 ’
Rada "%, 1—}:2’5 konverguje ("fakt”), tedy konverguje i ptivodni fada z lim-
itniho srovndvaciho kritéria.



(f)

E i cosl
. o
k=1k +1 k

Reseni:
Rada nekonverguje srovnanim s fadou ), %, nebot limitnf srovndvaci kritérium
davé i ;
. T 0s% ) k2 1
lim === = lim -————cos>=1.
k—o0 T k—oo k2 + 1 k

k

o
S+
3

e sin (5 - 7mr)
Z 3 .-.3112

=
9
1

n=1

ReSeni: Viz sken
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i arctan _Zk
2 ]
i 1+ k&

Resenf: Viz dalsi piiklad.

iarctanﬂ
2 g

kde z € R je parametr.

Reseni:

Pokud z = 0, fada mé nulové koeficienty a konverguje. Pokud x # 0,
pouzijeme limitni srovndvaci kritérium. Plati, Ze

t .
lim w = 1}
y—0 Y

odkud vyplyva (substituci y = Eg%f), ze

2kx

lim .23 Y
ity
* T2 +k?

a proto fada ), arctan PQ%T konverguje, pravé kdyz konverguje fada ) ;. Eg'%g

Jednoduchym srovnanim ale dostaneme, ze od urcitého élenu poéinaje, kdy
je k? > z?, plati
2kz 2kx =z
2+ k2= 2k k'
piicemz fada napravo diverguje pro kazdé x # 0.
Zdvér. Rada konverguje pro x = 0, jinak diverguje.

Reseni:
S piihlédnutim k Heineho v&té totiz jednoduchym rozsifenim dostaneme

. Sinofy . singrm  nl
lim ——— lim - o =
n—+o0 = n—+00 oy 2 ne+1
& T 2 .
_ osin=gt= n sin T
= lim o S T = lim 1=1-1=

L T n—oon + 1 z—0 T

Rada tudiz diverguje srovndnim s harmonickou fadou.



(m)

(n)

> (1 -1).
k a
k=1

kde a € R je parametr.
Resent:
Pokud a > 0, pak lim (k** —1) = +oo, fada tedy diverguje, nebot nenf
splnéna zakladni podminka konvergence limay = 0.
Pokud a < 0, pak plati

kka ] 1 =ckalnk — 1

¥

a tudiz (podle Heineho véty a véty o limité slozené funkce s piihlédnutim k
faktu, ze lim; 4100 2%Inz =0 pro a < 0)
Bk g ekdlnk _ 1
li = lim ————
koo kK9lnk koo kelnk

=1,

Staci tedy podle limitniho srovnévaciho kritéria vysetfit fadu

o0
> k*Ink
k=1

pro a < 0. O této fadé vime, ze pro 0 > a > —1 je divergentn{ a pro a < —1
fada konverguje.

Ztg ( )sm?“

n=1
Reseni: Viz sken
oo

3" Larceos =
—arccos —
T T

n=1

ResSeni: Viz sken

Zarcsm (Vn2+1-+n2-1) n'sm—

Reseni: Viz sken
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3. (a) Pokud )7, a, konverguje, potom konverguje i YR (azn-1 + azn).
ResSenf: Necht s, = ) °1'_ ai (¢dsteény soucet prvni fady)ao, = ) 1 (agk—1+
agk) (Céstetny soucet druhé fady). Potom plati, 7e Opn = S2q, a tedy posloup-
nost ¢dsteénych soucti druhé fady tvoif podposloupnost ¢astecnych soucti
fady prvni. A protoze libovolnd podposloupnost konvergentni posloupnosti
konverguje (a to ke stejné limité), je tvrzeni pravdivé.

(b) Pokud 3°7° | (azn—1 + agn) konverguje, potom konverguje i ¥ i G
Resenf: Tvrzeni neni pravdivé. Uvazte posloupnost a,, — (—=1)". Potom
prvni fada 3" a, m4 vlastné podobu —14+1—-14+1—-1+1a osciluje, kdezto
druhd )" (asn—1+as,) mé podobu 04+0+0+0+... a je zjevné konvergentni.

(¢) Pokud lim;, ;s an = 0, potom Fada Y an konverguje.

Reseni: Tvrzenf nenf pravdivé. Rada z% neni konvergentni.

(d) Pokud ¥ by konverguje, potom an41 < an pro viechna n > 1.

(e) Pokud )" a, konverguje, potom existuje ng € N takové, Ze any1 < an pro
viechna n > ng.

Reseni: Tvrzeni jsou zjevné nepravdivd, co tfeba fady se zdpornymi ¢leny
> —;fg. Ale i pokud pfedpokldddme, Ze a, > 0 pro kazdé pfirozené n, piesto
najdeme protipiiklad. Uvazte posloupnost

1 2
aon = W, A2p41 = W

Potom je celkem ziejmé, ze agnyq > ag,. Pitom fada > an je konvergentni,
nebot ag, < Aon+1 < Elg a fada tedy konverguje podle srovnavaciho kritéria.



