10. cviceni - Substituce a Per partes

Substituce

Substituce pouzivame na integraly tvaru

/ (@) - o/ (2) d.

Dulezité je, ze je tam soucin a ze se tam vyskytuje néjaké funkce a jeji derivace.
Piiklad:

1
/cos(ln:r) - —dx
x

/e(xs) 327 da.

V takovém pifipadé muzeme pouzit 1. vétu o substituci (jesté bude za tyden nésledovat
druhd) a polozime f(y) = e, p(x) = 2. Zkontrolujeme, ze ¢’ = 322 a 7e integrdl je
spravného tvaru.

Spocteme F(y) = e¥ (primitivni funkei k f).

Doladime intervaly. Funkce €Y je definovand na (—oo,00) a tamtéz mé primitivni
funkei, takze (a,b) = (—o00, 00).

Funkce 23 je definovand na (—oo,00), coz bude nase (a,3). Hodnoty mé pak v
(—00, ), coz je v poradku.

Resenim je pak:

nebo

/e<x3) 322dx = % +C, zeR

Pro pifklad s kosinem by platilo: f(y) = cosy, ¢(z) =Inz, ¢'(z) =1, F(y) = siny.
Navic (aaﬁ) = (O? 00)7 (av b) = (—O0,00).
Vysledkem by bylo

/cos(ln T)- ! dz =sin(lnz) + C, z € (0,00).
x

Substituce - alternativni zapis

V praxi se obvykle pouziva jiny zapis. Ukazeme na piikladé:

/e(xs) 327 da.

3. (Tady y hraje roli ¢(z).) ,Zderivujeme® obé strany a zapiseme

Polozime y =
symbolicky takto
dy = 322 dz.
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Nyni vyménime véechna 3 za y a 322 dz za dy. Dostaneme

/6@'33> 232 de = /ey dy.

Tim jsme dostali novy integral, kde integrujeme dle y. Vytesime:
/ eYdy =e¥ + C.
PrepiSeme zpatky y za 2% a jsme hotovi, tedy celé:

/e(xg).31;2dx—/eydy—ey—i—C—exg-l-C-

I v tomto zapise je pak tieba si rozmyslet, co bylo f, co ¢ a ovéfit podminky.

Poznamky

1. Neékdy je tFeba integral pred substituci nejprve upravit, abychom lépe vidéli ¢’ (x).
Napriiklad

1
/111(2 cosx)sinzdr = —2/111(2 cosx)(—2sinz) dz.

Neékdy je tfeba upravovat hodné, typicky az po upravach je vidét, ze budeme
substituovat za cos .

1 sin x 1
/ - dx:/ﬁdx:/zsinxdw.
sin x sin” x 1 —cos*x

2. Prestoze se v literatuie ob¢as objevuji operace s dz a dy, prosim, vyhnéte se jim.
Symbol dz (a dy, dz atd.) sice ma néjaky vyznam, ale pro nds je to jen symbol.
Nelze jim ani jej délit, ndsobit, ani nasobit konstantou ani nic jiného. Poma&aha
nam substituovat, ale jinak ho nechavame na pokoji. Zejména tedy nepiSeme
dz/dy nebo dy/2...

3. Bez ohledu na to, jakym kouzlem najdeme primitivni funkci, tak spravnost reseni
se da ovérit - zderivujeme. Pokud tedy najdeme takovou funkci a interval, ze jeji
derivace na tom intervalu existuje a navic se rovna zadané funkci, mame primitivni
funkci. (A z véty o jednoznacnosti primitivni funkce vime, ze mame vSechny az
na konstantu.)

Pokud si nejste tiplné jisti legalnosti svého postupu, tohle je alespon néjaka po-
jistka, i kdyz nenf jisté, Zze za to v pisemce budou vS8echny body. Proto durazné
doporucujeme ovérovat podminky vét.

4. T na tuto pojistku je navic potieba dévat pozor. Piiklad, ktery se substituci
nesouvisi: mechanickym zderivovdnim neodhalime, ze [ % dz neni Inz, ale In |z|.
Tady je jistou nadpovédou, ze nam néco chybi, ze se defini¢ni obor % a lnx opravdu
velmi vyrazné lisi.
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Per partes

Per partes pouzivame na integraly obsahujici souc¢in. Typicky na kombinace polynomu
a néceho, vizte tabulky

v(x) | W(x) v(x) w(x)

P(x) - ek P(z) k@ P(z)-In"x In" x P(z)
P(z) -k P(x) ak® P(x) - arcsin (kx) | arcsin (kz) | P(x)
P(x) -sin(kz) | P(x) | sin(kx) P(x) - arccos (kx) | arccos (kz) | P(x)
P(z) - cos(kzx) | P(x) | cos(kx) P(z) - arctan (kz) | arctan (kz) | P(x)
P(z) - arcctg (kx) | arcctg (kz) | P(x)

Trik s jednickou

Neékteré funkce si vyzaduji trik s jednickou:

/lnxdm—/l-lnxdx.

Tim tam dostaneme soucin, ktery muzeme per partesit. Funguje téz na funkce arctan x,
arccot x, arcsin x, arccos x. A prekvapivé na In(z + V1 + 22).
Trik s prevodem doleva

Dalsi obvyklou moznosti je e* cosz a e sinz. Prohlédnéte si, prosim, vzorové feSeni v
Tutorialu nebo v feSeni cviceni.

U tohoto typu nezdlez, jestli polozime e® jako v nebo ', vyjde to obéma cestami.
Dulezité je zvolit to dvakrat stejné, tedy napt. e” je u prvniho per partes v a u druhého
per partes také v. Jestlize vyjde rovnice 0 = 0, zvolili jste jednou v a jednou u'.

Poznamky

Existuje nékolik dalsich integralia, co jsou na Per partes, i kdyz tak nevypadaji. Prozk-
oumejte cviceni.

Substituce vs. Per partes

Aneb kdy co pouzit. Polozme si otazky:
1. Vyskytuje se tam funkce a jeji derivace? — Substituce

2. Neda se integrand (funkce uvniti integralu) néjak upravit, aby tam byla funkce a
jeji derivace? — Substituce

3. Je tam soucin funkci, ktery se vyskytuje v tabulkdach u Per partes? — Per partes.
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4. Nezabere trik s jednickou nebo pfevodem per partes na levou stranu? — Per
partes.

5. Kdyz to na nic nevypadd, zkusme postupné zvolit Per partes v ruzné kombinaci u’
a v, per partes s jednickou nebo prondsobit a upravit funkci, aby byla na substituci.

No a nakonec je potifeba davat pozor, podobné integraly se mohou fesit jeden per
partes, kdezto druhy substituci. Napf.

/.1?623: dz
/1‘6:02 dz.

VS.

Péknou zabavu.
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