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[]
3,27 .-

Potom
1/ je=li O¢ A { +00 , platf [fe«".’@_” = seéf@'&)],
2/ je=1i A =0 , plati [g € f(ﬂ,tg) = f € «f(a,&) ] )
3 ge-lt hi=+oo , platt [g € L7y ¢)-Lra 9Pt ”fr’i,a)—xm,&)] K
I Pouzijte definici limity a vetu 31 .] %

Jek by bylo moiné poladavky kladené na funkce f,g zeslabit ?

DokaZte ndsledujici véty:
I/ Bud f spojitd a nezépornd funkce v intervalu {a,+o0) , a > 0.
Necht exé.stu,je xl_.izlwf{x] . x¥ = A . Potom
1/ A €(0,400) = [fe.f(a',,m) & x>l ] ,
2/ A=0 = [_ac>1 = ra.?,’(a,“] .
3/ A=+00= [a.él =3 a[1‘:1-(::0}

[ Pouzs jte bulto cvident 3,25 a 3,26 anebo piimo definici 1i-
mity._u
11/ Bud f spojitd a nezépornd funkece v intervalu {a,b) , a,b¢€ E, .
Nechf existuje 11? £x) . (b -2 =4.
E ol -

Potom
1/ AE(0,400 ) = [féff(a’ﬂ & ac<7],
2/ a=0 = Ta<1 3> e,y |,
3 A=+00 3 [a2) =)L/4f=+oo :

Vyslovte obdobné v&ty pro nekladné funkce !

Jak Jje moZno oslabit predpoklady o funkei f 7

3’28.

Dokazte, %e —1—5 € L (0,+00) !
1+ x

" 1/ Funkce 1—1"";2 je spoJitd v intervalu (0,+c0 ) , tedy

1)3 € /(0 000) /v8ta 48/. Jelikot Je tato funkee kladnd,
1+ ;

- i

Jje - € éew.m,) /veta 33/.

2/ ProtoZe funkce ;J'—-E je spojitd v (0,1 ,
. + z '

!
1
existuje (R)/l L dx , tedy Eaifm'l) / vita 49/.

Jelikos v E, ddle platf odhad 0 € —d_—— = 1
' 1+xf o |

a - €, o/veta 53 B cvit. 3,25/ , Je i ;lx—z- € Zr) ) !

X

1+x2

/vita 31/. PouZitim v&ty 26 odtud plyne, Ze —-1-—5 € &
l+x

3/ Pou?i jeme-1i cvidenf 3,27 , dostdvédme ze vztahd
lim —d— .2 =1

X++00 1+ x

(6,+) ,

a =2 > 1
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tvrzeni, Ze —1—1- G"nf(,+m) .
Lobim R

4/ Jiny zplisob dikazu: =
jelikoZ jame zJjistili, %e (L) / I—i‘-—x;,_- ax existuje

¥ 4
/22— € &Lpprmy / & Jelikor

Lwah w00

. e o
(N)f _L—f dx = [arctg x] =57 wusi mezi obima

Yy 1+x x=0 ’ oo
integrély nastat rovmost /p¥. 3,15/ , tedy i (L}f—-l—j dx

¢ 1 tx

je konedny, tj. —i— € &L, @) -
1+ x ’

5/ Poutijte té% cvid. 3,13 . ||

Pochopiteln&, Ze jsme mohli postupovat i jinak, napi. vyuZit odhadu

0% —32—— <1 pro chovénf integrdlu v intervalu (0,1) ; zkuste nédsle-
l+x
dujici tvrzeni dokazovat z hlediska dobrého procriZeni ldtky - vidy vdemi

moZnymi zplsoby.

o0
3,29, Buld a € potom S = b 00
By : ‘5/ x&

[ Poussjte vétu 26 a 53 .

(=]
3,30, Ukaite, Ze f__dz.__ = +00 !
8

®
1/ Ukaite, Ze T—L——- € x(od-w) g
/< +1 ‘
R S
2/,/3h € &, 4)
x” +1 P
3/ déle ukaite, Ze / - i = +00
7 = +1

a/ posledni tvrzeni doké&Zeme tieba nédsledovni:

tvrdime, Ze existuje takové xo} o, Ze -2-%— = ;.—-1_..._

pro x)xo.

Jak dokéZeme tuto posledni nerovnost? Z¥ejm& je tato nerovnost
ekvivalentn{ s nerovnostf

—%—ﬁ# pro I)xo.
X +1

Protofe ale 1lim —%x—— =] , existuje nap¥. k &islu
X-»00 .!4‘13 1

€ =

N

takové x, /podle definice limity/ , Ze

1 b4
XD x = ] -z& = 1 +
o 2Is/—'_“=3‘_1 %:
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1
(b) / z%dx, kde a € R.
0
Reseni:
Protoze integrand je nezaporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.

Proa # —1 je
. patl
/madw(é 4
a+1

primitivni funkef k funkci 2® na (0,1), a tedy také zobecnénou primitivni
funkci na [0,1]. Odtud je zfejmé, ze pro a > —1 integral konverguje a pro
a < —1 diverguje (nebot limita zobecnéné primitivni funkce v nule zprava
existuje, ale neni koneénd).
/ L dz € Inx
x

Proa=—1je

primitivn{ funkef k funkei 1 na (0,1),! a tedy také zobecnénou primitivni
funkei na [0,1]. Odtud je zfejmé, ze pro a = —1 integral diverguje (nebot
limita zobecnéné primitivni funkce v nule zprava existuje, ale neni konecnd).

Konverguje (absolutné) pro a > —1.
+00
f z%dzr, kdea e R
1
Reseni:
Protoze integrand je nezaporny, staél vysetfovat absolutni konvergenci.

Proa # —1 je
. potl
-/:r:“dxg =

primitivn{ funkei k funkei 2% na (1, 400), a tedy také zobecnénou primitivni
funkei. Odtud je ziejmé, Ze pro a < —1 integral konverguje a pro a > —1
diverguje (nebot limita zobecnéné primitivni funkce v nekoneénu existuje,

ale neni kone¢na).
1
/ —dr g Inx
T

Proa= -1 je

primitivni funkei k funkci % na (1, +c0), a tedy také zobecnénou primitivni
funkei. Odtud je ziejmé, 7ze pro a = —1 integral diverguje (nebof limita
zobecnéné primitivni funkce v nekonecénu existuje, ale nenf koneéna).
Konverguje (absolutné) pro a < —1.

Zaver: Nekonverguje (absolutné) pro zdadné a € R.

3 dx
@ | s

2 1
d ——dx
()/0 o e

! proto nemusfme psat ve vysledku absolutni hodnotu
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tvrzeni, Ze i—:—-—z- € g{,’_,_m)_ ‘
4/ Jiny zplsob ddkazu:
jeliko%Z jame zJjistili, %e (L)/—-l—x-z' dx exlstuje

/ ——1-;2— € 56’(0 +oo) / @ Jelikor

X=+00
(N)/ = [arctg x:, = %—- , @usi mezi obima
1+ x x=0 '

integrély nastat rovnost /p¥. 3,15/ , tedy i {L)fl—-i'——i dx
] X

je kone(‘-nj’ t‘j. __L' E x(o +w)
1+ x

5/ Pouijte té% cvi&. 3,13 . |

Pochopiteln#, Ze jsme mohli postupovat i jinak, napi. vyuZit odhadu

0% ——;—2 = 1 pro chovéni integrdlu v intervalu (0,1) ; zkuste ndsle-
l+x
dujici tvrzeni dokazovat z hlediska dobrého procvideni ldtky - vidy viemi

moZnymi zplsoby.

[= =]
3,29, Bud «a € s potom X o +00
E1 : ‘5/ x&
H PouZi jte v&tu 26 a 53_-]'
00
3,30, Ukaite, Ze f = = +00 !
 ¥x3 +1
®R
1/ UkaZte, Ze T/j—'—: € x(qm) 5
0S| -
Y © e

3/ déle ukaite, ¥e / = + 00
7

o0
dx
3
/=3 +1
a/ posledni tvrzeni dokédfeme tfeba ndsledovmé:
tvrdime, Ze existuje takové x > O , Ze 2—%— A S

/2 1

Jak dokdZeme tuto posledni nerovnost? Z¥ejm¥ je tato nerovnost
ekvivalentnf{ s nerowvnosti{

—%—é# pro x)xo,
X + 1

ProtoZe ale :!..:Ig '3-/—%— =1 , exstuje nap¥. k &ialu
+ 1

pro =>xo.

'—“% takové x, /podle definice limity/ , Ze

x)xt#l—l ﬁél‘t%’
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! |'\.j 2

coZ Jjsme vlaatné chtéli ukdzat.

JelikoZ nyni f—l-—dx=+oo - Jef?x%=dx=+°0.
+ 1

X, X
Jak ‘je to s integrdlem f 3 s Je=1i x, > 17
/13 +1

1

b/ pouzijete-1i cvileni 3,27 /co¥ vlastn® nenf nic jiného, ne
rychle provedend &dst a/ /, je vzhledem k

x]_.é.:‘#.x 1, =1
0o
dokézéno, Ze / =+00
7 72 +1

Cely postup si dobfe rozmyslete a jednotlivé kroky podrobné odivodn&te!

: log (1+x° R X0 TR
3,31. Dokakte, Ze /‘ log (1+x7) ST ¢ r e Sy oloole ¢
o 14x2 ¥ 0% - .
“ UkaZte, Ze integrdl existuje jako Riemanndv ! |l
Pri vyBetfovdni konvergence integi-élﬁ, Je trebal velmi dobie znét chovédni
Jednotlivych funkei - zv143t¥ v okoll *nep¥{jemnych® bodl. Zopakujte si
proto, jak vypadajf napfiklad nésledujic{ limity:
k
lim @ . 1o& x , hm:;, 1im == qug TR "
x>0, A+400 o X+ log x ' x30 X
1-cosx arctg x eX-1 ogﬂlﬂc)
xlaig x° ’ xl:.ig x ! xloig x : x-a G
3,32. Dokaite, e e £ior0 !

I 1/ Funkce e'xz Je spojité a kladné v intervalu (0,+00) ,

= »
ted}’ e € z (a‘.’.w" .
2/ Ztejmé e * € 33(0’ 9) /pro&?/; protofe

J}’jﬂo e =0 , Je podle cvi¥eni 3,25 i e

Tudiz e = € ¥ ;5 400)

3/ Lze také postupovat takto /coZ neni nic jiného, neZ dikaz vit ze
cvideni 3,25 /:
existuje tekové x, , Ze 0 = e'xzé.;zh Pro x ) X, .

-
€ é‘i’(?’+m) y

! ProZ?
Na¥%e nerovnost je ekvivalentni nerovnosti

e“‘z.xzél Pro Xx > X, -
kterd vyplyvé ze vztahu 1im e -% . 1:2 =0 a z definice limity.
Protole f # dx Je konefny pro x,> 0 , Je koneZny i integrél

fe .dx + Lehko ukéZeme, Ze e '_-'23(0,):,) %
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=

4/ Je8ts jiny ddkaz:
pro kafdé x € E, Jest P L 2y + 1 /prod 1/,
tedy téz e_x2£ e=2X*Ll  /odbvodn¥te ! / . .
7¥e jmé (L) ,[ P B existuje /tj. je e Xlg :e(:m)/
a (N) B/'we;zx;‘ dx = g + 0dtud jiZ lehko ué'ini,uge z4vér,
J¢ 0 = E-/e-x dx = g /s pomoct jakych vt 7 / .|

p4
e
3,33¢ mhzw’ Ze Y € o‘{f(,,’z) 1
M L2 .
1/ Op¥t ukeZte, Ze — € 7.2
an-.l (7.2)
2/ ProtoZe
Y.
: i
. e 2 ; 1
1 P (x=-1)° = £ tedy a=35<1
o9 fea fo T TR
je podle 3,25 €Lpay -

3/ Uka%te, Ze existuje takovd konstanta k > 0 , Ze
eX - k.
/ ©-1 / x=

Toto dokaZte napi. takto:

x €(1,2) = 0 =

0 = ex = -—-—E:-— & L
x°-1 /x+1 /x-1
X
a funkce ——%—— je spojitd v intervalu <1,2D, tedy
/x+l

2 i omezend v {1,2) .

Ze vztahu —2%t— € .,.‘f(,, 2) pak plyne tvrzeni . "
: x=1

E 4
3,34. Dokalite, Ze f —b— dx = + 6@ !
21—

_ ®
U1/ opet 1—_113—- € £pprooy -

2/ Proto¥e 1im —&— (1 = x) =
XL 1axd

plyne podle 3,25 tvrzent.

I L
R
"
[

3/ Uka%te, %e existuje takovéd kladnd konstanta K , Ze

wp A 2 K
x € (0,1) 1-::3 v

= .,_1,,, % _1_2 fmk —l—-—
1_-5 1-x lextx * o 1+x+x?
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‘<

nabyvé v intervalu <0,1> kladného minima , odtud jiZ lehko
dokéZete tvrzeni,

4/ Spo¥téte primitivn{ funkei F k funkei —]:3 na intervalu (0,1)
a pousd je cvi&. 3,13 . | A

3,35. Dokazte, ¢ X &4 . 1og x € & 1 1o0) — (0, +00)

- E A e 2 r 4
" 1/ UkaZte, %e x log X € ’(6(0.") ax log x € x(f,-i-OO) .

2/ UkaZite, %e

a/ x ¥ log x e.".f(,“_w) , nebot

-g 9
lim[x logx]. x8 =0,

X +00|

b/ _2

x " logx £, 7 9 nebo¥ napi.

-2 ]
: 4 -
11-2"3*[’: logx |+ x ==00 .
3/ Ukaite, Ze 5
a/ existuje K> O tak, %e 0= x A log:r.‘-ﬁ-,
x

pro velkd x ,
b/ existuje C > O tak, Ze

o -C
4 £
x log x £ x<o pro x € (0,1) .

4/ Nalezn¥te primitivni funkei a pouZijte 3,13 . "

3,36.| DokaZte, Ze

1/ e ¥e x(a+oo) /uka%te podle 3;28 v¥emi zpdsoby, vysledek si
’ pamatujte/ ,

2/ log x € £y )

- 1
3/1239—2.5:6(0‘4) 8/ P 63(0’,.)

1-x4
log(1l+x) ) S
= € Lo,1) 9/ I;i:x € X, , 1) Lto,2)
logx 1
5/ € éC(ar,J 10/ '_'*— € ."3(0‘,)
l-x x{ex_e Xy
log e
l+x b x

00
' dx
7/ log sin x € & 12/ — = <>
(o, F) < VZn
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n 12
(e)/o_-———l U+ 4o

1+ 22
Reseni: Konverguje absolutné, neb je to spojita funkce na kompaktu, tedy
je omezena.

(f) fol 1—13:3 dz
© [ sgde

12 4 27
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4.1. NEVLASTN{ INTEGRALY S NEVLASTNiMI MEZEMI 19
oo
Pro a < —1 tedy integrdl [ z*dz konverguje a jeho hodnota je —
1
2. -
oK
/rf.“d:r: [le‘”] = -1— (1 — lim c“A) (4.5)
4% 0 s A—00
1]
Tato limita existuje pro e < 0 a neexistuje pro a > 0. Dostdvame tedy:
- ro
f ety =Ja  Proa<h (4.6)
diverguje pro a = 0.
0
OO
3. Integrél | n") dz budeme Fe3it pomoci substituce Inz = #:
e
o . llna: = 3 %
(o) G (3890 = 1 [y (4.7)
x Ine = 1
% Inoo = oo| !

coz je integral, ktery znime z predposledniho pfikladu. Jeho feSeni tedy dile nebudeme

o x
rozebirat. Uvedeme zde pouze vysledek — pro oo < —1 integrél [ me:Ldm konverguje a jeho
“

hodnota je rovna —t, pro a > —1 integrél [ Ql’fﬁdz diverguje.
e

P#iklad 4.1.2. Rozhodnéte, zda konverguje integral

oo

z—1
—d
_/:1:2+22: >

3

Resend. U tohoto integralu je problém ukryt v horni mezi. Jedn4 se tedy o zékladni typ nevlastntho
integralu. Mame rozhodnout o konvergenci daného integralu. Konvergenci zkusime otestovat po-
moci srovnévaciho kritéria. Musime najit néjakou vhodnou testovaci funkei, resp. snaZzime se najit
néjakou funkei tak, abychom ziskali patfi¢nou nerovnost. V &itateli i jmenovateli mame polynomy

a vime, %e kdyZ = — oo, pfevaZi nejvysi mocniny kazdého z polynomi. Plati:

r—1 T

0< -
_f(x) 22 4 2x ~ 22 4 2 x

Nyni miiZeme pouZit srovnavaci kritérium. Testovaci integral je

o0
dx
==
3

JiZ vime, Ze tento integral diverguje. BohuZel se jednd o situaci, ve které nedokdZeme pouze za
pouziti srovnavaciho kritéria rozhodnout. Pfitom je z tvaru integralu vidét, Ze nerovnost mezi

funkcemi se snadno pfevede na nésledujici tvar:

e u)

z—1 mdl
d —_—
/?342TI ]T
3

3

Tato nerovnost je oviem splnéna bez ohledu na to, zda zadany integral konverguje nebo diverguje.

Srovnavaci kritérium tedy selhalo.



4.1. NEVLASTNf INTEGRALY & NEVLASTNIMI MEZEMI 20

Druhou moZnosti je limitni srovnavaci kritérium. Vime, Ze pro velkd a plati:

foy ===l 22 @),

T 22492 =z T

Tento intuitivni odhad je ovdem potfeba korektné oveéfit:

; f(=) _ z—1 =z : z? — ; lul/:c)
i (£8) = i (557) = im () = dim () =1 #

V okoli problematického bodu se tedy obé& funkce chovaji stejné a protoZe testovaci integral diver-
guje, musi divergovat i integral
o0
z—1
/ z2 + 2z

3

Piiklad 4.1.8. Vypoditejte (pokud konverguje) integral

5
T+
R
_[:c3+ 322 —1

1

Regeni. Nejdiive rozhodneme o konvergenei, ¢ divergenci daného integralu. Snadno odhadneme, 7e
kdyz poroste # do nekoneéna, pfevazi ve zlomku nejvyssi moeniny a po jejich zkriceni dostaneme
o0

funkei 1/22 o které vime, %e [ Zrdx konverguje. Odhadneme tedy, Ze integral bude konvergovat.
T

1
Nyni zkusime tento predpoklad korektné ovéfit.
Srovnavaci kritérium neni pouZitelné, protoZe pro srovnavaci funkei 1/2%, ktera se sama nabiz,
neplati nerovnost
z+h 1
TR Tl Y
ad+ 322 -1 22

protoze napfiklad v bodé x = 1 dostaneme % < 1, coZ neni pravda. Zbyva nam tedy limitni
srovnavaci kritérium s nadim odhadem:

PSP W 1 o gy

a3+ 322 — 1 3 22

Tento odhad snadno ovéfime:

. CEEN z+5 2%\ _
J:ll»rgo(g(.r) _9:13161‘ 3+ 32211/

z> + bx? 145/z
= } B SO 7.1 U PSS, | ] = =) B
lenc}o (m3+3m2—1) ml-]ﬂnr}o(l—i-i%/m—]/rﬁ) 170 (48)

Podminka limitniho srovnavaciho kritéria je tedy splnéna a protoZe vime, Ze testovaci integrél

o0
%}' konverguje, musi podle limitniho srovnavaciho kritéria konvergovat i zadany integrél.
1

Piiklad 4.1.4. Pomoci srovnivaciho nebo limitniho srovnavaciho kritéria rozhodnéte, zda nasle-
dujici integraly konverguji nebo diverguji:

=]

o0 oo
da x - 3z 4 z® t5x 2 (z—2)*
L J = 2. Jm2+1d“" 3. { pro 4. {2;35-’2+m’+3dm

@

CJ‘-—.._B



oo - -
(h) / % dr Redeni: Konverguje - u 0 je funkce spojitd, u oo srovname s
0 T

1/22,
P S
/_7(1)[0 o de

\ 1
s Ip—l g1 dz
(J) /0 P71 —1z) 1

(k) f1 h 6: dz

™1 — cos(azx)
0 [ =5

(m) ]W e V¥dg
0

o0
(n) / (m — 2arctan z)“ dz
0

dzr
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(0) /+°° a.rccté;f o i
0 r
Resent:
Integrand [ je nezaporna funkce, staéi tedy vysetfovat absolutni konvergenci.
K tomn pouZzijeme limitni srovnavaci kritérium a rozklad

G oo a 1 a =+oo .
arccotg “x arccotg “x arccotg “x
[t [ aetg R, [T acotg e,

0 <L 0 £ J1 €

Mé-li totiz (absolutné) konvergovat integral vlevo, pak také konverguji (ab-
solutné) oba integraly vpravo (integrujeme pies mensi mnozinu). Naopak,
pokud (absolutné) konverguji integrdly vpravo, pak také konverguje (ab-
solutné) integral vlevo (existenci integralil je zarucena existence zobecnéné
primitivn{ funkce na celém intervalu i koneénost integrélu).?

Vysetfujme nyni (absolutni) konvergenci integralu
1 a
arccot ;
[t
0 xr
Funkce %ﬁgﬁ je spojita a nezdporna na (0, 1], a protoze

arccotg %x

lim L

= lim arccotg “x = 2)%
=04 -t :t‘—lbI(l)]-l- are & (ﬂ-/ )
T

je (absolutni) konvergence vy3etfovaného integrélu ekvivalentni (absolutni)
konvergenci integralu
1
1
/ o dx
U .T:

Pfimym vypoétem se presvédcime, Ze tento integréal konverguje pro b < 1.
Vysetfujme nyni (absolutni) konvergenci integrélu

 arccotg %z
T8 dn
1 T

L) - L # Ik e -
Funkce ﬁc?ﬁ-—z je spojitd a nezdpornd na [1,+00), a protoze

lim xarccotg x =1,
T—r+00

plati také, Ze

arccotg “x
lim —%f—— = lim z%arccotg *r =1,
z—+00 o= 5 % a—0+

%) Tento krok v néasledujicich piikladech jiz nebudeme komentovat
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a tudiz je (absolutni) konvergence vySetfovaného integrilu ekvivalentni (ab-
solutni) konvergenci integralu

+00 1
/1 patb dr

Piimym vypoctem se presvédéime, ze tento integral konverguje pro a+b > 1
a diverguje jinak.
Zaver: Integral konverguje (absolutné), pokud 1 > b > 1—a. Jinak diverguje.
+oo T
arctan In® z dx
(p) _/1 BT

Reseni:

Integrand je nezdporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.
Na pravém okoli jedni¢ky je

arctan 5 Inz=In(l+(z-1))=(z—1)

bo | =

241

(jak dostaneme pouzitim Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne,
ze konvergence integralu
2
[ f@ds
1

je podle limitniho srovnavaciho kritéria ekvivalentni konvergenci integralu

/12@ - 1)%dz

a pouzitim substituce y = x — 1 dostaneme, Ze tento je ekvivalentni integralu

1
/y“d’y
J0

Posledni integral konverguje, a to absolutné, pro a > —1.
Naopak na okoli nekone¢na je

1
arctan —
%

P i

a podle limitniho srovnavaciho kritéria je konvergence integralu

[ @

ekvivalentni konvergenci integralu

+001f1
/ nzrdJT
9 T
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U tohoto integralu ale umime pfimo urcit primitivni funkei. Na intervalu
(2,+00) plati, ze

Inx . ot In** g
/ o drr.—/y dy—a+1+C‘— P +C

pro a # —1. Odtud piimo vyplyva, Ze integral konverguje pro a +1 < 0,
tedy pro a < —1.

Hodnotu a = —1 lze také vylou¢it pfimym vypoétem, ale vzhledem k podmince
u jednicky to neni nutné.

® sin g
@ [ S
|

Reseni: Integrdl konverguje absolutné, neb —4—] S?m

1
£
2. Vizte tabulku s konvergenci.

3. Necht f je definovdna na intervalu (a,o0), je spojitd a f > 0 na (a,00). Necht
existuje limita limy—,o0 f(2) = A > 0. Ukazte, ze pak [,° f = oco.

4. Necht f >0, f € N(0,1). Dokaite, ze pak i z¥f € N(0,1) pro véechna k € N.

Teorie miry a integralu, 2018/19, Kristyna Kuncova 7



X 1
45/ e £ 49/ ax konvergu je
{1“:)3 (0,"'@) “/ y;
+1
= =]
46/ ax 50/ / A dx diverguje

=7 x4“1
/ 3:3 +5x+3 Lkonverguje

[ -]
dx .
T L .
o 3 2
/X +5 diverguje

1
/ =
L 7 x.logx

diverguje

(]

3,37°. 1/ Bud f definovéna v intervalu (a,+o ) . Necht ¢ €A @400) >

£20 na (a,+00 ) . Necht existuje limita lixgnf(x) = A . Je-li
X+4
A>O, je / £=+00 . Dokaite !
a

M R
ZFejnt f€X , L0 - Podle definice limity existuje takové
X, > 8 , Ze- 0< % < £(x) kdykoliv x 2 x_ . Tedy nutn¥

(]
‘/‘w MA
r = 2 =400
/e /8
Co 1lze #1ici v pfipadd, 2e A =0 7
II/ B'uﬁ L e x(ra +W) ’ ® i = O na [8'""” ) .
Potom

1/ budto lim' f(x) neexistuje, anebo 1im f(x) =
2/ nutné 1im inf f(x) =

Uvedte priklad funkce £ € &y 4o0)s £ ® O takové, Ze x:_l.’iinwf(x)
neexistuje ! /Viz kup®. 3,52/,
Jaké je situace v pripadd, Ye nenf f = 0 na (a,+o0 ) 7

3,38.( Poznémka

Srovne,jte vysledky p¥edchoziho cvi&eni 3,37 s obdobnymi vlastnostmi
konvergentnich ¥ad

/ é & konverguje => lima =0 / ._

a+00 N

3,39.] Velmi Easto se stdvd, Ze funkce jejiZ integrél zkouméme, je funkeci jeStéd

ndjakého dal3fho parametru, tj. jest funkc{ dvou /eventuelnd vice/ promén=-
nych. Pro n#jaké hodnoty tohoto parametru miZe integrdl konvergovat, pro
jiné divergovat &i vibec neexistovat. Nad3{m \kolem je pak zjistit, do ja-
kého systému funkci dend funkce patii pro rizné hodnoty parametru.
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Since f € LY(R"), the Lebesgue Dominated Convergence gives

L= [ 1n=n1=[ (81-15-1) 2 [ 11

therefore fRn |fi — f| — 0. Lastly by the integral triangle inequality

\/Efk_-/ﬁ‘f

JPE, May 2009. Let f € L'([0,1]) be real-valued. Prove the following state-
ments:

(a) ¥ f(z) € LY([0,1]) for all k € N.

(b) limg oo fol z* f(x) dz = 0.

(c) If limgyy f(x) = a for some real number a, then

/(fk_f)]sfm-ﬂs 1 =5 =5
E E R

1
lim k [ 2*f(z)dz = a.
k—oo 0

() |2*f(x)| < |f(z)], hence z* f(z) € L'([0, 1]).
(b) We have o* f(z) — 0 as k — oo for all z € [0,1). Then the claim follows from

Part (a) and the Lebesgue Dominated Convergence.

(c) An elegant solution exists when f is continuously differentiable. Since lim £ =

1, we can replace the factor £ with £+ 1 and then integrate by parts:

! il?k e ! T Ik-i-] = Ik!-i—l T 1 . s Ik+1 ! P
(k+) [ ef@)de = [ fa)d f@) - [ #r@ s
The first terms is
()] = 1%7(1) - 0+ 5(0) = o,

and the second converges to zero, due to Part (b).
Next we outline a solution for an arbitrary f € L'(]0, 1]).
(i) Choose small € > 0 and § > 0 such that |f(z) —a| <€ for all z € (1 —4,1].

(ii) Show that limg_., kf(;“‘s ¥ f(z)dr = 0 by using the Lebesgue Dominated
Convergence. Note that

sup sup kz* =supk(l—6)F < o,
k>1 z€0,1-4) k>1

which provides an integrable upper bound. Now it is enough to prove that

1
lim k/ o* f(z)dz = a.
1

k—oo -5
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