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Resent:
Integrand f je nezdpornd funkce, sta&i tedy vysetfovat absolutni konvergenci.
K tomu pouZzijeme limitni srovndvaci kritérium a rozklad

~+o0 a 1 [ + o a
arccotg “x arccotg “r arccotg “x
[ g gy [T gy [T MR,
0 £ 0 €T J1 &

M4-li totiz (absolutné) konvergovat integral vlevo, pak také konverguji (ab-
solutng) oba integraly vpravo (integrujeme pfes mensi mnozinu). Naopak,
pokud (absolutné) konverguji integraly vpravo, pak také konverguje (ab-
solutné) integral vlevo (existenci integralll je zaruCena existence zobecnéné
primitivn{ funkce na celém intervalu i koneénost integralu).?

Vysetfujme nyni (absolutni) konvergenci integrdlu
! arccotg %x
e am
0 z

i aa - e -
Funkce 2% je spojitd a nezépornd na (0, 1], a protoze

arccot x
lim —%—— = lim arccotg “x = (7/2)*
=0+ -5 x—0+
T

je (absolutni) konvergence vy3etfovaného integrdlu ekvivalentni (absolutni)

konvergenci integralu
1

1
— dz
o T
Piimym vypoitem se presvédéime, e tento integrdl konverguje pro b < 1.
Vysetfujme nyni (absolutni) konvergenci integralu

> arccotg “z
——dxr
1 xb

Funkce &Cﬁﬂﬁ je spojitd a nezdpornd na [1, +oc), a protoze

lim zarccotg @ =1,
T~r+00

plati také, ze

arccotg °x
lim —%—— = lim z%arccotg "z =1,
00 pore s a—+0+

%) Tento krok v nasledujicich pikladech jiz nebudeme komentovat

Teorie miry a integrdlu, 2018/19, Kristyna Kuncova )



a tudiz je (absolutni) konvergence vygetfovaného integrdlu ekvivalentni (ab-
solutni) konvergenci integralu
400 4
[ pa-thb dx

Pimym vypottem se presvédéime, Ze tento integrédl konverguje pro a +b > 1
a diverguje jinak.
Zaver: Integral konverguje (absolutng), pokud 1 > b > 1—a. Jinak diverguje.
+0co T
arctan ——— In® zdx
(P) fl 2241

Resentf:
Integrand je nezdporny, stali vySetfovat absolutni konvergenci.
Na pravém okoli jednicky je

—1-, Inr=hl+(z-1))=(z—1)

arctan ——— =
R I | 2

(jak dostaneme pouzitim Taylorova rozvoje logaritmu v nule). Odtud plyne,
ze konvergence integrilu i
[ 1a)ds
1

je podle limitntho srovnavactho kritéria ckvivalentni konvergenci integralu

-/12(:1: ~1)%dz

a pouzitim substituce y = r — 1 dostaneme, Ze tento je ekvivalentni integrédlu

1
[y“dy
J0

Posledni integral konverguje, a to absolutné, pro a > —1.
Naopak na okoli nekoneéna je

—

22 11

arctan

1
x
a podle limitniho srovndvaciho kritéria je konvergence integrilu

[ rora

ekvivalentni konvergenci integralu

+nx|ln
/’ nId:.r:
2 iy

Teorie miry a integralu, 2018/19, Kristyna Kuncova 6
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coZ jsme vlast.né chté&li ukdzat.

oo
JelikoZ nyni - ax = Je ; dx = +00 ,
.‘x{‘ " '{"x;’i-l

Jak ‘je to s integrdlem f /— s Je=1i x, > 17
X+l

b/ pouzi jete=1i cvi¥enf 3,27 /coZ vlastn® neni nic Jjiného, nel
rychle provedend &dst a/ /, je vzhledem k

L <prlbb b
dokézéno, Ze \/?&— = + 00 .H
+ 1

Cely postup si doblfe rozmyslete a Jjednotlivé kroky podrobné& odivodnéte!

7

; log (1+3°)

3,31. DokaZte, Ze f -—E--{-——- dx konverguje !
o

1+

“ UkaZte, %e integrdl existuje jako Riemanniv ! |l

Pri vySetfovdni konvergence mugféla, Je ti’*eba. velmi dobife zndt chovéni
Jednotlivjch funkei - zv148t& v okoll “nepifijemnych® bodl. Zopakujte si
proto, jak vypadaji nap¥iklad ndsledujfei limity:

k
1im ¥ . log" x lim ;E 1im == sin x
x>0, gk ' Xasoo X ? x»iw log x ' }-}3 x ’
- arctg x Xy | log(1+x)
liml‘.sgﬂ ; lim"—L : 1ip E—= , lim—E(—— S S
x>0 x2 X> 0 x X+0 X X+ 0 X

| ' 2

113,32, Dokaite, se e € £ .\, !

I 1/ Funkce e"xz Je spojitd a kladnd v intervalu (0,+°°) ’

" »
2/ Z¥ejmd e * € Sf(o 9) /pro&?/; protoZe:

Jj;j.;’ﬁg e ,;2 = 0 , Jje podle cvideni 3,25 1 e_xze‘ Jf(9’+w) .
Tudiz e~ € & p400) -

3/ Lze také postupovat takto /coZ neni nic Jjiného, nei dikaz vEt ze
cvident 3,25 /:

exigtufe takové x, , fe 0 £ X = —x%- pro x > x, +
' Pro&? o
Na%e nerovnost je ekvivalentni nerovnosti
ée""z.xzél Pro x > X, -
kterd vyplyvé ze vztahu 11m -] -% . 12 =0 a z definice limity.

Protote :[# dx je xone&ny pro x,> O , Je konedny i integrél
fa""‘ dx . Lehko uké!eme, e e € z(o,x,) .

- 53 -



4/ Je¥td jiny ddkaz:
pro kerdé x € E) Jest - £ -2x +1 /prot %/,
tedy téZ e"xzé e"2*¥L  /Jodhvodnste ! / . -
zFe jné (1) fa 2%+l gy existuje /tj. je e~2*le x -
a (M) f -2x1l =§ . Odtud jif lehko ufinime zévér,
e 0 = fe 23 dx= % /s pomoci jakych v&t 7 /_.|

X

3
3,33. DokaZte, Ze V?T‘ € x’(,,,) !

x 3
ﬁ/ Op&t ukaZfte, Ze —9'-'—_- € .ifﬁ,z)
x#-1
2/ ProtoZe X
x* L
. = e o B : -
xl-}%_ =y . -(x 1) Fak, tedy & §< 1t
X
Je podle 3,25 —= 6»8(,'3) .
-1

3/ UkaZite, Ze existuje takové konstanta k > 0 , Ze

k.
x €(1,2) = 0 £ —fL—r = ——
@1 / x-1

Toto dokaZte napi., takto:

x
(o] - ex — . ES
22-1 ¥ x+1 1£'S 1
x
a finkce —f Je spojitd v intervalu {120 y tedy
/x+1
: i omezend v {1,2) . _
Ze vztahu —2t— € .2?(,, 2) pak plyne tvrzenti . "
x=1

1
3;34. DokaZte, Ze ‘_/‘—-b—dx=+oo !
: 21— —_

U1/ opst = € L) ho0)

2/ ProtoZe um-L (1—x)=§ , =1,

. y1.x3

rlyne podle 3,25 tvrzeni.
3/ UkaZXte, Ze existuje takové kladnd konstanta K , Ze

x € (0,1) = k- = K

1- l=x
e o _1_2, a funk i P
1-x° 1-X ey = 14xc+x?

-54_



Konvergence uréitého integralu 4.

4. Konvergence urcitého integralu

Budeme se zabyvat nésledujici Glohou. Necht funkce f je spojita na otevieném
. # e ” . - . e b w F .
intervalu (a,b) (omezeném & neomezeném). Existuje integral [ f (zobecnény Rie-
manniyv ¢ Newtontv — kterézto dva pojmy pro takové funkce splyvaji)? V piipadé,
7€ f: f existuje (tj. je roven néjakému redlnému ¢islu), fekneme, Ze integral konver-
5. 0 B - p 5. ¥ o g
guje. V opatném piipadé fekneme, 7e diverguje. Pokud konverguje integrél [|f],

rekneme, ze f:’ f konverguje absolutné. Pokud integral konverguje, ale nikoli abso-
lutné, ¥ikame, Ze konverguje neabsolutné. Budeme se drzet této terminologie spiSe
neZ pojmi ,existuje” a ,neexistuje“, protoze tyto pojmy maji u jinych integrala
(napf. Lebesgueova) jiny vyznam. Porovnejte pojmy divergence, konvergence a ab-
solutni konvergence s analogickymi pojmy pro fady.

§20. Prvni metodou je pouziti véty, kterd iika, Ze je-li f funkce spojita na
G e b i 7 g
uzavieném intervalu [a,b], pak [ f konverguje (viz napt. §10).

Piiklad Integral f;o arctg(z® + 16) - sin z do konverguje, protoze integro-
vané funkce je spojitd na intervalu (7, 50].

Piiklad Integral [, S22 dz konverguje, protoze funkce
sinz - g e (0,1],

f={," 1,

je spojita na [0, 1]. Zde vyuZivame toho, Ze integral z funkce f od a do b zavisi jen
na hodnotach f na (a,b) a ne na tom, zda a pfipadné jak je f definovana v krajnich
bodech. MuZzeme-li ji tam v8ak dodefinovat spojité, pak lze pouzit vySe uvedenou
vétu.

§21. Dalsi moZnosti je vypocdet urcitého integralu s vyuzitim primitivni
funkce dle §11. Z vypocta v §11 plyne tvrzeni v nasledujicim pfikladu.
Piiklad Integral [, z*dz konverguje, pravé kdyz o > —1.
Vypocet druhého prikladu je zcela analogicky, a tak ho nechdvame na ¢tenari.
Pifiklad Integral f1+°° % dz konverguje, pravé kdyz a < —1.

Uvedené dva priklady jsou uzitecné pro vySetfovani konvergence mnoha jinych
integralu, jak uvidime pozdéji.

A ¢\ I Piiklad Integral fol log  dz konverguje, protoZe

1 1
f logzdr = [a:loga:](l)—-/ ldz = —1.
0 0

41
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4/ Jedtd jiny ddkaz:
pro kefdé x € E; Jest - % 2% + 1 /pro& %/,
tedy téz e-x25 e2%*L  /odgvodn¥te ! / . - _
zve jné (L) [:‘2”1 ax existuje /tj. Je e X'lg x(zm)/
a (N) fwe'zﬁl dx = g .« 0dtud ji%Z lehko ué'in:(m_e zéveér,

o oo 2
e 0 = fe-x dx = g /s pomoct jakyeh v&t 7 / .|
o

e]a’.
3,33- Dohﬁte, Ze o € x‘(f’ 2) !
. .
f
"-T_/ Op¥t ukaZte, Ze -—-——x%:;— € g(f,z)
2/ Protoze
1

" 1
s .{x-1)2=—§—,tedy a=%<1,

lim -~
X ‘f+ sz"l '

Je podle 3,25

€ x(,,,)

-

X =1
3/ UkaZite, Ze existuje takovd konstanta k D> 0 , Ze

L e kK
/-1 2o

Toto dokmZte napi. takto:

x €(1,2) = 0 =

x
0 é ex = i 1
K /x+1 /x-1
X
a finkce —£ ———  je spojitd v intervalu {1,2>, teay
x+l
. i omezend v {1,2) .
Ze vztahn —=i— € Jf(,,‘ 2) pak plyne tvrzeni .”
x=1

4
3,34. DokaZte, Ze 1/ —b— dx = + 00 !
1-

_ 1 ®
I1/ opst =3 € L)ooy -

2/ Proto¥ ~d (1.3 =1 o =1
rotoZe x',_l’i’l-!.l 1-x3 x) 5 =1,
rlyne podle 3,25 +vrzeni.

3/ UkaZte, Ze existuje takové kladnd konstanta K , Ze

x € (0,1) = L+ = K

1. 1-x
= —1- . —qu a funkce —
1- 1-x 1+x+x 1+x+x?



Konvergence urcitého integralu 4.

Reseni. Plati totiz %! < x% a integral floo —:—f% pro « > 1 konverguje (viz §21).
Proto podle srovnavaciho kritéria | 100 ‘%| dz konverguje. Tedy i ptivodni integral

konverguje (dokonce absolutng). =

Piiklad Integral [°° 2<9EL 4z diverguje.

Reseni. Pro = € (1,00) je totiz arc;gm 3 arcljgl = £ > 0 a integral flm £ dz

diverguje. [ ]

825.  Uzite¢nou variantou srovnavaciho kritéria je limitni srovnavaci krité-
rium.

Necht funkce f a g jsou spojité€ na intervalu [a,b) (kde —o0o < a < b < 400),
funkce g necht je kladnd na [a,b).

(i) Pokud limita xli.r?— —gﬂ(%l je vlastni a f; g konverquje, pak f: f také konverguje
(dokonce absolutné).

(ii) Pokud limita liI%)l % je vlastni a nenulovd, pak fi’ f konverguje, pravé

kdyz konverguje ff q.
Analogicka tvrzent plati pro interval typu (a,b].

Priklad Zjistéte, pro které hodnoty o € R konverguje foﬂm sin® z dz.

Reseni. Funkce f(z) = sin®z a g(z) = z* jsou spojité a kladné na (a, b] = (0,7/2]
a plati

tedy integral ze zadani konverguje, pravé kdyz konverguje foﬂ’{ ? 2% dz. Ten oviem
konverguje pravé pro a > —1. To miZeme ovéfit pfimym vypoctem. Plyne to téz z
prvniho piikladu v §21 s pouZitim faktu, ze f;r/ % ¢ da konverguje dle §20.

Zaver je, ze integral konverguje praveé pro o > —1. [ |

Priklad Zjistéte, zda konverguje fow ﬁ-.

Regeni. Integrand je spojity na (0, 7] a plati

1
R R 2
. v/ 1—Cos ‘ €T
lim _1"0?:2 = lim \| ———— = V2.
=0+ = z—0+ V 1 —cosx

Tedy vySetfovany integral konverguje, pravé kdyz konverguje fUW %. Ten ovsem

diverguje, tudiz diverguje i ptivodni integral. [ ]

Piiklad Pro které hodnoty o, 8 € R konverguje f0+oo % arctg?® o dz ?

43



Metody reSeni vybranych tloh z matematické analyzy

Reseni. Integrand je spojity na (0, +00). Vyuzijeme toho, 7e integral fooo konver-
guje, pravé kdyz konverguji oba integraly fol a [

.- a..
Na intervalu (0, 1] je integrand spojity a plati lirélJr%E—"’ = 1, a tedy
Fou z

fol 2% arctg® « dz konverguje, pravé kdyz konverguje fol 8 dz, coz je prave kdy#
a+p8>-1.

I na intervalu [1,0) je integrand spojity a plati q:151(}0 Lﬂ‘fg}g& = (m/2)8, tudiz
flm z% arctg? = dz konverguje, pravé kdyz konverguje floo z%dz, coz je pravé kdyz
a <=1

Zaver je, ze integral ze zadani konverguje, praveé kdyz o <-1l<a+8. ]

§26.  Dale miZeme pouzit nékteré véty pouzivané p¥i vipoétu uréitého integralu,
konkrétné metodu per partes z §12 a véty o substituci podle §13 a zvl4sté §14.

Piiklad Integral [ 822 4z konver uje, pravé kdyz o > 0.
1 7 g 3|

Refend. Jiz vime z §24, Ze pro a > 1 tento integral konverguje absolutnd. Z §23
dale vime, Ze pro a < 0 integral diverguje. Pro «v € (0, 1] (nebo rovnou pro vechna
a > 0) miZeme pouzit metodu per partes. Tedy

. oo
* sin gz —cosx ® qacosx
de = - d:B:
1 o o 1 1 xa—i—l

jsou-li aspon dva ze tif uvedenych vjrazi redlnym ¢&islem. Pfitom zobecnény pfi-
riistek na pravé strané je realnym éislem pro kazdé o > 0 a integral na pravé strané
pro a > 0 konverguje absolutné podle srovnavaciho kritéria. Tedy i integral na levé
strané konverguje. [ ]

Piiklad Prokteré hodnoty a € R konverguje floo sin(z®)dx 7

Reseni. Pokud a < 0, pak lim S—‘C’;{f—“ = 1, a tedy integral konverguje, praveé kdyz

££—=00
konverguje [, z*dz. To je pravé pro oo < —1.
Pro a = 0 integral diverguje, protoZe je to integral z nenulové konstantni funkce
sin 1 na neomezeném intervalu.
Zbyva vysetiit pfipad a > 0. Pouzijme druhou substituéni metodu z §14 pro
funkei p(t) = /. Pak

oo . . 1 1 Jitzn
/ sin(z®)dz = / —t=""sintdt,
1 I &

pokud aspoti jeden z integrali konverguje. P¥itom integral na pravé strané podle
predchoziho piikladu konverguje, pravé kdy# 51{_ -~ 1<%, B>
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