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Priklad 4 : Urcete, pro kterd a € R, a > 0, konverguje nésledujici Newtontv integral:
* arctg x?
/ aee T sin(2z) dz .
0 e

(15 bodit)

Reseni : Pisme

% arcte 22 L arcte 22 > arctg z”

(1) Protoze f(x) := arc;igxz sin(2z) € C((0, 1]), zavisi konvergence integralu Ip na chovani funkce
f yunuly“. Mame f(x) > 0 pro z € (0,1}, a

arctgaz? 2 : -3
%1SIH(2SC) g OB o sin(2z) 9 z¢

ra—3

lim =2

z—0 z—0 x2 2x x?

je vlastni a nenulova. Proto podle limitniho srovnavaciho kritéria pro Newtontv integral
konverguje integral Iy pravé tehdy, kdyz konverguje integral

1
1
/ g dz .
0

Tento integral vsak konverguje prave tehdy, kdyz a — 3 < 1 neboli a < 4, jak lze ovérit
napiiklad jeho pfimym vypoctem.
(2) Je f € C([1,4+)), ale f ,st¥idd znaménko blizko nekone¢na“. Protoze funkce sin 2z ma

na intervalu (1, +00) omezenou primitivni funkei (—3 cos2z), a m:;qi%"ﬁ € C([1,400)), bude
podle Dirichletova kritéria pro konvergenci Newtonova integralu stacit, kdyz ukdzeme (pfes-
néji, kdyz najdeme takova a € R,a > 0, pro ktera plati):

t 2
(i) lim ST g

z——+00 xd

arctg z?

(ii) — Je monotonni na néjakém okoli bodu nekonecno.
x

Ad (i): pro vSechna z > 0 plati

2
arctgx s
arctgr” |

1

_5-—(1—>0 kdyz x — +o00, pro vsechnaa € R, a > 0,
T

odkud plyne (i) pro vSechna a € R,a > 0.

Ad (ii): derivace funkce g(z) := arc;igag je
4

(@) T 2 toa?. (14 1 -0
z)=-————|— —a-arctgz”- — x .

g (14 zt)zatl |22 8 zt )|

Vyraz v hranaté zévorce ma pro xr — +oo limitu —a 3, ktery je pro a > 0 zaporny. Existuje
tedy 2o € R takové, ze ¢'(x) < 0 pro vSechna z € (x, +00). Odtud plyne (ii).

$a

Zavér: dany integral konverguje pro a € (0,4).

Bodovani pti pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:

e konvergence na okoli nuly ............o i 5 bodt
® OVETEeNT MONOTOMIE ...\ttt e e 5 bodt
e ovéfeni omezenosti primitivni funkce ............ ... . 2 body

e aplikace Kritéria a zaver ........... .. i 3 body



Poznamka: bylo mozZno také pouzit rovnou Dirichletovo kritérium:

v \3
gxilu))o je

od jistého zo € R zaporna, tedy tato funkce klesa na okoli nekonecna, a snadno se “také
ukéze, ze ma v nekoneé¢nu nulovou limitu. V tomto pfipadé je ovSsem vypocet derivace vyse
uvedené funkce a zjisténi jejiho chovani v blizkosti nekone¢na ponékud obtiznéjsi, i kdyz
proveditelné.

Posloupnost {cos (23”) o°_ | ma omezené Castecné souCty a derivace funkce

Priklad 3 : Integrovanéd funkce je definovand na (—oo,—2) U (—1,00), primitivni funkci tedy
hleddme na (—oo, —2) a na (—1, 00).

x+2

Pii pouziti substituce ¢ = dostaneme postupné (vSimnéte si, ze pro zadné x € (—oo, —2)U

(-1, 00) nemiize byt t? byt rovno 1).

2 -2 2
T do=— G —ap 4
2 +3)(t2+1 242

a tedy

3z 44 -~ t?+2
/(m+1)(4x+5)(2x+3)\/§7ﬁdx_ 2/(t2+1)(t2+3) "

Rozklad na parcidlni zlomky da

t2+2 1 1 c 1 t
—2 dt=— [ ———dt— [ ———dt < —arctgt — —arctg——, t € R
/(t2+1)(t2+3) /t2+1 /t2+3 et T g g e

a tedy

3xr+4 c x + 2 1 T+ 2
dxr = —arct —_— arct
/(x+1)(4x+5)(2x+3),/2+2 g(‘/wﬂ) V3 g(f w+1>

z+1

na (—oo,—2) a na (—1,00).

Priklad 4 : Oznaéime

o .
1 ::/0 (arctgx)“;;:_ml dz, (2)
1 .
sinz
I = t d 3
Vi [ ety R Q
sin

oo
I ::/1 (arctg x)® e 1

Pro vySetreni chovani integralu Iy pouzijeme

. (arctg z)® ;;rfl i arctgz\* sinz 1

m ————— = 1IN . . =

z—0 gatl z—0 x x 2r +1 ’

proto Iy konverguje (podle limitniho srovnévaciho kritéria) pravé kdyz konverguje fol ¢t dz, coz

je prave tehdy, kdyz a > —2.



Pro vysetfeni chovani integralu I, pouzijeme nasledujici tvahu: protoze (arctg x)® je na (1, +00)
monoténni a omezend funkce pro libovolné a € R (ukazte to podrobné), bude podle Abelova kritéria
stacit, kdyz bude konvergovat integral

* sinx
/ dx.
1 2.1: + 1

Tento integral vsak konverguje podle Dirichletova kritéria, nebot sinz mé na (1,400) omezenou
primitivni funkci a ﬁ jde monoténné k nule pro x — +oo.
Zavér: I konverguje, praveé kdyz a > —2.




e Soucet konvergentnich fad (1) a (2) je konvergentni fada, tedy fada

isinn—{—\/ﬁcosn i Sinn+cosn I . 3)
= onverguje.
n n Vn &4

n=1 n=1
e Protoze posloupnost cos % je omezend a rostouci (odtivodnéte podrobné!), konverguje podle
Abelova kritéria (s vyuzitim znalosti (3)) i fada

isinn—k\/ﬁcosn 1

+ COS —.
n n
n=1

Zavér: fada konverguje.

Priklad 3 : Pouzijeme substituci tg § =t na intervalu (—m, 7). Potom mame
2t 1t 4 2
— ST = —— r=-——
142 1+t 1+1¢2

Tato substituce prevede uvazovany integral na

dt.

sinz =

> t2+3
/ - dt
oo B2+ t+2)
Integrand rozlozime na parcidlni zlomky

> +3 __tHl 1t
R+t +t+2) 24+t+2 2417

Standardni integraci racionalnich zlomkt pak dostaneme

t1 1t el 1 2% +1\ 1.
dt = —log(t“+t4+2)4+——=arctg | ——— | —=log(t°+1 tgt R.
/<t2+t+2+t2+1> 20g( ++)+\ﬁarcg< NG ) 2og( +1)+arctg na

Pak mame
/°° t2+3 & [11 <t2+t+2>+ 1 . <2t+1>+ . tr
= | = 10, —_—— —= arc E— arc
BT DB 12 2 %\ ey N AR AN 5

1
=7n|ll+—%=].
( VT )
Poznamka: Pozor! Rovnost

< t+1 1-t < ¢+ 1t
/ <2 L. )dt:/ 2+dt+/ ——dt
Lo \E2FE+2 2+ Ceo B2+t 2 o241

neplati, nebot integraly na pravé strané neexistuji.

Priklad 4 : Integrand f(z) = tg®zsin®z je spojity a kladny na intervalu (0,7/2) pro kazdé
a, f € R. Integral tedy fgm f tedy konverguje, pravé kdyz konverguji integraly foﬂ/4 fa f:/f f.

o Integral foﬁ/ 4 f. Pro srovnani pouzijeme kladnou a spojitou funkci g(z) = 2**° definova-
nou na (0, 7/4]. Plati lim, .o+ f(z)/g(z) = 1, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria foﬂ/4 f

konverguje, pravé kdyz konverguje integral fow/ 7948 4. Posledni integral konverguje, pravé kdyz
a+p> -1



e Integrél f;r/f f. Pro srovnani pouzijeme kladnou a spojitou funkci g(x) = (7/2 — x) ¢ defino-
vanou na [r/4,7/2). Plati lim, ../ f(x)/g(x) = 1, a tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria

| 7T/ 42 / konverguje, pravé kdyz konverguje integral | ~/ 2(% — x)~*dz. Posledni integréal konverguje,

T w/4
pravé kdyz —a > —1.

Zavér: Integral foﬂ/Z tg® z sin” x da konverguje, pravé kdyz a+ 3> —1a a < 1.




tedy i
1 1
lim <—log(1+>>n:0
n—oo \ N n
podle Heineho véty.

e Oznacéime f(z):=1— xlog (1 + %), potom

=1 (log(z +1) —logz).
Podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté pro libovolné z € (0,00) existuje &, € (0,1)

takové, ze
1 1
"(x) = — <0 ro vSechna x > 0.
(@) x+1 x+¢&; P

Funkce f je tedy klesajici na intervalu (0, 00), a proto je i posloupnost a,, = f(n) klesajici.

Zavér: fada konverguje podle Dirichletova kritéria.

Poznamka: Monotonii funkce mizeme zdidvodnit i takto. Plati

1/ 1
f(x) = 21+ 2)2 € (0,00).

Funkce f’ je tedy rostouci na (0,00) a lim,_,« f/'(z) = 0. Odtud plyne, ze f’ je zdpornd na (0, c0),
a tedy f je na (0, 00) klesajici.

Pfiklad 3 : Pouzijeme substituci v2z +1=¢, tj. x = 3(t* — 1) dz = tdt. Dostaneme

I—/ V2r +1 /
a:+2 t2+3

Rozkladem na parcidlni zlomky zjistime

A 412
(t2+3)2  2+3 (t2+3)2

Zintegrovat t2 3 neni obtizné, primitivni funkci k funkci (G +3)2 najdeme naptiklad pomoci reku-
rentn{ formule pro integraly typu [ (:n2de1)n' Celkové dostaneme
4 12 c 4 t 2t 2 t
/ <t2+3 — (t2—|—3)2> dt = %arctg% “PEi3 %arctg%, t e R.
Tedy je
I = [4arctgt S —arctgi \/3— 51 +1—£
V3 V3 t2+3 /3 V3] 18 2 3

Priklad 4 : Oznacime 5
_ log®(1 +z)sin” x
f(@) = 2?(m —x)3

pro z € (0, 7). Funkce f je na intervalu (0,7) kladna a spojitd. Stac¢i tedy vySetiit jeji chovani v
krajnich bodech.

Bod 0. Polozme g(x) = x(;—tfﬁ = 2°+0=2, Funkce g je na intervalu (0,1] kladn4, spojita a stan-
dardni vypocet ukazuje lim,_o; f(z)/g(z) = 7=3 € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho kritéria



dostdvame, Ze fol f(z) dx konverguje, pravé kdyz konverguje fol g(z) dz. Posledni integral konver-
guje, pravé kdyz a + 3 > 1.

Bod 7. Polozme g(z) = (1 —x)3(r —2)% = (7 —2)~3+P. Funkce g je na intervalu [1, 7) kladna,
spojita a standardni vypocet ukazuje lim, .. f(z)/g(x) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho
kritéria dostavame, ze flﬁ f(z) dz konverguje, pravé kdyz konverguje flﬁ g(x) dz. Posledni integral
konverguje, praveé kdyz G > 2.

Zavér: [ f(z) dz konverguje, prave kdyz (o + 6 > 1 & 3> 2).




ap = f(n), n € N, je tedy rostouci a snadno se spocte lim,, .~ a, = 0. Podle Dirichletova
kritéria tedy rada

> e —1
Zlog (e" n 1) -cosn konverguje. (1)

n=1

n o0 , , , .. v
e Posloupnost {arctg (efﬁ)} ) je monoténni a omezend (monotonii lze opét dostat na-
n=

priklad zderivovanim prislusné funkce, omezenost plyne z toho, Ze posloupnost mé vlastni
limitu — jakou?). Podle Abelova kritéria a (1) tedy fada

o0
Z arctg (
n=1

n_1
> -log (6 > -cosn konverguje. (2)

671
er+1 e+ 1

Poznamka. Rada dokonce konverguje absolutné, coz byl jiny (otdzkou je, jestli jednodussi)
zplsob, jak zjistit jeji konvergenci. Pro vSechna n € N totiz plati:

e” e —1 T e —1 T e"+1
arctg (e”+1> -log <e”+ 1> -cosn| < 5 log <€n+ 1)‘ = Elog <€n — 1) (3)
a dale
log (54) log (1+ 27) 2
lim ——5—2 = lim A | (4)
n—o0o = n—oo Yoy =

(spoctéte peclive). Pouzijte déle skutecnost, ze fada > - | 6% konverguje (napiiklad podle podilo-

vého kritéria). Vysledek pak da limitni srovnévaci a srovnavaci kritérium s pouzitim (3) a (4).

Priklad 3 : PouZijeme substituci e* = y, ¢* dz = dy. Dostaneme

00 e3z oo yz
1= / 5 5 de = / 2 7 dy-
e (D 1) 0o W22y +1)
Rozkladem na parcialni zlomky zjistime

y? 4 4 1 4

+ + - .
(y+2)2w+1)2 (y+2)? y+2 w+1)?2 y+1

Pak dostavame

o0

4 1
I= [— +4log(y + 2) — —— —4log(y + 1)}

y+2 y+1 0

4 1 2\ 1%
— [——+4log <y+ﬂ =3 —4log2.
y+2 y+1 y+1/]1,

Priklad 4 : Oznacéime
o sin’ ()
(1—=z)e
pro z € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladnad a spojita. Stac¢i tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

f(z) = (arcsinx — x)



Bod 0. Polozme g(r) = 23*(nz)’. Funkce g je na intervalu (0,1/2] kladna, spojitd a nepfilis
tézky vypocet (napiiklad s vyuzitim Taylorova polynomu pro funkci arcsin z piikladu 1) uka-
zuje limg o+ f(z)/g(x) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho kritéria dostavame, ze f01/2 f(z)dz
konverguje, pravé kdyz konverguje fol/ 2 g(z)dx pricemz tento integral konverguje, pravé kdyz
3o+ B> —1.

Bod 1. Polozme g(z) = (1 — 2)™® - (1 — z)%. Funkce ¢ je na intervalu [1/2,1) kladna, spojita
a standardni vypocet ukazuje lim,_.;_ f(z)/g(z) € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho kritéria
dostavame, ze f11/2 f(x) dx konverguje, pravé kdyz konverguje f11/2 g(z) dz. Posledni integral kon-
verguje, pravé kdyz —a+ 8> —1,tj. a — 3 < 1.

ZAavér: fol f(z) dz konverguje, pravé kdyz (3a+ > -1 & a— < 1).




Priklad 3 : Plati 5cos?x + 4sinxcosz + sinz = (2cosz + sinz)? + cos? z, a protoze funkce
sin a cos nejsou v zadném realném bodé soucasné rovny nule, je jmenovatel integrandu kladny pro
vSechna z € R. Integrand je tedy spojity na R a ma (spojitou) primitivni funkci na celém R.

Pouzijeme substituci tgx =y, doe = ﬁ dy, kde uvazujeme = € (-7, %), y € R. Po substituci
dostaneme d d
Y / y c
= = arctg(2 + y), yeR.
/y2+4y+5 (y+2)°%+1
Funkce

Fo(z) := arctg(2 + tgx)
1
5cos? z+4sinxcosx
ovefit, ze Iy je primitivni k f i na vSech intervalech tvaru (=5 + kw, 5 +k7), k € Z.
Pro zkonstruovani primitivni funkce k f na celém R pouzijeme techniku ,lepeni“. Spoc¢teme

™ ™
- lim Fo(x)=—=
5 x_}lin% o(z)

je tedy primitivni k funkei f(z) := na intervalu (-3, 5). Piimym vypoctem lze

2 )
v kazdém z bodd § + kr, k € Z je tedy potieba ,odstranit skok® velikosti 7. Proto je funkce

lim Fp(z) =
T—5—

Fo(x) + km, re (-5 +kn,5+kn), keZ,
F(z) =
T+ km, r=5+kr, keZ

primitivni k funkci f na celém R. VSechny funkce, primitivni k f na R, maji pak tvar F(z) + c,
c e R.

Priklad 4 : Oznac¢ime -
f(x) = arctg®(v/x) - sin” (5)

pro x € (0,27). Funkce f je na intervalu (0,27) kladna a spojita. Staci tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

Bod 0. PiSme

arctg®(y/x sin? (& o /x\B
fla) = W) SAE) g (2P, 2
v (3)
Polozime-li tedy g(x) = z2 77, dostaneme z (2) standardnim vypoétem, e li%lJr f(x)/g(z) € (0,00).
r—

Funkce ¢ je na intervalu (0,7] kladnd a spojitd, a tedy podle limitniho srovnévaciho kritéria
fow f(z)dz konverguje, pravé kdyz konverguje fOW g(z)dz. Tento integral vsak konverguje, pravé
kdyz § + 3 > —1.

Bod 27. PisSme

IME]

. B
n()> (-2 @)

Polozime-li tedy g(z) = (7 — %)ﬁ, dostaneme z (3) standardnim vypoctem, ze lign f(z)/g(x) €
X— 2T —

f() = arctg” (v/a) - (

m —

N8

(0, 00). Funkce g je na intervalu [, 27) kladna a spojita, a tedy podle limitniho srovnévaciho kritéria
éfﬂ f(z) dz konverguje, pravé kdyz konverguje fj” g(x) dz. Posledni integral konverguje, pravé kdyz
> —1.

Zavér: f027r f(z) dz konverguje, pravé kdyz (§ +3 > -1 & 3 > —1).




Priklad 4 :
Oznacime .
f(z) = (arcsinz — z)® sin® (7x) cos® (5:17)
pro z € (0,1). Funkce f je na intervalu (0,1) kladnd a spojitd. Stac¢i tedy vySetfit jeji chovani
v krajnich bodech.

Bod 0. Polozme g(x) = 2%*2f = 23°*8. Funkce g je na intervalu (0,1/2] kladna, spojita a
standardni vipocet ukazuje lim, o4 f(z)/g(z) = (3)*7” € (0,00). Podle limitniho srovnavaciho
kritéria dostavame, Ze fol/ ? f(x) dz konverguje, pravé kdyZ konverguje fol/ ? g(x) dz. Posledn{ inte-
gral konverguje, pravé kdyz 3a + 3 > —1.

Bod 1. Polozme g(z) = (1 — 2)?(1 — 2)® = (1 — 2)**°. Funkce g je na intervalu [1/2,1)
kladn4, spojitd a standardni vipodet ukazuje lim,_;_ f(z)/g(x) = (7/2 — 1)%7P(7/2)* € (0,00).
Podle limitniho srovnavaciho kritéria dostavame, ze f11/2 f(x) dz konverguje, pravé kdyz konverguje

f11/2 g(x) dz. Posledni integral konverguje, pravé kdyz o + 5 > —1.

ZAavér: fol f(z) dz konverguje, praveé kdyz (3a+ > -1 & a+ (> —1).

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu pfi vypoctu:
L oo Yo I P 7 bodu
@ DOd 1 o 7 bodu

O LAV ot 1 bod




