Algoritmus
1. Vyiesime homogenni rovnici:

(a) NapiSeme charakteristicky polynom a najdeme kofeny.

(b) Sestavime FeSeni.

2. Zkontrolujeme, Ze pravd strana je ve vhodném tvaru, pfipadné jestli neni tfeba
souétem vhodnych tvara.

3. Pouzijeme Vétu o Specidlni pravé strané a odhadneme tvar feSeni (s nékolika
nezndmymi koeficienty).

4. Dosadime do nehomogenni rovnice a dopotteme koeficienty.
5. ReSenim je homogenni + dopoétené feseni.

Priklady
1. Prifad’te funkce ke tvaru e®®(P(z) cos(bz) + Q(z) sin(bz)):

(1) 1222 + 2z +1 ~ (A) €% ((3z — 1) cos Oz + Osin 0z)

(2) 3z —1 (B) €2((1222 + 2z + 1) cos 0z + Osin Ox)
(3) 8ze” B (C) e**((—2)coslz + Osinlz)

(4) —2e* cosz (D) e'*((8z) cos0z + Osin 1z)

2. Najdéte fedeni diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty a specialni pravou
stranou
(a) ¥ +y — 6y =122+ 2z +1
(b) ¥’ -3y =3z—-1
(c) ¥ + 2y + 5y = Bxe”
(d) y¥"+y=z+sinz
(e) ¥ — 4y + 5y = —2e** cosz, y(0) =0, ¥'(0) =0

3. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic

(a) ¥ +4y" Ty —10y = 10022 —64e3®  (d) " +y" —y —y=4cosz
b) 3" + 8" + 16y = 64z sin 2z
Y
(©) v +y" +y +y = 8z, y(0) =
y'(0) =y"(0) =1 ) ¥ -y +y=ze>

(e) yf" — 4y + 4y = 2z + €** — cos 2z
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1.2. Specialni prava strana.

Priklad 1.5. Najdéme obecné Teseni diferencidlni rovnice
(9) v +y —6y=122 + 22+ 1

Resenim charakteristické rovnice A2+ X — 6 = 0 dostaneme A\; = —3,
A2 = 2. Odtud
@n(T) = c1e7%" +cp €%
O specialni pravé strané diferencidlni rovnice

(10) Y + a1y + agy = f(x)
budeme mluvit v pfipadé, zZe funkce f ma tvar
(11) f(z) = e** (p1(z) cos(bx) + pa(z) sin(bz)) ,

kde a,b € R a p;, ps jsou polynomy stupné s a r.

Hledané partikularni feSeni ¢, rovnice (10) mé potom tvar

(12) pp(x) = e 2* (q1(2) cos(bz) + ga2() sin(bz)) ,

kde g1, g2 jsou polynomy jejichZ stupeil je maximélné rovem vétsimu
z &isel s a r a k je ndsobnost kofene A = a4 1b charakteristické rovnice
(13) M 4radta=0.

V pripadé, Ze komplexni ¢islo A = a+1b neni kofenem charakteristické
rovnice (13), je k= 0.

Prava strana rovnice (9) m4 specialni tvar nebot
1222 + 2z + 1 = €% ((122® 4 2z + 1) cos(0z) + 0sin(0z)),
a komplexni ¢islo A = a+ib=04+i10=0 I}gl‘;lql kofenem charakteristické
rovnice. Je tedy k£ = 0. Podle (12) je tedy
op(z) = % 2° ((A2® + Bz + C) cos(0z) + go(x) sin(0z)) = Az’+Bz+C.

(Polynom ¢, nas nebude zajimat, nebot jej budeme néasobit &islem 0.)
Podle pfedpokladu je ¢, feSeni rovnive (9). Dosazenim ¢, do rovnice
(9) dostaneme podminky pro nezndmé konstanty A, B, C.

p,(z) =2Az+ B, ¢(z) =24

2A +2Az + B — 6Az® — 6Bz — 6C = 122° + 27 + 1.
Porovnanim koeficientil u stejnych mocnin z dostaneme
—6A =12,

2A—-6B = 2

2A+ B-6C= 1.
Potom A = —2, B = —1,C = —1. Je tedy p,(z) = 222~z -1 a
odtud .

o) =ce ¥ +ee® 222 —-2—-1, c¢,€R
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! Pi¥iklad 1.6. Najdéme obecné fesent diferencidlni rovnice
(14) y' =3y =3z -1

Refenim charakteristické rovnice A2 — 3\ = 0 dostaneme A\; = 0,
Ay = 3. Odtud
' on(x) = 1 + cp ™.

Pravé strana rovnice (14) mé podobné jako v (9)specialni tvar nebot

3z — 1 = €% ((3xz — 1) cos(0z) + 0sin(0x)) ,
Tentokrat v8ak komplexni éislo A = a +ib = 0410 = 0 je kofenem
charakteristické rovnice a to jednondsobnym. Je tedy k£ = 1. Podle (12)
je tedy
#p(@) = 3'(Az + B).

Dosazenim tohoto pfedpoklddaného Fefeni do rovnice (14) a porovna-
mim koeficient®l u stejnych mocnin z dostaneme A = —%, B = 0. Je

tedy @p(z) = —3z° a

1
wlz)=c +c e3® —5332, c1,c0 €ER

Priklad 1.7. Najdéme obecné tesent diferencidlni rovnice
(15) y" + 2y + 5y = 8z €”
Re$enim charakteristické rovnice A\? + 2\ + 5 = 0 dostaneme
A= —1+42i, A\ = —1—2i. Odtud
on(z) = 17 cos2z + c2 € " sin 27,
Rovnice (15) m4 opét specialni pravou stranu, nebot
8z e® = e!® (82 cos(0z) + 0sin(0z)),

pfi€emZ A = a+ib = 1+10 = 1 neni kofenem charakteristické rovnice.
Potom

@p(z) = e 2% ((Az + B) cos(0z) + gz2(z) sin(0z)) = (Az + B) €”.
Dosazenim tohoto pfedpoklddaného FeSeni do rovnice (15) (a po tpravé),
dostaneme porovnanim koeficienti u stejnych mocnin z A = 1,
B= -1 Jetedy p,(z) =¢"(z—3) a

1.
w(z) = c;e " cos2x + cp e “sin 2z + €° (m o §>, a,c2 €R
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Ptiklad 1.8. Najdéme obecné feseni diferencidini rovnice
(16) ' +y=xz+sinz

ReSenim charakteristické rovnice A2 + 1 = 0 dostaneme A3 = =i.
Odtud
on(x) = cycosz + cpsinz.
Rovnice (16) tentokrdt nema specialni pravou stranu. Prava strana
této rovnice je vSak dana jako soudet dvou funkci, znich# kaZd4d ma
tvar specidlni pravé strany. Déle vime, Ze je-li ¢,; partikularni feseni
rovnice

(17) y' +y=z
a po partikuldrni feSeni rovnice
(18) y'+y=sinz

je ©p = ©p1 + Py partikularni FeSeni rovnice (16).
Analogickym postupem jako u rovnice (9) dostaneme ¢, (z) = =.
Pro rovnici (18) pak plati

sinz = ¢ (0 cos(1z) + 1sin(1z)),

pfidemZz A =a+1ib=0411 =1 je kofenem charakteristické rovnice a
to jednonasobnym. Potom -

wpa(z) = e 2! (Acos(lz) + Bsin(1z)) = z(Acosz + Bsinz).

Dosazenim tohoto pfedpokladaného feSeni do rovnice (18) (a po tipravé),

dostaneme porovnanim koeficientd u funkei sinz a cosz A = —3,
B = 0. Je tedy ¢p(z) = —3xc087 a pp(z) = z — 3z cosz Odtud
1

w(z) =c1cosz + cpsinz + z — 5% COST,,  C1,0 eR
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kde C; a C4 jsou libovolné konstanty. ProtoZe fesime diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty,
pravé strana nehomogenni rovnice b(t) = ¢* je polynom stupné 2 a 0 neni kofenem charakteristické
rovnice, budeme hledat partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice ve tvaru w(t) = at® + bt + c. Kdyz
dosadime funkei w(t) do dané nehomogenni rovnice dostaneme pro konstanty a, b a c rovnice

2a — 4(2at + b) + 5(at® + bt + c) = 5at® + (5b — 8a)t + 5¢c — 4b+ 2a = t* —=>
8 99

3 b=_9 Cim=

257 © T 125"

] =

—5a=1, 5b—8a=0, S5c—4b+2a=0=a=

il 8 2
Tedy partikularni fe$eni nehomogenni rovnice je w(t) = 5 2+ Egt + o8 2 obecné fefeni dané
rovnice je
1 8 22
t) = Cre* cost + Che*sint + = £* + —t + ==
z(t) 16" cost + Cae” sin +5 +25 +125)

kde C; a C5 jsou libovolné konstanty.

Priklad 3. Najdéte FeSeni diferencialni rovnice =" + 3" + 7' + = = 8tet, které vyhovuje potatetnim
podminkém z(0) = z'(0) = =" (0) = 1.

Reseni:

Jednd se o nehomogenni linearni diferencilni rovnici t¥etiho fddu. Proto nejprve najdeme Feseni
homogenni rovnice '’ + z" + ' +z = 0. ProtoZe je to linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty, budeme hledat fefeni ve tvaru z(t) = e*. Kdy# dosadime tuto funkci do homogenni
rovnice, dostaneme pro A charakteristickou rovnici

MNEXREA+1=A+DN 2+ )= A+ =DM +1).

Tedy charakteristickd rovnice ma t¥i kofeny Ay = —1. Ag3 = =i, které jsou vSechny nasobnosti
1. Proto je fundamentdlni systém Fefeni uq(i) = ™%, ua(t) = cost, us(t) = sint a obecné Fefeni
homogenni rovnice je

u(t) = Cye~" + Cycost + Cssint,

kde Cy, Cy a C3 jsou libovolné konstanty. ProtoZe mame rovnici s konstantnimi koeficienty a
prava strana ma specialni tvar, budeme hledat partikuldrni feseni nehomogenni rovnice odhadem.
Protoze 1 neni kofenem charakteristické rovnice ma partikularni feSeni nehomogenni rovnice tvar
w(t) = (at + b)et. Derivace této funkce jsou w'(t) = (at + a + b)et, w”(t) = (at + 2a + b)e’,
w(t) = (at + 3a + blet. Kdy# dosadime do nehomogenni rovnice, ziskAme pro konstanty a a b

vztahy
4at +6a+4b=8=—=4a =8, ba+4b=0=0a=2, b=-3.

Tedy partikularni feSeni nehomogenni rovnice je w(t) = (2t — 3)e* a jeji obecné FeSeni je
sc(t} = Cleit + Cacost+ Cssint + (Qt - 3)et ,
kde €y, Ca a Cy jsou libovolné konstanty. Ty musime uréit tak, aby FeSeni spliiovalo po¢ateéni
podminky. Kdy# dosadime tyto podminky do obecného FeSeni, ziskédme pro konstanty C1, Caz a C3
soustavu tii linearnich algebraickjch rovnic
Ci+Cy—-3=1, -C1+C35-1=1, Ci—-Ca+1l=1=C1=Cy=2, C3=4.

Hledané feSeni diferencidln{ rovnice je tedy

z(t) = 2e7t + 2cost + 4sint + (2t — 3)e’ .

20



| Example 5: Solve y® + 8y” + 16y = 64t sin(2t).

Solution: First, solve the corresponding homogeneous equation
y@ 4+ 8y" + 16y, = 0.
This was done in Example 2. The complementary solutions are
y. = C} cos(2t) + Cysin(2t) + Cst cos(2t) + Cat sin(2t),

where C1, Cs, Cs, Cy are free parameters.
Next, set up a trial form for a particular solution:

yp = t*(ag + art) cos(2t) + £*(bo + bit) sin(2¢).

Notice that this is the resonant case and the correcting term ¢ is needed. Plug y, in the
nonhomogeneous equation and simplify:

(—32ag + 48b; — 96a4t) cos(2t) + (—48a; — 32by — 96b;t) sin(2t) = 64t sin(2t).
Compare the coefficients of the two sides:

—32(10 e 4851 = 0,

*96(11 = 0,
—48a; — 328y = 0,

Solving this we obtain:
ag = —1,(11 = O,bg = O,bl = f2/3

Therefore, the general solutions of the nonhomogeneous equation are
2
Y =y, + Yo = —t° cos(2t) — Ets sin(2t) + Cj cos(2t) + Cy sin(2t) + Cst cos(2t) + Cyt sin(2t),

where Cy, Cs, C3, Cy are free parameters.
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Reseni
Hleddme obecny tvar FeSeni nehomogenni rovnice s kvézipolynomialni pravou stranou typu (2.54).
Nejdfive najdeme fundamentalni systém Fefeni pfislusné homogenni rovnice. Charakteristicka rov-
nice A% — 2\ +4 = 0 mé tfi jednoduché kofeny Ay = —2, A2 = 1+1i, A3 = 1—1, a tedy fundamentalni
systém je tvoFen funkcemi e=2', efcost, e’sint. JelikoZ koeficient ¢ = —2 v exponentu pravé
strany je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice, hleddme partikularni feSeni w(t) podle
(2.56) ve tvaru

w(t) = t(at + ble™ = (at® + bt)e™ 2. (2.64)

Vypoéteme prvni, druhou a tfeti derivaci funkce w(t) a dosadime do rovnice (2.63). Po jednoduché

tipravé dostaneme rovnost
(20at — 12a + 10b)e™% = te™?",

Zkratime exponencialni funkci a porovname koeficienty u stejnych mocnin. Dostaneme rovnice 12a—

1
10b =0, 20a = 1. Je tedy a = 20’ b= % Dosadime do (2.64) a dostaneme partikularni feSeni

1
w(t) = 1—00(6t+ 5t %, teR.

Obecnym tvarem FeSen{ rovnice (2.63) je tedy tiiparametricky systém funkei

1
v(t; e, ca,c3) = c1e” 2 + coel cost + caet sint + m{ﬁt +5t%)e™®, te1,c0,c3 ER.
. Méme najit obecny tvar FeSeni rovnice
F—d=e" +e¥+t. (2.65)

Reseni

Hledéme obecny tvar feSeni nehomogenni rovnice s kvazipolynomidlni pravou stranou typu (2.57)
ss=3,r=ro=0,r3=1,01 =1, 02 =2, 03 = 0. Nejdfive najdeme fundamentélni systém Feseni
p¥isluiné homogenn{ rovnice. Charakteristickd rovnice A2 — X = 0 m4 kofeny A\; = 0, A2 = 1, a tedy
fundamentélni systém je tvofen funkcemi 1 a et. Exponenty 01 =1 a o3 =0 jsou jednoduchjymi
charakteristickjmi hodnotami, takZe partikuldrni feseni w(t) hleddme podle (2.60) ve tvaru

w(t) = taet + be® + t(ct + d) . (2.66)

Vypoéteme prvni a druhou derivaci funkce w(t) a dosadime do rovnice (2.65). Po jednoduché apravé
dostaneme rovnost

(a—1)et +(2b—1)e* — (2c+ 1)t —d+2c=0. (2.67)

Jeliko# funkce e!, €%, t, 1 jsou linedrné nezdvislé, musi byt koeficienty v linearni kombinaci (2.67)
1 1

vesmés nulové. Jetedy a =1, b = gue==rg, d = —1. Dosadime do (2.66) a dostaneme partikularni

FeSeni 1 1
w(t) =tet+§e2t— §t2 -t, teR.

Obecnym tvarem FeSeni rovnice (2.65) je tedy dvouparametricky systém funkeci

1 1
v(t;c1,02) =1 + coet +tef + Ee% - §t2 —t, t,e1,e0 € R

Ulohy

1. Uvedte, v jakém tvaru budete hledat partikulérni feseni nésledujicich rovnic.

(a) &— 5% + 6z = 3t> + 8. [w(t) =at3 +bt2 +ct +d.]
(b) & — 3% + 2z = te?t + e~ t. [w(t) = t(at + b)e® + ce™t ]
(¢) T+&=1-2t+te". [w(t) = t*(at + b) + t(ct + d)e™* ]



6. Linedrni ODR n-tého fadu Regené piiklady

Nyni ji# yn a yp nemaji spoleény Zadny €len, tedy tento tvar je definitivni. Déle
y]’D = Acosz — Azsinz + Bsinz + Bz cosz,

takze
yg = —2Asinz — Az cosz +2Bcosz — Bzsinz.

Dosazenim vyrazl pro y;’," a yp do feSené rovnice dostaneme
—2Asinz + 2B cosx = 2sinz.
Tedy A = —1, B = 0 a hledané partikularni feSeni mé tvar
Yp = —ZCOSZ,
Pak obecné fedeni je tvaru

y=yr+yp=Creosz+ Cosinz —xzcosz, Cp, CaeR.

Piiklad 6.13. Redte rovnici
yu +4y1 T 4y - 28"23".

Redeni. 1. Homogenni rovnice
Y+ 4y + 4y =0

mé charakteristickou rovnici A% + 4\ + 4 = 0 s dvojnasobnym kofenem A; o = —2. Tedy
yp=Cre" % + Coze™ 2.

II. Pristoupime k uréeni y,. ProtoZe f(zr) = e 2%, budeme feSeni y, pfedpoklddat nejprve ve tvaru y, =
Ae~ 2% Tento ¢len je vSak obsaZen v y, jako C; e~ 2" (oznadeni konstanty zde neni podstatné). Vyndsobime
proto tento tvar faktorem z, &im# dostavame Aze~2%. I tento vyraz je viak zahrnut v y, (jako Cpze™%%).

Opakované nasobeni = dévé
yp = Az’e %, A=?

Teprve toto vyjadieni y, 1ze povaZovat za koneéné (tento &len jiz neni soudasti yp). Odtud derivaci dostavame
yh, =2Aze™* — 24z% ™% = A(2z - 2z2)e 2%,
i = A(2 - 4z) e — 242z — 22%) e ¥ = A(2 - 8z + 42”) ™"
Dosazenim yp, ¥, y, do dané rovnice mame
A2 — 8z +42%) e 2% + 4A(2z — 22%) 672 + 4a? e =277,

Po zkriceni nenulovou funkci e~2* mame
A2 -8z +4z? + 8z — 8z +4z%) =2 tj. 24=2 A=1
Odtud y, = 2 e™2* a obecné Fedeni je tvaru

Y=Y+ UYp = e~ 22 (Cy + Cox + 2%), Cy, Cy e R

Piiklad 6.14. Naleznéte obecné TeSeni diferencialni rovnice

y" — 4y + 4y = 2z + e*® — cos 2z.

Reieni, Jedna se o nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici 3. fddu s konstantnimi koeficienty a pravou
stranou f(z) = 2z + e** — cos 2z.

UM FSI VUT v Brné 47



6. Line4arni ODR n-tého fadu Resené priklady

I. Nalezneme feSeni homogenni rovnice
ym _ 4yn + 4_7;" =0.

Charakteristickou rovnici
A a4 4an=0

2z

fedime vytknutim A a dostavame realné kofeny A; = 0, a3 = 2. Tedy y1 = 1, y2 = €%, y3 = ze’* a odtud

yp =C1 4+ Cs &2 + Chze®®,

II. Protoze f(z) = fi(z) + falz) — fa(x), kde fi(z) = 2z, fa(z) = €**, fz(z) = cos2z, lze pomoci
principu superpozice fesit danou rovnici postupné s pravymi stranami fi(z), fa(z), fa(z), ¢imZ obdrZime
partikularni FeSeni yp,, Yp,, Ups- Hledané partikularni feSeni y, pak bude tvaru yp, = yp, + Yp, — Yps-

a) Hled4dme partikularni FeSeni y,, diferencidlni rovnice
Y — Ay 4y =2

s pravou stranou fi(z) = 2z. K tomuto tcelu pouZijeme metodu neurditych koeficientti. JeZto fi(z) je po-
lynom 1. stupng, zkusime pfedpokléddat hledané fedeni ve tvaru y,, = Az + B. Je oviem snadné vidét, Ze
druhy &len tohoto tvaru (totiZ konstanta B) je obsaZen v fe§eni yp (zde vystupuje jako ¢len také konstanta,
oznadena jako C;). Proto tento tvar vynasobime z a dostdvidme

Yp, = z(Az + B) = Az + Bz, A, B=?

Ponévadz Az? ani Bz jiz nejsou soudasti yp, lze tento tvar povaZovat za spravny. Derivaci dostavame
Yy, = 2Az + B, Yp, = 24, gt =1

Dosazenim pak mame

0—8A+4(2Az + B) = 2z, tj- 8Ax — 8A+ 4B = 2z,

Porovnanim koeficienti u z! a z° pak dostdvéme A = %, B = 3. Tedy

o Lt
JPI_4"‘B +§"E

b) Hleddme partikuldrni feSeni y,, diferencidlni rovnice

ym _ 4yu £ 4y.r — e?m

s pravou stranou fy(z) = e>*. Opét miZeme vyuzit metody neurcitjch koeficient®, protoze fa2(z) = €**.
Hledané FeSeni tedy zkusime pfedpokladdat ve tvaru y,, = Ae?® Tento &len je viak obsaZen v yp, jako Cp e2*.
Vynéasobime-li tento tvar faktorem z, dostdvdme Az e®®. I tento vyraz je oviem zahrnut v Feseni y, (jako
Coz e?®). Opétovné nasobeni z dava

Yp, = Az’ e, A=?

Teprve toto vyjadieni lze povaZovat za konetné (dany €len jiZ neni souédsti yp). Derivaci tohoto tvaru
a néslednou tpravou postupné dostiavame

Y, = A(Que™ +3%26%) = 24(a? + )™,
Yy, = 24[(2z+1) e?® + (2% + z)2e?z] = 2A(22? + 4z + 1) €22,
Y = 24[(4z + 4)€® + (227 + 4z + 1)2e**] = 4A(22% + 62 + 3) "

Dosazenim mame
4A(2z% 4 6z + 3) e*® — 8A(2z° + 4z + 1) *® + 8A(2® + 2) = &*7,
Po vykriceni e?* a vytknuti nezndmé A na levé strané dostavame A = %. Tedy

1
Yps = E.’Ez eZz.
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6. Linearni ODR n-tého fadu Resené piiklady

¢) Hleddme partikuldrni feSeni y,, diferencilni rovnice
oy — 4y + 4y’ = cos 2z

s pravou stranou f3(z) = cos2z. Podle metody neurditych koeficientti lze hledané fesen{ predpokladat ve

tvaru
Yps = Acos2z + Bsin2x A, B="

V&imnéme si, e tentokrat nemusime tento tvar ndsobit z, nebot Zidny ze s€itanct se v yx nevyskytuje.
Derivaci dostavame

yp, = —2Asin 2z + 2B cos 2z, Yy, = —4Acos2z — 4Bsin 2z,
Yy = 8Asin 2z — 8B cos 2z.

Dosazenim mame
8Asin 2z — 8B cos 2z + 16 A cos 2z + 16 B sin 2z — 8 A sin 2z 4 8B cos 2z = cos 2z,

16Bsin2x + 16 A cos 2z = cos 2z.

Porovnénim koeficientis u sin 2z a cos 2z pak dostévéme B =0, A = 1. Tedy

1
Ups = 7 O08 2z.

Hledané partikuldrni FeSeni y, dané rovnice je proto tvaru
Lg. 1 iBig.s. A
ypzypz‘*‘ypz_yps:Zx —I—Ex—i-z:nex-iECOSZE

a pro obecné feSeni y této diferencidlni rovnice pak plati

1 1
y=yn+yp=C1 + Cye® 4+ Caze® + Zw ($+2+xe‘zz) — 1—6(:052&:, Cq, Cq, C3 € R.

Pi#iklad 6.15. Naleznéte obecné feSeni

y" —y' — 2y = cosh 2z.

Reiend. 1. Homogenni rovnice 3" — 3’ — 2y = 0 m4 obecné feSeni
yp = Ch e + Cae™™.

I1. Pravou stranu f(z) pifeme ve tvaru

1 1
f(z) = cosh2z = > e + 3 S

a)fi(z) = 3 e*, odkud y,, = Aze’®, A =7 Vjpottem y, = A(1 + 2z)e’, y;, = A(4+ 4x) e?*

a dosazenim do rovnice 1
yn’f‘vyi'72y: Ee?nz:

méme 3A = %, tj. A = % a Yp, = %a:ezm.

b)f2(z) = 2 2%, odkud y,, = Ae?®, A =7 Protoze y,, = —24e™2*, y/ = 4Ae™??, dostdvame po dosazeni

do

1
y” - yt —2y= §e—2z’

4A =1 tj. A= 3 ayp, = §e2*. Obecné feSeni dané rovnice je pak tvaru

1 i
Y=Yn+Yp +Up, =C16” +Coe™" + gmez‘” + ge”’”, C, Ca R
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i
|| Example 3. Solve the DE

mn

y" +4y" —y —y=4cost.
Step 1. Using the method from Section 5.2 we obtain y,(t) = c1e* + coe™" + cste™.
Step 2. In this exercise, g(t) = 4¢” cost and o + i = 4, which is not a solution of the the
characteristic equation. So, we search y,(t) in the form

yp(t) = acost +bsint.
By substituting y,(t) into the DE and grouping the similar terms we get that
(2a — 2b)sint + (—2a — 2b) cost = 4 cost,
which leads to the system

—2a—-2b =4.

This gives a = b = —1 and therefore y,(t) = —cost — sint.
Step 3. The final form of the solution is

y(t) =cie’ + et + ce.te"t —cost —sint.

{ 2a—-2b =0

The superposition principle:
This method works just in the case of linear DEs. If the right hand side is the sum of k
functions,

gt) = gi(t) + - + gi(t),
then we search the particular solution as
Up(t) = yp () + - + ypi(t)
where each function is a particular solution of the corresponding term of the right hand side.

Example 4.. Consider the linear DE:
y" + dy = te' — 24t .

Step 1. Solving the homogeneous equation gives yy(t) = ¢1 cos(2t) + casin(2t) .
Step 2. We search the particular solution in the form y,(t) = (at+b)e’+de*. By substituting
Yp(t) into the DE we get

(5at + 5b + 2a)e’ + 8de? = te! — 24e*,

which gives the system

50 =1
50 +2a =0
8d = —-24.

Hence, a = 3, b= —2, d=—3 and y,(t) = (3¢ — %)e’ — 3e*.
Step 3. The final form of the solution is

y(t) = ¢ cos(2t) + cpsin(2t) + (lt _ #) t_ 302t
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Example 4: (a) Solve y” + 4y” — Ty’ — 10y = 100¢? — 64¢°.
(b) Solve ¢ + 4y" — Ty’ — 10y = 100¢% — 64¢*,y(0) = —20,y'(0) = —29/5,3"(0) = 19/5.

Solution: (a) First, solve the corresponding homogeneous equation
Yo + 4y, — Ty, — 10y. = 0.
This was done in Example 1. The complementary solutions are
Yo = Cre~t + Coe® + Cae™,

where C1, Cs, C3 are free parameters.
Next, set up a trial function by copying the structure of f(t):

Yp = Go+ a1t + agt? + be®.
Substitute this into the nonhomogeneous equation and simplify:
(=10ap — 7ay + 8as) + (—10a; — 14ay)t — 10aqt® + 32be™ = 100t — 64e™.
Compare the coefficients of the two sides:
—10aq — 7Ta; + 8ag =0,
—10a; — 1daq =0,
—10ag = 100,
326 = —64.
Solving this linear system we obtain
ag = —89/5,a; = 14,a; = —10,b = -2,

and thus 89
yp=—% + 1t 1062 — 2.

The general solutions to the nonhomogeneous equation are
89
Y=1Up + Yo = —E + 14t — ].Utz - ZeBt e Cle_t o Ogﬁgt + 036_5t,

where C;, Cs, C3 are free parameters.
(b) Examine the initial conditions:

39
Cl+02+03—€—21—20,
29
“C]_ +202"*503+14—6=——5‘,
19
01‘1’402—!—2503*20—18: ?

Solve this for Cy, Cs, Cs:

1
Cl = *-5",02 e —2,03 =D

Therefore, the solution of the initial value problem is

89 1
y=—zt 14— 1082 =2 ~ ge‘t =gt JPeDE,



iy

y'+y +y=¢" -
" —2y=(z+1)e*

,y.'.'.' s y.r.r = :233 s m:z

¥ +y +y=ecosz
y'—y +y=cosz—sinz
" — 2y 4+ 5y’ = 2e* sin 2z
Zkouskové priklady

5. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic

(a) y® —y =z?
(b) y® —10y"” + 25y =1 +sinz
(c) ¥ +¥y +2y=ze®
Bonus
6. Najdéte feseni ODR
(a) ¥ = -y, y(0)=0,4/(0) =1
(b) ¥ = —y, y(0) = 2,9/ (0) = -3

(A) A

(B) (Asc + B)e®

(@) Azle™

(D) 2?(A2®+ Bz? + Cz + D)
(E) e®*(Acosz + Bsinz)

(F) Acosz + Bsinx

(G) ze*(Acos2z+ Bsin2z)

(d) y" + 4y’ — 6y = 10z sinz

s

(e) y® +vy =sinz + zcosz

ﬁQy

(c) ¥ = —y, y(0) =0,y (7) =0
(d) y" = —y, y(0) = o,y'(g) i}

V zdvislosti na parametru r € R najdéte FSR diferencidlni rovnice

y" +ry=0.

8. V zavislosti na konstantéch p,q > 0 najdéte FSR diferencidlni rovnice

y" +2py + ¢’y = 0.

9. Proé se malé dité na pruZinové houpadce (zvifatko na pruziné) houpe rychleji nez
dospély? Pohyb je popsan rovnici my” + ky = 0, kde m je hmotnost houpajiciho

se ¢lovéka a k charakterizuje pruZinu.

Matematika 4, 2018/19, Kristyna Kuncova
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Def: Pocitecni podminka

Qrazka

@y =—3y0=0Y0)=1 @y =-yy0)=0y(r)=0

™

2

=] u‘__.. = —y, %mOv = N,%.AOV = -3 o w‘:

-y, ¥(0) =0,y (5)=0

sinx; —3sinx + 2cosx; 0; ¢sinx; ¢, x € R

ODR s poédtecnimi podminkami rozumime
Y =fxy.y),  ¥(x0)=y0,Y (%) =
mmao X0, Y0 € R.

ReSenim pak rozumime dvojici (y, I), kde I je otevieny interval a y je funkce
definovand alespoii na I, y € C*(I), xo € 1, spliiujici

Y'(x) =fley(x),y (%), Vxel,
¥(x0) = Yo,

AU cincal i iice28raty



9. Diferencialni rovnice t2z"” + 3tz’ + 2z = 0 m4 Feeni tvaru z(t) = t™, kde n je konstanta. Najdéte
jeji fundamentalni systém FeSeni.

Reseni:

Dan4 rovnice je homogenni linearni diferencidlni druhého fadu. Fundamentdlni systém FeSeni se
tedy sklad4 ze dvou nezavislych fe§eni. Protoze je to rovnice Eulerova typu, pfedpokladame FeSeni
ve tvaru z(t) = t". Po dosazeni pfedpokladaného Fefeni do diferencidlni rovnice, dostaneme pro n
charakteristickou rovnici

nn—1)+3n+2=n’+2n+2=0=nyo = -1=+i.
Pro t > 0 ma tedy rovnice komplexni fundamentalni systém feseni

21(f) = -1 = ¢-lgiint = cos(Int) + isin(In¢)

t
: ) ol pscailion s
z2(t) = 1y l—ilnt cos(Int) tlsm( nt)
Je zvykem volit realny fundamentalni systém feseni
cos(Int sin(lnt
xl(t):—% a ﬁz(t):%)

ktery je linearni kombinace komplexniho fundamentdlniho systému feSeni.

10. V zavislosti na konstantich p,q > 0 a ¢ najdéte fundamentalni systém FeSeni diferenciilni
rovnice & + 2pz’ + ¢*>z = 0 (volné tlumené kmity).

Reseni:

Dané rovnice je homogenni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty.
Jeji charakteristicka rovnice A2 + 2pA + ¢? = 0 ma Feen

Axr = —pEx+/p?—¢2. (1)

Fundamentalni systém feSeni zavisi na hodnot& diskriminantu p* — ¢ rovnici (1).
1) Je-li diskriminant p? — ¢> = r? > 0 je fundamentalni systém Feleni z,(t) = e~ (P=T)t 5 24(t) =
e~ (P71, Obecné Fefeni

z(t) = Cre~ P~ 4 e~ (PHT)E

je klesajici (protoZe p > r) a jeho limita pro ¢ — 400 je rovna nule.
Redeni, které splinje poéateéni podminky z(0) = zo a 2'(0) = v je

,+.
z(t) = e P (;co coshrt + UU—T-EE—O sinh rt) .

Toto fedeni, pokud neni nulové, m4 tu vlastnost, e mfiZe pouze jednou prochézet bodem z = 0. To
nastane v ¢ase £ > 0, pro ktery plati rovnost

_ 1 _
wsinhrt:0=>t=—1nw+(p T)mD
T

xgcoshrt + —
> 2r wo+ (p+ 7r)zo

Takovy pohyb se nazyva aperiodicksy.
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2) Je-li diskriminant p? — ¢ = 0 je fundamentalni systém feSeni () = e™?* a zo(t) = te ™.
Obecné feseni

Z(t) = Cle_pt + sze_pt
mé v podstaté stejné vlastnosti jako v pfipadé 1). Refien{ s danymi po¢ateénimi podminkami je

z(t) = e P (zo + (vo + pxo)t)

které miZe op&t prochazet pouze jednou bodem z = 0. Takovy pohyb se nazyva také aperiodicky
(ale nejsem si pfili§ jist, zda nemé néjaky pfivlastek).

3) Je-li diskriminant p? — g2 = —w? < 0, w > 0, je fundamentélni systém Fedeni z;(t) = e~ Pt coswt
a z2(t) = e Pt sinwt. Obecné Fefeni

z(t) = e P (01 coswt + Cq sin wt)
prochézi bodem z = 0 pro ¢ > 0 nekoneénékrat. Redeni, které spliiuje poéateéni podminky je

z(t) =e P (:co coswt + L 1] sinwt) .
w

Tento pohyb miiZeme povaZovat za vlnéni s tthlovou frekvenci

{ ]92
wz\/m:q 1—'(}3,

jeho# amplituda A je klesajici funkei ¢asu, A(t) = Age™P'. V piipad§, Ze je konstanta tlumeni p
mal4 vzhledem k thlové frekvenci volnych netlumenych kmit g, se béhem jednoho kmitu, tj. za

T M e P
pulperiodu — = —— amplituda zméni e Ve*-#* —krat. Logaritmus tohoto vyrazu s opa¢nym
g —p
T
znaménkem, tj. f = se nazyvé logaritmicky dekrement kmitavého pohybu.
g —p

11. V zavislosti na parametru » € R najdéte viechna Fedeni diferencidlni rovnice z” + rz = 0, které
spliji podminky: a) z(0) =0, /(1) = 1; b) (0) =0, z'(1) = 0.

Reseni: Tato tiloha se 1i&i od vsech pfedeslych aloh tim, Ze jsou podminky na FeSeni dany ve dvou
riiznjch bodech. Takové podminky se nazjvaji okrajové podminky a tloha najit feSeni diferencidlni
rovnice s okrajovymi podminkami okrajoud 1loha pro diferencidlni rovnici. Resit okrajovou tlohu
pro diferencidlni rovnici je zcela jiny, a zpravidla slozitéjsi, problém neZ najit FeSeni diferencidlni
rovnice s podateénimi podminkami.

1) Pro r < 0 je obecné feSeni diferencidlni rovnice

z(t) = CreV™ + Cpe VT,
7 okrajovych podminek dostaneme pro konstanty C; a Co soustavu rovnic

Ci+C,=0, \/17((3'19‘/F —Ce V) =¢,

1
kde ¢ = 1 v pfipadé a), resp. € = 0 v pFipadé b). Tedy v pfipadé a) je C1 = ~Cy = m a

¥

eseni rovnice je

/T cosh /1

V piipadé b) je C; = C2 = 0 a dand rovnice mé pouze nulové fedeni.

16



2) Pror = 0 je obecné Fedeni rovno z(t) = Cy + Cst. Z okrajovych podminek pak plyne, Ze v
piipadé a) je fefeni z(¢) =t a v p¥ipadé b) dostdvime opét nulové fedeni z(¢) = 0.

3) Pro r > 0 je obecné feSeni rovno
z(t) = Cy cos /Tt + Cosin /Tt .
Z okrajovych podminek dostaneme pro konstanty Cy a C soustavu rovnic
Ci=0, vrCycos\/r=c¢.

o1 A2 sin /7t
itk : Fipadé a) fesent z(t) = a v piipadé b
7 | , mé rovnice v pfipadé a) fedeni x(t) ey v pfipadé b) pouze

Tedy je-li r £

2
nulové fegeni z(t) = 0.
2%+1 \?
Ale je-li r = 57> nemé rovnice v p¥ipadé a) Zadné FeSeni, ale v pfipadé b) dostavame

mnozinu fedeni z(t) = C'sin+/7¢, kde C je libovolnd konstanta.

Poznamka. Hlavni rozdil mezi obéma piipady spoéiva v tom, Ze tloha v pfipadé a) nema tu vlastnost, Ze linearni
kombinace fe$eni je opét Feeni, coz maji homogenni linedrni rovnice, kdezto tloha v pi{pad& b) tuto vlastnost ma.
Tedy z tohoto hlediska neni filoha v tomto pfipadé homogenni. Pokud bychom zavedli v pfipadé a) novou proménnou
y(t) = =(t) — t ziskali bychom nehomogenni rovnici y" + ry = rt, jejiZ feSeni by vyhovovalo okrajovym podminkam
y(0) = ¢/ (0) = 0. Je to vlastn& nehomogenni iiloha pro pfipad b), ktery lze povaZovat za pfislusnou homogenni tlohu.
Podrobnéjsi analjyzou tohoto p¥ikladu bychom mohli ukizat, Ze "homogenni” rovnice (pfipad b) ma pouze nulové
fedeni pravé tehdy, kdy# existuje pravé jedno feseni ”nehomogenni” rovnice (pfipad a) pro kazdou pravou stranu, tj.
hodnotu z’(1) (Fredholmova alternativa).

Tuto vétu byste méli znat s teorie soustav linedrnich algebraickych rovnic a plati i v mnohem obecnéjsich piipadech.

12. Najdéte obecné FeSeni diferencidlni rovnice
"o_ M2
=3 1% (54 (1)

Reseni: Protoze diferencialni rovnice (1) neobsahuje proménné z a z’, zavedeme novou proménnou
y(t) = z"(t). Z rovnice (1) dostaneme pro tu funkci diferencidlni rovnici prvniho fadu

v = VITP,

co% je diferenciilni rovnice se separovanymi proménnymi. Standardnim postupem ziskdme

dz .
f \/1_—‘{_2 = f dt = argsinhy = ¢ + Ch = y(t) = sinh(t + C1).
+y
ProtoZe y = 2", dostaneme dvojndsobnou integraci obecné FeSeni diferencidlni rovnice (1) ve tvaru

m(t) = Sinh(t‘ + CI) + Cot+ Cs,

kde C1, Cy a Cj3 jsou libovolné konstanty.

13. Najdéte obecné feSeni diferencidlni rovnice
z(1-Inz)z"” + (1+Inz) - (m')2=0. (1)

Reseni: Protoze diferencidlni rovnice (1) neobsahuje explicitné nezdvisle proménnou ¢, zavedeme
novou proménnou p(z) rovnici p(z) = z’. ProtoZe pak plati z” = pp’, ziskdme z rovnice (1) vztah

p(:r(l-—]nz)p’+(1+lna:)p) =i (2)
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1. ZAHADA PRUZINOVEHO HOUPADLA

j Pro¢ se malé dité houpe na pruzinovém
B houpadle rychleji nez dospély ¢lovék?

Pohyb je popsan rovnici | my” + ky = 0|,
kde m je hmotnost Elovéka a k charakte-
ristika pruziny.

e Jedna se o linearni diferenciaini rovnici druhého fadu s konstantnimi
koeficienty. Charakteristickd rovnice mz® + k = 0 ma kofeny

Zyo = ki 4
2= ,\ m’
k [ [k

 Resenim je funkce y = C, cos | \/ —t ) +Cysin{ \[—t ).

o Pokud roste m, frekvence kmitti ,\ .M.. kles4.

Diferencidlni rovnice - aplikace fakulta
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