1.2 Prikiady 11

Tento vztah nam ukazuje, ze ¢itatel zlomku (samoziejmé druhym zlomkem pocinaje) se zkrati se ymeno-

vatelem zlomku nasledujiciho (pokud za nim ovsem ten nasledujici je). Uvazovany vyraz se pak podstatné
zjednodusi a bude mit tvar

1.2 n2+n+1_2 n+n+1
nn+1) 2-24+1 3 nl+n

Takto dostavame

n24+n+1

im =
n—soo  n®4n

lim

H—00

(23—1 3% ~1 n3—l)

2
B+1 341 i+l — 3

2
3

k* 4+ 6k + 11k 4+ 5
Priklad 1.12. Uréete lim Z 63 & _:-3)' £

Reseni. Zde muzeme byt na znaénych rozpacich, jak postupovat. Ale v ¢&itateli je mnoho¢len a mno-
hoc¢leny ¢asto umime rozlozit. Jisté by bylo pfijemné, kdyby se néktery ¢initel v rozkladu mnoho¢lenu
k* 4+ 6k? 4+ 11k + 5 zkratil proti (k 4+ 1)!. Zkusime tedy napft. zda k + 1 ned&li uvazovany mnoho¢len.
Bohuzel vsak zjistime, Ze v bodé £ = —1 ma mnoho¢len hodnotu —1. Tedy £ + 1 na§ mnohoclen nedéli,
ale z naseho vysledku plyne, ze k + 1 déli mnohotlen (k* + 6k* + 11k + 5) + 1. Odtud je pak jiz jen
krucek ke zjisténi, ze
KP4 6k* + 11k +5 = (k+ 1)k +2)(k +3) — 1.
S pouzitim tohoto vysledku dostavame
ik3+6k2+ 1lk+5 Z k+DE+DE+3) -1 _

- (k -+ 3)! & (k +3)!

n 1 n 1 n n+3
=§E_§(k+3)!=§ Zkl“
1,11 1 1 1

1! 2!+3!_(n+l)! m+2)! m+3)

Odtud
K +6k*+ 11k +5 _
P Z (k +3)!
1 1 1 1 1 1
=lm|{—4+—+4+—— — — =
n—»oo(l +2 3 1IN mt+2) (n+3)!)
1 4 L, 1_5
B 20 313 A
P & i ay—) —t— 3 I iy

Priklad 1.13. Posloupnost {a,}:°, je dina predpisem a; = 0, a, = ———— pron > 2. UrCete lim a,.

H— Q0

Reseni. V tomto piikladé je posloupnost definovana pomoci rekurentni formule. Vypoéteme-li prvni tfi
Cleny, zjistime, Ze

3 15
aq=0<am=-<a3=—.
4 16
Posloupnost {a, }7° |, alespoil na svém zacatku, ptisobi dojmem, Ze by mohla byt rostouci a shora omezena

Cislem 1. Zkusme tedy tato tvrzeni dokazat. Ziejmé a; < a,. Pfedpokladejme tedy, Ze ax < ay. pro
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viechna k = 1,2, ....n — 1. Upravujeme-li nerovnost, jejiz platnost oviem chceme teprve dokazat,
dostavame
ap < dp+1,
a1 +3  a,+3
< )
4 4
a1 +3 <a,+3,
ay—1 < dy,

pri¢emz posledni nerovnost podle indukéniho pfedpokladu plati. Pfedchozi postup ovSem nemiZeme
povazovat za diikaz, spiSe za navod k diikazu. Formalni dikaz by postupoval pifesné opaénym smérem.
Podle indukéniho predpokladu plati a,_; < a,. Odtud Gpravami dostavame

Apn—1 +3 {a,1+3,
an—1 +3 a, + 3
{ L}
4 4
ay < Qp4.

Tim je tedy dokézano, ze posloupnost {a,}3 , je rostouci. UkaZeme nyni, Ze a,, < 1 pro v8echna n € N.
Ziejmeé a; < 1. Predpokladejme, ze ay < 1 prok =1,2,...,n — 1. Potom

ais1+3 143
< —
4 4
¢imZ je omezenost posloupnosti {a,};”, dokazana. Podle Véty 1.9 ma tedy posloupnost {a,} 2, vlastni
an—1+43

limitu. Ozna¢ime lim g, = a. V rovnosti a, = ==— piSme n + | misto n. Dostavame rovnost

H—2C 4

a, =

1 ’

a, +3
i

ktera plati pro vSechna n € N. Pfechodem k limité na obou stranach této rovnosti dostdvame

aysl =

. o A3
lim a,.; = lim i
=00 n=—+00

n—oo

1
ai= Z( lim «, + 3),

1
d= Z(a+3),

a=1]

Pfipomefime, Zze lim a,., = a na zakladé Véty 1.12, protoZe posloupnost {a,_1}°°
=00

n=

| je vybrané z {a, }2° .
Ukazali jsme tedy, ze lim a, = 1.

Ukazme si ale jeélt*:, ?1032 ukon¢ime tento piiklad, jak jinak muzeme dospét k piesvédCeni, Ze ¢islo 1
by mohlo byt horni hranici posloupnosti {a,}?,. Postup, ktery ukazeme, se ndm mize hodit i leckdy
Jindy. K piesvédeni, ze a, < 1 pro kazdé n € N jsme piivodné dospéli odhadem. Pak jsme oviem
tuto nerovnost dokdzali. Miizeme v3ak postupovat i takto: Chceme-li dokézat, Ze a, < ¢ pro viechna
n € N (c ovSem zatim nezname), bylo by dobré, kdybychom byli schopni dokézat, Ze a, < ¢ implikuje
ayy) < C.

a, + 3 c+3

a, = <
1+1 4 4
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Kdyby nyni platilo % = ¢, byl by nas diikaz hotov. Z této rovnice ale ihned dostavame ¢ = 1.
Miizeme ale nabidnout je§té daldi postup pro urceni kandidata na horni hranici posloupnosti {a,}°2 ;.
V okamziku, kdy uz vime, Ze {a, }°° | je rostouci, mizeme uvazovat nasledujicim zptisobem: Horni hranici

rostouci konvergentni posloupnosti je jeji limita. Ma-li posloupnost {a,}°%, vlastni limitu, oznatme

n=|

lim a, = a. Pfechodem k limité v rovnosti a,,; = % uplné stejné jako vyse zjistime, ze a = 1.
n=—roa
Takze, ma-li posloupnost {a,}7 viibec horni hranici, potom ¢&islo @ = 1 je jeji horni hranici. A

g . 1 1 ;
Priklad 1.14. Posloupnost {q,}7Z, je dana predpisem «; > 0, a,4| = 7 (a,, + —) Urcete lim a,,.
e b3 day, n—oc
Reseni. Jedna se opét o posloupnost definovanou rekurentng, take zkusime stejny postup jako v PFi-
klad¢ 1.13. Je-li posloupnost {a, }5~, vibec monotonni, zjistime téméf jist€ druh monotonnosti srovnanim
prvnich dvou ¢élenti a; a a; = %(ai R ;17) (Nic nezjistime pouze v pfipadé a; = a,.) VySetfujme tedy
napf. nerovnost

1
a) < az, aj = —.,
aj
1 1
aiq—(apl——-), a,2<1,
2 aj
1
2a) < a) + —, a; < 1.
a

Zda se tedy, Ze pro a; < 1 by naSe posloupnost mohla byt neklesajici a pro @; > 1 nerostouci.
Kazdopéadné je ale jasné, Ze pro a; = 1 je konstantni, presnéji a, = 1 pro vSechna n € N. Predchozi
domnénka o monotonnosti je vSak velky omyl, ktery nam ukazuje, jak opatrni pii matematickych soudech
musime byt. Jak ale zjistime, Ze se jednd o omyl, a jak nalezneme spravnou odpovéd? Pokralujeme-li
v naSich predchozich tivahéch, je pfirozené snazit se v pfipadé a, < 1 dokazat, Ze naSe posloupnost je
neklesajici. VySetiujme proto nerovnost a, < a,4:

LU —

a, S [/PERN
1 1
ar < 5 (@ +=).
2 a,
1
dy f —
dy
a, <1.

(Pfi nasobeni ¢islem a, nedojde k obraceni nerovnosti, nebot’ jak se snadno dokaze indukei {a,}°2, je

posloupnost s kladnymi ¢leny.) Jist€ by tedy bylo dobré dokazat, ze a, < 1 pro viechnan € N.Pron > 2
zde dostavame

a” l L)

(o1t o)

1

n—1

IA

ls

1A

aﬁ_.: +1 < 2a,_,,

(an—l = i)l =< Os
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odkud ihned vidime, Ze @, < 1 neplati ani pro n = 2. Navic opakovanim pfedchoziho postupu snadno
zjistime, Ze pro libovolné n > 2 plati dokonce obrdcend nerovnost @, > 1. Pfitom ale klidngé maze
byt a; < 1. To ale znamend, Ze neplati a, < a,;, ale naopak Ze plati a, = a,), oviem pouze pro

n z 2. Nase posloupnost tedy je, od druhého ¢lenu pocinaje, vzdy nerostouci, bez ohledu na velikost
kladného ¢isla ;. Existuje tedy lim a,. (Ctendf necht si rozmysli, Ze posloupnost, kterd je monotonni az

=D
od urc€itého ¢lenu, musf mit nutné limitu zrovna tak jako posloupnost monotonni. Snadno to dokdZeme
napf. uzitim Vét 1.9 a 1.11.) Vzhledem k tomu, Ze a, > 1 pro n = 2, je tato limita vlastni a rGznd od
nuly. Ozna¢ime lim @, = a. Pfechodem k limité v rovnosti @, = 1 (a, + L) dostdavame
h—0C = i
(a4 2)
a=—-la+ -,
2 a
1
a=-,
a
=1
Ukdzali jsme tedy, Ze lim a, = 1. Na této uloze stoji za poviimnuti ndsledujici skute¢nost: Celd

n—

posloupnost je ur¢ena jejim prvnim ¢lenem ;. Zménime-li jejf prvni &len (s vyjimkou pfipadu a] = EIT ),
zméni se viechny jejf ¢leny. Pfitom ale ke zméné limity nedojde.
dy (aE + 3¢)

Priklad 1.15. Posloupnost {a,}>° | bud’ ddna predpisem a; > 0, a,., =
3a2 + ¢

(¢ = 0 je pevné).

Urcete lim a,,.
n—oc

Resent. Je to opét posloupnost zadand rekurentng, takze by to pro nds mohla byt rutinni loha. Prozkou-
mejme tieba nerovnost a, < a,.;:

an < Apsl,
ay (af:' + 3¢)
3a2 + ¢
3a3 +¢ < a4+ 3c,
ap = ’\/E
(Upravy jsou zcela v poradku, nebot jak se snadno dokdze indukcf, {a,}2° | je posloupnost s kladnymi

Cleny.) Podstatny je tedy vztah €lent posloupnosti k &islu /c. O &lenu a; nevime nic. Uvazme tedy
nejprve pipad a; < /c a zkusme zjistit, zda potom plati a, < /¢ pro viechnan > 1:

ali S ‘\/E!
an—l(fj,:i_| + 3¢) < \/E,
das., +ie
a | +3a,_ic < 3a’_/c+ v/,
ay_y — 3al_ /¢ +3a, (V) — (VO <0,
(au—l - ‘\/E) E U|
-] — \/E E 0-
ay_| = ‘\/f_

ay
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7. cviceni
hitp:/ /www karlin.mfl.cuni.cz /~kuncova/
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Priklady

1. Spottéte limitu rekurentné zadané posloupnosti

(8) 21 = V2, Tn =2+ Tn1

Reseni: Pro n-ty ¢len mame vzorec

[ ———
Zn=\2+V2+... + V2.

~
n odmocnin

Posloupnost z,, je zfejmé ostfe rostouci, ncbot nerovnost zn41 > T, se

lehce ovéfi (napf. umocnénim). Dokdzeme, Ze z,, < 2 pro libovolné n;
umocnovanim na druhou totiz postupné dostavame

[
xﬂ«52@\/2+\/2+.,.+\/§g2@2+\/2+\/2+,..+\/§g4¢

n odmocnin n — 1 odmocnin

@\)2+\/2+M+\/§sza...@\/§gz,

p—

n — 1 odmoenin

Protoze posloupnost je_monotéonni a _gmezend, konverguje, tj. ma vlastni
limitu L. Tuto limitu lze nyni navic snadno spoéitat, nebot

limzpe =limv2 4+ 2,

L=v2+L
L=12,
(b)
1 1
xg > 0, In+l = 5 (-Tﬂ. 3 _) .
2 Tn

Dokazte, ze¢ lim z,, = 1.
TL—rod

Reseni: Ukédzeme, ze posloupnost je omezend a monoténni, tedy konver-
gentni. Ozna¢ime-li potom jeji limitu L, potom musi platit

: 1 1
limzye =lim= (2, + —
2 s






(1e)

(c)

L=1im%(L+%)

odkud plyne, Ze

L B 1 _1 s
L_hmé(L-l-L) <=>L-_L¢:>L —_11.

Ziejmé tedy limitou, pokud je posloupnost konvergentni, muze byt pouze
¢islo —1 nebo +1. Protoze g > 0, jsou vechny cleny posloupnosti nezdporné
(diky rekurentnimu vzorci), a tedy minus jednicka neprichdzi v ivahu.

Zbyvé dokézat konvergenci, tj. monotonii a omezenost. Podle nerovnosti
mezi aritmetickym a geometrickym primérem |(AG-nerovnost] vyplyva, ze
pro libovolné a > 0 je

1 1 1

—la+=)>1/a-—=1,

2 a a

a tedy plati, Ze libovolny ¢&len posloupnosti s vyjimkou zp je vétsi nez 1.

1 1 1 {122
Tn4l — In 5 Tn"l"m_ "xnz_z' " < 0.
T n

Odtud plyne, Ze posloupnost je klesajici (pficemz ostfe, pokud 0 < zg #
1, nebot v AG-nerovnosti nastdva rovnost pouze tchdy, délé-li se prameér
stejnych éfsel). Z toho, Ze posloupnost je od druhého ¢clenu klesajici plyne,
ze je omezend, nebof plati, ze

0 < 2, < max{zg,z1}.

Nechf 0 < a < 1. Vypoctéte limitu posloupnosti definované rekurentné
vztahy

1
1 =0, -’Bn+1:$n+§(ﬂ—$i .
Reseni: Pokud a = 0, pak je posloupnost identicky nulovd a vse je jasné.
Necht tedy a # 0 a necht 0 < z,, < /a. Tato nerovnost jisté plati pro ;.
Pak z, = \/a — ¢, kde € € \/a a protoze plati, ze y/a < 1, je také € > \/ae,

a proto

tni = Va—e+3(a- (Va-eP) = va-e+3(2eVa-¢?)
= o (R~ Ena— < I

Piitom evidentné z,4; > 0, protoze pro z, < \/a je priristek 3(a — 22)

kladné &islo. Indukef jsme tak dokézali, ze pokud z, < /a, potom také
Tn+1 < \/a
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6. cviceni

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova,/
kytaristka@gmail.com

Piiklady

1. Najdéte lim sup a liminf posloupnosti

(a)

(Qot) @

(de) ©

3h @

1
$n=1__
T

Reseni: Protoze posloupnost je konvergentni, plati, ze

limsupz, = liminf z,, = limz, = 1.

Ty = (—1)71 (2 + E)

n

Reseni: Posloupnost nenf konvergentni. Je ale lehké ukazat, ze ma jen dva
hromadné body, a to limity vybranych podposloupnosti zs, = (2 + ;31) a
Ton+1 = —(2+ 2). Proto

limsupz, = 2, liminf z, = —2.

(1", 1+ (-1
n + 2

Reseni: Je lehké ukdzat, ze posloupnost ma jen dva hromadné body, a to

limity vybranych podposloupnosti za, = % +1axo41 = % Proto

$ﬂ=

limsupz, =1, liminfz, = 0.
T 1+ 0s L1}
p— C —
" +1 2

Ni{‘,‘\-ﬁjﬁu;_%.‘
Reseni: Protoze cos - nabyva popofadé hodnot 0, —1,0, 1, jsou nenédéwé
pouze sudé ¢leny posloupnosti. Ty jsou rovny

2n 4dn

— 0, n=1+ =32
e et S in+1

Liché ¢leny posloupnosti jsou m#devé. Hromadné body posloupnosti jsou
tedy nulia. dva, proto =/

polia limsupz, = 2, liminf 2, = 0.



g8) @

Zn =1+ 2(=1)"1 4+ 3. (—1)*F2

Reseni: Clen n(n — 1)/2 je sudy pro n = 4k a n = 4k + 1, naopak pro

n =4k +2an =4k + 3 je lichy. Posloupnost z,, tedy tvoif étyfi konstantn{
podposloupnosti:

Tin = 14243 =6, 2441 =1-243 = 2, Zgptp=142-3=0, Tyny3z = 1-2-3 = —4,

Z toho plyne, ze limsup z, = supz, = 6 a liminf z,, = inf z,, = —4.
(f)
z, = (—1)"n
Resen: Podposloupnosti 2, = 2n a 23,41 = —2n — 1 rostou do +o0, resp.

klesaji do —co. Tim je vie jasné a je

limsup z, = supz, = +o0, liminf z,, = inf z, = —oc.

k%‘(} o Tn = —n[2+ (-1)"]

Reseni: Posloupnost je konvergentni, protoze -n[2+ (-1)"] < —n = —o0.
Proto
limsup z,, = liminf z, = inf z,, = —oc.

2. Spoctéte limitu rekurentné zadané posloupnosti

(8) 21=V2, 2= VZF Tp1

Reseni: Pro n-ty élen mdme vzorec

xn=\/2+‘./2+...+\/§.

——
n odmocnin

Posloupnost z,, je zfejmé ostte rostouci, nebof nerovnost Tyl > Zn SE
lehce ovéii (napf. umocnénim). Dokézeme, 7e z, < 2 pro libovolné n;
umociiovanim na druhou totiz postupné dostivdme

:e:n§2¢\/2+\f2+...+\/522@2+\/2+\!2+...+\/§54@

n odmocnin n — 1 edmocnin

@\/2+\/2+...+\/§524=...@\/§gz.

n — 1 odmocnin
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Tim jsme indukei dokazali, Ze posloupnost je omezena a ze pro kaidé n
prirozené plati, ze 0 < z, < v/a. Z toho plyne, ze posloupnost z, je rostouct,
protoze
1
In+l — Tp = 5(0. = f;%r) = (0.
Z toho plyne, ze posloupnost je konvergentni a existuje vlastni limnita lim z, =
L. Z toho plyne, ze musi platit

. . 1 1
limzpy = hm(mn+§(a-x§}) o L= L+§(a—L2} sL2=asL :E-\/?l

Protoze ale viechny &leny posloupnosti jsou kladné, pfipada v uvahu pouze

@ Snadno se ovéfi, ze vysledek plati i pro specidlni pfipad a = 0.

(a) .,
lim (1 + iz)
n—oo mn

Reseni:
2 e
i 1Y%« 1\™
(1+) = (1+3) " - (”Eﬁ)

Z Véty o limité vybrané posloupnosti mame, 7e

{
(1 + —2) — e,
n

tedy lze nalézt n tak, Ze

Zéaroven zjevné

2
LA™
1((14‘—3)
T

n-td odmocnina tuto nerovnost nepokazf (promyslete) a tak mizeme odhadovat

nQ
1= lim ¥1< lim 1"/(1+i2) lim < V10 =1,
=00 n—0o0 n n—roo

takze z Véty o dvou policajtech mame

ik
T—ro0 n



(c)

(d)

(f)

. sinn
lim ——
n—oo T

ResSenti:

Pouzijeme vétu o souéinu omezené a mizejici posloupnosti, 1 > sinn < 1,

limy, o0 1/n =0, tedy
. sinn
lim — =0
n—od n

S 1 1
lim =
=00 b Tt

Reseni: Tato posloupnost limitu nema, neb éleny zaénou byt zahy zdporné

pod odmocninou a tedy nejsou definované.

. o nd+n+l
lim ———
n—+oo no
aeN
Reseni:
a4+l 31+ 4+ 4 1, oi=:d
lim ——m8— = lim ——2—1 =¢ 0, a>3
B w R 1 0 &<
i (n+1)%?+ (3n+2)*
n—ingo ne + nd
a€eN
Reseni:
81/2,
L DTGt (G ) A ) /
im - = lim 3'n 7l =4 0,
n—00 ne+n n—00 n®* 4+n 81
lim (n i 2)4 - (n2 i3 1)2
n—00 ne« +n2

o € N Regeni:

_ond _ 2 2
_ ot . it

|
=
=]

a=4
o> 4
a<d

" (n*—2-4n®+ ...+ 293 — (n* + 2n? 4+ 1)

n—oc ne 4+ n2 n—oo ne 4+ n2
-8, a=3
=4 i) a>3
—00, & <3



. 3 3

lim n® (\/n2+ 1-Yn? - 1) ,
n—r+0o0

kde a € R

Reseni: Odstranénim odmocniny z ¢itatele pomoci vhodného rozsiten (viz

jmenovatel ndsledujiciho zlomku) méme

lim n® (Vﬂ? +1-4/n2- 1)

n—+o0
o i B (m’+1)-(n*-1)
n—r+o00 {/(_n? + 1]2 oS W\J/RQ = Tk id/(nﬁ 5 1)2
lim W f
nrtoo I/ +1)% + Vn? +1Vn? — 1+ Y/(n? - 1)°

a vytknutim n*? ze jmenovatele dostaneme

= lim no4/3 ¢
n—s-+00 YU +1/n2)2 + 1+ 1/n2Y1-1/n% + /(1 - 1/n?)?

a) Pro a = 4/3 vyjde
i 2 2 2
im - — = ==
nstoo I+ 1/m2)2 4+ Y1+ 1/n2Y1-1/n2+ (1 -1/n2)2 14+1+1 3
b) Pro a > 4/3 vyjde

lim n® %3, lim 4
n—+00 notoo {1+ 1/m2)2+ Y1+ 1/n2Y1-1/n? + Y/(1 - 1/n?)?

2
=(+00)'§=+OO

c) Pro a < 4/3 vyjde

- 2
lim n® %3, lim
n—-+o0 notoo Y1+ 1/n2)2 + Y1+1/n2Y1-1/n? + /(1 - 1/n?)?
2
=0-2=0.
(h) Urcete a,b € R tak, aby
lim (Vnd —n—an—b) =0
T—oo
Resent:
3 3
. -n— +b)
I 8 —an—b) = i n® —n — (an
am Vel = (n3 —n)23 + (n3 — n)/3(an + b) + (an + b)2

’ n3 — n — (a®n® + 3a®n?b + 3anb® + b3)
= 11
n=o0 (n® — n)2/3 + (n3 — n)/3(an + b) + (an + b)?

5



Vedouci élen ve jmenovateli je n?, v citateli n*(1 — a®). Aby byla limita
vlastni, musi byt a = 1. Pak v Gitateli zbjva 3a?n?b, coz téz musi zmizet,

jinak by limita byla > 0. Tedy b = 0.
(i) Ureete o > 0 tak, aby ndsledujici limita byla vlastn{

(n® + 1)3 + a(—1)"

n=s00 n2(ynZ+1—n)

Regeni:

i P+ +1)% +a(-1)" o n*+1¥+o(-1)* VnZ+l+m
n—oo n2(y/n2+1-n) n=oo n2(y/nZ+1-n) VRZtl+n

: 1+-“53 ( ) 1
lim-n‘i“( “)2 -n I8 e
3
1 a(-1)" / 1
(l-i-;:&) + 3a ‘|( 1+~T§+l)

2, a=1/3
={ og, a>1/3
0, a<1/3

= lim nie1
n—oc

lim (v/4n? —n — 2n)

n—oo

Resent:

llm (\/ 4n? —n —2n)- MeRe ilkek 0 i = lm —

lim (v/4n? — n — 2n)

n—oo Vdn? —n + 2n n—oo \/4n? —n + 2n
. n -1 1
= lim ——— = ——
n—oo 11 e % +9 4

(n+2)!' + (n+ 1)
n00 (n+ 2)l — (n + 1)!

Reseni:

lim (n+2) 4+ (n+ 1) (n+2)+1

RS e a1 Al




lim (1 + sinnw)
n—00
Reseni:
7 ;i VOAL
lim (1 4+ sinnw) g

1+ lim sinnr=1+4+0=1.
n—ro n—roo
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